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Bu tez beg boliimden olugmaktadir.
Ik boliim giris kismina ayrilmistir.
Ikinci boliimde, spektral analizin temel tanimlar1 ve 6nemli teoremleri verilmistir.

Uciincii boliimde, matris katsayili self adjoint fark operatoriiniin spektral ézellikleri

incelenmig ve siirekli spektrumu elde edilmistir.

Dordiincii boliimde ise matris katsayili non-selfadjoint fark operatoriiniin spektral
analizi yapilmig ve analitik fonksiyonlarin birebirlik teoremleri kullanilarak L opera-

toriiniin 6zdegerleri ve spektral tekillikleri hakkinda énemli bilgiler verilmistir.

Son boliimde ise bu tezde yapilan caligmalar ve bu caligmalarin sonuclar ifade

edilmigtir.
Ocak 2014, 42 sayfa

Anahtar Kelimeler : Sinirli operatorler, fark operatorleri, spektral teori.

i



ABSTRACT

Master Thesis

DIFFERENCE OPERATORS with MATRIX COEFFICIENTS
Emel YILDIRIM
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Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Dr. Seyhmus YARDIMCI

This thesis consists of five chapters.
The first chapter is devoted to the introduction.

In the second chapter, some basic definitions and main theorems of spectral analysis

have been given.

In the third chapter, spectral properties of selfadjoint difference operators with mat-

rix coefficients are investigated and continous spectrum is calculated.

In the fourth chapter, spectral analysis of non-selfadjoint difference operators with
matrix coefficients are examined and using the uniqueness theorems of analytic func-
tions important information about eigenvalues and spectral singularities of L opera-

tors are given.

In the last chapter, the studies performed in this thesis and the result of these studies

are expressed.
Januray 2014, 42 pages

Key Words: : Bounded operators, difference operators, spectral theory.
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1. GIRIS

Skaler katsayili fark operatorleri ve skaler bilegenli sonsuz Jacobi matrislerinin spekt-
ral analizi hem selfadjoint hem de non-seladjoint durumda simdiye kadar detayl
bir sekilde incelenmistir. Fakat son yillarda Sturm-Liouville denklemlerinin diskre
analogu olan fark operatorlerinin spektral analizi ile ilgili yapilan ¢aligmalar yaygin-

lagsmis, hem skaler hem de matris katsayili olarak ele alinan bu fark operatorleri

selfadjoint ve non-selfadjoint durumda incelenmistir.

Ik olarak Naimark, 1960 yilinda non-selfadjoint, siirekli ve diskre spektruma sahip
Sturm-Liouville operatoriiniin spektral analizi {izerine galigmis ve bu operatoriin
stirekli spektrum ve diskre spektrum diginda spektral tekiilliklere de sahip oldugunu
ispatlamigtir. Daha sonra spektral tekilliklerin 6nemi Lyance tarafindan daha kap-

samli bir gekilde ortaya konmustur.

Selfadjoint fark operatorlerinin spektral analizi ile ilgili caligmalar ise Atkinson tarafin-
dan "Discrete and Continuous Boundary Problems" ve Berezanski tarafindan

"Expansion in Eigenfunctions of Selfadjoint Operators" adl kitaplarda toplanmistir.
Bu tezde ise ;

E v — boyutlu (v < co) Euclid uzay1 ve ||, || ve (.,.)p swrasiyla Euclid uzay:
tizerindeki norm ve i¢ carpimi belirtmek iizere

mN,E):{y:@n) yEeE neN Zuynnémo} (L1)

n=1

uzayl

<y,Z> = Z(ymzn)E (12)

n=1

i¢ carpimiyla tanimlanan Hilbert uzayi olmak iizere bu uzay iizerinde



(£y>n = Anflynfl + Bnyn + AnynJrl (13)

matris katsayil fark denkleminin

Yo =10 (1.4)

siir kogulu altinda tanmimlanan operatér L olsun. Burada A,,n € NU{0} ve

B,,n € N, E uzay iizerinde tanmimli matris dizileri icin ilk olarak

det A, #0 neN

olarak kabul edilecek ve selfadjoint L operatoriiniin siirekli spektrumu ve 6zdegerleri

incelenecektir. Daha sonra A,, ve B,, matris dizilerinin

detA, #0 A,# A, B,# B, neN
kosulunu sagladigi kabul edilerek L operatoriiniin non-selfadjoint durumdaki spektral
ozellikleri incelenecektir.

Ik olarak temel kavramlar verilecek daha sonra Weyl Kompakt Heyecanlandirma
Teoremi yardimiyla L operatoriiniin hem selfadjoint hem de non-selfadjoint duru-
mundaki siirekli spektrumu elde edilecektir. Ayrica non-selfadjoint durumdaki L

operatoriniin
sug{eE”(HI—AnH+||Bn]|)} <oo >0 (1.5)
ne

kogulu altinda 6zdegerleri ve spektral tekillikleriyle ilgili onemli sonuclar verilecektir.



2. TEMEL TANIM ve TEOREMLER
Bu boliimde, ileride ihtiyag¢ duyulacak bazi temel tanim ve teoremler verilecektir.

Teorem 2.1 X ve Y ayni bir K cismi iizerinde iki vektor uzay1 olmak iizere

L:DL)CX =Y

operatorii verilsin. L operatoriiniin D (L) tamm kiimesi ve R (L) deger kiimesi
sirasiyla X ve Y uzaylarmin alt vektor uzaylar: olsunlar. Eger her x, y € D (L)

ve her o, € K igin

L(ax+ By) = oL (x) + BL(y) (2.1)

saglaniyorsa L operatorii lineerdir (Akhiezer1965).

Teorem 2.2 X ve Y aym bir K cismi {izerinde iki normluuzay L : D (L) C X — Y

lineer bir operator olsun. Eger her x € D (L) igin

L] < C'|l=| (2.2)

olacak bigcimde C' > 0 sayis1 varsa L operatoriine sinirh lineer bir operator denir

(Lusternik&Sobolev 1968) .

Tanim 2.1 X ve Y ayni bir K cismi iizerinde iki normlu uzay ve

L:X—->Y

lineer bir operator olsun. X uzayimin sinirh her alt kiimesinin L operatorii altindaki
goriintiisii Y uzayinda kompakt ise, L operatoriine kompakt operator adi verilir

(Akhiezer 1965).



Teorem 2.3 (I? (N) de Kompakthk Kriteri) M C [? (N) siirh bir kiime olsun. Eger
her e >0 ve her z = {£,,&5,&5,...,&,,, ...} € M igin n > Ny oldukca

> el <€ (2.3)
i=n+1
saglanacak bi¢imde en az bir Ny sayis: varsa M kompakttir (Lusternik&Sobolev 1968) .

Teorem 2.4 (Borel Lebesque Teoremi) Reel sayilar kiimesinin kapali ve sinirli her

araligl kompakttir (Lusternik&Sobolev 1968) .

Tanim 2.2 X bir Hilbert uzay:

L:D(L)CX—Y

lineer bir operatér ve D (L) = X olsun. Her y € Y ve her z € D (L) igin

(Lw,y) = (z, L*y) (2.4)

egitligini gercekleyen L* operatoriine L operatoriiniin Hilbert -Adjointi denir

(Akhiezer 1965).

Tanim 2.3 X bir Hilbert uzay1 ve L, X uzay iizerinde taniml lineer bir operator

olsun. Eger

Lz = Lz (2.5)

esitligi gergekleniyorsa L operatoriine self-adjoint operatordiir denir (Naimark 1968) .



Tanim 2.4 X bir Hilbert uzay: olmak iizere tanim kiimesi X de yogun olan self-

adjoint operatore simetrik operator denir (Naimark 1968) .

Teorem 2.5 X bir Hilbert uzay1 olsun ve L : X — Y sinirh lineer operatorii verilsin.

L operatoriiniin self adjoint olmasi i¢in gerek ve yeter kogul simetrik olmasidir
(Akhiezer 1965) .

Tanim 2.5 X # {#} normlu bir uzay ve L : X — Y lineer bir operator olsun. Eger
Ry (L) = (L — XI)™" resolvent operatorii meveut, smrh ve X de yogun bir kiime
tizerinde taniml ise A € C sayisina L operatoriiniin bir regiiler degeri denir.

L operatoriiniin biitiin regiiler degerlerinin olusturdugu kiimeye L operatoriiniin re-

solventi denir ve bu kiime

p(L)= {)\ € C: Ry (L) mevcut ve sumarly, D (Ry (L)) = X}

biciminde ifade edilir.

Teorem 2.6 H kompleks Hilbert uzay ve L : H — H smirh self adjoint lineer
bir operator olsun. Bu durumda, bir A sayisimin L nin p (L) resolvent ciimlesine ait

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul , Ly = L — Al olmak {izere her z € H igin

[Laz]] = Cl| (2.6)

olacak gekilde bir C' > 0 sayisinin var olmasidir (Berezanski 1968).

Tanim 2.6 p (L) nin C kompleks diizlemindeki tiimleyeni olan o (L) = C \p(L)
kiimesine L nin spektrumu ve her bir A € o (L) sayisina da L operatériiniin bir

spektral degeri denir.

Tanim 2.7 L : X — X lineer bir operator olsun. Eger Lx = Ax olacak bicimde X
de = # 0 eleman1 varsa A\ kompleks sayisina L nin bir dzdegeri ve x € X elemenina

da bir 6z vektor denir.



Yukaridaki tanimlardan asagidaki sonuclar elde edilir.

I) Eger A\, L operatoriiniin bir 6zdegeri ise L—AI operatorii birebir degildir. Dolayisiy-
la Ry (L) var olmayacagindan A € o (L) olur. Yani her 6zdeger bir spektral degerdir.
Buna gore L operatoriiniin 6zdegerlerinin kiimesi o4 (L) ile gosterilir. Bu durumda
o04(L) C o (L) olur. o, (L) kiimesine L operatoriiniin diskre veya nokta spektrumu

denir. Buna gore

o4(L)={N € C: R\ (L) mevcut degil}

gerceklenir.

IT)Eger Ry (L) var ve X de yogun bir kiime iizerinde tanimh fakat smirsiz ise
A € o (L) olur. Bu o6zellige sahip biitiin A sayilariin kiimesine siirekli spektrum

denir ve 0. (L) ile gosterilir. O halde

o.(L) = {)\ € C: Ry (L) mevcut ,Ry (L) smursiz, D (Ry (L)) = X}

gerceklenir.

ITI) R, (L) var, siirh fakat X de yogun bir kiime iizerinde tanimh olmayacak sekilde
A spektral degelerinin olusturdugu kiimeye ise L operatoriiniin rezidii spektrumu

denir ve o, (L) ile gosterilir. Dolayisiyla

o, (L) = {)\ € C: Ry (L) mevcut ,Ry (L) smurh, D (R, (L)) # X}

olur. Buna gore A spektral degeri o4 (L), 0. (L) ve o, (L) kiimelerinden en az birine

sahip olup

o(L)=04(L)Uo.(L)Uo, (L)



gerceklenir. Ayrica p(L),04(L),0.(L) ve o, (L) kiimeleri ikiger ikiger ayrik olup

birlegimleri tiim kompleks diizlemi verir (Naimark 1968) .
Teorem 2.7 Kompleks bir H Hilbert uzay: iizerinde sinirli selfadjoint lineer
L : H — H operatoriiniin 6zdegerleri reeldir (Lusternik &Sobolev 1968) .

Teorem 2.8 Kompleks bir H Hilbert uzay1 iizerinde sinirh selfadjoint lineer

L : H — H operatoriiniin o, (L) rezidii spektrumu bostur (Lusternik &Sobolev 1968) .

Teorem 2.9 Kompleks bir H Hilbert uzay: iizerinde sinirli selfadjoint lineer

L : H — H operatoriiniin spektrumu reel eksende bulunur (Lusternik &Sobolev 1968) .

Teorem 2.10 Kompleks bir H Hilbert uzay1 tizerinde herhangi siirh selfadjoint

lineer L operatorii igin
IL] = Sup (Lv,v) (2.7)
v||=1
gerceklenir.

Simdi self adjoint ve kompakt iki operatoriin toplami bigiminde yazilabilen bir

operatoriin siirekli spektrumunu bulmay1 saglayan bir teorem verelim.

Teorem 2.11 (Weyl Kompakt Heyecanlandirma Teoremi) L; selfadjoint ve Ly kom-
pakt operator olmak iizere L = L; + Lo biciminde yazilabilen bir operator olsun.

Buna gore

0c (L) = 0c (L) (2.8)

gergeklenir (Glazman 1965).

Tanim 2.8 R, (L) operatoriiniin kutup noktas: olup, siirekli spektrumda bulunan
ve L operatoriiniin 6zdegeri olmayan A\ kompleks sayisina L operatoriiniin spektral

tekilligi adi verilir ve o, (L) ile gosterilir (Naimark 1960) .



Bir operatoriin regiiler degerleri, tzdegerleri, spektral tekillikleri ve bunlarin 6zellik-

lerinin belirlenmesinde agagidaki teoremler kullanilacaktir.

Teorem 2.12 Ozdes olarak sifir olmayan bir analitik fonksiyonun, analitiklik bolgesi

icindeki sifirlar1 (eger varsa) ayriktir (Dolzhenko1979) .

Teorem 2.13 Ozdes olarak sifir olmayan bir analitik fonksiyonun, analitiklik bolgesi

icindeki sifirlarinin limit noktalar1 (eger varsa) analitiklik bolgesinin simirindadir

(Dolzhenko 1979) .

Teorem 2.14 Ozdes olarak sifir olmayan bir analitik fonksiyonun, sonsuz kath sifir-

lar1 (eger varsa) analitiklik bolgesinin simirindadir (Dolzhenko 1979) .

Teorem 2.15 (Privalov Teoremi) Agik iist yar1 diizlemde 6zdeg olarak sifir olmayan,
analitik bir fonksiyonun reel eksendeki sifirlarinin Lebesgue 6lciisii sifirdir

(Dolzhenko 1979) .



3. JOST COZUMU ve SELFADJOINT L OPERATORUNUN SUREKLI
SPEKTRUMU

I, E uzay1 iizerindeki birim matris ve ||.||, v x v tipindeki kompleks bilegenli

matrislerin normunu gostermek iizere,

{A.} ve {B,}, n € N matris dizilerinin

(I = Anll + [ Ball) < 00 (3.1)

n=1

sartim1 sagladigl kabul edilsin.

A=z+ 2z licin

An—lyn—l + Buyn + Anyn-i-l - (Z + Z_l) Yn, nEN (32)
denkleminin

lim E, (2)z2" =1 ) z2€ Dy:={z:|z| =1} (3.3)

kogulunu saglayan matris ¢oztimii E (z) := {E, (2)}, n € NU {0} ile gosterilsin.

E (z) ¢vziimiine (3.2) fark denkleminin Jost ¢oziimii denir.

Teorem 3.1 (3.1) kosulu altinda E (2) ¢oziimii mevcuttur ve

Bz = 3 S (- A B (2) — BiBi(2) + (1~ A) oo (2)]
o (3.4)

biciminde ifade edilir.



Ispat. (3.2) esitligi Vn € Nicin A = z + 2! olmak tizere

Yn—1t Yns1 — (Z + Z_1> Yn = — An1)Yn1 — Buyn + (I — An) Ynia

seklinde ifade edilebilir. Buradan

([ - Anfl) Yn—1 — Bnyn + ([ - An) Yn+1 = Fn

dersek

Yn—1+ Ynt1 — (Z + Z_l) Yn = F, (35)

seklindeki homogen olmayan fark denklemi elde edilir. (3.5) denklemine paramet-

relerin degisimi yontemini uygulayarak istedigimiz esitligi elde edebilirz.

Yoot + Yot — (2+ 27y =0 (3.6)

denklemi (3.5) denkleminin homogen kismi olup bu denkleminin lineer bagimsiz iki

¢cozimi

y D = 2T ve y@ = 2T

oldugundan (3.6) denkleminin genel ¢oziimii

U = eyt + dy?

seklindedir. O halde homogen olmayan (3.5) denkleminin

Yn = ann + dnz_n

seklinde bir 6zel ¢oziimii vardir. Dolayisiyla

10



n —-n n—1 —(n—1
Yn = Yn1 = Cp2" + dpz™™ =y 12"t —dpy_y 2"

yazilir. Son egitlige ¢, 12" + d,_12~" terimleri ekleyip ¢ikarildiginda

Yn — UYn—1 = Cp2" +dpz "+ cp12" +dy2"
—Cp 12" = dy 27 e, 2 dy 2

= (ch—cp1)2"+(dp—dp1) 27" +cp12" +dp127"
bulunur. Parametrelerin degisim metodundan dolay1

(cn—cCp1) 2"+ (dp —dpq1) 27" =0

olmalidir. O halde

Un = Yno1 = Coor (2" = 2"71) b dyy (277 =27

yazilir. Buradan

st =t = 6 (74 = 27) 4y (7 - 27)

elde edilir. Son iki egitlik yardimiyla

Ynt1tYn-1 = 2yn+cy (Zn+1 - Zn) — Cp—1 (Zn - anl)
+dn (Z—(n—i-l) . Z—n) _ dn—l (Z—n _ z—(n—l))

bulunur. Dolayisiyla

11

(3.7)



b+t = 2+ Ao ) o (7 =) =y (27— )
tdy (270 — ) —d g (27— 2 Y)
= (cn = Cn1)2" 4+ (dp — dpy)z™"

—l—Cn—lz”—l + ann—i-l + dn—lz_(n_l) + dnz—(n—f—l)

elde edilir. Son esitlikte (3.7) ifadesi dikkate alindiginda

Yn+1 + Yn—1 = Cn—lzn_l + ann—H + dn—lz_(n_l) + dnz_(n+1)

yazilabilir. Bu ifade (3.5) denkleminde yerine yazildiginda

(Cn,1 — Cn> anl + (dn,1 — dn) ZinJrl = Fn

elde edilir. (3.7) ve (3.8) denklemlerinin ortak ¢oziimiinden

0 z " z" 0
—n+1 -1
—F, z"t 2t —F,
Cp —Cp—1 = ve dn - dn—l =
z" z " Z" z "
Zn—l Z—n+1 Zn—l Z,—n—l—l
yazilabilir. Buradan
E, =z
Cp —Cp—1 = 1
z—z
F, 2"
dn - dn—l = - )
z—z

olarak bulunur. Buradan her iki egitlige iterasyon yontemi uygulandiginda

12



Cm — Cp = Z Uit — (3.9)

Zz—Z
k=n-+1
ve
e — dyy = — i B! (3.10)
e z—z71 '
k=n+1

esitlikleri elde edilir. (3.9) ve (3.10) esitliklerinde m — oo igin limit alindiginda

oo —
. P%Z k
lim ¢, — ¢, = g :

m—o0 zZ—zZ
k=n+1

ve

lim dpy —dp=— 3 ke

m—o0 z— 271
k=n+1

bulunur. Bu esitliklerinin sag kismindaki seriler (3.1) kosulundan dolay: yakinsak
oldugundan lim ¢,, ve lim d,, limitleri de sonlu olmaldir.

m—00 m—00

Dolayisiyla lim ¢,, = a ve lim d,, = 3 olacak sekilde F uzayindan olan sonlu «,

m—0o0

matrisleri vardir. Buradan

k=n+1
[e's)
P%Zk
dn - 6’+ E 1
Zz—Z
k=n+1

bi¢iminde elde edilir. Bu ¢oztimde F}, acik bicimde yazildiginda

n__»ank

(o) k-f
z
Un (2) = 2" + 27" + g — (1 — A1) Yk—1 — Bryr + (I — Ag) Yit1]

k=n+1

esitligi bulunur. Bu esitligin her iki yanim1 27" ile carpip n — oo icin limit alirsak

13



o k—2n —k
z —z
limy, (2) 2" = lim |a+ 827" + E — Fy|, z€ Dy

n—oo n—oo — 2;*1
k=n+1

elde edilir. (3.3) kogulunun saglanmasi i¢in @« = I, = 0 olmahdir. Dolayisiyla

kosulu saglayan E (z) matris ¢oziimiiniin (3.4) esitligini sagladig goriiliir.

Bundan sonraki kisimda {A,} ve {B,}, n € N matris dizilerinin
Dol = Al + [1Bal) < o0 (3.11)

n=1

kosulunu sagladigi kabul edilecektir.

Teorem 3.2 (3.11) kosulu altinda E (2) = {FE, (2)}, n € NU{0} Jost ¢dziimii

E,(2)=T,2" ; ne NU{0}, z € Dy (3.12)

I+ Kypa™

m=1
gosterimine sahiptir. Burada 7,, ve K, ,, matrisleri {A,} ve {B,} dizileriyle ifade
edilir.

Ispat. (3.12) esitligiyle verilen E, (2) ¢oziimii (3.2)denkleminde yerine yazildiginda

} + B, {Tnz”

I+ Z Kn—l—l,mzm] }

m=1

I+ i Knvmzm] }
m=1

I+ i Kn_LmZm

m=1

An—l {Tn—lzn_l

I+ i Knvmzm] }

m=1

+An {Tn+12n+1

= (z + z_l) {Tnz”

14



veya

I -+ i Kn_LmZm

m=1

An—l {Tn—lzn_l

} + B, {Tnz"

I + i Kn_i_l’mzm] }
m=1
I+ i Kn,mzm]

m=1

I+ i Knﬁmzm] }
m=1

+An {Tn+12n+1

— Tnzn+1 + Tnzn—l

I+ i Kpmz™
m=1

n+1

esitligi elde edilir. Son esitlikteki 2", 2™ ve 2"*! terimlerinin katsayilar karsilastirihirsa

2"~1 teriminin katsayisindan;

A, _1T,_1 =T, bulunur. Buradan iterasyonlarla
T, =[] 4," (3.13)
p=n

olarak elde edilir.

z™ teriminin katsayisindan;
Ap Ty 1Ky + BT, =T, Ko
esitligi yazihr. A,_; = T, T}, oldugu kullanilarak
LTy K1y + BoTy = T K
denklemi elde edilir. Son denklem soldan T}, ! ile garpilarak
K, 11+ T, 'B, T, = K,
yani

Kn—l,l - Knl - _Tn_anTn

15



bulunur. Buradan iterasyonlarla

Kn=- Y T,'B[T, (3.14)

p=n-+1

olarak elde edilir.

2"*1 teriminin katsayisindan;

AnflTnflanlﬁ + BnTnKnl + AnTn+1 = Tn + TnKnQ

bulunur. A, ; = T, T, ", oldugu bilindiginden bu esitlik yeniden diizenlenip esitligin

her iki yam soldan T, ! ile garpilirsa
Kn71,2 + TngnTnKnl + TylenTnJrl =1+ Kn?
elde edilir. Buradan iterasyonlarla

Kp=- Y T,7'BT,Kn+ Z ' (I-A2)T, (3.15)
p=n-+1 p=n+1

bulunur. Son olarak

2™+ teriminin katsayisindan ise

Kpmio = Z T (1= A) T Kpsim — >, Ty ' By K1 + Kpsim  (3.16)

p=n+1 p=n+1

seklinde elde edilir.

(3.11) kosulundan dolay1 T}, tanimindaki sonsuz ¢arpim ve K, tanmimlarindaki

seriler mutlak yakinsaktir.
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Teorem 3.3 C' > 0 bir sabit, L%J , % sayisinin tam kismi olmak tizere, (3.11) kosulu

altinda

1Kl SC 52 (1 = Al + 1B, (317
k]

esitsizligi saglanir.

Ispat. Teorem (3.2) de elde edilen (3.14),(3.15) ve (3.16) esitlikleri yardimiyla

tiimevarim yontemi kullanilarak istenilen esitsizlik elde edilir.

m =1 i¢in
1Kl = || Y T,'BT,|| < Y |7, BT,
p=n+1 p=n+1
< YT IBIILI< Y 1B
p=n+1 p=n+1
< D I =Ap|+Bpl <1 > |II-Ap|+IBpll
p=n-+1 p=n-+[1]
elde edilir. m = k icin
| Knmll < > (I = Ap[l +[|Brl))
ot
olsun. m =k + 1 i¢in
| Kl <c¢ > (17— Ap|l +[|Bpl)
pent 5]

esitsizliginin saglandigini gostermeliyiz.



| Kl = Z Tp' (I = AD) TeKppap-1 — Z T, By Ty Kp i + | K1kl
p=n-+1 p=n-+1
< Z | T5" (I = AD) TpKpyrpa || + Z 1T, By Ty K| + [ K1l
p=n+1 p=n+1

= 3 T I AR Tl B il

p=n+1
+ > T BN Te || 1kl + 1K i1 -1l

p=n+1

olup T' ve T—Il) sinirh oldugundan

| Knpall < Z 17 = AR 1K [l + Z [Be | okl + 1 Ko i

p=n+1 p=n+1
S e Al S (Al 1B
p=n+1 t—p+1+[%]
+c Z | Bp|| Z ([[1 = A¢l| + [ Bell)
p=n+1 t=p+ %]

o0

te o Y (= A0+ 1B

p=n+1+[25]

elde edilir. Son egitsizlikte

11— 22|+ 1Bl = Uy |1 — A+ |Be]| = Vi

dersek

18



o0

| Kngeall < ¢ D U, Y Vite >V,

p=n+1 t=p+[§] p=n+1+[%]
cQUnit Y. VitUnz Y. Vitopdec >V
t=n+1+[%] t=n+2+[%] p=n+1+[251]

yazilir. Bu esitsizlikte indisleri diizenlersek

| Knpsall SeqUnsi Y Vit Uniz Y Vitod >V

e 52 =) pent 141

elde edilir. O halde serilerin indisleri ¢t = n + [%] den baglatilirsa ifade daha da

biiyiir.
| Kyl < CZ Up Z Vi+c Z V,
Pl [B] e [B]
< e S -2 Bl S - Al 1B

+ Y = A+ B

e [E41]
< ad S M-Al+IBI+ Y M- Al B
s[4 pens 4]
< el Y M-Al+IB)
p=ns o4

¢ pozitif sabit olmak iizere istenilen egitsizlik elde edilmistir.
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Teorem (3.3) geregince F,, (z), n € NU{0} ¢oziimii Dy kiimesinden {z : |z| < 1} \ {0}

kiimesine analitik devama sahiptir.

Teorem 3.4 Jost ¢oziimii
E,(z)=2"[I4+0(1)], ze D:={z:]z] <1}\ {0}, n —

asimptotik esitligini gercekler.

Ispat. (3.12) esitliginden

E,(z) = T,2"

I+ i Knmzm]
m=1

I+ i Knmzm]
m=1

lim F, (2)2™" = lim T, + lim Z K, 2™
m=1

E,(z)z" = T,

n—oo n—oo n—oo

elde edilir. Burada
T, = H A e

p=n

olup yakinsak carpimin kalan terimi I oldugundan lim 7, =1 ve

n—oo

ZHKan < c Z |1 — Apl| + || By
n=1 ”le:n+[%]
oo p
< e X 2 |- Ay + B
p=1 n=1
= > op 1= A | + B

= ) Pl = Al + Bl < o0

p=1

20
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oldugundan lim ||K,,,|| = 0 gerceklenir. Dolayisiyla

E,(2)z" = [I+0(1)], zeD:={z:]z]| <1}\{0}, n—

E,(2) = 2"[I+0()], zeD:={z:]2| <1}\ {0}, n —

asimptotik esitligi gerceklenir.
Teorem 3.5 (3.11) kosulu altinda o, (L) = [—2, 2] araligidur.

Ispat. I, (N, E) uzaymda

(ﬁy)n = Anflynfl + Bnyn + AnynJrl

(lly)n = UYn—1 1T Yn+1

ve

(l2y)n =(Ap-1 — D) Ypn-1+ Butyn + (An — I) Yns1

fark ifadeleri ve yo = 0 smir kosuluyla iiretilen operatorler sirasiyla L, Ly ve Lo ile
gosterilsin. Bu durumda L, L, ve L, operatorleri sirasiyla asagidaki J, J; ve Jo

Jacobi matrisleri ile tanimlanabilir.

B, A4 0 0 0
A By Ay 0 O

J— ...7
014233/430
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07 00
I 010
0 1 0 I

B, A -1 0 0 0
Ai—1 By Ay—1 0 0
0 A, —1 By A3—1 0

Jy =

Buradan J = J; + J5 oldugu goriiliir. Dolaywsiyla L = L+ Lo bulunur. Eger L
operatorii self adjoint, Lo operatorii kompakt operator ise Weyl Kompakt Heyecan-

landirma teoremi geregince

oc(Ly) =0.(L)

saglanir. Ilk olarak

1
00 2
1(L1y), |l = (Z!yn—1+yn+1\2>

n=0

1
o] 2 [ee)
(Zlyn_1|2) +(Z|yn+1|2> < 2|y
n=0 n=0

NI

IN

esitsizligi saglandigindan L, operatorii simirhidir. Dolayisiyla Ly operatoriiniin self
adjoint oldugunu gostermek igin Iy (N, F') uzaymdan alinan herhangi y = {y,} ve
z = {z,} dizileri igin

(L1y)y 20) = (Yn, (L12),)

esitliginin gergeklendigini gostermek yeterli olacaktir.
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Vy=A{y.}, 2={2z} € L (N, E) i¢in

(L1y), > 20) = Z (L1y), Zn = Z (Yn—1 + Yn+1) Zn

= Z ynflz + Z ynJrlZ
n=1 n=1
olup yo = 0 oldugundan son esitlikten
<<L1y)n ) Zn> = Z YnZn+1 + Z YnZn—1
n=0 n=2

0 0
= E ynszrl + E YnZn-1 — Y120
n=1 n=1

2o = 0 oldugundan son esitlikten

<(L1y)n ) Zn> = = Z Un (gn—l + 5n+1)

n=0

— Z Yn(L12) = (Yn, (L12),,)

bulunur. Dolayisiyla L, operatoriiniin selfadjoint oldugu elde edilir.

Simdi de (3.11) kogulu altinda Ly operatoriiniin Iy (N, E') uzaymda kompakt oldugunu
gosterelim. Ly operatoriiniin lp (N, F) uzaymda kompakt oldugunu gostermek igin

M C Iy (N, E) simirh herhangi bir kiime olmak {tizere
Ly (M) = My ={y = (L), : @ = (x,) € M}

goriintii kiimesinin /5 (N, £') uzayimda kompakt oldugunu gostermek yeterlidir. Bunun
i¢in ise bu uzay igin bilinen kompaktlhk kriteri geregince M; kiimesinin diizgiin sinirh
oldugunu ve M; kiimesinden alinan her diziyi genel terim olarak kabul eden serinin

kalan teriminin diizgiin olarak sifira gittigini gostermek gerekir. O halde

Vo € M igin x = (Lgy) olacak sekilde y = (y,,) € M vardir.
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] = I(La)I* = D N (Law), I = D N Anrt = D) Y1+ Bug + (A = 1) g |

n=1 n=1

olup, bu esitlikten
1" = [(Lag)I* < Y M (Ans = D gt | + [1Bugill + [1(An = D g [I* (3.19)
n=1

yazilir. Son egitlikte
A=[[(Apr = Dynall, B=[[Buyall ve €= [[(An = 1) yns

denilirse

(A+B+C)* < (JA|+|B|+1C])
= |A?+ |B +|C|> + 2 (|AB| + |BC| + |AC)|)
< 3(|4]+|B| +|C))?

oldugundan (3.19) esitsizligi
20 <3 [1(An-1 = D) yal* + [ Baynll® + (A = I) ysa |I°]
n=1

seklinde yazilir. y = (y,) € M oldugundan her n i¢in ||y,|| < k olacak gekilde k& > 0

sayist vardir. Dolayisiyla son esitsizlikten

l2l* < 382 Y [I(Aus = DI + [1Bal* + 1(An = D]’]

n=1

bulunur. (3.1) kogulundan dolay: Z (A1 = )|, Z | B, ve Z (A, — I)|| seri-
n=1 n=1

n=1

leri yakinsak oldugundan Z 1(An_y — DI, Z | B, ||* ve Z (A, — I)||*serileri de
n=1 n=1

n=1

yakinsak olur. O halde ||:1c||2 < oo bulunur. Bu ise M; kiimesinin diizgiin sinirhihgim

gosterir.
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Ikinci adimda M; kiimesinden alinan tiim x = {z,,} dizilerini genel terim kabul eden
serilerin kalan terimlerinin diizgiin olarak sifira gittigi gosterilmelidir.

Ilk adimda yapilan islemlere benzer olarak

o0 o0

Soodel® = D Loyl
n=m-+1 n=m-+1
= 3 I(Auct = D s + Buyn + (An = 1) g
n=m-+1
< 3¢ ) 1A = DI+ 1IBull* + (A = D]
n=m-+1
< 3¢ ( DA =DIP+ D0 B+ D (A, - I)II2>
n=m-+1 n=m-+1 n=m-+1
yazalir. t = maks {||(An_1 — D)||, || Bnl| , ||(An — I)||} olmak {iizere son esitsizlikten
> llzall® <38 > [1(An = Dl + 1Bl + 1(An — D]
n=m+1 n=m+1

yazilabilir. Burada m — oo igin limit almirsa (3.11) kosulundan dolay1 sag taraf

sifira gider. O halde L, kompakt operatordiir. Dolayisiyla

o.(L)=0.(Ly)

gerceklenir.
Simdi o (L;) = [—2,2] oldugunu gosterelim. Simirh lineer selfadjoint L; operatorii
i¢in
L1 = Sup (L1y,y) (3.20)
y||=1
gerceklenir.
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(L) = Y [(Lw), = W1+ Yns1) I

n=1 n=1

= Z Yn—1Yn + Z Yn+1Yn = Z YnYn+1 + Z Yn+1Yn
n=1 n=1 n=0 n=1

= > Y1 + Y Yni1¥n
n=1 n=1

= Z 2Re (Yn+19n) < Z Y1 + [yl
n=1 n=1

< 2|lynll

bulunur. Esitsizligin her iki yaninda ||y|| = 1 iizerinden sup almirsa

sup (L1y,y) <2

llyll=1

elde edilir. Ozel olarak ¢, € £2 (N, E) olmak tizere ¢ = (% €0, o) icin [ = 1

tizerinden norm alinirsa

sup (Li9,9) < sup (ZWM} + [, |>

¥ll=1 l¥ll=1

sup (Lih,)) = 2
lpll=1

olup ||Li|| = 2 elde edilir. O halde o (L,) = [—2,2] dir.

Kompleks H Hilbert uzay1 iizerinde sinirh self adjoint lineer L, operatoriiniin rezidii
spektrumu bostur yani o, (L;) = @ dir. Ayrica L; operatoriiniin 6zdegeri bulun-

madigindan

elde edilir.
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4. NON-SELFADJOINT L OPERATORUNUN OZDEGERLERININ ve
SPEKTRAL TEKILLIKLERININ YAPISI

An—lyn—l + Bnyn + Anyn-i-l = Ayn (41)

olmak tizere {A,} ve {B,} n € N non-selfadjoint matris dizilerinin

> (I = Aull + [|Ball) < oo (4.2)

n=1
esitsizligini sagladigini kabul edelim. Burada [ , F uzay1 iizerindeki birim matrisi

ve ||, || E uzay: iizerindeki matris normunu belirtmektedir.

Teorem 4.1 A = 2cos z z € C. olmak iizere denkleminin Jost ¢oziimii

F, (z) = T,,e™

I+ i KnmeimZ] neNU{0} (4.3)

m=1

gosterimine sahiptir. Burada T, ve K,,,,, matrsileri {A,} ve {B,} matrisleri ile ifade

edilir.

Ispat. (4.3) denklemi ile verilen F), (2) ¢oziimii (4.1) denkleminde yerine yazildiginda

} 4 Bn {Tneinz

I + i Knmeimz] }
m=1
I 4 i Knmeimz] }

= 92 <—€ te ) {Tnemz
2 m=1

Anfl {Tnei(nl)z

00
I+ Z Knmeimz
m=1

I T io: Knmeimz] }

m=1

+ An {Tnei(nJrl)z

veya
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I+ Z K,e™

I+ Knme ]}
m=1

I+ Z K,,,e™

A {Teznl

+A {T ez (n+1)z

I+ i KnmeW] }

m=1

_ 7, n+1

_l_Tezn 1)z

I+ Z Kpme™ ] (4.4)

esitligi elde edilir. (4.4) esitliginde ¢™* terimlerinin katsayilar kargilagtirildiginda

i(n—1)z

el teriminin katsayilarindan

AnflTnfl = Tn

elde edilir. Buradan iterasyonla

ﬁ Al (4.5)

olarak bulunur. ¢ teriminin katsayilarmdan

AnflTnflanl,l + BnTn = TnKnl

bulunur. Burada A, 17, 1 =T, oldugu dikkate alindiginda

Tnanl,l + BnTn - TnKnl

elde edilir. Esitligin her iki yanm1 soldan T, ! ile garpilirsa
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Kn—l,l + Tn_anTn = Knl

Kn—l,l - Knl - _Tn_anTn

bulunur. Buradan iterasyonla

Ku=- Y T,'B[T,

p=n+1

i(n+1)z

elde edilir. e teriminin katsayilarindan

An—lTn—lKn—l,Z + BnTnKnl + AnTn—i—l = Tn + TnKnQ

yine A, _1T,_1 =T, oldugu goz oniine alindiginda

TnKn—l,Z + BnTnKnl + AnTn+l = Tn + TnKnQ

elde edilir. Esitligin her iki yam soldan 7', ! ile carpilirsa

K10+ T BT Koy + T ATy = 1+ Ko
Kypio—Kp = —-T,'B,T,Ky — T, ATy + 1
= T 'B.TWKu—T,' AT, (T, 'T,, + T, 'T,
= T 'B,T,K, — T, A AT, + T, 'IT,

= -T.'B,T,Knu+T," (I AT,
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elde edilir. Buradan iterasyonla

Kp=- Y T'BT,Kn+ Y Tp'(I-A}p)Tp

p=n+1 p=n+1

i(n+m—1)

bulunur. Son olarak e teriminin katsayilarindan

K = Y Tp'(I=A3) TrKpirma— Y T BT Kpmo1 + Ky mo
p=n-+1 p=n+1
n € NU{0} me N (4.6)

bulunur. (4.2) kosulundaki serinin yakinsak olmasindan dolay1 7,, tanimindaki son-

suz carpim ve K,,, tanimindaki seriler mutlak yakinsaktir.

Teorem 4.2 C > 0 bir sabit, L%J , % sayisiin tam kismm olmak tizere, (4.2) kogulu

altinda

1Kl <C 3 (I = A+ 1B,]) (4.7
el

esitsizligi saglanir.

Teorem 4.3 Her n € N igin (4.3) ile verilen F, (z) Jost ¢oziimii C, bolgesinde

analitik C {izerinde siireklidir.

Ispat. e* fonksiyonu C, de analitik oldugundan

i Kpmme™* (4.8)
m=1

serisinin diizgiin yakimsak oldugu her yerde (4.3) ile verilen F,, (z) fonksiyonu analitik

olacaktir.
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2z =€ +17 ve T > 0 olmak tizere her m € N i¢in

[ me™ | < cme-]

olup

i me” """ (4.9)
m=1

serisi yakinsak oldugundan Weiestrass testi geregince (4.8) serisi C, bolgesinde diizgiin

yakinsaktir. Ayrica

i Kpme'™ (4.10)
m=1

serisinin genel terimi olan K,,,e™* terimi icin z € C olmak {izere

HKnmeimzH < Kol |€imz| < Kol }e_mT‘ < | Ko |

esitsizligi gerceklenir ve

DollEwmll < e > D> =4+ B
n=1 n=1

pzﬂﬂ%]
= p= ; 7= 4y ]l + 1B
- C;pHI‘AM?] Bt

= ¢SplE— A+ B, < oo

p=1
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oldugundan Weiestrass testi geregince

0o
imz
E K, e
m=1

serisi C. iizerinde diizgiin yakinsak ve ¢™* fonksiyonlari ile taniml fonksiyonlar C'

tizerinde siirekli oldugundan F}, (z) Jost ¢oziimii C, iizerinde siirekli ve C, tizerinde

analitiktir.

Teorem 4.4 (4.1) denkleminin (4.3) ile verilen ¢oziimii agagidaki asimptotik esitlik-

leri gercekler.

Fo(z)=e¢™[I+0(1)] 2€Cy n— o0

F,(2)=T,e™[I4+0(1)] 2z€Cy z=e+itr T—00

Ispat. (4.3) tanimmdan

F,(2) = T,e™

I+ iKnmeimZ]

m=1
Fo(z)e™ = T, I+ Y KnmeW]
m=1
lim F, (z)e™™* = lim T, + lim Z K,me™
m=1

elde edilir.
T, = H Al < o0

p=n

olup yakinsak carpimin kalan terimi I oldugundan lim 7, =1 ve

n—oo

32
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o0
n=1

oldugundan  lim | K| = 0 gergeklenir. O halde
F,(2)e™ =T+0(1) 2z€C;y n— o0
Fo(z)=e¢™[I+0(1)] 2z€Cyn— o0
saglanir.

z=¢c¢+11 7>0 vem=1,23...icin

HKnmeimZ” < [ K| ‘eimz| < [ K| ‘eimT| < [ K|

esitsizligi gerceklendiginden ve

oo
n=1

oldugundan dolay1

S
imz
E K,me
m=1

serisi C, bolgesinde diizgiin ve mutlak yakinsaktir.
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Buna gore
o0 o0
lim E K, e = E K, lim "™ =0
T—00 T—00

bulunur. Dolayisiyla

F,(2)=T,e™[I4+0(1)] 2z€C, z=c+iT 7T— 0

asimptotik egitligi elde edilir.
Teorem 4.5 (4.2) kosulu altinda o, (L) = [—2, 2] dir.
ispat.

(Ey)n - An—lyn—l + Bnyn + An+1yn+1

(1Y) = Yn1+ Ynn
( sz)n - (An—l - I) Yn—1 + Bnyn + (An—i-l - I) Yn+1

fark ifadeleri ve yy = 0 sinir koguluyla iiretilen operatorler sirasiyla L, L; ve Ly olmak
lzere

L=1L+ Ly
yazilabilecegi agiktir . Dolayisiyla Teorem 3.5 in ispatindaki benzer islemler yapildiginda

L, operatoriiniin self adjoint, Ly operatoriiniin kompakt operator oldugu elde edilebilir.

O halde Weyl Kompakt Heyecanlandirma teoremi geregince

oc(L1) = 0. (L)

saglanacaktir.
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Ayrica Ly operatorii igin

| L1]| = sup (L1y,y) (4.13)

lyll=1

gerceklenir.
<L1y> y> = Z [(Lly)n ) y]E = Z (yn—l + yn+1) Un
n=1 n=1

= Z Yn—1Yn + Z Yn+1Yn = Z YnYn+1 + Z Yn+1Yn
nO:ol nO:Ol n=0 n=1

= Z YnYnt1 + Z Yn+1Yn
n=1 n=1

— ZQRe (Yns1Tn) < Z Y1 |” + [yl

n=o n=o

< 2|l

bulunur. Esitsizligin her iki yaninda ||y|| = 1 tizerinden sup alinirsa

sup (L1y,y) <2
lyll=1

elde edilir. Ozel olarak ,, € /2 (N, E) olmak iizere 9 = (\/Li’ \/Li’ 0, 0) icin ||9|| =

tizerinden norm alinirsa

sup ([19,9) < sup (Z |19n+1|2+|79n|2) =2

[9]]=1 [9]1=1

n=1
sup (L19,9) = 2
[9]]=1
olup ||Li|| = 2 elde edilir. O halde o (Ly) = [—2,2] dir. Kompleks H Hilbert

uzay1 iizerinde sinirh self adjoint linee operatorlerin rezidii spektrumu bogtur yani

o, (L) =@ dir.
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Ayrica Ly operatoriiniin 6zdegeri bulunmadigindan

o.(Ly) =0.(L) =[-2,2]

elde edilir.

f(2) =det Fy(2) z€ C, (4.14)

fonksiyonunu tanimlayalim. Burada Fy (z), L operatoriiniin Jost fonksiyonudur. f
fonksiyonu C, da analitik C_. da ise siireklidir. Ayrica f (z) = f (z + 27) gerceklenir.
Simdi

Po={z:z=¢+ir 0<e<2m 7>0}
P = PyuUl0,27]

seritlerini tanimlayalim. Loperatoriiniin 6zdegerlerinin kiimesi

oa(L)={A:A=2cosz z€ P f(z)=0} (4.15)

ve spektral tekilliklerinin sinifi
0ss (L) ={A:A=2cosz z€[0,2n] f(2)=0})\{0} (4.16)

seklinde tanimlanir (Bairamov 2001) .
Teorem 4.6 (4.2) kogulu altinda

i) L operatoriiniin 6zdegerleri kiimesi sinirhdir, en gok sayilabilir sayidadir ve eger

varsa bu kiimenin limit noktalari [—2, 2] kapali araliginin elemanidur.

ii) 055 (L) C [—2,2] ve 045 (L) kiimesinin Lebesgue 6lgiisii sifirdir.
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Ispat. 1)
Yol = Al +Ball} < o0
n=1

kosulu altinda

Fo(2)=To[14+0(1)] 2€CLz€e+it 7— 0

oldugunu gostermistik. O halde
f(z)=detFy(z) =detTy[14+0(1)] z€P z=c+ir T—o00

saglanir. det Ty # 0 oldugundan F, yari seridindeki sifirlarimin kiimesinin sinirh
oldugu goriiliir. f fonksiyonu C, da analitik olup analitik fonksiyonlarin analitiklik
bolgesi igindeki sifirlar1 ayrik oldugundan f fonksiyonun C, daki sifirlar ayriktir. f
fonksiyonun P, yar1 seridindeki sifirlar1 sinirh ve ayrik oldugundan en fazla sayilabilir
sayidadir. Ayrica analitik bir fonksiyonun analitiklik bolgesi i¢indeki sifirlarimin limit
noktasi (eger varsa) analitiklik bolgesinin sinirinda yer alacagindan f fonksiyonunun
sifirlarinin limit noktas: (eger varsa) P, yar1 geridinin sinir1 olan [0, 27| aralig: i¢inde

yer alir. A = 2cos z olmak iizere z € [0, 27] i¢in A € [—2,2] dir.

i) o5 (L) ={\; A=2cosz z€[0,2r] f(z)=0}\{0} C[-2,2] oldugu agiktir.
Ayrica f fonksiyonu C, da 6zdes olarak sifir olmayan analitik bir fonksiyon olup
bu fonksiyonun reel sifirlarinin kiimesi o, (L) smifina kargilik geldiginden Privalov

teoremi geregince pu (0s5 (L)) = 0 gergeklenir.

Teorem 4.7

sup{e™ ([ — Au|| + [|Ball)} <00 >0 (4.17)
neN

kosulu altinda L operatorii sonlu sayida sonlu kath 6zdegere ve spektral tekillige

sahiptir. (Yardimc 2010)
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ispat.

(e}

| Kl <c Y (1 = Apll +[|Bpl)
p=n-+[7]

egitsizliginin saglandigini gostermistik.

| Kol < > e %% (Il = Ap|| + [|1Bel])
p=[n+%]

e~ P agalan fonksiyon oldugundan en biiyiik degerini p nin en kiiciik degeri icin alir.

o0

| Ko < cem2l% Z (I = Apll + [IBel)

ﬂ
2

esitsizligi elde edilir. (4.17) kogulunun saglanmasi igin
-4 < ce?
|Bp|| < ce—7 (4.18)

(4.18) deki esitsizliklerin gergeklenmesi gerekir. O halde

| Kuml < cie —3[n Z ete Te
nt% |
| Kol < ce*%[“%] (4.19)
esitsizlikleri saglanir. (4.3) esitliginden
9 inz - : imz
an (z) = T,ne 1+ Z K,mime (4.20)
m=1

esitligi elde edilir. Burada (4.19) esitsizligi dikkate alindiginda
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e.)
. imz
g K, ime
m=1

< Me 2" Zme_m(iﬂmz) (4.21)

elde edilir. (4.21) esitsizliginin sag tarafindaki seri § + Imz > 0 icin yakinsak

oldugundan Im z > —% bolgesinde de

oo
g K,ime"*
m=1

serisi Weierstrass Teoremi geregince diizgiin yakinsaktir. Boylece f fonksiyonu-

nun analitiklik bolgesini Im z > —% bolgesine analitik olarak devam ettirmis olduk.
Bu durumda f fonksiyonunun sifirlarinin limit noktalari reel eksen iizerinde olmalidir
ancak reel eksen analitiklik bolgesinin i¢ginde kaldigindan f fonksiyonunun sifirlarinin
yani o4 (L) ve o4 (L) kiimelerinin limit noktalarmim ciimlesi bos olur . O halde
Bolzano-Weierstrass teoremi geregince verilen kogul altinda o, (L) ve o, (L) kiimeleri
sonlu sayida elemana sahiptir. Ayrica f fonksiyonu {z c2ze€C, Imz > —%} bol-
gesinde analitik oldugundan P igindeki sifirlarinin kati sonludur. Benzer gekilde f
fonksiyonunun sonsuz kath sifir1 olsaydi analitiklik bolgesinin sinirinda yani reel ek-

sen tizerinde olacakti fakat reel eksen artik analitiklik bolgesinin i¢inde oldugundan

sonsuz kath sifir1 bulunmayacaktir.
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5. SONUC

Literatiirde matris katsayili operatorlerin spektral analizi yeteri kadar incelenmedigin-
den bu tiir operatorlerin spektral analizinin 6grenilmesi 6nem arz etmektedir.Bundan
dolay1 bu tezde matris katsayil selfadjoint fark operatoriiniin polinomiyal tiirden
jost coziimleri elde edilmisg, bu ¢oziimlerin asimptotikleri bulunmug, analitik 6zel-
likleri 6grenlmis, siirekli ve diskre spektrumu incelenmistir. Ayni operatoriin non-
selfadjoint durumda spektral ozellikleri elde edilmis ve bu operatoriin spektral tekil-
lige sahip oldugu ifade edilmistir. Son olarak non-selfadjoint durumdaki operatoriin
belirli bir kogul altinda analitik devama sahip oldugu gosterilmis ve bu durumda o-

peratoriin sonlu sayida, sonlu kath 6zdegeri ve spektral tekilligi oldugu ispatlanmistir.
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