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ÖZET

Yüksek LisansTezi

MATR·IS KATSAYILI FARK OPERATÖRLER·I

Emel YILDIRIM

Ankara Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dal¬

Dan¬̧sman: Doç. Dr. Şeyhmus YARDIMCI

Bu tez beş bölümden oluşmaktad¬r.

·Ilk bölüm giri̧s k¬sm¬na ayr¬lm¬̧st¬r.

·Ikinci bölümde, spektral analizin temel tan¬mlar¬ve önemli teoremleri verilmi̧stir.

Üçüncü bölümde, matris katsay¬l¬self adjoint fark operatörünün spektral özellikleri

incelenmi̧s ve sürekli spektrumu elde edilmi̧stir.

Dördüncü bölümde ise matris katsay¬l¬non-selfadjoint fark operatörünün spektral

analizi yap¬lm¬̧s ve analitik fonksiyonlar¬n birebirlik teoremleri kullan¬larak L opera-

törünün özde¼gerleri ve spektral tekillikleri hakk¬nda önemli bilgiler verilmi̧stir.

Son bölümde ise bu tezde yap¬lan çal¬̧smalar ve bu çal¬̧smalar¬n sonuçlar¬ ifade

edilmi̧stir.

Ocak 2014, 42 sayfa

Anahtar Kelimeler : S¬n¬rl¬operatörler, fark operatörleri, spektral teori.
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ABSTRACT

Master Thesis

DIFFERENCE OPERATORS with MATRIX COEFFICIENTS

Emel YILDIRIM

Ankara University

Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Dr. Şeyhmus YARDIMCI

This thesis consists of �ve chapters.

The �rst chapter is devoted to the introduction.

In the second chapter, some basic de�nitions and main theorems of spectral analysis

have been given.

In the third chapter, spectral properties of selfadjoint di¤erence operators with mat-

rix coe¢ cients are investigated and continous spectrum is calculated.

In the fourth chapter, spectral analysis of non-selfadjoint di¤erence operators with

matrix coe¢ cients are examined and using the uniqueness theorems of analytic func-

tions important information about eigenvalues and spectral singularities of L opera-

tors are given.

In the last chapter, the studies performed in this thesis and the result of these studies

are expressed.

Januray 2014, 42 pages

Key Words: : Bounded operators, di¤erence operators, spectral theory.
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1. G·IR·IŞ

Skaler katsay¬l¬fark operatörleri ve skaler bileşenli sonsuz Jacobi matrislerinin spekt-

ral analizi hem selfadjoint hem de non-seladjoint durumda şimdiye kadar detayl¬

bir şekilde incelenmi̧stir. Fakat son y¬llarda Sturm-Liouville denklemlerinin diskre

analo¼gu olan fark operatörlerinin spektral analizi ile ilgili yap¬lan çal¬̧smalar yayg¬n-

laşm¬̧s, hem skaler hem de matris katsay¬l¬ olarak ele al¬nan bu fark operatörleri

selfadjoint ve non-selfadjoint durumda incelenmi̧stir.

·Ilk olarak Naimark, 1960 y¬l¬nda non-selfadjoint, sürekli ve diskre spektruma sahip

Sturm-Liouville operatörünün spektral analizi üzerine çal¬̧sm¬̧s ve bu operatörün

sürekli spektrum ve diskre spektrum d¬̧s¬nda spektral tekiilliklere de sahip oldu¼gunu

ispatlam¬̧st¬r. Daha sonra spektral tekilliklerin önemi Lyance taraf¬ndan daha kap-

saml¬bir şekilde ortaya konmuştur.

Selfadjoint fark operatörlerinin spektral analizi ile ilgili çal¬̧smalar ise Atkinson taraf¬n-

dan "Discrete and Continuous Boundary Problems" ve Berezanski taraf¬ndan

"Expansion in Eigenfunctions of Selfadjoint Operators" adl¬kitaplarda toplanm¬̧st¬r.

Bu tezde ise ;

E v � boyutlu (v <1) Euclid uzay¬ve k; kE ve h:; :iE s¬ras¬yla Euclid uzay¬

üzerindeki norm ve iç çarp¬m¬belirtmek üzere

`2 (N; E) =

(
y = (yn) ; y 2 E n 2 N

1X
n=1

kynk2E <1
)

(1.1)

uzay¬

hy; zi =
1X
n=1

(yn; zn)E (1.2)

iç çarp¬m¬yla tan¬mlanan Hilbert uzay¬olmak üzere bu uzay üzerinde
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(`y)n = An�1yn�1 +Bnyn + Anyn+1 (1.3)

matris katsay¬l¬fark denkleminin

y0 = 0 (1.4)

s¬n¬r koşulu alt¬nda tan¬mlanan operatör L olsun. Burada An; n 2 N [ f0g ve

Bn; n 2 N, E uzay¬üzerinde tan¬ml¬matris dizileri için ilk olarak

detAn 6= 0 n 2 N

olarak kabul edilecek ve selfadjoint L operatörünün sürekli spektrumu ve özde¼gerleri

incelenecektir. Daha sonra An ve Bn matris dizilerinin

detAn 6= 0 An 6= A�n Bn 6= B�
n n 2 N

koşulunu sa¼glad¬¼g¬kabul edilerek L operatörünün non-selfadjoint durumdaki spektral

özellikleri incelenecektir.

·Ilk olarak temel kavramlar verilecek daha sonra Weyl Kompakt Heyecanland¬rma

Teoremi yard¬m¬yla L operatörünün hem selfadjoint hem de non-selfadjoint duru-

mundaki sürekli spektrumu elde edilecektir. Ayr¬ca non-selfadjoint durumdaki L

operatörünün

sup
n2N

fe"n (kI � Ank+ kBnk)g <1 " > 0 (1.5)

koşulu alt¬nda özde¼gerleri ve spektral tekillikleriyle ilgili önemli sonuçlar verilecektir.
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2. TEMEL TANIM ve TEOREMLER

Bu bölümde, ileride ihtiyaç duyulacak baz¬temel tan¬m ve teoremler verilecektir.

Teorem 2.1 X ve Y ayn¬bir K cismi üzerinde iki vektör uzay¬olmak üzere

L : D (L) � X ! Y

operatörü verilsin. L operatörünün D (L) tan¬m kümesi ve R (L) de¼ger kümesi

s¬ras¬yla X ve Y uzaylar¬n¬n alt vektör uzaylar¬ olsunlar. E¼ger her x; y 2 D (L)

ve her �; � 2 K için

L (�x+ �y) = �L (x) + �L (y) (2.1)

sa¼glan¬yorsa L operatörü lineerdir (Akhiezer1965).

Teorem 2.2 X ve Y ayn¬bir K cismi üzerinde iki normlu uzay L : D (L) � X ! Y

lineer bir operatör olsun. E¼ger her x 2 D (L) için

kLxk � C kxk (2.2)

olacak biçimde C > 0 say¬s¬varsa L operatörüne s¬n¬rl¬lineer bir operatör denir

(Lusternik&Sobolev 1968) :

Tan¬m 2.1 X ve Y ayn¬bir K cismi üzerinde iki normlu uzay ve

L : X ! Y

lineer bir operatör olsun. X uzay¬n¬n s¬n¬rl¬her alt kümesinin L operatörü alt¬ndaki

görüntüsü Y uzay¬nda kompakt ise, L operatörüne kompakt operatör ad¬ verilir

(Akhiezer 1965).
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Teorem 2.3 (l2 (N) de Kompaktl¬k Kriteri)M � l2 (N) s¬n¬rl¬bir küme olsun. E¼ger

her " > 0 ve her x = f�1; �2; �3; :::; �n; :::g 2M için n > N0 oldukça

1X
i=n+1

j�ij
2 < "2 (2.3)

sa¼glanacak biçimde en az birN0 say¬s¬varsaM kompaktt¬r (Lusternik&Sobolev 1968) :

Teorem 2.4 (Borel Lebesgue Teoremi) Reel say¬lar kümesinin kapal¬ve s¬n¬rl¬her

aral¬¼g¬kompaktt¬r (Lusternik&Sobolev 1968) :

Tan¬m 2.2 X bir Hilbert uzay¬

L : D (L) � X ! Y

lineer bir operatör ve D (L) = X olsun. Her y 2 Y ve her x 2 D (L) için

hLx; yi = hx; L�yi (2.4)

eşitli¼gini gerçekleyen L� operatörüne L operatörünün Hilbert -Adjointi denir

(Akhiezer 1965).

Tan¬m 2.3 X bir Hilbert uzay¬ve L; X uzay¬üzerinde tan¬ml¬lineer bir operatör

olsun. E¼ger

L�x = Lx (2.5)

eşitli¼gi gerçekleniyorsa L operatörüne self-adjoint operatördür denir (Naimark 1968) :
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Tan¬m 2.4 X bir Hilbert uzay¬olmak üzere tan¬m kümesi X de yo¼gun olan self-

adjoint operatöre simetrik operatör denir (Naimark 1968) :

Teorem 2.5 X bir Hilbert uzay¬olsun ve L : X ! Y s¬n¬rl¬lineer operatörü verilsin.

L operatörünün self adjoint olmas¬için gerek ve yeter koşul simetrik olmas¬d¬r

(Akhiezer 1965) :

Tan¬m 2.5 X 6= f�g normlu bir uzay ve L : X ! Y lineer bir operatör olsun. E¼ger

R� (L) = (L� �I)�1 resolvent operatörü mevcut, s¬n¬rl¬ve X de yo¼gun bir küme

üzerinde tan¬ml¬ise � 2 C say¬s¬na L operatörünün bir regüler de¼geri denir.

L operatörünün bütün regüler de¼gerlerinin oluşturdu¼gu kümeye L operatörünün re-

solventi denir ve bu küme

� (L) =
n
� 2 C : R� (L) mevcut ve s{n{rl{;D (R� (L)) = X

o

biçiminde ifade edilir.

Teorem 2.6 H kompleks Hilbert uzay ve L : H ! H s¬n¬rl¬ self adjoint lineer

bir operatör olsun. Bu durumda, bir � say¬s¬n¬n L nin � (L) resolvent cümlesine ait

olmas¬için gerek ve yeter koşul , L� = L� �I olmak üzere her x 2 H için

kL�xk � C kxk (2.6)

olacak şekilde bir C > 0 say¬s¬n¬n var olmas¬d¬r (Berezanski 1968).

Tan¬m 2.6 � (L) nin C kompleks düzlemindeki tümleyeni olan � (L) = C n� (L)

kümesine L nin spektrumu ve her bir � 2 � (L) say¬s¬na da L operatörünün bir

spektral de¼geri denir.

Tan¬m 2.7 L : X ! X lineer bir operatör olsun. E¼ger Lx = �x olacak biçimde X

de x 6= 0 eleman¬varsa � kompleks say¬s¬na L nin bir özde¼geri ve x 2 X elemen¬na

da bir öz vektör denir.
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Yukar¬daki tan¬mlardan aşa¼g¬daki sonuçlar elde edilir.

I) E¼ger �; L operatörünün bir özde¼geri ise L��I operatörü birebir de¼gildir. Dolay¬s¬y-

la R� (L) var olmayaca¼g¬ndan � 2 � (L) olur. Yani her özde¼ger bir spektral de¼gerdir.

Buna göre L operatörünün özde¼gerlerinin kümesi �d (L) ile gösterilir. Bu durumda

�d (L) � � (L) olur. �d (L) kümesine L operatörünün diskre veya nokta spektrumu

denir. Buna göre

�d (L) = f� 2 C : R� (L) mevcut de¼gilg

gerçeklenir.

II)E¼ger R� (L) var ve X de yo¼gun bir küme üzerinde tan¬ml¬fakat s¬n¬rs¬z ise

� 2 � (L) olur. Bu özelli¼ge sahip bütün � say¬lar¬n¬n kümesine sürekli spektrum

denir ve �c (L) ile gösterilir. O halde

�c (L) =
n
� 2 C : R� (L) mevcut ,R� (L) s¬n¬rs¬z, D (R� (L)) = X

o

gerçeklenir.

III)R� (L) var, s¬n¬rl¬fakatX de yo¼gun bir küme üzerinde tan¬ml¬olmayacak şekilde

� spektral de¼gelerinin oluşturdu¼gu kümeye ise L operatörünün rezidü spektrumu

denir ve �r (L) ile gösterilir. Dolay¬s¬yla

�r (L) =
n
� 2 C : R� (L) mevcut ,R� (L) s¬n¬rl¬, D (R� (L)) 6= X

o

olur. Buna göre � spektral de¼geri �d (L) ; �c (L) ve �r (L) kümelerinden en az birine

sahip olup

� (L) = �d (L) [ �c (L) [ �r (L)
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gerçeklenir. Ayr¬ca � (L) ; �d (L) ; �c (L) ve �r (L) kümeleri iki̧ser iki̧ser ayr¬k olup

birleşimleri tüm kompleks düzlemi verir (Naimark 1968) :

Teorem 2.7 Kompleks bir H Hilbert uzay¬üzerinde s¬n¬rl¬selfadjoint lineer

L : H ! H operatörünün özde¼gerleri reeldir (Lusternik &Sobolev 1968) :

Teorem 2.8 Kompleks bir H Hilbert uzay¬üzerinde s¬n¬rl¬selfadjoint lineer

L : H ! H operatörünün �r (L) rezidü spektrumu boştur (Lusternik &Sobolev 1968) :

Teorem 2.9 Kompleks bir H Hilbert uzay¬üzerinde s¬n¬rl¬selfadjoint lineer

L : H ! H operatörünün spektrumu reel eksende bulunur (Lusternik &Sobolev 1968) :

Teorem 2.10 Kompleks bir H Hilbert uzay¬ üzerinde herhangi s¬n¬rl¬ selfadjoint

lineer L operatörü için

kLk = sup
k�k=1

hL�; �i (2.7)

gerçeklenir.

Şimdi self adjoint ve kompakt iki operatörün toplam¬biçiminde yaz¬labilen bir

operatörün sürekli spektrumunu bulmay¬sa¼glayan bir teorem verelim.

Teorem 2.11 (Weyl Kompakt Heyecanland¬rma Teoremi) L1 selfadjoint ve L2 kom-

pakt operatör olmak üzere L = L1 + L2 biçiminde yaz¬labilen bir operatör olsun.

Buna göre

�c (L) = �c (L1) (2.8)

gerçeklenir (Glazman 1965).

Tan¬m 2.8 R� (L) operatörünün kutup noktas¬olup, sürekli spektrumda bulunan

ve L operatörünün özde¼geri olmayan � kompleks say¬s¬na L operatörünün spektral

tekilli¼gi ad¬verilir ve �ss (L) ile gösterilir (Naimark 1960) :
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Bir operatörün regüler de¼gerleri, özde¼gerleri, spektral tekillikleri ve bunlar¬n özellik-

lerinin belirlenmesinde aşa¼g¬daki teoremler kullan¬lacakt¬r.

Teorem 2.12 Özdeş olarak s¬f¬r olmayan bir analitik fonksiyonun, analitiklik bölgesi

içindeki s¬f¬rlar¬(e¼ger varsa) ayr¬kt¬r (Dolzhenko1979) :

Teorem 2.13 Özdeş olarak s¬f¬r olmayan bir analitik fonksiyonun, analitiklik bölgesi

içindeki s¬f¬rlar¬n¬n limit noktalar¬(e¼ger varsa) analitiklik bölgesinin s¬n¬r¬ndad¬r

(Dolzhenko 1979) :

Teorem 2.14 Özdeş olarak s¬f¬r olmayan bir analitik fonksiyonun, sonsuz katl¬s¬f¬r-

lar¬(e¼ger varsa) analitiklik bölgesinin s¬n¬r¬ndad¬r (Dolzhenko 1979) :

Teorem 2.15 (Privalov Teoremi) Aç¬k üst yar¬düzlemde özdeş olarak s¬f¬r olmayan,

analitik bir fonksiyonun reel eksendeki s¬f¬rlar¬n¬n Lebesgue ölçüsü s¬f¬rd¬r

(Dolzhenko 1979) :
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3. JOST ÇÖZÜMÜ ve SELFADJO·INT L OPERATÖRÜNÜN SÜREKL·I

SPEKTRUMU

I; E uzay¬ üzerindeki birim matris ve k.k ; v � v tipindeki kompleks bileşenli

matrislerin normunu göstermek üzere,

fAng ve fBng, n 2 N matris dizilerinin

1X
n=1

(kI � Ank+ kBnk) <1 (3.1)

şart¬n¬sa¼glad¬¼g¬kabul edilsin.

� = z + z�1 için

An�1yn�1 +Bnyn + Anyn+1 =
�
z + z�1

�
yn , n 2 N (3.2)

denkleminin

lim
n!1

En (z) z
�n = I ; z 2 D0 := fz : jzj = 1g (3.3)

koşulunu sa¼glayan matris çözümü E (z) := fEn (z)g ; n 2 N [ f0g ile gösterilsin.

E (z) çözümüne (3:2) fark denkleminin Jost çözümü denir.

Teorem 3.1 (3:1) koşulu alt¬nda E (z) çözümü mevcuttur ve

En (z) =

1X
k=n+1

zk�n � zn�k

z � z�1
[(I � Ak�1)Ek�1 (z)�BkEk (z) + (I � Ak)Ek+1 (z)]

+znI (3.4)

biçiminde ifade edilir.

9



·Ispat. (3:2) eşitli¼gi 8n 2 N için � = z + z�1 olmak üzere

yn�1 + yn+1 �
�
z + z�1

�
yn = (I � An�1) yn�1 �Bnyn + (I � An) yn+1

şeklinde ifade edilebilir. Buradan

(I � An�1) yn�1 �Bnyn + (I � An) yn+1 = Fn

dersek

yn�1 + yn+1 �
�
z + z�1

�
yn = Fn (3.5)

şeklindeki homogen olmayan fark denklemi elde edilir. (3:5) denklemine paramet-

relerin de¼gi̧simi yöntemini uygulayarak istedi¼gimiz eşitli¼gi elde edebilirz.

yn�1 + yn+1 �
�
z + z�1

�
yn = 0 (3.6)

denklemi (3:5) denkleminin homogen k¬sm¬olup bu denkleminin lineer ba¼g¬ms¬z iki

çözümü

y(1)n = znI ve y(2)n = z�nI

oldu¼gundan (3:6) denkleminin genel çözümü

�
yn = cy(1)n + dy(2)n

şeklindedir. O halde homogen olmayan (3:5) denkleminin

yn = cnz
n + dnz

�n

şeklinde bir özel çözümü vard¬r. Dolay¬s¬yla
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yn � yn�1 = cnz
n + dnz

�n � cn�1z
n�1 � dn�1z

�(n�1)

yaz¬l¬r. Son eşitli¼ge cn�1zn + dn�1z
�n terimleri ekleyip ç¬kar¬ld¬¼g¬nda

yn � yn�1 = cnz
n + dnz

�n + cn�1z
n + dn�1z

�n

�cn�1zn�1 � dn�1z
�(n�1) + cn�1z

n + dn�1z
�n

= (cn � cn�1) z
n + (dn � dn�1) z

�n + cn�1z
n + dn�1z

�n

bulunur. Parametrelerin de¼gi̧sim metodundan dolay¬

(cn � cn�1) z
n + (dn � dn�1) z

�n = 0 (3.7)

olmal¬d¬r. O halde

yn � yn�1 = cn�1
�
zn � zn�1

�
+ dn�1

�
z�n � z�n+1

�
yaz¬l¬r. Buradan

yn+1 � yn = cn
�
zn+1 � zn

�
+ dn

�
z�n�1 � z�n

�
elde edilir. Son iki eşitlik yard¬m¬yla

yn+1 + yn�1 = 2yn + cn
�
zn+1 � zn

�
� cn�1

�
zn � zn�1

�
+dn

�
z�(n+1) � z�n

�
� dn�1

�
z�n � z�(n�1)

�
bulunur. Dolay¬s¬yla
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yn+1 + yn�1 = 2
�
cnz

n + dnz
�n�+ cn

�
zn+1 � zn

�
� cn�1

�
zn � zn�1

�
+dn

�
z�(n+1) � z�n

�
� dn�1

�
z�n � z�(n�1)

�
= (cn � cn�1)z

n + (dn � dn�1)z
�n

+cn�1z
n�1 + cnz

n+1 + dn�1z
�(n�1) + dnz

�(n+1)

elde edilir. Son eşitlikte (3:7) ifadesi dikkate al¬nd¬¼g¬nda

yn+1 + yn�1 = cn�1z
n�1 + cnz

n+1 + dn�1z
�(n�1) + dnz

�(n+1)

yaz¬labilir. Bu ifade (3:5) denkleminde yerine yaz¬ld¬¼g¬nda

(cn�1 � cn) z
n�1 + (dn�1 � dn) z

�n+1 = Fn (3.8)

elde edilir. (3:7) ve (3:8) denklemlerinin ortak çözümünden

cn � cn�1 =

����
0 z�n

�Fn z�n+1
����

����
zn z�n

zn�1 z�n+1
����
ve dn � dn�1 =

����
zn 0

zn�1 �Fn
����

����
zn z�n

zn�1 z�n+1
����

yaz¬labilir. Buradan

cn � cn�1 =
Fnz

�n

z � z�1

dn � dn�1 = � Fnz
n

z � z�1

olarak bulunur. Buradan her iki eşitli¼ge iterasyon yöntemi uyguland¬¼g¬nda
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cm � cn =
mX

k=n+1

Fkz
�k

z � z�1
(3.9)

ve

dm � dn = �
mX

k=n+1

Fkz
k

z � z�1
(3.10)

eşitlikleri elde edilir. (3:9) ve (3:10) eşitliklerinde m!1 için limit al¬nd¬¼g¬nda

lim
m!1

cm � cn =
1X

k=n+1

Fkz
�k

z � z�1

ve

lim
m!1

dm � dn = �
1X

k=n+1

Fkz
k

z � z�1

bulunur. Bu eşitliklerinin sa¼g k¬sm¬ndaki seriler (3:1) koşulundan dolay¬yak¬nsak

oldu¼gundan lim
m!1

cm ve lim
m!1

dm limitleri de sonlu olmal¬d¬r.

Dolay¬s¬yla lim
m!1

cm = � ve lim
m!1

dm = � olacak şekilde E uzay¬ndan olan sonlu �; �

matrisleri vard¬r. Buradan

cn = ��
1X

k=n+1

Fkz
�k

z � z�1

dn = � +
1X

k=n+1

Fkz
k

z � z�1

olarak bulunur. cn ve dn ifadeleri kullan¬larak (3:5) denkleminin yn (z) genel çözümü

yn (z) = �zn + �z�n +

1X
k=n+1

zk�n � zn�k

z � z�1
Fk

biçiminde elde edilir. Bu çözümde Fk aç¬k biçimde yaz¬ld¬¼g¬nda

yn (z) = �zn + �z�n +
1X

k=n+1

zk�n � zn�k

z � z�1
[(I � Ak�1) yk�1 �Bkyk + (I � Ak) yk+1]

eşitli¼gi bulunur. Bu eşitli¼gin her iki yan¬n¬z�n ile çarp¬p n!1 için limit al¬rsak
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lim
n!1

yn (z) z
�n = lim

n!1

"
�+ �z�2n +

1X
k=n+1

zk�2n � z�k

z � z�1
Fk

#
; z 2 D0

elde edilir. (3:3) koşulunun sa¼glanmas¬ için � = I; � = 0 olmal¬d¬r. Dolay¬s¬yla

koşulu sa¼glayan E (z) matris çözümünün (3:4) eşitli¼gini sa¼glad¬¼g¬görülür.

Bundan sonraki k¬s¬mda fAng ve fBng ; n 2 N matris dizilerinin

1X
n=1

n (kI � Ank+ kBnk) <1 (3.11)

koşulunu sa¼glad¬¼g¬kabul edilecektir.

Teorem 3.2 (3:11) koşulu alt¬nda E (z) = fEn (z)g ; n 2 N [ f0g Jost çözümü

En (z) = Tnz
n

"
I +

1X
m=1

Kn;mz
m

#
; n 2 N [ f0g ; z 2 D0 (3.12)

gösterimine sahiptir. Burada Tn ve Kn;m matrisleri fAng ve fBng dizileriyle ifade

edilir.

·Ispat. (3:12) eşitli¼giyle verilen En (z) çözümü (3:2)denkleminde yerine yaz¬ld¬¼g¬nda

An�1

(
Tn�1z

n�1

"
I +

1X
m=1

Kn�1;mz
m

#)
+Bn

(
Tnz

n

"
I +

1X
m=1

Kn;mz
m

#)

+An

(
Tn+1z

n+1

"
I +

1X
m=1

Kn+1;mz
m

#)

=
�
z + z�1

�(
Tnz

n

"
I +

1X
m=1

Kn;mz
m

#)

14



veya

An�1

(
Tn�1z

n�1

"
I +

1X
m=1

Kn�1;mz
m

#)
+Bn

(
Tnz

n

"
I +

1X
m=1

Kn;mz
m

#)

+An

(
Tn+1z

n+1

"
I +

1X
m=1

Kn+1;mz
m

#)

= Tnz
n+1

"
I +

1X
m=1

Kn;mz
m

#
+ Tnz

n�1

"
I +

1X
m=1

Kn;mz
m

#

eşitli¼gi elde edilir. Son eşitlikteki zn�1; zn ve zn+1 terimlerinin katsay¬lar¬kaŗs¬laşt¬r¬l¬rsa

zn�1 teriminin katsay¬s¬ndan;

An�1Tn�1 = Tn bulunur. Buradan iterasyonlarla

Tn =
1Y
p=n

A�1p (3.13)

olarak elde edilir.

zn teriminin katsay¬s¬ndan;

An�1Tn�1Kn�1;1 +BnTn = TnKn1

eşitli¼gi yaz¬l¬r. An�1 = TnT
�1
n�1 oldu¼gu kullan¬larak

TnT
�1
n�1Tn�1Kn�1;1 +BnTn = TnKn1

denklemi elde edilir. Son denklem soldan T�1n ile çarp¬larak

Kn�1;1 + T�1n BnTn = Kn1

yani

Kn�1;1 �Kn1 = �T�1n BnTn
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bulunur. Buradan iterasyonlarla

Kn1 = �
1X

p=n+1

T�1p BpTp (3.14)

olarak elde edilir.

zn+1 teriminin katsay¬s¬ndan;

An�1Tn�1Kn�1;2 +BnTnKn1 + AnTn+1 = Tn + TnKn2

bulunur. An�1 = TnT
�1
n�1 oldu¼gu bilindi¼ginden bu eşitlik yeniden düzenlenip eşitli¼gin

her iki yan¬soldan T�1n ile çarp¬l¬rsa

Kn�1;2 + T�1n BnTnKn1 + T�1n AnTn+1 = I +Kn2

elde edilir. Buradan iterasyonlarla

Kn2 = �
1X

p=n+1

T�1p BpTpKp1 +
1X

p=n+1

T�1p
�
I � A2p

�
Tp (3.15)

bulunur. Son olarak

zm+n+1 teriminin katsay¬s¬ndan ise

Kn;m+2 =
1X

p=n+1

T�1p
�
I � A2p

�
TpKp+1;m �

1X
p=n+1

T�1p BpTpKp;m+1 +Kn+1;m (3.16)

şeklinde elde edilir.

(3:11) koşulundan dolay¬Tn tan¬m¬ndaki sonsuz çarp¬m ve Knm tan¬mlar¬ndaki

seriler mutlak yak¬nsakt¬r.
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Teorem 3.3 C > 0 bir sabit,
�
m
2

�
; m
2
say¬s¬n¬n tam k¬sm¬olmak üzere, (3:11) koşulu

alt¬nda

kKnmk � C

1X
p=n+bm2 c

(kI � Apk+ kBpk) (3.17)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. Teorem (3.2) de elde edilen (3:14),(3:15) ve (3:16) eşitlikleri yard¬m¬yla

tümevar¬m yöntemi kullan¬larak istenilen eşitsizlik elde edilir.

m = 1 için

kKn1k =


1X

p=n+1

T�1p BpTp

 �
1X

p=n+1

T�1p BpTp


�
1X

p=n+1

T�1p  kBpk kTpk �
1X

p=n+1

kBpk

�
1X

p=n+1

kI � APk+ kBPk � 1
1X

p=n+[ 12 ]

kI � APk+ kBPk

elde edilir. m = k için

k Knmk � c

1X
p=n+[ k2 ]

(kI � APk+ kBPk)

olsun. m = k + 1 için

k Knmk � c

1X
p=n+[ k+12 ]

(kI � APk+ kBPk)

eşitsizli¼ginin sa¼gland¬¼g¬n¬göstermeliyiz.
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k Kn;k+1k =


1X

p=n+1

T�1P
�
I � A2P

�
TPKp+1;k�1 �

1X
p=n+1

T�1p BpTpKp;k + kKn+1;k�1k


�
1X

p=n+1

T�1P �
I � A2P

�
TPKp+1;k�1

+ 1X
p=n+1

T�1p BpTpKp;k

+ kKn+1;k�1k

=
1X

p=n+1

T�1P I � A2P
TP kKp+1;k�1k

+
1X

p=n+1

T�1P kkBPkkTP
 kKpkk+ kKn+1;k�1k

olup T�1P ve T�1p s¬n¬rl¬oldu¼gundan

k Kn;k+1k � c
1X

p=n+1

I � A2P
 kKp+1;k�1k+

1X
p=n+1

kBPk kKpkk+ kKn+1;k�1k

= c
1X

p=n+1

I � A2P
 1X
t=p+1+[ k�12 ]

(kI � Atk+ kBtk)

+c
1X

p=n+1

kBPk
1X

t=p+[ k2 ]

(kI � Atk+ kBtk)

+c
1X

p=n+1+[ k�12 ]

(kI � Apk+ kBpk)

elde edilir. Son eşitsizlikte

I � A2p
+ kBpk = Up kI � Atk+ kBtk = Vt

dersek
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k Kn;k+1k � c

1X
p=n+1

Up

1X
t=p+[ k2 ]

Vt + c

1X
p=n+1+[ k�12 ]

Vp

c

8><>:Un+1
1X

t=n+1+[ k2 ]

Vt + Un+2

1X
t=n+2+[ k2 ]

Vt + :::

9>=>;+ c
1X

p=n+1+[ k�12 ]

Vp

yaz¬l¬r. Bu eşitsizlikte indisleri düzenlersek

k Kn;k+1k � c

8><>:Un+1
1X

t=n+[ k+22 ]

Vt + Un+2

1X
t=n+[ k+42 ]

Vt + :::+
1X

p=n+[ k+12 ]

Vp

9>=>;
elde edilir. O halde serilerin indisleri t = n +

�
k+1
2

�
den başlat¬l¬rsa ifade daha da

büyür.

k Kn;k+1k � c
1X

p=n+1

Up

1X
t=n+[ k+12 ]

Vt + c
1X

p=n+[ k+12 ]

Vp

� c
1X

p=n+1

I � A2p
+ kBpk

1X
t=n+[ k+12 ]

kI � Atk+ kBtk

+
1X

p=n+[ k+12 ]

kI � Apk+ kBpk

� c1

8><>:
1X

t=n+[ k+12 ]

kI � Atk+ kBtk+
1X

p=n+[ k+12 ]

kI � Apk+ kBpk

9>=>;
� c

8><>:
1X

p=n+[ k+12 ]

kI � Apk+ kBpk

9>=>;
c pozitif sabit olmak üzere istenilen eşitsizlik elde edilmi̧stir.
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Teorem (3:3) gere¼gince En (z), n 2 N[f0g çözümüD0 kümesinden fz : jzj < 1g n f0g

kümesine analitik devama sahiptir.

Teorem 3.4 Jost çözümü

En (z) = zn [I + o (1)] ; z 2 D := fz : jzj � 1g n f0g ; n!1 (3.18)

asimptotik eşitli¼gini gerçekler.

·Ispat. (3:12) eşitli¼ginden

En (z) = Tnz
n

"
I +

1X
m=1

Knmz
m

#

En (z) z
�n = Tn

"
I +

1X
m=1

Knmz
m

#

lim
n!1

En (z) z
�n = lim

n!1
Tn + lim

n!1

1X
m=1

Knmz
m

elde edilir. Burada

Tn =
1Y
p=n

A�1p <1

olup yak¬nsak çarp¬m¬n kalan terimi I oldu¼gundan lim
n!1

Tn = I ve

1X
n=1

kKnmk � c

1X
n=1

1X
p=n+[m2 ]

kI � Apk+ kBpk

� c
1X
p=1

pX
n=1

I � Ap+[m2 ]

+ Bp+[m2 ]


= c

1X
p=1

p
I � Ap+[m2 ]

+ Bp+[m2 ]


= c

1X
p=1

p kI � Apk+ kBpk <1
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oldu¼gundan lim
n!1

kKnmk = 0 gerçeklenir. Dolay¬s¬yla

En (z) z
�n = [I + o (1)] ; z 2 D := fz : jzj � 1g n f0g ; n!1

En (z) = zn [I + o (1)] ; z 2 D := fz : jzj � 1g n f0g ; n!1

asimptotik eşitli¼gi gerçeklenir.

Teorem 3.5 (3:11) koşulu alt¬nda �c (L) = [�2; 2] aral¬¼g¬d¬r.

·Ispat. l2 (N; E) uzay¬nda

(`y)n = An�1yn�1 +Bnyn + Anyn+1

(l1y)n = yn�1 + yn+1

ve

(l2y)n = (An�1 � I) yn�1 +Bnyn + (An � I) yn+1

fark ifadeleri ve y0 = 0 s¬n¬r koşuluyla üretilen operatörler s¬ras¬yla L, L1 ve L2 ile

gösterilsin. Bu durumda L; L1 ve L2 operatörleri s¬ras¬yla aşa¼g¬daki J; J1 ve J2

Jacobi matrisleri ile tan¬mlanabilir.

J =

0BBBBBB@
B1 A1 0 0 0 : : :

A1 B2 A2 0 0 : : :

0 A2 B3 A3 0 : . :

: : : : : : : :

1CCCCCCA ;
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J1 =

0BBBBBB@
0 I 0 0 : : :

I 0 I 0 : : :

0 I 0 I : : :

: : : : : : :

1CCCCCCA ;

J2 =

0BBBBBB@
B1 A1 � I 0 0 0 : : :

A1 � I B2 A2 � I 0 0 : : :

0 A2 � I B3 A3 � I 0 : : :

: : : : : : : :

1CCCCCCA :

Buradan J = J1 + J2 oldu¼gu görülür. Dolay¬s¬yla L = L1+ L2 bulunur. E¼ger L1

operatörü self adjoint, L2 operatörü kompakt operatör ise Weyl Kompakt Heyecan-

land¬rma teoremi gere¼gince

�c (L1) = �c (L)

sa¼glan¬r. ·Ilk olarak

k(L1y)nk =

 1X
n=0

jyn�1 + yn+1j2
! 1

2

�
 1X
n=0

jyn�1j2
! 1

2

+

 1X
n=0

jyn+1j2
! 1

2

� 2 kynk

eşitsizli¼gi sa¼gland¬¼g¬ndan L1 operatörü s¬n¬rl¬d¬r. Dolay¬s¬yla L1 operatörünün self

adjoint oldu¼gunu göstermek için l2 (N; E) uzay¬ndan al¬nan herhangi y = fyng ve

z = fzng dizileri için

h(L1y)n ; zni = hyn; (L1z)ni

eşitli¼ginin gerçeklendi¼gini göstermek yeterli olacakt¬r.
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8 y = fyng, z = fzng 2 l2 (N; E) için

h(L1y)n ; zni =
1X
n=1

(L1y)n zn =
1X
n=1

(yn�1 + yn+1) zn

=
1X
n=1

yn�1zn +
1X
n=1

yn+1zn

olup y0 = 0 oldu¼gundan son eşitlikten

h(L1y)n ; zni =
1X
n=0

yn�zn+1 +
1X
n=2

yn�zn�1

=

1X
n=1

yn�zn+1 +

1X
n=1

yn�zn�1 � y1z0

z0 = 0 oldu¼gundan son eşitlikten

h(L1y)n ; zni = =
1X
n=0

yn (�zn�1 + �zn+1)

=
1X
n=1

yn(L1z) = hyn; (L1z)ni

bulunur. Dolay¬s¬yla L1 operatörünün selfadjoint oldu¼gu elde edilir.

Şimdi de (3:11) koşulu alt¬nda L2 operatörünün l2 (N; E) uzay¬nda kompakt oldu¼gunu

gösterelim. L2 operatörünün l2 (N; E) uzay¬nda kompakt oldu¼gunu göstermek için

M � l2 (N; E) s¬n¬rl¬herhangi bir küme olmak üzere

L2 (M) =M1 = fy = (L2x)n : x = (xn) 2Mg

görüntü kümesinin l2 (N; E) uzay¬nda kompakt oldu¼gunu göstermek yeterlidir. Bunun

için ise bu uzay için bilinen kompaktl¬k kriteri gere¼ginceM1 kümesinin düzgün s¬n¬rl¬

oldu¼gunu ve M1 kümesinden al¬nan her diziyi genel terim olarak kabul eden serinin

kalan teriminin düzgün olarak s¬f¬ra gitti¼gini göstermek gerekir. O halde

8x 2M1 için x = (L2y) olacak şekilde y = (yn) 2M vard¬r.
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kxk2 = k(L2y)k2 =
1X
n=1

k(L2y)nk
2 =

1X
n=1

k(An�1 � I) yn�1 +Bnyn + (An � I) yn+1k2

olup, bu eşitlikten

kxk2 = k(L2y)k2 �
1X
n=1

[k(An�1 � I) yn�1k+ kBnynk+ k(An � I) yn+1k]2 (3.19)

yaz¬l¬r. Son eşitlikte

A = k(An�1 � I) yn�1k ; B = kBnynk ve C = k(An � I) yn+1k

denilirse

(A+B+C)2 � (jAj+ jBj+ jCj)2

= jAj2 + jBj2 + jCj2 + 2 (jABj+ jBCj+ jACj)

� 3 (jAj+ jBj+ jCj)2

oldu¼gundan (3:19) eşitsizli¼gi

kxk2 � 3
1X
n=1

�
k(An�1 � I) yn�1k2 + kBnynk2 + k(An � I) yn+1k2

�
şeklinde yaz¬l¬r. y = (yn) 2M oldu¼gundan her n için kynk � k olacak şekilde k > 0

say¬s¬vard¬r. Dolay¬s¬yla son eşitsizlikten

kxk2 � 3k2
1X
n=1

�
k(An�1 � I)k2 + kBnk2 + k(An � I)k2

�

bulunur. (3:1) koşulundan dolay¬
1X
n=1

k(An�1 � I)k ,
1X
n=1

kBnk ve
1X
n=1

k(An � I)k seri-

leri yak¬nsak oldu¼gundan
1X
n=1

k(An�1 � I)k2 ,
1X
n=1

kBnk2 ve
1X
n=1

k(An � I)k2serileri de

yak¬nsak olur. O halde kxk2 <1 bulunur. Bu ise M1 kümesinin düzgün s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬

gösterir.
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·Ikinci ad¬mdaM1 kümesinden al¬nan tüm x = fxng dizilerini genel terim kabul eden

serilerin kalan terimlerinin düzgün olarak s¬f¬ra gitti¼gi gösterilmelidir.

·Ilk ad¬mda yap¬lan i̧slemlere benzer olarak

1X
n=m+1

kxnk2 =

1X
n=m+1

k(L2y)nk

=

1X
n=m+1

k(An�1 � I) yn�1 +Bnyn + (An � I) yn+1k

� 3c2
1X

n=m+1

�
k(An�1 � I)k2 + kBnk2 + k(An � I)k2

�
� 3c2

 1X
n=m+1

k(An�1 � I)k2 +
1X

n=m+1

kBnk2 +
1X

n=m+1

k(An � I)k2
!

yaz¬l¬r. t = maks fk(An�1 � I)k ; kBnk ; k(An � I)kg olmak üzere son eşitsizlikten

1X
n=m+1

kxnk2 � 3k2t
1X

n=m+1

[k(An � I)k+ kBnk+ k(An � I)k]

yaz¬labilir. Burada m ! 1 için limit al¬n¬rsa (3:11) koşulundan dolay¬ sa¼g taraf

s¬f¬ra gider. O halde L2 kompakt operatördür. Dolay¬s¬yla

�c (L) = �c (L1)

gerçeklenir.

Şimdi � (L1) = [�2; 2] oldu¼gunu gösterelim. S¬n¬rl¬ lineer selfadjoint L1 operatörü

için

kL1k = sup
kyk=1

hL1y; yi (3.20)

gerçeklenir.
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hL1y; yi =

1X
n=1

[(L1y)n ; y]E =
1X
n=1

(yn�1 + yn+1) �yn

=
1X
n=1

yn�1�yn +
1X
n=1

yn+1�yn =
1X
n=0

yn�yn+1 +
1X
n=1

yn+1�yn

=
1X
n=1

yn�yn+1 +
1X
n=1

yn+1�yn

=
1X
n=1

2Re (yn+1�yn) �
1X
n=1

jyn+1j2 + jynj2

� 2 kynk

bulunur. Eşitsizli¼gin her iki yan¬nda kyk = 1 üzerinden sup al¬n¬rsa

sup
kyk=1

hL1y; yi � 2

elde edilir. Özel olarak  n 2 `2 (N; E) olmak üzere  =
�
1p
2
; 1p

2
; 0; 0:::

�
için k k = 1

üzerinden norm al¬n¬rsa

sup
k k=1

hL1 ;  i � sup
k k=1

 1X
n=1

�� n+1��2 + j nj2
!
= 2

sup
k k=1

hL1 ;  i = 2

olup kL1k = 2 elde edilir. O halde � (L1) = [�2; 2] dir.

Kompleks H Hilbert uzay¬üzerinde s¬n¬rl¬self adjoint lineer L1 operatörünün rezidü

spektrumu boştur yani �r (L1) = ? dir. Ayr¬ca L1 operatörünün özde¼geri bulun-

mad¬¼g¬ndan

�c (L1) = �c (L) = [�2; 2]

elde edilir.
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4. NON-SELFADJO·INT L OPERATÖRÜNÜN ÖZDE¼GERLER·IN·IN ve

SPEKTRALTEK·ILL·IKLER·IN·INYAPISI

An�1yn�1 +Bnyn + Anyn+1 = �yn (4.1)

olmak üzere fAng ve fBng n 2 N non-selfadjoint matris dizilerinin

1X
n=1

n (kI � Ank+ kBnk) <1 (4.2)

eşitsizli¼gini sa¼glad¬¼g¬n¬kabul edelim. Burada I ; E uzay¬üzerindeki birim matrisi

ve k; k E uzay¬üzerindeki matris normunu belirtmektedir.

Teorem 4.1 � = 2 cos z z 2 C+ olmak üzere denkleminin Jost çözümü

Fn (z) = Tne
inz

"
I +

1X
m=1

Knme
imz

#
n 2 N [ f0g (4.3)

gösterimine sahiptir. Burada Tn ve Knm matrsileri fAng ve fBng matrisleri ile ifade

edilir.

·Ispat. (4.3) denklemi ile verilen Fn (z) çözümü (4:1) denkleminde yerine yaz¬ld¬¼g¬nda

An�1

(
Tne

i(n�1)z

"
I +

1X
m=1

Knme
imz

#)
+Bn

(
Tne

inz

"
I +

1X
m=1

Knme
imz

#)

+ An

(
Tne

i(n+1)z

"
I +

1X
m=1

Knme
imz

#)

= 2

�
einz + e�inz

2

�(
Tne

inz

"
I +

1X
m=1

Knme
imz

#)

veya
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An�1

(
Tne

i(n�1)z

"
I +

1X
m=1

Knme
imz

#)
+Bn

(
Tne

inz

"
I +

1X
m=1

Knme
imz

#)

+ An

(
Tne

i(n+1)z

"
I +

1X
m=1

Knme
imz

#)

= Tne
i(n+1)z

"
I +

1X
m=1

Knme
imz

#
+ Tne

i(n�1)z

"
I +

1X
m=1

Knme
imz

#
(4.4)

eşitli¼gi elde edilir. (4.4) eşitli¼ginde einz terimlerinin katsay¬lar¬kaŗs¬laşt¬r¬ld¬¼g¬nda

ei(n�1)z teriminin katsay¬lar¬ndan

An�1Tn�1 = Tn

elde edilir. Buradan iterasyonla

Tn =
1Y
p=n

A�1p (4.5)

olarak bulunur. einz teriminin katsay¬lar¬ndan

An�1Tn�1Kn�1;1 +BnTn = TnKn1

bulunur. Burada An�1Tn�1 = Tn oldugu dikkate al¬nd¬¼g¬nda

TnKn�1;1 +BnTn = TnKn1

elde edilir. Eşitli¼gin her iki yan¬ soldan T�1n ile çarp¬l¬rsa
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Kn�1;1 + T�1n BnTn = Kn1

Kn�1;1 �Kn1 = �T�1n BnTn

bulunur. Buradan iterasyonla

Kn1 = �
1X

p=n+1

T�1p BpTp

elde edilir. ei(n+1)z teriminin katsay¬lar¬ndan

An�1Tn�1Kn�1;2 +BnTnKn1 + AnTn+1 = Tn + TnKn2

yine An�1Tn�1 = Tn oldu¼gu göz önüne al¬nd¬¼g¬nda

TnKn�1;2 +BnTnKn1 + AnTn+1 = Tn + TnKn2

elde edilir. Eşitli¼gin her iki yan¬soldan T�1n ile çarp¬l¬rsa

Kn�1;2 + T�1n BnTnKn1 + T�1n AnTn+1 = I +Kn2

Kn�1;2 �Kn2 = �T�1n BnTnKn1 � T�1n AnTn+1 + I

= �T�1n BnTnKn1 � T�1n AnTn+1T
�1
n Tn + T�1n Tn

= �T�1n BnTnKn1 � T�1n AnAnTn + T�1n ITn

= �T�1n BnTnKn1 + T�1n
�
I � A2n

�
Tn
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elde edilir. Buradan iterasyonla

Kn2 = �
1X

p=n+1

T�1p BpTpKp1 +

1X
p=n+1

T�1P
�
I � A2P

�
TP

bulunur. Son olarak ei(n+m�1) teriminin katsay¬lar¬ndan

Knm =
1X

p=n+1

T�1P
�
I � A2P

�
TPKp+1;m�2 �

1X
p=n+1

T�1p BpTpKp;m�1 +Kn+1;m�2

n 2 N [ f0g m 2 N (4.6)

bulunur. (4:2) koşulundaki serinin yak¬nsak olmas¬ndan dolay¬Tn tan¬m¬ndaki son-

suz çarp¬m ve Knm tan¬m¬ndaki seriler mutlak yak¬nsakt¬r.

Teorem 4.2 C > 0 bir sabit,
�
m
2

�
; m
2
say¬s¬n¬n tam k¬sm¬olmak üzere, (4:2) koşulu

alt¬nda

kKnmk � C
1X

p=n+bm2 c
(kI � Apk+ kBpk) (4.7)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

Teorem 4.3 Her n 2 N için (4:3) ile verilen Fn (z) Jost çözümü C+ bölgesinde

analitik C+ üzerinde süreklidir.

·Ispat. einz fonksiyonu C+ de analitik oldu¼gundan

1X
m=1

Knmme
imz (4.8)

serisinin düzgün yak¬nsak oldu¼gu her yerde (4:3) ile verilen Fn (z) fonksiyonu analitik

olacakt¬r.
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z = "+ i� ve � > 0 olmak üzere her m 2 N için

Knmme
imz

 � cm
��e�m� ��

olup

1X
m=1

me�m� (4.9)

serisi yak¬nsak oldu¼gundanWeiestrass testi gere¼gince (4:8) serisiC+ bölgesinde düzgün

yak¬nsakt¬r. Ayr¬ca

1X
m=1

Knme
imz (4.10)

serisinin genel terimi olan Knme
imz terimi için z 2 C+ olmak üzere

Knme
imz
 � kKnmk

��eimz�� � kKnmk
��e�m� �� � kKnmk

eşitsizli¼gi gerçeklenir ve

1X
n=1

kKnmk � c

1X
n=1

1X
p=n+[m2 ]

kI � Apk+ kBpk

� c
1X
p=1

pX
n=1

I � Ap+[m2 ]

+ Bp+[m2 ]


= c

1X
p=1

p
I � Ap+[m2 ]

+ Bp+[m2 ]


= c

1X
p=1

p kI � Apk+ kBpk <1
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oldu¼gundan Weiestrass testi gere¼gince

1X
m=1

Knme
imz

serisi C+ üzerinde düzgün yak¬nsak ve einz fonksiyonlar¬ile tan¬ml¬fonksiyonlar C+

üzerinde sürekli oldu¼gundan Fn (z) Jost çözümü C+ üzerinde sürekli ve C+ üzerinde

analitiktir.

Teorem 4.4 (4:1) denkleminin (4:3) ile verilen çözümü aşa¼g¬daki asimptotik eşitlik-

leri gerçekler.

Fn (z) = einz [I + o (1)] z 2 C+ n!1 (4.11)

Fn (z) = Tne
inz [I + o (1)] z 2 C+ z = "+ i� � !1 (4.12)

·Ispat. (4:3) tan¬m¬ndan

Fn (z) = Tne
inz

"
I +

1X
m=1

Knme
imz

#

Fn (z) e
�inz = Tn

"
I +

1X
m=1

Knme
imz

#

lim
n!1

Fn (z) e
�inz = lim

n!1
Tn + lim

n!1

1X
m=1

Knme
imz

elde edilir.

Tn =

1Y
p=n

A�1p <1

olup yak¬nsak çarp¬m¬n kalan terimi I oldu¼gundan lim
n!1

Tn = I ve
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1X
n=1

kKnmk <1

oldu¼gundan lim
n!1

kKnmk = 0 gerçeklenir. O halde

Fn (z) e
�inz = I + o (1) z 2 C+ n!1

Fn (z) = einz [I + o (1)] z 2 C+ n!1

sa¼glan¬r.

z = "+ i� � > 0 ve m = 1; 2; 3::: için

Knme
imz
 � kKnmk

��eimz�� � kKnmk
��e�m� �� � kKnmk

eşitsizli¼gi gerçeklendi¼ginden ve

1X
n=1

kKnmk <1

oldu¼gundan dolay¬

1X
m=1

Knme
imz

serisi C+ bölgesinde düzgün ve mutlak yak¬nsakt¬r.

33



Buna göre

lim
�!1

1X
m=1

Knme
imz =

1X
m=1

Knm lim
�!1

eimz = 0

bulunur. Dolay¬s¬yla

Fn (z) = Tne
inz [I + o (1)] z 2 C+ z = "+ i� � !1

asimptotik eşitli¼gi elde edilir.

Teorem 4.5 (4:2) koşulu alt¬nda �c (L) = [�2; 2] dir.

·Ispat.

(`y)n = An�1yn�1 +Bnyn + An+1yn+1

(`1y)n = yn�1 + yn+1

( `2y)n = (An�1 � I) yn�1 +Bnyn + (An+1 � I) yn+1

fark ifadeleri ve y0 = 0 s¬n¬r koşuluyla üretilen operatörler s¬ras¬yla L, L1 ve L2 olmak

üzere

L = L1 + L2

yaz¬labilece¼gi aç¬kt¬r . Dolay¬s¬yla Teorem 3.5 in ispat¬ndaki benzer i̧slemler yap¬ld¬¼g¬nda

L1 operatörünün self adjoint, L2 operatörünün kompakt operatör oldu¼gu elde edilebilir.

O halde Weyl Kompakt Heyecanland¬rma teoremi gere¼gince

�c (L1) = �c (L)

sa¼glanacakt¬r.
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Ayr¬ca L1 operatörü için

kL1k = sup
kyk=1

hL1y; yi (4.13)

gerçeklenir.

hL1y; yi =

1X
n=1

[(L1y)n ; y]E =
1X
n=1

(yn�1 + yn+1) �yn

=
1X
n=1

yn�1�yn +
1X
n=1

yn+1�yn =
1X
n=0

yn�yn+1 +
1X
n=1

yn+1�yn

=
1X
n=1

yn�yn+1 +
1X
n=1

yn+1�yn

=
1X
n=o

2Re (yn+1�yn) �
1X
n=o

jyn+1j2 + jynj2

� 2 kynk

bulunur. Eşitsizli¼gin her iki yan¬nda kyk = 1 üzerinden sup al¬n¬rsa

sup
kyk=1

hL1y; yi � 2

elde edilir. Özel olarak #n 2 `2 (N; E) olmak üzere # =
�
1p
2
; 1p

2
; 0; 0:::

�
için k#k = 1

üzerinden norm al¬n¬rsa

sup
k#k=1

hL1#; #i � sup
k#k=1

 1X
n=1

j#n+1j2 + j#nj2
!
= 2

sup
k#k=1

hL1#; #i = 2

olup kL1k = 2 elde edilir. O halde � (L1) = [�2; 2] dir. Kompleks H Hilbert

uzay¬üzerinde s¬n¬rl¬self adjoint linee operatörlerin rezidü spektrumu boştur yani

�r (L1) = ? dir.
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Ayr¬ca L1 operatörünün özde¼geri bulunmad¬¼g¬ndan

�c (L1) = �c (L) = [�2; 2]

elde edilir.

f (z) = detF0 (z) z 2 C+ (4.14)

fonksiyonunu tan¬mlayal¬m. Burada F0 (z) ; L operatörünün Jost fonksiyonudur. f

fonksiyonuC+ da analitikC+ da ise süreklidir. Ayr¬ca f (z) = f (z + 2�) gerçeklenir.

Şimdi

P0 = fz : z = "+ i� 0 � " � 2� � > 0g

P = P0 [ [0; 2�]

şeritlerini tan¬mlayal¬m. Loperatörünün özde¼gerlerinin kümesi

�d (L) = f� : � = 2 cos z z 2 P0 f (z) = 0g (4.15)

ve spektral tekilliklerinin s¬n¬f¬

�ss (L) = f� : � = 2 cos z z 2 [0; 2�] f (z) = 0g n f0g (4.16)

şeklinde tan¬mlan¬r (Bairamov 2001) :

Teorem 4.6 (4:2) koşulu alt¬nda

i) L operatörünün özde¼gerleri kümesi s¬n¬rl¬d¬r, en çok say¬labilir say¬dad¬r ve e¼ger

varsa bu kümenin limit noktalari [�2; 2] kapali aral¬¼g¬n¬n eleman¬d¬r.

ii) �ss (L) � [�2; 2] ve �ss (L) kümesinin Lebesgue ölçüsü s¬f¬rd¬r.
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·Ispat. i)
1X
n=1

n fkI � Ank+ kBnkg <1

koşulu alt¬nda

F0 (z) = T0 [1 + o (1)] z 2 C�+ z 2 "+ i� � !1

oldu¼gunu göstermi̧stik. O halde

f (z) = detF0 (z) = detT0 [1 + o (1)] z 2 P0 z = "+ i� � !1

sa¼glan¬r. detT0 6= 0 oldu¼gundan P0 yar¬ şeridindeki s¬f¬rlar¬n¬n kümesinin s¬n¬rl¬

oldu¼gu görülür. f fonksiyonu C+ da analitik olup analitik fonksiyonlar¬n analitiklik

bölgesi içindeki s¬f¬rlar¬ayr¬k oldu¼gundan f fonksiyonun C+ daki s¬f¬rlar¬ayr¬kt¬r. f

fonksiyonun P0 yar¬şeridindeki s¬f¬rlar¬s¬n¬rl¬ve ayr¬k oldu¼gundan en fazla say¬labilir

say¬dad¬r. Ayr¬ca analitik bir fonksiyonun analitiklik bölgesi içindeki s¬f¬rlar¬n¬n limit

noktas¬(e¼ger varsa) analitiklik bölgesinin s¬n¬r¬nda yer alaca¼g¬ndan f fonksiyonunun

s¬f¬rlar¬n¬n limit noktas¬(e¼ger varsa) P0 yar¬şeridinin s¬n¬r¬olan [0; 2�] aral¬¼g¬içinde

yer alir. � = 2 cos z olmak üzere z 2 [0; 2�] için � 2 [�2; 2] dir.

ii) �ss (L) = f�; � = 2 cos z z 2 [0; 2�] f (z) = 0g n f0g � [�2; 2] oldu¼gu aç¬kt¬r.

Ayr¬ca f fonksiyonu C+ da özdeş olarak s¬f¬r olmayan analitik bir fonksiyon olup

bu fonksiyonun reel s¬f¬rlar¬n¬n kümesi �ss (L) s¬n¬f¬na kaŗs¬l¬k geldi¼ginden Privalov

teoremi gere¼gince � (�ss (L)) = 0 gerçeklenir.

Teorem 4.7

sup
n2N

fe"n (kI � Ank+ kBnk)g <1 " > 0 (4.17)

koşulu alt¬nda L operatörü sonlu say¬da sonlu katl¬ özde¼gere ve spektral tekilli¼ge

sahiptir. (Yard¬mc¬2010)
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·Ispat.

k Knmk � c

1X
p=n+[m2 ]

(kI � APk+ kBPk)

eşitsizli¼ginin sa¼gland¬¼g¬n¬göstermi̧stik.

k Knmk � c
1X

p=[n+m
2 ]

e�
"p
2 e

"p
2 (kI � APk+ kBPk)

e�"p azalan fonksiyon oldu¼gundan en büyük de¼gerini p nin en küçük de¼geri için al¬r.

k Knmk � ce�
"
2 [n+

m
2 ]

1X
p=[n+m

2 ]

e
"p
2 (kI � APk+ kBPk)

eşitsizli¼gi elde edilir. (4:17) koşulunun sa¼glanmas¬için

kI � Apk � c:e�
"p
2

kBPk < c:e�
"p
2 (4.18)

(4:18) deki eşitsizliklerin gerçeklenmesi gerekir. O halde

k Knmk � c1e
� "
2 [n+

m
2 ]

1X
p=[n+m

2 ]

e
"p
2 e�

"p
2 e�

"p
2

k Knmk � Ce�
"
2 [n+

m
2 ] (4.19)

eşitsizlikleri sa¼glan¬r. (4:3) eşitli¼ginden

@

@z
Fn (z) = Tnne

inz

"
1 +

1X
m=1

Knmime
imz

#
(4.20)

eşitli¼gi elde edilir. Burada (4:19) eşitsizli¼gi dikkate al¬nd¬¼g¬nda
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�����
1X
m=1

Knmime
imz

����� � C
1X
m=1

e�
"
2(n+[

m
2 ])m

��eimz��
� Me�

"
2
n

1X
m=1

me�m(
"
4
+Im z) (4.21)

elde edilir. (4:21) eşitsizli¼ginin sa¼g taraf¬ndaki seri "
4
+ Im z > 0 için yak¬nsak

oldu¼gundan Im z > � "
4
bölgesinde de

1X
m=1

Knmime
imz

serisi Weierstrass Teoremi gere¼gince düzgün yak¬nsakt¬r. Böylece f fonksiyonu-

nun analitiklik bölgesini Im z > � "
4
bölgesine analitik olarak devam ettirmi̧s olduk.

Bu durumda f fonksiyonunun s¬f¬rlar¬n¬n limit noktalar¬reel eksen üzerinde olmal¬d¬r

ancak reel eksen analitiklik bölgesinin içinde kald¬¼g¬ndan f fonksiyonunun s¬f¬rlar¬n¬n

yani �d (L) ve �ss (L) kümelerinin limit noktalar¬n¬n cümlesi boş olur . O halde

Bolzano-Weierstrass teoremi gere¼gince verilen koşul alt¬nda �d (L) ve �ss (L) kümeleri

sonlu say¬da elemana sahiptir. Ayr¬ca f fonksiyonu
�
z : z 2 C; Im z > � "

4

	
böl-

gesinde analitik oldu¼gundan P içindeki s¬f¬rlar¬n¬n kat¬sonludur. Benzer şekilde f

fonksiyonunun sonsuz katl¬s¬f¬r¬olsayd¬analitiklik bölgesinin s¬n¬r¬nda yani reel ek-

sen üzerinde olacakt¬fakat reel eksen art¬k analitiklik bölgesinin içinde oldu¼gundan

sonsuz katl¬s¬f¬r¬bulunmayacakt¬r.
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5. SONUÇ

Literatürde matris katsay¬l¬operatörlerin spektral analizi yeteri kadar incelenmedi¼gin-

den bu tür operatörlerin spektral analizinin ö¼grenilmesi önem arz etmektedir.Bundan

dolay¬ bu tezde matris katsay¬l¬ selfadjoint fark operatörünün polinomiyal türden

jost çözümleri elde edilmi̧s, bu çözümlerin asimptotikleri bulunmuş, analitik özel-

likleri ö¼grenlmi̧s, sürekli ve diskre spektrumu incelenmi̧stir. Ayn¬operatörün non-

selfadjoint durumda spektral özellikleri elde edilmi̧s ve bu operatörün spektral tekil-

li¼ge sahip oldu¼gu ifade edilmi̧stir. Son olarak non-selfadjoint durumdaki operatörün

belirli bir koşul alt¬nda analitik devama sahip oldu¼gu gösterilmi̧s ve bu durumda o-

peratörün sonlu say¬da, sonlu katl¬özde¼geri ve spektral tekilli¼gi oldu¼gu ispatlanm¬̧st¬r.
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