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Bu tez dokuz bölümden olu³mu³tur.
�lk bölüm giri³ k�sm�na ayr�lm�³t�r.
�kinci bölümde, ön bilgiler ile di§er bölümlerde kullan�lacak olan baz� tan�m ve teorem-
ler verilmi³tir.
Üçüncü bölümde, üç boyutlu Öklid uzay�nda, Fermi-Walker türevi herhangi bir e§ri-
nin Frenet çat�s�n�n normal vektörü yard�m�yla yeniden tan�mlanm�³t�r. Daha sonra,
{N,C,W} çat�s� herhangi bir aç� kadar normal vektörü etraf�nda döndürülerek normal
direction e§riler için N-Bishop Çat�s� ve özellikleri ifade edilmi³tir. Ard�ndan, Rotation
minimizing çat�, yüzey çat�s�n�n normal vektör alan� boyunca herhangi bir aç� kadar
döndürülmesiyle elde edilmi³tir. Bu bölümün son k�sm�nda ise, Myller kon�gürasyonu
kullan�larak Rotation minimizing çat�n�n uygulamas� verilmi³tir.
Dördüncü bölümde, dört boyutlu Öklid uzay�nda,

∫
N(s)ds direction e§risi üzerinde

Rotation minimizing çat� elde edilmi³tir. Ard�ndan, birim kuaterniyonik e§ri kullan�-
larak

∫
N(s)ds direction e§risi üzerinde Rotation minimizing çat� ve özellikleri ifade

edilmi³tir. Devam�nda, (k + 1) boyutlu kapal� regle yüzeylerin aç�l�m aç�s� ve aç�l�m
uzunlu§u, Rotation minimizing çat�ya göre hesaplanm�³t�r. Ayr�ca, Myller kon�güras-
yonu kullan�larak Rotation minimizing çat�n�n uygulamas� verilmi³tir. Bu bölümün son
k�sm�nda ise, Rotation minimizing çat� yard�m�yla helisler, rekti�yan e§riler ve küresel
e§riler için yeni karakterizasyonlar elde edilmi³tir.
Be³inci bölümde, n boyutlu Öklid uzay�nda,

∫
N(s)ds direction e§risi üzerinde Rota-

tion minimizing çat� elde edilmi³tir. Ard�ndan, (k + 1) boyutlu kapal� regle yüzeylerin
aç�l�m aç�s� ve aç�l�m uzunlu§u, Rotation minimizing çat�ya göre hesaplanm�³t�r. Ayr�ca,
Myller kon�gürasyonu kullan�larak Rotation minimizing çat�n�n uygulamas� verilmi³tir.
Bu bölümün son k�sm�nda ise, Rotation minimizing çat� yard�m�yla helisler, rekti�yan
e§riler ve küresel e§riler için yeni karakterizasyonlar elde edilmi³tir.
Alt�nc� bölümde, üç boyutlu Lorentz-Minkowski uzay�nda, Fermi-Walker türevi her-
hangi bir e§rinin Frenet çat�s�n�n normal vektörü yard�m�yla yeniden tan�mlanm�³t�r.
Daha sonra, genel çat�n�n çat� vektör alanlar� boyunca s�ras�yla döndürülmesiyle üç tip
Rotation minimizing çat� elde edilmi³tir.
Yedinci ve sekizinci bölümlerde, s�ras�yla dört boyutlu Lorentz-Minkowski uzay�nda ve
n boyutlu Lorentz-Minkowski uzay�nda

∫
N(s)ds direction e§risi üzerinde Rotation mi-

nimizing çat� elde edilmi³tir.
Son bölümde ise tezden elde edilen sonuçlara ve çe³itli önerilere yer verilmi³tir.

May�s 2020, 178 sayfa

Anahtar Kelimeler: Rotation minimizing çat�, kuaterniyonik çat�, Fermi-Walker
türevi, genel helis, slant helis, regle yüzey, rekti�yan e§ri, aç�l�m aç�s� ve uzunlu§u.
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This thesis consists of nine chapters.
The �rst chapter is devoted to the introduction.
The second chapter, concepts, and de�nitions which are needed in the further chapters
are given.

In the third chapter, in 3-dimensional Euclidean space, the Fermi-Walker derivative is
rede�ned with the help of the normal vector of the Frenet frame of any curve. Next,
the N-Bishop frame and its properties are expressed for the normal direction curves
by rotating the frame {N,C,W} along its normal vector �eld by any angle. Then, a
Rotation minimizing frame is obtained by rotating any angle along the normal vector
�eld of the surface frame. In the last part of this chapter, using the Myller con�guration,
an application is given for the Rotation minimizing frame (RMF).
In the fourth chapter, in 4-dimensional Euclidean space, an RMF is obtained on

∫
N(s)ds

direction curve. Then, using the unit quaternionic curve, RMF, and its properties are
expressed on the

∫
N(s)ds direction curve. Subsequently, the pitch and the angle pitch

of a closed ruled surface of dimension (k + 1) are calculated according to an RMF.
Also, an application of RMF using the Myller con�guration is given. In the last part of
this chapter, new characterizations are obtained for helix curves, rectifying curves, and
spherical curves with the help of an RMF.

In the �fth chapter, in n-dimensional Euclidean space, an RMF is obtained on
∫
N(s)ds

direction curve. Then, the pitch and the angle pitch of a closed ruled surface of dimen-
sion (k+1) are calculated according to an RMF. Also, an application of RMF using the
Myller con�guration is given. In the last part of this chapter, new characterizations are
obtained for helix curves, rectifying curves, and spherical curves with the help of RMF.
In the sixth chapter, in 3-dimensional Lorentz-Minkowski space, the Fermi-Walker deri-
vative is rede�ned with the help of the normal vector of the Frenet frame of any curve.
Then, three types of RMFs are obtained by rotating in sequence along with the frame
vector �elds of the general frame.

In the seventh and the eighth chapters, respectively, in 4 and n dimensional Lorentz-
Minkowski spaces, an RMF is obtained on

∫
N(s)ds direction curve.

In the last chapter, the results which are obtained from the thesis, and some proposals
are discussed.

May 2020, 178 pages

Key Words: Rotation minimizing frame, quaternionic frame, Fermi-Walker derivative,
general helix, slant helix, ruled surface, rectifying curve, angle of pitch and pitch.
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3.3.3 Eğrilik Çizgisinin Evolütü İle İlgili Özellikler ...............................57
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4.2.2 Kuaterniyonik Rektifiyan Eğriler....................................................78
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1. G�R��

Çat�lar, diferensiyel geometrinin önemli bir konusudur. Bu yüzden ilk yap�lan ça-

l�³malarda uzaylar çat�lar�na göre isimlendirilmi³tir. Örne§in, Öklid çat�s� Öklid

uzayda ifade edilmi³tir. Daha sonra, bir uzayda bir tane çat�n�n olmad�§� gö-

rülmü³tür. Bu çat�lar da bulan ki³ilerin ismine göre isimlendirilmi³tir. Buna ek

olarak, bulunan çat�lar�n vektörleri kullan�larak, bulunan çat�lar döndürülerek

veya bu yeni elde edilen kavramlar farkl� yüzeylere uygulanarak ilginç sonuçlar

elde edilmi³tir. Örne§in, Fermi-Walker türevi, Frenet çat�s�n�n te§et vektörü kul-

lan�larak ifade edilmi³tir. Bishop çat�s� ve Tip-2 Bishop çat�s� s�ras�yla Frenet

çat�s�n�n te§et vektörü ve binormal vektörü etraf�nda key� bir aç� kadar döndü-

rülerek elde edilmi³tir. Son y�llarda, Bishop çat�s� bilgisi bilgisayar destekli dizayn

da s�kça kullan�lmaktad�r. Bu çat�lar�n en önemli özelli§i non-rotating çat� olma-

lar�d�r. Bu bak�mdan çok uygulamalar� mevcuttur. Örne§in, e§rinin κ = 0 oldu§u

noktalar�nda Frenet hareketinde s�k�nt� ya³anmaktad�r. Fakat, Bishop çat�s� bu

problemi çözerek çok kullan�³l� bir çat� oldu§unu göstermektedir. Ayr�ca, Bishop

çat�s�n�n ortaya ç�kt�§� y�llarda genellenerek bu tür çat�lara Rotation minimizing

çat� denilmi³tir (Bishop 1975).

Günümüzde, Öklid uzay�nda herhangi bir γ e§risi boyunca Rotation minimizing

çat�lar (RMF) olarak adland�r�lan yap� ilk kez Bishop taraf�ndan tan�t�lm�³t�r.

Frenet hareketli çat�s�na bir alternatif olarak ifade edilmi³tir. Öklid uzay�nda,

hem Frenet çat�s� hemde Rotation minimizing çat� (RMF) her ikisi de ortonor-

mal çat�d�r. Öklid uzay�nda herhangi bir β = β(s) e§risi boyunca Rotation

minimizing çat�lar (RMF) N
′
i (s), β

′
(s) ile orant�l� olmak üzere (n − 1) tane

normal vektörler Ni ve te§et vektör ile tan�mlan�r. Bu ³ekilde herhangi bir e§ri

boyunca tan�mlanan herhangi bir normal vektör alan� Rotation minimizing vek-

tör alan� olarak adland�r�l�r. Herhangi bir γ e§risi boyunca ve herhangi bir

β(s0) noktas�nda herhangi bir {β′(s0), N1(s0), ..., Nn−1(s0)} ortonormal baz� bir

tek Rotation minimizing çat� ifade eder. Bu yüzden, (n − 1) boyutlu Öklid uza-

y�nda böyle bir Rotation minimizing çat� e³siz bir dönme modülü tasarlam�³t�r

(Etayo 2016, Etayo 2018, Farouki 2016, Jüttler 1998, Wang vd. 2008).
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Küresel kinemati§in konusu içerisinde olan bu hareketlerin detayl� bir tart�³mas�

verilmi³tir. Daha sonra, rasyonel spin hareketleri taraf�ndan elde edilen yakla-

³�m tart�³�lm�³t�r. Bu sonuçlar, bilgisayar destekli dizayn verisinden robot ha-

reketlerini otomatik üretmek ve süpürülen yüzeyleri olu³turmak için uygulan-

m�³t�r. E§ri boyunca herhangi bir normal vektör alan�n�n Rotation minimizing

(RM) olmas� için gerek ve yeter ³art�n normal konneksiyona göre paralel ol-

du§u ispatlanm�³t�r. Bu yüzden, Rotation minimizing vektörleri ve çat�lar�n�n

bütün sonuçlar� Riemann manifoldlar�na gömülmü³ e§riler için de üretilmi³tir.

Riemann manifoldlar�na gömülmü³ e§riler boyunca Rotation minimizing vektör

alanlar� 3-boyutlu Öklid uzay�n�, 3-boyutlu Hiperbolik uzay� ve Kähler manifol-

dunu çevreleyen manifold oldu§u zaman da çal�³�lm�³t�r (Etayo 2016, Etayo 2018,

Farouki 2016, Jüttler 1998, Wang vd. 2008).

Son zamanlar da, Rotation minimizing çat�, süpürülen ve bükülen yüzey modelleri

dahil bilgisayar gra�klerinde, bilgisayar animasyonlar�nda ve robotiklerde hare-

keti dizayn etmede ve kontrol etmede, ...vs yayg�n bir ³ekilde kullan�lmaktad�r.

Bu konu ara³t�rmac�lar aras�nda dikkat çekmeye ba³lam�³t�r. Onlardan baz�lar�n�

k�saca ifade edelim. 3 boyutlu uzayda herhangi bir e§rinin Rotation minimizing

çat�s�n�n tam hesab� için yeni, etkili ve basit bir yöntem verilmi³tir. Tam bir Ro-

tation minimizing çat� elde etmek için çat�lar�n bir dizisini üreten ve kendisinden

bir önce gelen her bir çat�y� hesaplayan çift yans�ma yöntemi olarak adland�-

r�lan bu yöntem iki yans�may� kullan�r. Yüzey e§rilerinin Rotation minimizing

çat�lar� süpürülen yüzeyleri modelleme için de kullan�l�r. Ayr�ca, Rotation mini-

mizing vektör alanlar� birim tanjant demeti üzerindeki Legendre e§rilerine uygu-

lanm�³t�r. Bu Legendre e§rilerine kar³�l�k gelen regle yüzeyler verilmi³tir. Sonuç

olarak da bu regle yüzeylerin singüleriteleri ara³t�r�lm�³t�r. Bir e§rinin paralel

transport çat�s�, Rotation minimizing çat�s� ve Ferenet çat�s� aras�ndaki ili³ki

dört boyutlu Öklid uzay�nda verilmi³tir. Ayr�ca, üç boyutlu uzayda bilinen bu

ili³ki ilk defa dört boyutlu uzaya genelle³tirilmi³tir. Herhangi bir hareketli ça-

t�n�n e§rilik fonksiyonunun skaler aç�sal h�z�n� minumum yapmak için Rotation

minimizing çat� kullan�lm�³t�r. Küresel ve düzlem e§rileri Rotation minimizing

çat� kullan�larak karakterize edilmi³tir. Ayr�ca, Rotation minimizing çat�ya göre

süpürülen yüzeyin olu³turulmas�nda Frenet çat�s�ndan farkl� yönü �ekil (1.1) ve
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Rotation minimizing çat�ya göre masa modellemesi de �ekil (1.2) de gösterilmi³-

tir (Jüttler 1998, Wang vd. 2008, Gökçelik vd. 2014, Farouki 2016, Etayo 2016,

Da Silva 2017, Da Silva vd. 2018, Da Silva 2019, Bekar vd. 2018, Etayo 2018). Buna

ek olarak, �ekil (1.2) deki Rotation minimizing çat�ya göre masa modellemesine

günlük hayattan örnek �ekil (1.3) de verilmi³tir.

�ekil 1.1 Bir uzay e§risinin normal düzleminde kalan bir elips taraf�ndan üreti-

len süpürülen yüzeyler (sa§), Frenet çat�s� taraf�ndan normal düzlem belirlendi§i

zaman (orta) ve Rotation minimizing çat� taraf�ndan normal düzlem belirlendi§i

zaman (sol) (Farouki 2016).

�ekil 1.2 Rotation minimizing çat�ya göre bilgisayar yard�m�yla masa modellemesi

(Wang vd. 2008).

Bu tez çal�³mas�nda, ilk olarak, üç boyutlu Öklid uzay�nda R3 de, Fermi-Walker

türevi herhangi bir e§rinin Frenet çat�s�n�n normal vektörü yard�m�yla yeniden

tan�mlanm�³t�r. Bu yeni türevede Normal Fermi-Walker Türevi denilmi³tir.

Daha sonra bu yeni türev alternatif hareketli çat�ya uygulanm�³, normal Fermi-
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�ekil 1.3 Rotation minimizing çat�ya göre günlük hayattan masa modellemesine

örnek (Germir Köyü/KAYSER�-2018)

Walker paralelizm, normal non-rotating çat�, normal Fermi-Walker türevinin Dar-

boux vektörü alternatif hareketli çat� için verilmi³tir. Dahas�, Frenet ve alternatif

hareketli çat�n�n non-rotating çat� olup olmad�§� ve olmas� için hangi ko³ullar�n

gerekli oldu§u gösterilmi³tir. Ard�ndan, herhangi bir e§rinin asli normalinin in-

tegral e§risi olarak tan�mlanan normal direction e§risi için N-Bishop Çat�s� ve

özellikleri ifade edilmi³tir. S2 birim küresinin merkezine N-Bishop çat� vektörleri

yerle³tirilip döndürülerek çat� vektörlerinin küresel görüntüleri elde edilmi³tir.

Yeni küresel görüntüler N-Bishop Küresel Görüntüler olarak adland�r�lm�³-

t�r. Bu yeni küresel görüntülerin Frenet-Serret denklemleri hesaplanm�³t�r. Slant

helislerin N-Bishop küresel görüntülerinin integral e§rilerinin yine slant helisler

oldu§u örnekler kullan�larak gösterilmi³tir. Devam�nda, Rotation minimizing çat�,

yüzey çat�s�n�n normal vektör alan� boyunca herhangi bir aç� kadar döndürülme-

siyle elde edilmi³tir. Bu çat� yard�m�yla aç�labilir regle yüzeyler in³a edilmi³tir.

Bu aç�labilir regle yüzeyin silindir, koni,...vs. olmas� için gerek ve yeter ko³ul-

lar verilmi³tir. Herhangi bir yüzey üzerindeki e§rinin, e§rilik çizgisi oldu§u ba³ka

aç�labilir yüzeyler bulunmu³tur. Bu yüzeyler aras�ndaki ili³kiler ifade edilmi³-

tir. Di§er bir ifadeyle, Joachimsthal teoremi do§rulanm�³t�r. Herhangi bir yüzey

üzerindeki e§rilik çizgilerinin evolütlerinin bu yüzeye kar³�l�k gelen regle yüze-

yin striksiyon çizgisi oldu§u gösterilmi³tir. Bu bölümün son k�sm�nda ise, Myller

kon�gürasyonu kullan�larak Rotation minimizing çat�n�n uygulamas� verilmi³tir.

Bu çat� yard�m�yla Rekti�yan tipli e§riler tan�mlanm�³ ve özel e§riler karakterize

edilmi³tir. Ayr�ca, rekti�yan tipli e§rilerin türevleride rekti�yan tipli e§rilerdir hi-
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potezi do§rulanm�³t�r. Bu hipotez ise, küresel e§rilerin s�n��and�r�lmas�na büyük

katk�lar sa§lam�³t�r.

�kinci olarak, dört boyutlu Öklid uzay�nda R4 de,
∫
N(s)ds direction e§risi üze-

rinde Rotation minimizing çat� elde edilmi³tir. Bu Rotation minimizing çat�n�n

özellikleri ifade edilmi³tir. Ayr�ca küresel olma ko³ulu bu çat� yard�m�yla verilmi³-

tir. Di§er taraftan, bu Rotation minimizing çat� rekti�yan e§rilere uygulanm�³t�r.

Bu konu da yap�lan di§er çal�³malarda rekti�yan e§rinin katsay�lar� fonksiyonlar

olmas�na ra§men, bu çal�³mada bu katsay�lar�n sabit oldu§u görülmü³tür. Son

olarak, küresel e§ri ile rekti�yan e§ri aras�ndaki ili³ki verilmi³tir. Ard�ndan, bi-

rim kuaterniyonik e§ri kullan�larak
∫
N(s)ds direction e§risi üzerinde Rotation

minimizing çat� ve özellikleri ifade edilmi³tir. Kuaterniyonik rekti�yan e§ri ve kü-

resel e§ri olma ko³ullar� bu çat� için belirlenmi³tir. Kuaterniyonik rekti�yan e§ri

ve küresel e§ri aras�ndaki ili³ki verilmi³tir. Devam�nda, (k + 1) boyutlu kapal�

regle yüzeylerin aç�l�m aç�s� ve aç�l�m uzunlu§u, Rotation minimizing çat�ya göre

hesaplanm�³t�r. Myller kon�gürasyonu kullan�larak Rotation minimizing çat�n�n

uygulamas� verilmi³tir. Bu çat� yard�m�yla Rekti�yan tipli e§riler tan�mlanm�³

ve özel e§riler karakterize edilmi³tir. Ayr�ca, rekti�yan tipli e§rilerin türevleride

rekti�yan tipli e§rilerdir hipotezi do§rulanm�³t�r. Bu hipotez ise, küresel e§rile-

rin s�n��and�r�lmas�na büyük katk�lar sa§lam�³t�r. Bu bölümün son k�sm�nda ise,

Rotation minimizing çat� yard�m�yla helisler, rekti�yan e§riler ve küresel e§riler

için yeni karakterizasyonlar elde edilmi³tir.

Üçüncü olarak, n boyutlu Öklid uzay�nda Rn de,
∫
N(s)ds direction e§risi üze-

rinde Rotation minimizing çat� elde edilmi³tir. Bu Rotation minimizing çat�n�n

özellikleri ifade edilmi³tir. Ayr�ca küresel olma ko³ulu bu çat� yard�m�yla verilmi³-

tir. Di§er taraftan, bu Rotation minimizing çat� rekti�yan e§rilere uygulanm�³t�r.

Bu konu da yap�lan di§er çal�³malarda rekti�yan e§rinin katsay�lar� fonksiyonlar

olmas�na ra§men, bu çal�³mada bu katsay�lar�n sabit oldu§u görülmü³tür. Son ola-

rak, küresel e§ri ile rekti�yan e§ri aras�ndaki ili³ki verilmi³tir. Ard�ndan, (k + 1)

boyutlu kapal� regle yüzeylerin aç�l�m aç�s� ve aç�l�m uzunlu§u, Rotation mini-

mizing çat�ya göre hesaplanm�³t�r. Myller kon�gürasyonu kullan�larak Rotation

minimizing çat�n�n uygulamas� verilmi³tir. Bu çat� yard�m�yla Rekti�yan tipli

e§riler tan�mlanm�³ ve özel e§riler karakterize edilmi³tir. Ayr�ca, rekti�yan tipli
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e§rilerin türevleride rekti�yan tipli e§rilerdir hipotezi do§rulanm�³t�r. Bu hipotez

ise, küresel e§rilerin s�n��and�r�lmas�na büyük katk�lar sa§lam�³t�r. Bu bölümün

son k�sm�nda ise, Rotation minimizing çat� yard�m�yla helisler, rekti�yan e§riler

ve küresel e§riler için yeni karakterizasyonlar elde edilmi³tir.

Dördüncü olarak, üç boyutlu Lorentz-Minkowski uzay�nda R3
1 de, Fermi-Walker

türevi herhangi bir e§rinin Frenet çat�s�n�n normal vektörü yard�m�yla yeniden

tan�mlanm�³t�r. Bu yeni türevede Normal Fermi-Walker Türevi denilmi³tir.

Daha sonra bu yeni türev alternatif hareketli çat�ya uygulanm�³, normal Fermi-

Walker paralelizm, normal non-rotating çat�, normal Fermi-Walker türevinin Dar-

boux vektörü alternatif hareketli çat� için verilmi³tir. Dahas�, Frenet ve alternatif

hareketli çat�n�n non-rotating çat� olup olmad�§� ve olmas� için hangi ko³ullar�n

gerekli oldu§u gösterilmi³tir. Ard�ndan, genel çat�n�n çat� vektör alanlar� boyunca

s�ras�yla döndürülmesiyle üç tip Rotation minimizing çat� elde edilmi³tir. Bu üç

tip RMF nin Lorentz Darboux vektör alanlar� bulunmu³tur. Bu üç tip RMF nin

pseudo-küresel Lorentz Darboux gösterge e§rilerinin singüler noktalar� ara³t�r�l-

m�³t�r.

Be³inci olarak, dört boyutlu Lorentz-Minkowski uzay�nda R4
1 de,

∫
N(s)ds direc-

tion e§risi üzerinde Rotation minimizing çat� elde edilmi³tir. Bu Rotation minimi-

zing çat�n�n özellikleri ifade edilmi³tir. Ayr�ca küresel olma ko³ulu bu çat� yard�-

m�yla verilmi³tir. Di§er taraftan, bu Rotation minimizing çat� rekti�yan e§rilere

uygulanm�³t�r. Bu konu da yap�lan di§er çal�³malarda rekti�yan e§rinin katsa-

y�lar� fonksiyonlar olmas�na ra§men, bu çal�³mada bu katsay�lar�n sabit oldu§u

görülmü³tür. Son olarak, küresel e§ri ile rekti�yan e§ri aras�ndaki ili³ki verilmi³tir.

Son olarak, n boyutlu Lorentz-Minkowski uzay�nda Rn1 de,
∫
N(s)ds direction

e§risi üzerinde Rotation minimizing çat� elde edilmi³tir. Bu Rotation minimizing

çat�n�n özellikleri ifade edilmi³tir. Ayr�ca küresel olma ko³ulu bu çat� yard�m�yla

verilmi³tir. Di§er taraftan, bu Rotation minimizing çat� rekti�yan e§rilere uy-

gulanm�³t�r. Bu konu da yap�lan di§er çal�³malarda rekti�yan e§rinin katsay�lar�

fonksiyonlar olmas�na ra§men, bu çal�³mada bu katsay�lar�n sabit oldu§u görül-

mü³tür. Ayr�ca, küresel e§ri ile rekti�yan e§ri aras�ndaki ili³ki verilmi³tir. Dahas�,

en son olarak ise tezden elde edilen sonuçlara ve çe³itli önerilere yer verilmistir.
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2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Bu bölümde, tez boyunca kullan�lacak olan baz� temel tan�m ve kavramlardan

söz edilecektir.

2.1 Öklid Uzay�nda Temel Tan�m ve Kavramlar

Tan�m 2.1 R reel say�lar cismi ve V de bir vektör uzay� olmak üzere,

〈,〉 : V x V → R,

∀v, w ∈ V için, V de bir, iç çarp�m fonksiyonu,

(v, w)→ 〈,〉(v, w) = 〈v, w〉 ∈ R,

biçiminde tan�mlanabilirse, V vektör uzay�na iç çarp�m uzay� denir (Hac�saliho§lu 1980).

Tan�m 2.2 n boyutlu Öklid uzay� Rn de, ∀ x = (x1, x2, ..., xn), y = (y1, y2, ..., yn) ∈

Rn için,

〈x, y〉 =
n∑
i=1

xiyi,

³eklinde tan�mlanan fonksiyona standart iç çarp�m veya Öklid iç çarp�m� denir

(Hac�saliho§lu 2000).

Tan�m 2.3 n boyutlu Öklid uzay� Rn de, ∀ x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn için,

‖x‖=
√
〈x, x〉,

³eklinde tan�mlanan fonksiyona x vektörünün normu denir (Hac�saliho§lu 2000).

Tan�m 2.4 3 boyutlu Öklid uzay� R3 de, ∀ x = (x1, x2, x3), y = (y1, y2, y3) ∈ R3

için Öklid vektörel çarp�m�,

x ∧ y = (x2y3 − y2x3, x3y1 − y3x1, x1y2 − y1x2),

³eklinde tan�mlan�r (Hac�saliho§lu 2000).

Tan�m 2.5 I, R nin bir aç�k aral�§� olmak üzere, α : I ⊂ R → Rn+1 biçiminde

C∞ s�n�f�ndan bir dönü³üme, Rn+1 uzay� içinde bir e§ri denir (Sabuncuo§lu 2001).
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Tan�m 2.6 (n+ 1) boyutlu Öklid uzay� Rn+1 de, M e§risi (I, α) koordinat kom-

³ulu§u ile verilsin. α : I ⊂ R → Rn+1 in Öklidiyen koordinat fonksiyonlar�

α1, α2, ..., αn olmak üzere α = (α1, α2, ..., αn+1), α(t) ∈M e§risinin diferensiyeli,

α′(t) = (
dα1

dt
,
dα2

dt
, ...,

dαn+1

dt
), (2.1)

biçimindedir. α′(t) tanjant vektörüne, M e§risinin t ∈ I parametre de§erine kar-

³�l�k gelen α(t) noktas�nda, (I, α) koordinat kom³ulu§una göre h�z vektörü denir

(Hac�saliho§lu 2000).

Tan�m 2.7 (n+ 1) boyutlu Öklid uzay� Rn+1 de, M e§risi (I, α) koordinat kom-

³ulu§u ile verilsin. E§er ∀s ∈ I için,

‖α′(s)‖= 1,

ise M e§risi (I, α) koordinat kom³ulu§una göre birim h�zl� e§ridir denir. Bu du-

rumda, e§rinin s ∈ I parametresine yay-parametresi ad� verilir (Hac�saliho§lu 2000).

Tan�m 2.8 Her noktas�ndaki h�z vektörü s�f�rdan farkl� olan e§riye regüler e§ri

denir (Hac�saliho§lu 2000).

Tan�m 2.9 3 boyutlu Öklid uzay� R3 de, X bir vektör alan� ve β(s) birim h�zl�

bir e§ri olsun. Bu durumda,

5̃X
5̃s

=
dX

ds
− 〈T,X〉M + 〈M,X〉T, (2.2)

5̃X
5̃s

türevine Fermi-Walker türevi denir. Burada, T=
dα

ds
ve M=

dT

ds
dir. Ayr�ca,

5̃X
5̃s

= 0,

ise,X vektör alan�, β(s) e§risi boyunca, Fermi-Walker türevine göre Fermi-Walker

paraleldir denir (Benn ve Tucker 1989).

Tan�m 2.10 3 boyutlu Öklid uzay� R3 de, β(s) birim h�zl� bir e§ri ve {P,R, Z}

çat�s� ortonormal çat� olsun. Bu durumda, {P,R, Z} çat�s�ndaki, ortonormal vek-

törlerin Fermi-Walker türevleri

5̃P
5̃s

= 0,
5̃R
5̃s

= 0,
5̃Z
5̃s

= 0,

biçiminde ise, {P,R, Z} çat�s�na non-rotating çat� denir (Balakrishnan 2005).
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Tan�m 2.11 α : I −→ R3 regüler e§risinin birim normal vektörü N(s), sabit bi-

rim vektör u ile sabit bir aç� yaparsa bu α e§risine slant helis denir. Matematiksel

olarak ifade edilirse,

〈N(s), u〉 = cos θ,

∀s ∈ I olmas� gerekir (Bükçü ve Karacan 2009).

Teorem 2.1 α(s) regüler bir e§ri olsun. α e§risi iki boyutlu küre S2 üzerinde

yatar ancak ve ancak bu α e§risinin e§rili§i ve torsiyonu aras�nda a³a§�daki ili³ki

vard�r:

τ

κ
+ [(

1

τ
)(

1

κ
)′]′ = 0,

(Do Carmo 1976, �zumiya ve Takeuchi 2004).

Teorem 2.2 (Lancret Teoremi) α(s) regüler bir e§ri olsun. α(s) e§risi genel

helisdir ancak ve ancak
τ

κ
(s) sabittir (Do Carmo 1976, �zumiya ve Takeuchi 2004).

Teorem 2.3 α(s) regüler bir e§ri olsun. α(s) e§risi slant helisdir ancak ve ancak

σ(s) =
κ2( τ

κ
)′

(κ2 + τ 2)
3
2

,

sabittir (Do Carmo 1976, �zumiya ve Takeuchi 2004).

Tan�m 2.12 (�nvolüt-Evolüt E§ri Çiftleri) α=α(s) uzay e§risinin te§etleri

bir yüzey üretir. Üretilen te§et do§rular�n� sabit aç�larla kesen bu yüzey üzerindeki

e§riler α=α(s) e§risinin involütleridir. Bu involüt e§rilerinin denklemi,

β(s) = α(s) + (c− s)t, ∀c ∈ R,

dir. Ayr�ca, verilen bir C e§risini involütü olarak kabul eden e§riler bulunur bu

e§rilere de C e§risinin evolütleri denir. Evolüt e§rilerinin te§etleri C(α) n�n nor-

malidir ve evolüt e§rilerinin denklemleri a³a§�daki gibidir:

β(s) = α(s) +
1

κ
[N + cot(

∫
τds+ c)B],

ve burada c sabittir (Struik 1961).
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3 boyutlu Öklid uzay� R3 de, β : I ⊂ R → R3 birim h�zl� e§ri olsun. β(s) e§risi

boyunca, {N,C,N∧C = W} hareketli çat�s�na alternatif hareketli çat� denir.

Burada, N , asli normal vektör, C, asli normal vektörün türevi ve W , β(s) e§risinin

Darboux vektörüdür. Bu alternatif hareketli çat�n�n denklemleri,
N ′(s)

C ′(s)

W ′(s)

 =


0 f(s) 0

−f(s) 0 g(s)

0 −g(s) 0



N(s)

C(s)

W (s)

 , (2.3)

ve

C =
N ′

‖N ′‖
,

W =
τT + κB√
κ2 + τ 2

, W = N∧C,

f =
√
κ2 + τ 2, (2.4)

g =
κ2(

τ

κ
)′

κ2 + τ 2
= σf,

³eklindedir. Ayr�ca, burada, κ, Frenet çat�s�na göre β e§risinin e§rili§i ve τ , Fre-

net çat�s�na göre β e§risinin torsiyonudur. f ve g, β e§risinin alternatif hareketli

çat�ya göre e§rilikleridir (Uzuno§lu vd. 2016).

3 boyutlu Öklid uzay� R3 de, β : I ⊂ R → R3 birim h�zl� e§ri olsun. β(s) e§risi

boyunca, {T,N,B} hareketli çat�s�na Frenet-Serret çat�s� denir. Burada, β(s)

e§risi boyunca, T , te§et, N , asli normal ve B binormal vektör alanlar�d�r. Ayr�ca,

Frenet-Serret denklemleri a³a§�daki gibidir:
T ′(s)

N ′(s)

B′(s)

 =


0 κ 0

−κ 0 τ

0 −τ 0



T (s)

N(s)

B(s)

 , (2.5)

Burada, 〈T, T 〉 = 〈N,N〉 = 〈B,B〉 = 1 ve 〈T,N〉 = 〈T,B〉 = 〈N,B〉 = 0 d�r.

κ(s) = ‖T ′(s)‖, β e§risinin e§rili§i ve τ(s) = −〈N,B′〉, β e§risinin torsiyonudur.

Buna ek olarak, {T,N,B} çat�s�n�n Darboux vektörü W = τT − κB ve Darboux

vektörünün normu |W | =
√
κ2 + τ 2 d�r (Do Carmo 1976).
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Bishop çat�s� (di§er ad�yla paralel transport çat�) bir altenatif çat�d�r. Bu çat�

e§rinin ikinci türevi olmad�§�nda bile iyi tan�ml�d�r. E§ri boyunca ortonormal bir

çat�n�n paralel ta³�nmas�n� bu çat�n�n her bir bile³enini paralel ta³�yarak basit bir

³ekilde ifade edebiliriz. Bishop çat�s� {T,M1,M2} nin türev formülleri a³a§�daki

gibi verilir: 
T ′(s)

M ′
1(s)

M ′
2(s)

 =


0 k1 k2

−k1 0 0

−k2 0 0




T (s)

M1(s)

M2(s)

 , (2.6)

burada k1 ve k2 ye Bishop e§rilikleri denir. Bishop çat�s�n�n Daboux vektörü

W = k2M1 + k1M2 ve Darboux vektörünün normu |W | = |κ| d�r (Bishop 1975).

Frenet çat�s� ve Bishop çat�s� aras�ndaki ili³ki a³a§�daki matris ile verilir:
T (s)

N(s)

B(s)

 =


1 0 0

0 cosϕ(s) sinϕ(s)

0 −sinϕ(s) cosϕ(s)




T (s)

M1(s)

M2(s)

 , (2.7)

burada, ϕ(s)=arctan(
k2
k1

), τ(s)=-ϕ′(s) (yani, ϕ = −
∫
τds) ve κ(s)=

√
k21 + k22

dir. Ayr�ca, k1(s) = κcosϕ(s) ve k2(s) = κsinϕ(s) (Bishop 1975). Sonuç olarak,

Bishop çat�s�, Frenet çat�s�n�n ϕ = −
∫
τds aç�s� kadar dönmü³ halidir.

3 boyutlu Öklid uzay� R3 de, M , n birim normaline sahip herhangi bir yüzey ve

β : I ⊂ R → M , M yüzeyi üzerinde herhangi bir e§ri olsun. T =
α′

‖α′‖
, te§et

vektör alan� ve Y = n∧T dir. Vektörel çarp�m�n özelliklerinden dolay�, {T, Y, n}

hareketli çat�s� Tβ(s)R3 ün ortonormal çat�s�d�r. {T, Y, n} çat�s�na (β,M) e§ri-

yüzey çiftinin, Darboux çat�s� yada Yüzey çat�s� ad� verilir (Sabuncuo§lu 2001).

Bu yüzey çat�s�n�n denklemleri,
T ′(s)

Y ′(s)

n′(s)

 =


0 kg kn

−kg 0 τg

−kn −τg 0



T (s)

Y (s)

n(s)

 , (2.8)

burada, kn ye verilen yüzeyin normal e§rili§i, kg ye verilen yüzeyin geodezik e§rili§i

ve τ g ye de verilen yüzeyin geodezik torsiyonu denir. Verilen yüzeyin normal
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e§rili§i, geodezik e§rili§i, geodezik torsiyonu ve β(s) e§risinin Frenet çat�s�na göre

e§rili§i κ, torsiyonu τ aras�ndaki ili³ki a³a§�daki gibidir:

kn = κ sin θ,

kg = κ cos θ,

τ g = τ − dθ

ds
.

Burada, θ, verilen yüzeyin normal vektörü ~n ve β(s) e§risinin binormal vektörü

~B aras�ndaki aç�d�r (Sabuncuo§lu 2001).

Teorem 2.4 (Joachimsthal Teoremi) 3 boyutlu Öklid uzay� R3 de,M1 veM2,

iki düzgün ve yönlendirilmi³ yüzey olsun. Bu durumda, M1 ∩M2 = γ, düzgün

bir e§ridir ve bu γ e§risi boyunca 〈N1(γ(s)), N2(γ(s))〉 =sabittir. Burada, N1 ve

N2 vektörleri, s�ras�yla M1 ve M2 yüzeylerinin birim normal vektör alanlar�d�r.

Ayr�ca, γ, M1 yüzeyinin asli e§rilik çizgisidir ancak ve ancak γ, M2 yüzeyinin de

e§rilik çizgisidir (Garcia 2005).

3 boyutlu Öklid uzay� R3 de, M regle yüzeyi düzgün do§rular�n en az bir para-

metreli ailesini kapsayan bir yüzeydir. Bu yüzden, X : I x R→ R3 olmak üzere,

regle yüzey,

X(s, v) = β(s) + vγ(s),

³eklinde tan�mlan�r. β ve γ e§rileri, R3 de e§rilerdir. X(s, v) ye regle yüzey yamas�

denir. β e§risi, regle yüzeyin do§rultman ya da dayanak e§risi ve γ e§risine de

regle yüzeyin yönetici e§risi ad� verilir. v : I → β(u)+vγ(u) biçiminde olan do§ru

parçalar� düzgün do§rulard�r. Ayr�ca, β n�n türevi β′ hiçbir zaman s�f�r olmad�§�

gibi γ da benzer biçimde s�f�r de§ildir (Wilczynski 1906).

Striksiyon noktas�, regle yüzeydeki iki ard�³�k üreteni (veya parçalar�) aras�ndaki

ortak normalin aya§�d�r. Bu noktalara Bo§az noktas� da denir. Striksiyon nokta-

lar� kümesi taraf�ndan olu³turulan Striksiyon e§risi,

c(u) = β(u)− 〈βu, γu〉
〈γu, γu〉

γ(u),

biçiminde gösterilir (Do Carmo 1976).
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Tan�m 2.13 (E§rilik Çizgisi) M , Rn de bir hiperyüzey ve M üzerinde bir e§ri

α olsun. α n�n te§et vektör alan� T ve M nin ³ekil operatörü S olsun. E§er T

vektör alan� α e§risi boyunca S nin karakteristik vektörlerine kar³�l�k geliyorsa α

e§risine M üzerinde e§rilik çizgisidir denir (Yüce 2013).

Tan�m 2.14 n boyutlu Öklid uzay� Rn de, α = α(t) e§risi üzerindeki normal

vektör alan� ~V = ~V (t) olsun. E§er bu vektör alan�n�n türevi ~V ′(t), e§rinin te-

§et vektörü γ′(t) ile orant�l� ise bu vektör alan�na nispeten paralel veya Rotation

minimizing (RM) denir (Etayo 2016, Etayo 2018).

Uyar� 2.1 (i) 3 boyutlu Öklid uzay� R3 de, α = α(t), ~V = ~V (t) Rotation mi-

nimizing normal vektör alan�na sahip herhangi bir e§ri olsun. Bu durumda,

f(t, λ) = γ(t) + λ~V (t) regle yüzeyi aç�labilirdir çünkü,

det [γ′(t), ~V (t), ~V ′(t)] = 0,

d�r.

(ii) 3 boyutlu Öklid uzay� R3 de, ~V , herhangi bir RM vektör alan� olsun bu

durumda ‖~V ‖ sabittir. Ayr�ca, ~T , α n�n te§et vektörü olsun. O halde,

~V ′ = λ~T ⇒ ~V ′⊥~V ⇒ d

dt
(~V .~V ) = 0,

d�r (Etayo 2016, Etayo 2018).

Tan�m 2.15 (Rotation Minimizing Çat�) n boyutlu Öklid uzay� Rn de, α =

α(t) herhangi bir e§ri olsun. α e§risi boyunca {~T (t), ~Ni(t)}, i = 1, ..., n − 1,

hareketli ortonormal çat�s�na, Rotation minimizing (RM) çat�, Paralel çat� veya

Bishop çat�s� denir. Burada, ~T (t), α(t) noktas�ndaki α n�n te§et vektörü ve

~Ni(t) ∈ { ~N1(t), ~N2(t), ..., ~Nn−1(t)},

RM vektör alanlar�d�r (Etayo 2016, Etayo 2018).

4 boyutlu Öklid uzay� R4 de, {T,N, V3, V4} çat�s� birim h�zl� α e§risi boyunca

Frenet çat�s� olsun. Bu takdirde, Frenet-Serret formülleri a³a§�daki gibidir:
T ′(s)

N ′(s)

V ′3(s)

V ′4(s)

 =


0 k1 0 0

−k1 0 k2 0

0 −k2 0 k3

0 0 −k3 0




T (s)

N(s)

V3(s)

V4(s)

 , (2.9)
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Burada, 〈T, T 〉 = 〈N,N〉 = 〈V3, V3〉 = 〈V4, V4〉 = 1 ve 〈T,N〉 = 〈T, V3〉 =

〈T, V4〉 = 〈V3, V4〉 = 0 d�r.Ayr�ca, k1, k2 ve k3, α e§risinin asli e§rilikleridir.

k1 = k1(s) = 〈T ′(s), N〉, k2 = k2(s) = −〈V ′3(s), N〉 ve k3 = k3(s) = −〈V ′4(s), V3〉

d�r (Do Carmo 1976).

Tan�m 2.16 N(s) asli normal vektörünün ortogonal e³i bütün s ∈ I için, sabit

bir nokta içerirse, α : I → Rn e§risine rekti�yan e§ri denir (�larslan ve Ne²ovi¢ 2008).

Teorem 2.5 α, R4 de yay parametresi ile parametrelendirilmi³ s�f�rdan farkl�

e§riliklere sahip bir e§ri olsun. Bu durumda, α rekti�yan bir e§ridir ancak ve

ancak

(s+ c)k1(s)k3(s)

k2(s)
+ (

1

k3(s)
(
(s+ c)k1(s)

k2(s)
)′)′ = 0, (2.10)

c ∈ R dir (�larslan ve Ne²ovi¢ 2008).

Teorem 2.6 κ e§rili§i ve τ torsiyonuna sahip, s yay parametresi ile parametre-

lendirilmi³ C4 s�n�f�ndan x = x(s), s ∈ [0, L] e§risi, küresel bir e§ridir gerek ve

yeter ³art

(A cos

∫ s

0

τds+B sin

∫ s

0

τds) = κ−1(s), (2.11)

A, B sabittir. Dahas�, (2.11) ko³ulunu sa§layan bir e§ri (A2 +B2)
1
2 yar�çapl� küre

üzerinde yatar (Yung-Chow 1972).

Teorem 2.7 k1 e§rili§i ve k2 torsiyonuna sahip s yay parametresi ile paramet-

relendirilmi³ C4 s�n�f�ndan x = x(s), s ∈ [0, L] e§risi, küresel bir e§ridir gerek ve

yeter ³art

(A cos

∫ s

0

k2ds+B sin

∫ s

0

k2ds) = k−11 (s),

A, B sabittir (Yung-Chow 1972).

Dört boyutlu Öklid uzay� R4, birim kuaterniyonlar�n uzay� olarak ifade edilir.

I = [0, 1], R reel say�lar do§rusunda bir aral�k ve

γ : I ⊂ R→ Q, s→ γ(s) =
4∑
i=1

αi(s)ei, e4 = +1,
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R4 de s�f�rdan farkl� {K, k, r −K} e§riliklerine sahip olan düzgün bir e§ri olsun

ve {~T (s), ~N(s), ~N2(s), ~N3(s)}, γ(s) kuaterniyonik e§risinin Frenet çat�s�n� olu³-

tursun. Bu durumda, γ(s) kuaterniyonik e§risinin Frenet-Serret denklemleri:
T ′(s)

N ′(s)

N ′2(s)

N ′3(s)

 =


0 K 0 0

−K 0 k 0

0 −k 0 r −K

0 0 −(r −K) 0




T (s)

N(s)

N2(s)

N3(s)

 , (2.12)

BuradaK(s), k(s) ve (r−K)(s), s�ras�yla γ(s) kuaterniyonik e§risinin asli e§rili§i,

torsiyonu ve bitorsiyonudur (Bharathi ve Nagaraj 1987).

Teorem 2.8 β = β(s), Q da s�f�rdan farkl� K(s), k(s) ve [r(s) −K(s)] e§rilik-

lerine sahip birim h�zl� kuaterniyonik e§ri olsun. Bu durumda, β kuaterniyonik

rekti�yan e§ridir gerek ve yeter ³art

K(s)[r(s)−K(s)](s+ c)

k(s)
+ [

K(s)k(s) + (s+ c)[K ′(s)k(s)−K(s)k′(s)]

k2(s)[r(s)−K(s)]
]′ = 0,

c ∈ R dir (Güngör ve Tosun 2011).

Tan�m 2.17 Rn de, Ek(t) uzay� regle yüzeyin üretici uzay� ve M =
⋃
t∈I Ek(t),

(k+1) boyutlu regle yüzey olsun. Bu durumda, her bir Ek(t) uzay�n� dik kesen e§ri

ortogonal yörünge olarak adland�r�l�r (Alt�n 1996, Alt�n ve Turgut Vanl� 2000).

Teorem 2.9 Rn de, M , (k + 1) boyutlu regle yüzey olsun. Bu durumda, M

yüzeyinin her bir noktas�nda tek bir ortogonal yörünge vard�r (Alt�n 1996,

Alt�n ve Turgut Vanl� 2000).

Teorem 2.10 Rn de, η : I → Rn herhangi bir e§ri ve {e1(t), e2(t), ..., ek(t)}, η(t)

nin her noktas�nda tan�mlanm�³ ortonormal vektör alan� olsun. E§er

{e1(t0), e2(t0), ..., ek(t0)},

ba³lang�ç baz� verilmi³se, bu durumda

{e1(t), e2(t), ..., ek(t)},

baz�n�n sa§lad�§�

〈ei(t), ej(t)〉 = δij,
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ve

〈e′i(t), ej(t)〉 = 0, 1 ≤ i, j ≤ k,

e³itlikleri tek bir ³ekilde belirlenir (Juza 1962).

Tan�m 2.18 Rn de, (k + 1) boyutlu

ϕ(t, v1, ..., vk) = η(t) +
k∑
i=1

viei(t),

regle yüzeyini gözönüne alal�m. E§er p > 0 reel say�lar� için η(t+p) = η(t) ko³ulu

sa§lan�rsa, bu durumda bu yüzey kapal� regle yüzey olarak adland�r�l�r. Ayr�ca,

η(t + p) = η(t) ko³ulunu sa§layan en küçük p > 0 reel say�s�na bu kapal� regle

yüzeyin periyodu denir (Alt�n 1996, Alt�n ve Turgut Vanl� 2000).

Tan�m 2.19 Rn de, M kapal� regle yüzey ve {e1, e2, ..., ek}, η(t) nin her nok-

tas�nda Teorem (2.10) gibi tan�mlanm�³ M nin ortonormal çat�s� olsun. β e§-

risi de η(t) de ortogonal yörünge olsun. β(t) ve β(t + p) aras�ndaki uzakl�k

M yüzeyinin aç�l�m uzunlu§u olarak adland�r�l�r. �ekil (2.1) de gösterilmi³tir

(Alt�n 1996, Alt�n ve Turgut Vanl� 2000).

�ekil 2.1 M kapal� regle yüzeyinin aç�l�m uzunlu§u ve aç�l�m aç�s�
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Tan�m 2.20 Rn de, M , (k + 1) boyutlu kapal� regle yüzey ve {e1, e2, ..., ek},

η(t) noktas�nda üreteçlerin birim yön vektörleri olsun. Buna ek olarak, ek+1(t)

ve ek+1(t + p), s�ras�yla η(t) ve η(t + p) de ortogonal yörüngenin birim te§et

vektörü ve p de Tan�m (2.18) deki gibi periyod olsun. Bu durumda, ek+1(t) ve

ek+1(t+ p) aras�ndaki aç�ya φt ye, M yüzeyinin aç�l�m aç�s� denir. �ekil (2.1) de

gösterilmi³tir (Alt�n 1996, Alt�n ve Turgut Vanl� 2000).

Tan�m 2.21 {ξ̄1, ξ̄2, ξ̄3}, RF Frenet tipli çat� olsun. Bu durumda,

r̄ = λ(s)ξ̄1(s) + µ(s)ξ̄3(s), (2.13)

λ ve µ fonksiyonlar olmak üzere, biçiminde tan�mlanan r̄ ye, RF Frenet tipli çat�-

daki rekti�yan tipli e§ri (ya da basit bir ³ekilde rekti�yan e§ri) denir (Macsim vd. 2019).

Teorem 2.11 R3 de, {ξ̄1, ξ̄2, ξ̄3}, RF Frenet tipli çat� olsun. r̄(s) : I → R3, RF
Frenet tipli çat�da ifade edilen herhangi bir e§ri olsun. Bu e§ri, K1(s) > 0 olmak

üzere,

dr̄

ds
(s) = a1(s)ξ̄1(s) + a2(s)ξ̄2(s) + a3(s)ξ̄3(s), (2.14)

³eklindedir. Bu durumda, a³a§�daki ko³ullardan biri sa§lan�r:

(i) Denklem (2.14) ün her iki taraf�n�n ξ̄1(s) ile iç çarp�m� al�n�rsa,

d

ds
(〈r̄(s), ξ̄1(s)〉) = a1(s),

elde edilir.

(ii) K2(s) 6= 0 için, Denklem (2.14) ün her iki taraf�n�n ξ̄3(s) ile iç çarp�m�

al�n�rsa,

d

ds
(〈r̄(s), ξ̄3(s)〉) = a3(s),

bulunur.

Bu takdirde, r̄(s) e§risi rekti�yan tipli e§ridir. Tam tersine, e§er r̄(s) rekti�yan

tipli e§ri ise, bu durumda (i) ve (ii) ko³ullar� sa§lan�r (Macsim vd. 2019).
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2.2 Lorentz-Minkowski Uzay�nda Temel Tan�m ve Kavramlar

3 boyutlu Lorentz-Minkowski uzay� R3
1, üç boyutlu bir a�n uzayd�r. Bu uzay�n

tan�ml� olmayan iç çarp�m�,

〈,〉 = −dx21 + dx22 + dx23,

biçimindedir. Burada, (x1, x2, x3), R3
1 uzay�ndaki herhangi bir noktan�n koordi-

natlar�d�r. Ayr�ca, t = (t1, t2, t3) ve k = (k1, k2, k3), R3
1 uzay�nda key� vektörler

olsun. Bu durumda, t ve k key� vektörlerinin Lorentz-Minkowski vektörel çarp�m�

a³a§�daki gibi tan�mlan�r:

t× k =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−i j k

t1 t2 t3

k1 k2 k3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
〈,〉, belirsiz metrik oldu§undan dolay�, k ∈ R3

1 için mümkün olan üç durum vard�r:

k ∈ R3
1 vektörü, spacelike vektör ise 〈k, k〉 > 0 ya da k = 0, timelike vektör ise

〈k, k〉 < 0 ve lightlike vektör ise 〈k, k〉 = 0 ve k 6= 0 d�r. k vektörünün normu,

‖k‖=
√
〈k, k〉 d�r. Buna ek olarak, 〈k, t〉 = 0 ise, k ve t vektörleri ortogonal vek-

törlerdir (López 2014).

3 boyutlu Lorentz-Minkowski uzay� R3
1 de, β : I ⊂ R → R3

1 birim h�zl� e§ri

olsun. R3
1 de, β(s) e§risi boyunca, {N,C,N∧C = W} hareketli çat�s�na alterna-

tif hareketli çat� denir. Burada, N , asli normal vektör, C, asli normal vektörün

türevi ve W , β(s) e§risinin Darboux vektörüdür. Bu alternatif hareketli çat�n�n

denklemleri,
N ′(s)

C ′(s)

W ′(s)

 =


0 f(s) 0

−ε0ε1f(s) 0 g(s)

0 −ε1ε2g(s) 0



N(s)

C(s)

W (s)

 , (2.15)

ve alternatif hareketli çat� vektörlerinin Lorentzian vektörel çarp�mlar�,

N∧C = W,

C∧W = −ε1N,

W∧N = −ε0C,
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³eklindedir. Burada, 〈N,N〉 = ε0 = ±1, 〈C,C〉 = ε1 = ±1, 〈W,W 〉 = ε2 = ±1 ve

f ,g, β e§risinin alternatif hareketli çat�ya göre e§rilikleridir (Karaku³ ve Yayl� 2016).

4 boyutlu Lorentz-Minkowski uzay� R4
1, R4 reel vektör uzay�d�r ve a³a§�da verilen

standart metri§i sa§lar.

g = −dx21 + dx22 + dx23 + dx24, (2.16)

(x1, x2, x3, x4), R4
1 uzay�ndaki herhangi bir noktan�n koordinatlar�d�r. g belirsiz

metrik oldu§undan dolay�, v ∈ R4
1 vektörü için mümkün olan üç durum vard�r:

v ∈ R4
1 vektörü için, v 6= 0 vektörü spacelike vektör ise g(v, v) > 0, timelike

vektör ise g(v, v) < 0 ve lightlike (null) vektör ise g(v, v) = 0 d�r. Özellikle, v = 0

vektörü olursa spacelike vektördür. v vektörünün normu, ‖v‖=
√
|g(v, v)| dir. v

ve ω vektörleri g(v, ω) = 0 oldu§u zaman ortonormal vektörler olarak adland�r�-

l�r. Ayr�ca, e§er α′(s) nin bütün h�z vektörleri s�ras�yla spacelike, timelike ya da

null olursa, α = α(s) key� e§risi de lokal olarak spacelike, timelike ya da null

(lightlike) olabilir (Walrave 1995).

{T,N, V3, V4}, R4
1 de α birim h�zl� timelike e§risi boyunca Frenet çat�s� olsun. Bu

durumda, Frenet-Serret formülleri a³a§�daki gibidir:


T ′(s)

N ′(s)

V ′3(s)

V ′4(s)

 =


0 k1 0 0

k1 0 k2 0

0 −k2 0 k3

0 0 −k3 0




T (s)

N(s)

V3

V4

 , (2.17)

〈T, T 〉 = −1, 〈N,N〉 = 〈V3, V3〉 = 〈V4, V4〉 = 1, 〈T,N〉 = 〈T, V3〉 = 〈T, V4〉 =

〈V3, V4〉 = 0. Ayr�ca, k1, k2 ve k3, α e§risinin asli e§rilikleridir. k1 = k1(s) =

〈T ′(s), N〉, k2 = k2(s) = −〈V ′3(s), N〉 ve k3 = k3(s) = −〈V ′4(s), V3〉 (Walrave 1995).

{T,N, V3, V4}, R4
1 de α birim h�zl� spacelike e§risi boyunca Frenet çat�s� ve V4

timelike birim vektör alan� olsun. Bu durumda, Frenet-Serret formülleri a³a§�daki
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gibidir: 
T ′(s)

N ′(s)

V ′3(s)

V ′4(s)

 =


0 k1 0 0

−k1 0 k2 0

0 −k2 0 k3

0 0 k3 0




T (s)

N(s)

V3

V4

 , (2.18)

〈T, T 〉 = 〈N,N〉 = 〈V3, V3〉 = 1, 〈V4, V4〉 = −1 〈T,N〉 = 〈T, V3〉 = 〈T, V4〉 =

〈V3, V4〉 = 0. k1, k2 ve k3, α e§risinin asli e§rilikleridir. k1 = k1(s) = 〈T ′(s), N〉,

k2 = k2(s) = −〈V ′3(s), N〉 ve k3 = k3(s) = −〈V ′4(s), V3〉 (Walrave 1995).

{T,N, V3, V4}, R4
1 de α birim h�zl� spacelike e§risi boyunca Frenet çat�s� ve N

timelike birim vektör alan� olsun. Bu durumda, Frenet-Serret formülleri a³a§�daki

gibidir: 
T ′(s)

N ′(s)

V ′3(s)

V ′4(s)

 =


0 k1 0 0

k1 0 k2 0

0 k2 0 k3

0 0 −k3 0




T (s)

N(s)

V3

V4

 , (2.19)

〈T, T 〉 = 〈V3, V3〉 = 〈V4, V4〉 = 1, 〈N,N〉 = −1, 〈T,N〉 = 〈T, V3〉 = 〈T, V4〉 =

〈V3, V4〉 = 0. k1, k2 ve k3, α e§risinin asli e§rilikleridir. k1 = k1(s) = 〈T ′(s), N〉,

k2 = k2(s) = −〈V ′3(s), N〉 ve k3 = k3(s) = −〈V ′4(s), V3〉 (Walrave 1995).

Teorem 2.12 ~α, R4
1 de s�f�rdan farkl� k1(s), k2(s) ve k3(s) e§riliklerine sahip

birim h�zl� spacelike bir e§ri olsun. Bu durumda, ~α rekti�yan spacelike e§ridir

gerek ve yeter ³art,

(s+ c)k1(s)

k2(s)
= ε(A cosh

∫ s

0

k3ds+B sinh

∫ s

0

k3ds),

dir. Özellikle, R4
1 de, ~α rekti�yan spacelike e§risinin k1(s), k2(s) ve k3(s) e§rilik

fonksiyonlar�n�n sabit ve s�f�rdan farkl� oldu§unu varsayaca§�z (�larslan ve Ne²ovi¢ 2008).

Teorem 2.13 k1(s), k2(s) ve k3(s) s�f�rdan farkl� sabit e§riliklere sahip R4
1 de

uzanan rekti�yan spacelike e§riler yoktur (Ahmad ve Önder 2012).

Teorem 2.14 R3
1 de κ 6= 0 e§rili§ine ve τ 6= 0 torsiyonuna sahip x = x(s) birim

h�zl� timelike e§ri Lorentzian küresi üzerine uzan�r gerek ve yeter ³art A,B ∈ R
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olmak üzere,

(A cos

∫ s

0

τds+B sin

∫ s

0

τds) = κ−1(s),

s ∈ L ⊂ R denklemi sa§lan�r (Yung-Chow 1972).

Teorem 2.15 R3
1 de, N timelike asli normaline sahip x = x(s) birim h�zl� spa-

celike e§ri Lorentzian küresi üzerine uzan�r gerek ve yeter ³art A,B ∈ R olmak

üzere,

(A sinh

∫ s

0

τds−B sinh

∫ s

0

τds) = κ−1(s),

s ∈ L ⊂ R denklemi sa§lan�r (Yung-Chow 1972).

Tan�m 2.22 γ : I → S21 bir regüler e§ri olsun. γ(s0) noktas�nda, κg(s0) =

0 ve κ′g(s0) 6= 0 ise, γ(s0) noktas�na γ n�n ordinary in�ection noktas� denir

(Hananoi vd. 2015).

Önerme 2.1 Lorentzian küresi (S21) üzerindeki herhangi bir γ e§risi ordinary

geodezik in�ection noktas�na sahiptir ancak ve ancak γ∨(s) dir. Ayr�ca, γ n�n

dual e§risi de ayn� noktada ordinary cusp noktas�na sahiptir (Porteous 1999,

�to ve �zumiya 2016).

Önerme 2.2 γ∨(s) dual e§risi s0 noktas�nda ordinary cusp noktas�na sahiptir

ancak ve ancak κg(s0) = 0 ve κ′g(s0) 6= 0 d�r (Porteous 1999, �to ve �zumiya 2016).

Önerme 2.3 Spacelike uzakl�k fonksiyonu HS : I x S21 → R

HS(s, v) = 〈γ(s), v〉,

³eklinde tan�mlans�n. Herhangi bir sabit v ∈ S21 noktas� için uzakl�k fonksiyonu

hSv (s) = HS(s, v) ise, bu durumda, a³a§�daki durumlar vard�r.

(i) hSv (s) = (hSv )′(s) = 0 d�r ancak ve ancak v = ±γ∨(s) dir.

(ii) hSv (s) = (hSv )′(s) = (hSv )′′(s) = 0 d�r ancak ve ancak v = ±γ∨(s) ve κg(s) = 0

d�r.

(iii) hSv (s) = (hSv )′(s) = (hSv )′′(s) = (hSv )′′′(s) = 0 d�r ancak ve ancak v = ±γ∨(s)

ve κg(s) = κ′g(s) = 0 d�r (Sato 2012, Hananoi vd. 2015, �to ve �zumiya 2016).
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3. R3 ÖKL�D UZAYINDA ÇATI HAREKETLER�

3.1 Fermi-Walker Türevi ve Çat� Hareketleri

Fermi-Walker türevi e§rinin te§et vektörü kullan�larak verilmi³tir. Çat� vektörü

de§i³tirilerek, e§rinin normal vektörü yard�m�yla a³a§�daki tan�m verilecektir. Bu

türev ise Normal Fermi-Walker Türevi olarak adland�r�lacakt�r.

Tan�m 3.1 3 boyutlu Öklid uzay� R3 de, X, bir vektör alan� ve β(s) de birim

h�zl� bir e§ri olsun. Bu durumda,

D̃X

D̃s
=
dX

ds
− 〈N,X〉N ′ + 〈N ′, X〉N,

D̃X

D̃s
türeviNormal Fermi-Walker Türevi olarak adland�r�l�r. Burada, N=

T ′

‖T ′‖
,

Frenet çat�s�n�n normal vektörüdür.

E§er,

D̃X

D̃s
= 0,

ise X vektör alan�, β(s) e§risi boyunca normal Fermi-Walker türevine göre nor-

mal Fermi-Walker paralel'dir denir.

3.1.1 Alternatif Hareketli Çat� ve Normal Fermi-Walker Türevi

Bu bölümde, ilk olarak alternatif hareketli çat� yard�m�yla normal Fermi-Walker

türevi farkl� bir ³ekilde tan�mlanacakt�r. Daha sonra, alternatif hareketli çat� için

normal Fermi-Walker paralel, normal non-rotating çat� ve normal Fermi-Walker

türevinin Darboux vektörü verilecektir. Ayr�ca, Frenet çat�s�n�n normal Fermi-

Walker türevine göre non-rotating çat� oldu§u bunun aksine alternatif hareketli

çat�n�n non-rotating çat� olmad�§� gösterilecektir.

Lemma 3.1 X, β(s) uzay e§risi boyunca bir vektör alan� olsun. Normal Fermi-

Walker türevi alternatif hareketli çat�ya göre a³a§�daki gibi tan�mlan�r:

D̃X

D̃s
=
dX

ds
+ f(X ∧W ). (3.1)
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�spat.

D̃X

D̃s
=
dX

ds
− 〈N,X〉dN

ds
+ 〈dN

ds
,X〉N,

e³itli§i normal Fermi-Walker türevinin tan�m�d�r. Bu e³itlikte,
dN

ds
=fC türevi

yerine konulur ve gerekli i³lemler yap�l�rsa,

D̃X

D̃s
=
dX

ds
+ f(X ∧W ),

elde edilir.

�imdi zamanla de§i³en bir uzay e§risini X = X(s, u) göz önüne alaca§�z. Burada,

s yay parametresi ve u zaman parametresidir. Alternatif hareketli çat� denklem-

lerinden dolay�, f ve g her ikisi de hem s parametresine hem de u parametresine

ba§l�d�r. {N,C,W} üçlüsünün zaman de§i³iminin kinemati§ini olu³turan denk-

lemleri yazabiliriz. (Balakrishnan 2005) deki alternatif hareketli çat� denklemle-

rine benzeyen çat� denklemleri a³a§�daki gibidir:

Nu = rC + hW, Cu = −rN + g0W, Wu(s) = −hN − g0C. (3.2)

Burada, r, h ve g0 katsay�lar� hem s parametresine hem de u parametresine ba§l�

fonksiyonlard�r.

Ayr�ca, u parametresi ile parametrelendirilmi³ zamanla de§i³en e§ri boyunca nor-

mal Fermi-Walker türevini tekrar ifade edebiliriz. Denklem (3.2) yi kullanarak

Sonuç (3.4) de elde edilen sonucu ve Denklem (3.1) e benzeyen ifadeleri elde

edece§iz:

D̃X

D̃u
=
dX

du
− r(W ∧X) + h(C ∧X),

ve

D̃N

D̃u
= 0,

D̃C

D̃u
= g0W,

D̃W

D̃u
= −g0C.

Böylece, normal vektör, sabit bir s parametresi için u dan u + du ya hareket et-

ti§inden dolay�, {C,W} düzlemi de g0du aç�s� kadar döner.

�imdi, bir vektör alan�n�n normal Fermi-Walker türevine göre normal Fermi-

Walker paralel olma ko³ulunu verece§iz.
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Teorem 3.1 β(s) birim h�zl� bir e§ri olsun. X = λ1N +λ2C +λ3W vektör alan�

β(s) e§risi boyunca normal Fermi-Walker türevine göre normal Fermi-Walker

paraleldir ancak ve ancak

λ1(s) = sabit,

λ2(s) = c1 cos(

∫ s

1

g(s)ds) + c2 sin(

∫ s

1

g(s)ds),

λ3(s) = c2 cos(

∫ s

1

g(s)ds)− c1 sin(

∫ s

1

g(s)ds),

³eklindedir. Burada, λ1, λ2 ve λ3 reel parametreleri sürekli diferensiyellenebilir

fonksiyonlard�r.

�spat. ⇒: X, β(s) e§risi boyunca normal Fermi-Walker türevine göre normal

Fermi-Walker paralel olsun. Normal Fermi-Walker türevi,

D̃X

D̃s
=
dX

ds
+ f(X ∧W ),

³eklindedir. X vektör alan� normal Fermi-Walker türevinde yerine yaz�l�r ve denk-

lem düzenlenirse,

D̃X

D̃s
= (

dλ1
ds

)N + (
dλ2
ds
− g(s)λ3)C + (

dλ3
ds

+ g(s)λ2)W,

elde edilir. X vektör alan� β(s) e§risi boyunca normal Fermi-Walker türevine göre

normal Fermi-Walker paralel oldu§undan dolay�,
D̃X

D̃s
=0 d�r.

Böylece,

dλ1
ds

= 0,

dλ2
ds
− g(s)λ3 = 0,

dλ3
ds

+ g(s)λ2 = 0,

diferensiyel denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi çözülürse,

λ1(s) = sabit,

λ2(s) = c1 cos(

∫ s

1

g(s)ds) + c2 sin(

∫ s

1

g(s)ds),

λ3(s) = c2 cos(

∫ s

1

g(s)ds)− c1 sin(

∫ s

1

g(s)ds),
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elde edilir.

⇐=: X = λ1N + λ2C + λ3W vektör alan�, θ = (
∫ s
1
g(s)ds) ve

λ1(s) = sabit,

λ2(s) = c1 cos θ + c2 sin θ,

λ3(s) = c2 cos θ − c1 sin θ,

olsun. Normal Fermi-Walker türevi,

D̃X

D̃s
=
dX

ds
+ f(X ∧W ),

³eklindedir. X vektör alan� normal Fermi-Walker türevinde yerine yaz�l�r ve denk-

lem düzenlenirse,

D̃X

D̃s
= (

dλ1
ds

)N + (
dλ2
ds
− g(s)λ3)C + (

dλ3
ds

+ g(s)λ2)W,

elde edilir. θ aç�s�, λ1, λ2 ve λ3 reel parametreleri yerine konulursa,

D̃X

D̃s
= 0,

elde edilir. Bu durumda, X vektör alan�n�n β(s) e§risi boyunca normal Fermi-

Walker türevine göre normal Fermi-Walker paralel oldu§unu gösterir. Böylece

ispat tamamlanm�³ olur.

Teorem 3.2 β(s) genel helis olsun. Bu durumda, X = λ1N + λ2C + λ3W vek-

tör alan� β(s) e§risi boyunca normal Fermi-Walker türevine göre normal Fermi-

Walker paraleldir. λ1, λ2 ve λ3 reel parametreleri sabittir.

�spat. Normal Fermi-Walker türevi,

D̃X

D̃s
=
dX

ds
+ f(X ∧W ),

oldu§undan,

D̃X

D̃s
= λ′1N + (λ′2 − gλ3)C + (gλ2 + λ′3)W,

= g(λ2W − λ3C),

elde edilir. β(s) genel helis oldu§undan dolay�, g = 0 d�r. Böylece,
D̃X

D̃s
= 0

bulunur. Sonuç olarak, X vektör alan� β(s) e§risi boyunca normal Fermi-Walker

türevine göre normal Fermi-Walker paraleldir.
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Sonuç 3.1 {N,C,W} vektörleri genel helis boyunca normal Fermi-Walker türe-

vine göre normal Fermi-Walker paraleldir.

�spat. Teorem (3.2) den dolay�,

(a)X = N ise, λ1 = 1, λ2 = λ3 = 0,

(b)X = C ise, λ2 = 1, λ1 = λ3 = 0,

(c)X = W ise, λ3 = 1, λ1 = λ2 = 0,

elde edilir.

�imdi, Öklid paralelizm ile normal Fermi-Walker paralelizm aras�ndaki ili³kiyi

tan�mlayaca§�z.

Sonuç 3.2 X, β(s) uzay e§risi boyunca bir vektör alan� olsun. β(s) uzay e§-

risi boyunca X vektör alan�n�n, normal Fermi-Walker türevi ile Öklid türevinin

çak�³mas� için gerek ve yeter ³art

X = λW,

olmas�d�r. Burada λ sabittir.

�spat. Lemma (3.1) den dolay�,

D̃X

D̃s
=
dX

ds
+ f(X ∧W ),

dir. Burada,

D̃X

D̃s
=
dX

ds
,

olmas� için

X = λW,

olmal�d�r. Tam tersine, e§er,

X = λW,

ise bu durumda da

D̃X

D̃s
=
dX

ds
,
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elde edilir.

Frenet çat�s�, Fermi-Walker türevine göre non-rotating çat� de§ildir. Fakat, ³imdi

Frenet çat�s�n�n normal Fermi-Walker türevine göre normal Fermi-Walker non-

rotating çat� oldu§unu gösterece§iz.

Sonuç 3.3 β(s) birim h�zl� bir e§ri ve {T,N,B}, β(s) e§risinin Frenet çat�s�

olsun. {T,N,B} çat�s�, uzay e§rileri boyunca normal Fermi-Walker türevine göre

normal Fermi-Walker non-rotating çat�d�r.

�spat. Normal Fermi-Walker türevine göre,

D̃X

D̃s
=
dX

ds
+ f(X ∧W ),

ve

D̃X

D̃s
=
dX

ds
− 〈N,X〉N ′ + 〈N ′, X〉N,

³eklinde yaz�l�r. {T,N,B} çat�s�n�n, normal Fermi-Walker türevine göre normal

Fermi-Walker non-rotating çat� oldu§unu göstermek için a³a§�daki denklemleri

hesaplayaca§�z. {T,N,B} çat�s� vektörleri s�ras�yla normal Fermi-Walker türe-

vinde yerine konursa,

D̃T

D̃s
=
dT

ds
− 〈N, T 〉N ′ + 〈N ′, T 〉N,

ve

D̃T

D̃s
= T ′ − 〈N, T 〉N ′ + 〈N ′, T 〉N,

denklemleri elde edilir. 〈N, T 〉 = 0, T ′ = κN ve N ′ = −κT + τB oldu§undan

dolay�,

D̃T

D̃s
= κN − 0 + 〈−κT + τB, T 〉N,

ve

D̃T

D̃s
= 0,

bulunur. Benzer ³ekilde, di§er çat� vektörleri konursa,

D̃N

D̃s
=
dN

ds
− 〈N,N〉N ′ + 〈N ′, N〉N = 0,
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ve

D̃B

D̃s
=
dB

ds
− 〈N,B〉N ′ + 〈N ′, B〉N = 0,

bulunur. Sonuç olarak,
D̃T

D̃s
= 0,

D̃N

D̃s
= 0 ve

D̃B

D̃s
= 0 elde edilir. Bu durumda,

{T,N,B} çat�s�, normal Fermi-Walker türevine göre normal Fermi-Walker non-

rotating çat�d�r.

Sonuç 3.4 {N,C,W} çat�s�, β(s) uzay e§risinin alternatif hareketli çat�s� olsun.

Bu durumda, {N,C,W} çat�s�, normal Fermi-Walker türevine göre normal Fermi-

Walker non-rotating çat�d�r ancak ve ancak g = 0 d�r.

�spat. Normal Fermi-Walker türevine göre,

D̃X

D̃s
=
dX

ds
+ f(X ∧W ),

ve

D̃X

D̃s
=
dX

ds
− 〈N,X〉N ′ + 〈N ′, X〉N,

dir. {N,C,W} çat�s�n�n, normal Fermi-Walker türevine göre normal Fermi-Walker

non-rotating çat� olup olmad�§�n� veya hangi ³artla olaca§�n� göstermek için a³a-

§�daki denklemleri hesaplayaca§�z. {N,C,W} çat�s� vektörleri s�ras�yla normal

Fermi-Walker türevinde yerine konursa,

D̃N

D̃s
=
dN

ds
− 〈N,N〉N ′ + 〈N ′, N〉N,

ve

D̃N

D̃s
= N ′ − 〈N,N〉N ′ + 〈N ′, N〉N,

bulunur. 〈N,N〉 = 1 ve N ′ = fC oldu§undan dolay�,

D̃N

D̃s
= fC − fC + 〈fC,N〉N,

ve

D̃N

D̃s
= 0,

bulunur. Benzer ³ekilde, di§er çat� vektörleri için hesaplan�rsa,

D̃C

D̃s
=
dC

ds
− 〈N,C〉N ′ + 〈N ′, C〉N = gW,
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ve

D̃W

D̃s
=
dW

ds
− 〈N,B〉N ′ + 〈N ′,W 〉N = −gC,

elde edilir. Sonuç olarak,
D̃N

D̃s
= 0,

D̃C

D̃s
= gW ve

D̃W

D̃s
= −gC oldu§undan do-

lay�, g 6= 0 için, {N,C,W} çat�s�n�n, normal Fermi-Walker türevine göre normal

Fermi-Walker non-rotating çat� olmad�§� görülür. Fakat, g = 0 için, {N,C,W}

çat�s�, normal Fermi-Walker türevine göre normal Fermi-Walker paraleldir ve ayn�

zamanda da normal Fermi-Walker non-rotating çat�d�r. Bu durumda, β(s) e§ri-

sinin genel helis oldu§unu gösterir. Ayr�ca, elde etti§imiz sonuç Teorem (3.2) den

tekrar do§rulan�r.

Bu bölümde, son olarak, {N,C,W} çat�s�na göre normal Fermi-Walker türevi-

nin Darboux vektörünü ifade edece§iz. Buna ek olarak, Teorem (3.3) de, normal

Fermi-Walker türevinin Darboux vektörünün normal Fermi-Walker türevine göre

normal Fermi-Walker paralel oldu§unu gösterece§iz.

Sonuç 3.5 {N,C,W} çat�s� β(s) e§risinin alternatif hareketli çat�s� olsun. {N,C,W}

çat�s�na göre normal Fermi-Walker türevinin Darboux vektörü,

ω∗ = gN,

dir.

�spat. Darboux vektörü bulmak için,

D̃N

D̃s
= ω∗ ∧N,

D̃C

D̃s
= ω∗ ∧ C,

ve

D̃W

D̃s
= ω∗ ∧W,

denklemleri hesapland�§�nda elde edilen ω∗ vektörü, {N,C,W} çat�s�na göre nor-

mal Fermi-Walker türevinin Darboux vektörüdür. Sonuç olarak, ω∗ = gN olarak

bulunur.

�imdi, yeni bir teorem ifade edece§iz.
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Teorem 3.3 β(s) birim h�zl� bir e§ri ve ω∗=gN , {N,C,W} çat�s�na göre normal

Fermi-Walker türevinin Darboux vektörü olsun. Normal Fermi-Walker türevinin

Darboux vektörü, normal Fermi-Walker türevine göre normal Fermi-Walker pa-

raleldir ancak ve ancak g sabittir.

�spat. β(s) birim h�zl� bir e§ri ve ω∗=gN , {N,C,W} çat�s�na göre normal Fermi-

Walker türevinin Darboux vektörü olsun. Darboux vektörünün normal Fermi-

Walker türevini hesaplayal�m.

D̃ω∗

D̃s
=
dω∗

ds
+ f(ω∗ ∧W ),

dω∗

ds
=
d(gN)

ds
=
d(g)

ds
N +

d(N)

ds
g,

ve

dω∗

ds
=
d(g)

ds
N + fgC,

elde edilir. Ayr�ca, f(ω∗ ∧W ) = −fgC oldu§undan dolay�,
D̃ω∗

D̃s
=
d(g)

ds
N bulu-

nur. Sonuç olarak,
D̃ω∗

D̃s
= 0 olmas� için ancak ve ancak g sabittir.

Sonuç 3.6 β(s) e§risi sabit presesyon e§ri ve ω∗=gN , {N,C,W} çat�s�na göre

normal Fermi-Walker türevinin Darboux vektörü olsun. Bu durumda, ω∗, normal

Fermi-Walker türevine göre normal Fermi-Walker paraleldir.

�spat. β(s) e§risi sabit presesyon e§ri ve ω∗=gN , {N,C,W} çat�s�na göre normal

Fermi-Walker türevinin Darboux vektörü olsun. β(s) e§risi sabit presesyon e§ri

oldu§undan dolay�, f ve σ sabittir. Bu yüzden, g de sabittir. Sonuç olarak, Teorem

(3.3) den dolay� ω∗, normal Fermi-Walker türevine göre normal Fermi-Walker

paraleldir.

3.2 N-Bishop Çat�s� ve Küresel Görüntüleri

3.2.1 Regüler Bir E§rinin N-Bishop Çat�s�

3 boyutlu Öklid uzay� R3 de, β e§risi birim h�zl� bir e§ri ve {N,C,W} da β

e§risinin alternatif hareketli çat�s� olsun. �lk olarak, {N,C,W} alternatif hareketli

çat�s�n� key� bir θ aç�s� kadar β e§risinin normal vektörü boyunca döndürelim.
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Burada, θ aç�s� Ñ1 ve C vektörleri aras�ndaki aç�d�r. {N,C,W} alternatif hareketli

çat�s�n�n dönme matrisi,
N(s)

C(s)

W (s)

 =


0 0 1

cos θ(s) sin θ(s) 0

− sin θ(s) cos θ(s) 0



Ñ1(s)

Ñ2(s)

N(s)

 ,
biçimindedir. �imdi, yeni çat�n�n türev denklemlerini elde edece§iz. �lk olarak,

{N,C,W} alternatif hareketli çat�s�n�n dönme matrisinden a³a§�daki denklemleri

yazabiliriz.

N = N,

C = cos θ(s)Ñ1 + sin θ(s)Ñ2,

W = − sin θ(s)Ñ1 + cos θ(s)Ñ2.

{N,C,W} alternatif hareketli çat�s�ndaki N normal vektör alan�n�n türevi yeni

çat�n�n Ñ1 ve Ñ2 vektör alanlar�na göre,

N ′ = fC = k1Ñ1 + k2Ñ2,

biçiminde elde edilir. E³itli§in her iki taraf�n�n normu al�n�rsa,

f =
√
k21 + k22,

bulunur. Ayr�ca, {N,C,W} alternatif hareketli çat�s�n�n özelliklerinden ( yani,

Denklem (2.4) den)

f =
√
k21 + k22 =

√
κ2 + τ 2, (3.3)

bulunur. Buna ek olarak, {N,C,W} alternatif hareketli çat�s�ndaki W vektör

alan�,

W = − sin θ(s)Ñ1 + cos θ(s)Ñ2,

oldu§undan, bu denklemin her iki taraf�n�n s ye göre türevi al�narak,

W ′ = −gC

= −θ′(s) cos θ(s)Ñ1 − θ′(s) sin θ(s)Ñ2 − sin θ(s)Ñ ′1 + cos θ(s)Ñ ′2, (3.4)

31



bulunur. Ñ ′1 = −k1N ve Ñ ′2 = −k2N denklemleri Denklem (3.4) yerine yaz�l�rsa,

−gC = −θ′(s)(cos θ(s)Ñ1 + sin θ(s)Ñ2), (3.5)

elde edilir. Ayr�ca, Denklem (3.5) de θ′(s) = g yaz�l�rsa,

C = cos θ(s)Ñ1 + sin θ(s)Ñ2,

bulunur. Denklem (3.3) den, k1 = f cos θ(s) ve k2 = f sin θ(s) yaz�l�r. Ayr�ca,

gerekli i³lemler yap�l�rsa, θ(s) =
∫ s
s0
g(t)dt=arctan(

k2
k1

) bulunur.

Sonuç olarak, yeni çat�n�n denklemleri,
N ′(s)

Ñ ′1(s)

Ñ ′2(s)

 =


0 k1 k2
−k1 0 0

−k2 0 0



N(s)

Ñ1(s)

Ñ2(s)

 , (3.6)

³eklinde yaz�l�r. Bu yeni çat�ya, β e§risinin �N-Bishop Çat�s�� denir. Buna ek

olarak, k1 ve k2 e§riliklerine β e§risinin N-Bishop E§rilikleri denir. Önerme (3.1)

de k1 ve k2 nin ilk defa geometrik uygulamas� verilecek ve bunun yan� s�ra, kü-

resel olmay� kullanarak lineerlik ifade edilecektir. Önceki yap�lan çal�³malarda

(Yung-Chow 1972), λ1k1 + λ2k2 + 1 = 0 denklemi herhangi bir e§rinin küreselli-

§ini ifade ederken, ³imdi, λ1k1 + λ2k2 + 1 = 0 denklemi normal direction e§rinin

küreselli§ini ifade eder.

Önerme 3.1 β=β(s) regüler bir e§ri ve k1(s) , k2(s) e§rilikleri β=β(s) e§risinin

N-Bishop e§rilikleri olsun. Bu durumda, normal direction e§ri γ(s) =
∫
N(s)ds

küresel bir e§ridir ancak ve ancak λ1k1 + λ2k2 + 1 = 0 d�r. Burada, λ1 ve λ2

sabittir.

�spat. Normal direction e§ri γ(s) =
∫
N(s)ds küresel e§ri ve P, S2 küresi üzerinde

herhangi bir nokta olsun. γ(s) e§risi küresel e§ri oldu§undan dolay�,

〈γ − P, γ − P 〉 = r2,

biçiminde yaz�l�r. Her iki taraf�n�n türevi al�n�rsa,

〈N, γ − P 〉 = 0,
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elde edilir. Buradan, N ⊥ γ−P dir. N ⊥ γ−P oldu§undan, γ−P = λ1Ñ1+λ2Ñ2

yaz�l�r. Bu kez de, 〈N, γ − P 〉 = 0 iç çarp�m�n�n her iki taraf�n�n türevi al�n�rsa,

〈N ′, γ − P 〉+ 〈N, γ′〉 = 0, (3.7)

elde edilir. N ′ = k1Ñ1 + k2Ñ2 ve γ′ = N oldu§undan, Denklem (3.7) de yerine

yaz�l�rsa, λ1k1+λ2k2+1 = 0 bulunur. Buradan, γ−P = λ1Ñ1+λ2Ñ2 denkleminin

Ñ1 ve Ñ2 ile iç çarp�mlar� al�nd�§�nda λ1 ve λ2 nin sabit oldu§u görülür. Tam

tersine,

λ1k1 + λ2k2 + 1 = 0,

ve λ1, λ2 sabit olsun. Bu durumda ise, küresel e§ri oldu§u aç�kt�r (Yung-Chow 1972).

Teorem 3.4 β=β(s) regüler bir e§ri ve k1(s) , k2(s) e§rilikleri β=β(s) e§risinin

N-Bishop e§rilikleri olsun. E§er, β slant helis ise, bu takdirde β e§risinin N-Bishop

e§rilikleri a³a§�daki e³itli§i sa§lar.

σ(s) =
k21(
k2
k1

)′

(k21 + k22)
3
2

= sabit.

Bishop çat�s�n�n e§rilikleri aras�ndaki ili³kinin ayn�s�n�n N-Bishop çat�s�n�n e§ri-

likleri aras�nda olmas� dikkat çekicidir.

Sonuç 3.7 σ(s) s�f�ra e³ittir ancak ve ancak

k2
k1

= sabit,

tir.

Sonuç 3.8 β=β(s) regüler bir e§ri ve k1(s), k2(s) e§rilikleri β=β(s) e§risinin

N-Bishop e§rilikleri olsun. β genel helisdir ancak ve ancak

k2
k1

= sabit,

tir.
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Sonuç 3.9 β=β(s) regüler bir e§ri, β=β(s) e§risinin {k1(s),k2(s)} e§rilikleri

N-Bishop e§rilikleri ve {κ(s), τ(s)} e§rilikleri Frenet çat�s� e§rilikleri olsun. Bu

durumda,

k2
k1

= sabit,

tir ancak ve ancak

τ

κ
= sabit,

tir.

Sonuç 3.10 β=β(s) regüler bir e§ri ve k1(s), k2(s) e§rilikleri β=β(s) e§risinin

N-Bishop e§rilikleri olsun. Bu durumda, θ(s)=sabittir ancak ve ancak β=β(s)

e§risi helisdir.

3.2.2 Regüler E§rinin N-Bishop Çat�s� Küresel Görüntüleri

Bu bölümde, {N, Ñ1, Ñ2} küresel görüntülerini (veya küresel göstergelerini) he-

saplayaca§�z. Bu hesaplamalar sayesinde, N-Bishop e§rilikleri ve Frenet e§rilikle-

rinin ayn� olmad�§� halde, k1 ve k2 N-Bishop e§riliklerinin davran�³lar�n�n κ ve τ

Frenet e§riliklerinin davran�³�na benzer oldu§unu görece§iz.

N Küresel Görüntüsü

3 boyutlu Öklid uzay� R3 de, β=β(s) e§risi regüler bir e§ri olsun. S2 birim kü-

resinin merkezinde N-Bishop çat�s�n�n ilk vektör alan�n� döndürürsek, α=α(sα)

küresel görüntüsünü elde ederiz. Bu e§riye, β=β(s) e§risinin N Küresel Gö-

rüntüsü veya N Küresel Göstergesi denir.

�imdi, N-Bishop ve Frenet-Serret de§i³mezleri aras�ndaki ili³kileri inceleyece§iz.

α=α(sα), β=β(s) regüler e§risinin N küresel görüntüsü olsun. α e§risinin türevi

al�n�rsa,

α′ =
dα

dsα
.
dsα
ds

= k1Ñ1 + k2Ñ2,

elde edilir. Burada, s ye göre türevi çizgi türevi, sα ya göre türevi nokta türevidir.

E³itli§in her iki taraf�n�n normu al�n�rsa,

Tα =
k1Ñ1 + k2Ñ2√

k21 + k22
,
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ve

dsα
ds

=
√
k21 + k22 = f(s),

bulunur. α n�n ilk e§rili§ini belirlemek için sα ya göre türevi Ṫα,

Ṫα =
k32

(k21 + k22)2
(
k1
k2

)′Ñ1 +
k31

(k21 + k22)2
(
k2
k1

)′Ñ2 −N,

hesaplan�r. Ṫα türevinin normu,

κα = ‖Ṫα‖=

√
[

k32
(k21 + k22)2

(
k1
k2

)′]2 + [
k31

(k21 + k22)2
(
k2
k1

)′]2 + 1,

ilk e§rili§i verir. Ayr�ca, α n�n asli normal vektörü,

Nα =
Ṫα

‖Ṫα‖
=

1

κα
.[

k32
(k21 + k22)2

(
k1
k2

)′Ñ1 +
k31

(k21 + k22)2
(
k2
k1

)′Ñ2 −N ],

³eklindedir. Tα∧Nα vektörel çarp�m� hesaplanarak, α n�n binormal vektörü,

Bα =
1

κα
([

k41
(k21 + k22)

5
2

(
k2
k1

)′ − k42
(k21 + k22)

5
2

(
k1
k2

)′]N − [
k2√
k21 + k22

]Ñ1 + [
k1√
k21 + k22

]Ñ2),

elde edilir. �u ana kadar elde etti§imiz denklemler yard�m�yla, N küresel görün-

tüsünün torsiyonu,

τα =

 −k1{3k′2(k1k′1 + k2k′2)− (k21 + k22)[k′′2 − k2(k21 + k22)]}

+k2{3k′1(k1k′1 + k2k′2)− (k21 + k22)[k′′1 − k1(k21 + k22)]}


[k21(

k2
k1

)′]2 + (k21 + k22)3
, (3.8)

biçiminde bulunur. Denklem (3.8) de, k1(s) = f cos θ(s) ve k2(s) = f sin θ(s)

yerine yaz�l�rsa τα = 0 olarak bulunur.

Sonuç 3.11 β=β(s) regüler bir e§ri ve k1(s), k2(s) e§rilikleri β=β(s) e§risinin N-

Bishop e§rilikleri olsun. k1(s) ve k2(s), N-Bishop e§rilikleri sabit ise, bu durumda

N küresel görüntüsü geodeziktir.

Ñ1 Küresel Görüntüsü

3 boyutlu Öklid uzay� R3 de, β=β(s) e§risi regüler bir e§ri olsun. S2 birim küre-

sinin merkezinde N-Bishop çat�s�n�n ikinci vektör alan�n� döndürürsek, γ=γ(sγ)

küresel görüntüsünü elde ederiz. Bu e§riye, β=β(s) e§risinin Ñ1 Küresel Gö-

rüntüsü veya Ñ1 Küresel Göstergesi denir.
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γ=γ(sγ), β=β(s) regüler e§risinin Ñ1 küresel görüntüsü olsun. �lk olarak, γ e§ri-

sinin türevi al�n�rsa,

γ′ =
dγ

dsγ
.
dsγ
ds

= −k1N,

bulunur. γ′ nün her iki taraf�n�n normu al�n�rsa,

Tγ = N, (3.9)

ve

dsγ
ds

= ±k1,

elde edilir. Denklem (3.9) un türevi hesaplan�rsa,

T ′γ = Ṫγ.
dsγ
ds

= k1Ñ1 + k2Ñ2,

bulunur. Ayr�ca, bu denklemden Ṫγ,

Ṫγ = −Ñ1 −
k2
k1
Ñ2,

elde edilir. Buna ek olarak, γ n�n ilk e§rili§i ve asli normali,

κγ = ‖Ṫγ‖=
√

1 + (
k2
k1

)2, (3.10)

ve

Nγ =
1

κγ
.Ṫγ = −Ñ1

κγ
− k2
k1κγ

Ñ2,

³eklindedir. Tγ∧Nγ vektörel çarp�m� yard�m�yla β=β(s) regüler e§risinin Ñ1 kü-

resel görüntüsünün binormal vektör alan�,

Bγ =
k2
k1κγ

Ñ1 −
Ñ2

κγ
,

elde edilir. Ayr�ca, γ n�n torsiyonu,

τ γ = −
k1(
k2
k1

)′

k21 + k22
, (3.11)

bulunur.

Sonuç 3.12 γ=γ(sγ), β=β(s) regüler e§risinin Ñ1 küresel görüntüsü olsun. β=β(s)

e§risinin N-Bishop e§rilikleri oran� sabit ise (yani,
k2
k1
=sabit ise), bu durumda,

γ=γ(sγ), Ñ1 küresel görüntüsü oskülatör düzlemde bir çemberdir.
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�spat. γ=γ(sγ), β=β(s) regüler e§risinin Ñ1 küresel görüntüsü olsun. β=β(s)

e§risinin N-Bishop e§rilikleri oran� sabit ise, Denklem (3.10) ve Denklem (3.11) e

göre, κγ=sabit ve τ γ = 0 d�r. Sonuç olarak, γ, oskülatör düzlemde bir çemberdir.

Sonuç 3.13 γ=γ(sγ), β=β(s) regüler e§risinin Ñ1 küresel görüntüsü olsun. Ñ1

küresel görüntüsü genel helisdir ancak ve ancak β=β(s) e§risi slant helisdir.

�spat. Denklem (3.10) ve Denklem (3.11) e göre,

τ γ
κγ

= −σ,

d�r. β=β(s) e§risi slant helis oldu§undan dolay�, Teorem (3.4) e göre σ sabittir.

Bu yüzden,
τ γ
κγ

sabittir. Sonuç olarak, Ñ1 küresel görüntüsü genel helisdir. Ayr�ca,

Ñ1 küresel görüntüsü genel helis ise, bu durumda, β=β(s) e§risi slant helisdir.

Ñ2 Küresel Görüntüsü

3 boyutlu Öklid uzay� R3 de, β=β(s) e§risi regüler bir e§ri olsun. S2 birim küresi-

nin merkezinde N-Bishop çat�s�n�n üçüncü vektör alan�n� döndürürsek, φ=φ(sφ)

küresel görüntüsünü elde ederiz. Bu e§riye, β=β(s) e§risinin Ñ2 Küresel Gö-

rüntüsü veya Ñ2 Küresel Göstergesi denir.

φ=φ(sφ), β=β(s) regüler e§risinin Ñ2 küresel görüntüsü olsun. φ e§risinin türevi

al�n�rsa,

φ′ =
dφ

dsφ
.
dsφ
ds

= −k2N,

bulunur. Ñ1 küresel görüntüsüne benzer olarak,

Tφ = N, (3.12)

ve

dsφ
ds

= ±k2,

elde edilir. Böylece, Denklem (3.12) nin türevi al�n�rsa,

T ′φ = Ṫφ.
dsφ
ds

= k1Ñ1 + k2Ñ2,
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ve ba³ka bir ³ekilde ifade edilirse,

Ṫφ = −k1
k2
Ñ1 − Ñ2,

bulunur. Ayr�ca, φ e§risinin e§rili§i,

κφ = ‖Ṫφ‖=
√

1 + (
k1
k2

)2,

ve φ e§risinin asli normal vektör alan�,

Nφ = − k1
k2κφ

Ñ1 −
Ñ2

κφ
,

elde edilir. Tφ∧Nφ vektörel çarp�m� yard�m�yla, φ e§risinin binormal vektör alan�,

Bφ =
Ñ1

κφ
− k1
k2κφ

Ñ2,

bulunur. φ e§risinin torsiyonu da,

τφ =
k2(
k1
k2

)′

k21 + k22
,

biçimindedir.

Sonuç 3.14 φ=φ(sφ), β=β(s) regüler e§risinin Ñ2 küresel görüntüsü olsun. β=β(s)

e§risinin N-Bishop e§rilikleri oran� sabit ise (yani,
k1
k2
=sabit ise), bu durumda,

φ=φ(sφ), Ñ2 küresel görüntüsü oskülatör düzlemde bir çemberdir.

Teorem 3.5 φ=φ(sφ), β=β(s) regüler e§risinin Ñ2 küresel görüntüsü olsun. β,

genel helis ise, bu durumda β e§risinin N-Bishop e§rilikleri,

τφ
κφ

=
k22(
k1
k2

)′

(k21 + k22)
3
2

= −σ = sabit,

e³itli§ini sa§lar.

Sonuç 3.15 φ=φ(sφ), β=β(s) regüler e§risinin Ñ2 küresel görüntüsü olsun. Ñ2

küresel görüntüsü genel helisdir ancak ve ancak β=β(s) e§risi slant helisdir.

Sonuç 3.16 β=β(s) e§risi slant helisdir ancak ve ancak
∫
N(s)ds,

∫
Ñ1(s)ds ve∫

Ñ2(s)ds direction e§rileri slant helisdir.

Sonuç 3.17 α: I → R3 herhangi bir e§ri ve {T,N,B} çat�s� da α e§risinin

Frenet çat�s� olsun. Ayr�ca, β =
∫
N(s)ds, α n�n normal direction e§risi olsun. Bu

durumda, {T,N,B} çat�s�, β e§risi üzerinde Bishop çat�s�d�r.
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3.2.3 Örnekler

Bu bölümde, ilk olarak, regüler bir e§rinin N-Bishop üçlüsünü nas�l bulaca§�m�z�

gösterece§iz. Daha sonra da, farkl� e§riler için küresel görüntüleri hesaplayaca§�z.

Örnek 3.1 3 boyutlu Öklid uzay� R3 de, birim h�zl� dairesel helis e§risi,

µ = µ(s) = (24 cos
s

25
, 24 sin

s

25
,

7s

25
),

³eklinde verilsin. µ = µ(s) e§risinin gra�§i �ekil (3.1) de gösterilmi³tir.

{N,C,W} alternatif hareketli çat�s�n�n elemanlar�,

f=
1

25
,

g=0,

N=(−cos
s

25
, −sin

s

25
, 0),

C=(sin
s

25
, −cos

s

25
, 0),

W=(0, 0, 1),

³eklindedir. Dönü³üm matrisi (3.13) ü olu³turmak için, ilk olarak, θ(s) aç�s�,

θ(s) =

∫ s

0

g(s)ds =

∫ s

0

0ds = r, r ∈ R,

hesaplan�r. Daha sonra, dönü³üm matrisi,
N(s)

C(s)

W (s)

 =


0 0 1

cos r sin r 0

− sin r cos r 0



Ñ1(s)

Ñ2(s)

N(s)

 , (3.13)

elde edilir. Dönü³üm matrisi kullan�larak, µ = µ(s) dairesel helis e§risinin N-

Bishop üçlüsü:

Ñ1 = (cos r. sin
s

25
, − cos r. cos

s

25
, − sin r),

Ñ2 = (sin r. sin
s

25
, − sin r. cos

s

25
, cos r),

N = (− cos
s

25
, − sin

s

25
, 0),

bulunur. Böylece, yeni küresel görüntüler �ekil (3.2) de gösterilmi³ olur.
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�ekil 3.1 Dairesel helis µ = µ(s).

(a) N gösterge e§risi. (b) Ñ1 gösterge e§risi. (c) Ñ2 gösterge e§risi.

�ekil 3.2 µ = µ(s) e§risinin N-Bishop küresel görüntüleri.

Örnek 3.2 3 boyutlu Öklid uzay� R3 de, birim h�zl� slant helis e§risi η(s) =

(η1, η2, η3),



η1=
3

4
sins− 1

12
sin3s,

η2=−
3

4
coss+

1

12
cos3s,

η3=

√
3

2
sins,

³eklinde verilsin. η = η(s) e§risinin gra�§i �ekil (3.3) de gösterilmi³tir.

{N,C,W} alternatif hareketli çat�s�n�n elemanlar� ve η = η(s) e§risinin e§rilik
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fonksiyonlar� a³a§�daki gibidir:

f=
√

3,

g=−1,

N=(

√
3

2
cos2s,

√
3

2
sin2s, −1

2
),

C=(−sin2s, cos2s, 0),

W=(
1

2
cos2s,

1

2
sin2s,

√
3

2
).

Buna ek olarak, η = η(s) e§risinin N-Bishop çat�s�:

Ñ1 = (− cos s. sin 2s+
1

2
sin s. cos 2s, cos s. cos 2s+

1

2
sin s. sin 2s,

√
3

2
sin s),

Ñ2 = (
1

2
cos s. cos 2s+ sin s. sin 2s,

1

2
cos s. sin 2s− sin s. cos 2s,

√
3

2
cos s),

N = (

√
3

2
cos 2s,

√
3

2
sin 2s, −1

2
),

bulunur. Ayr�ca,

θ(s) =

∫ s

0

g(s)ds =

∫ s

0

−1ds = −s,

ve dönü³üm matrisi,


N(s)

C(s)

W (s)

 =


0 0 1

cos s − sin s 0

sin s cos s 0



Ñ1(s)

Ñ2(s)

N(s)

 ,

elde edilir. Böylece, yeni küresel görüntüler �ekil (3.4) de gösterilmi³ olur. Buna

ek olarak, N , Ñ1 ve Ñ2 direction e§rilerinin gra�kleri �ekil (3.5) de verilmi³tir.
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�ekil 3.3 Slant helis η = η(s).

(a) N gösterge e§-

risi.
(b) Ñ1 gösterge

e§risi. (c) Ñ2 gösterge e§risi.

�ekil 3.4 η = η(s) e§risinin N-Bishop küresel görüntüleri

Örnek 3.3 3 boyutlu Öklid uzay� R3 de, s ∈ (
π

3
,
2π

3
) için, birim h�zl� slant helis

e§risi ψ(s) = (ψ1, ψ2, ψ3): 

ψ1=
2

5
sin2s− 1

40
sin8s,

ψ2=−
2

5
cos2s+

1

40
cos8s,

ψ3=
4

15
sin3s.

ψ = ψ(s) e§risinin gra�§i �ekil (3.6) da gösterilmi³tir.

{N,C,W} alternatif hareketli çat�s�n�n elemanlar� ve ψ = ψ(s) e§risinin

e§rilik fonksiyonlar� a³a§�daki gibidir.
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(a)
∫
N(s)ds

helis e§risi.

(b)
∫
Ñ1(s)ds

slant helis e§risi.

(c)
∫
Ñ2(s)ds

slant helis e§risi.

�ekil 3.5 η = η(s) e§risinin N-Bishop direction e§rileri.



f=4,

g=3,

N=(−4

5
cos5s, −4

5
sin5s,

3

5
),

C=(sin5s, −cos5s, 0),

W=(
3

5
cos5s,

3

5
sin5s,

4

5
).

ψ = ψ(s) e§risinin N-Bishop çat�s�:

Ñ1 = (cos 3s. sin 5s− 3

5
sin 3s. cos 5s, − cos 3s. cos 5s− 3

5
sin 3s. sin 5s, −4

5
sin 3s),

Ñ2 = (sin 3s. sin 5s+
3

5
cos 3s. cos 5s, − sin 3s. cos 5s+

3

5
sin 5s. cos 3s,

4

5
cos 3s),

N = (−4

5
cos 5s, −4

5
sin 5s,

3

5
),

bulunur. Ayr�ca,

θ(s) =

∫ s

0

g(s)ds =

∫ s

0

3ds = 3s,
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ve dönü³üm matrisi,
N(s)

C(s)

W (s)

 =


0 0 1

cos 3s sin 3s 0

− sin 3s cos 3s 0



Ñ1(s)

Ñ2(s)

N(s)

 ,
elde edilir.

Böylece, yeni küresel görüntüler �ekil (3.7) de gösterilmi³ olur. Ayr�ca, N , Ñ1 ve

Ñ2 direction e§rileri gra�kleri �ekil (3.8) de verilmi³tir.

�ekil 3.6 Slant helis ψ = ψ(s).

(a) N gösterge e§risi.

(b) Ñ1 gösterge

e§risi.

(c) Ñ2 gösterge

e§risi.

�ekil 3.7 ψ = ψ(s) e§risinin N-Bishop küresel görüntüleri.
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(a)
∫
N(s)ds helis e§-

risi.

(b)
∫
Ñ1(s)ds slant

helis e§risi.

(c)
∫
Ñ2(s)ds slant

helis e§risi.

�ekil 3.8 ψ = ψ(s) e§risinin N-Bishop direction e§rileri.

Örnek 3.4 3 boyutlu Öklid uzay� R3 de, s ∈ (
π

3
,
2π

3
) için, birim h�zl� slant helis

e§risi φ(s) = (φ1, φ2, φ3):

φ1=
25

612
sin18s− 9

1700
sin50s,

φ2=−
25

612
cos18s+

9

1700
cos50s,

φ3=
15

272
sin16s.

ψ = ψ(s) e§risinin gra�§i �ekil (3.9) da gösterilmi³tir.

{N,C,W} alternatif hareketli çat�s�n�n elemanlar� ve ψ = ψ(s) e§risinin e§ri-

lik fonksiyonlar� a³a§�daki gibidir.

f=30,

g=−16,

N=(
15

17
cos34s,

15

17
sin34s, − 8

17
),

C=(−sin34s, cos34s, 0),

W=(
8

17
cos34s,

8

17
sin34s,

15

17
).
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φ = φ(s) e§risinin N-Bishop çat�s�:

Ñ1 = (− cos 16s. sin 34s+
8

17
sin 16s. cos 34s, cos 16s. cos 34s+

8

17
sin 16s. sin 34s,

15

17
sin 16s),

Ñ2 = (sin 16s. sin 34s+
8

17
cos 16s. cos 34s, − sin 16s. cos 34s+

8

17
sin 34s. cos 16s,

15

17
cos 16s),

N = (
15

17
cos 34s,

15

17
sin 34s, − 8

17
),

bulunur. Ayr�ca,

θ(s) =

∫ s

0

g(s)ds =

∫ s

0

−16ds = −16s,

ve dönü³üm matrisi,
N(s)

C(s)

W (s)

 =


0 0 1

cos 16s − sin 16s 0

sin 16s cos 16s 0



Ñ1(s)

Ñ2(s)

N(s)

 , (3.14)

elde edilir. Böylece, yeni küresel görüntüler �ekil (3.10) da gösterilmi³ olur. Ayr�ca,

N , Ñ1 ve Ñ2 direction e§rileri gra�kleri �ekil (3.11) de verilmi³tir.

3.3 Rotation Minimizing Çat� ve Regle Yüzeyler

3.3.1 Yüzeyler Üzerinde RMF nin �n³a Edilmesi

3 boyutlu Öklid uzay� R3 de, α=α(s) herhangi bir e§ri ve Denklem (2.8) de bu

e§rinin yüzey çat�s� olsun. {T, Y, n} yüzey çat�s�n� te§et vektör alan� boyunca

θ = −
∫
τ gds aç�s� kadar döndürelim. Bu durumda, {T, Y, n} yüzey çat�s�n�n

dönme matrisi,
T (s)

Y (s)

n(s)

 =


1 0 0

0 cos θ(s) − sin θ(s)

0 sin θ(s) cos θ(s)




T (s)

N1(s)

N2(s)

 ,
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�ekil 3.9 Slant helis φ = φ(s).

(a) N gösterge e§risi. (b) Ñ1 gösterge e§risi.
(c) Ñ2 gösterge e§risi.

�ekil 3.10 φ = φ(s) e§risinin N-Bishop küresel görüntüleri.

dir. �lk olarak, {T, Y, n} yüzey çat�s�n�n dönme matrisinden a³a§�daki denklemleri

yazabiliriz.

T = T,

Y = cos θ(s)N1 − sin θ(s)N2, (3.15)

n = sin θ(s)N1 + cos θ(s)N2.

(3.15) denklemleri düzenlenirse,

T = T,

N1 = cos θ(s)Y + sin θ(s)n,

N2 = − sin θ(s)Y + cos θ(s)n,

bulunur. {T, Y, n} yüzey çat�s�ndan T , Y ve n vektör alanlar�n�n türev denklem-

lerinin,

T ′ = kgY + knn, Y ′ = −kgT + τ gn, n′ = −knT − τ gY,
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(a)
∫
N(s)ds

helis e§risi.

(b)
∫
Ñ1(s)ds slant

helis e§risi.

(c)
∫
Ñ2(s)ds slant

helis e§risi.

�ekil 3.11 φ = φ(s) e§risinin N-Bishop direction e§rileri.

oldu§unu biliyoruz. �imdi yeni çat�n�n türev denklemlerini elde edelim.

N1
′ = −θ′ sin θY + cos θY ′ + θ′ cos θn+ sin θn′,

bulunur. Burada, {T, Y, n} yüzey çat�s�n�n, Y ′ ve n′ türev denklemleri ve θ =

−
∫
τ gds, θ′ = −τ g yerine konulursa,

N1
′ = (−kg cos θ − kn sin θ)T,

elde edilir. Ayn� ³ekilde,

N2
′ = −θ′ cos θY − sin θY ′ − θ′ sin θn+ cos θn′,

bulunur. Burada, {T, Y, n} yüzey çat�s�n�n, Y ′ ve n′ türev denklemleri ve θ =

−
∫
τ gds, θ′ = −τ g yerine konulursa,

N2
′ = (kg sin θ − kn cos θ)T,

elde edilir. Burada, k̃1 = kg cos θ + kn sin θ ve k̃2 = −kg sin θ + kn cos θ al�n�rsa,

T ′ = kgY + knn,

denkleminde Y , n (Denklem (3.15) den) ve k̃1, k̃2 yerine yaz�l�rsa,

T ′ = k̃1N1 + k̃2N2,
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bulunur. Böylece yeni çat�n�n türev denklemleri elde edilmi³ olur. Ayr�ca, κ2(s) =

k̃1
2

+ k̃2
2

= k2g + k2n dir. Böylece, yeni çat�n�n türev denklemleri,
T ′(s)

N1
′(s)

N2
′(s)

 =


0 k̃1 k̃2

−k̃1 0 0

−k̃2 0 0




T (s)

N1(s)

N2(s)

 , (3.16)

³eklindedir. Dikkat edilirse, yüzey çat�s� yard�m�yla elde edilen bu yeni çat� Denk-

lem (2.6) da gösterilen Bishop çat�s�ndan farkl� de§ildir. Yüzey çat�s� yard�m�yla

elde edilen bu çat�n�n Darboux vektörünün boyu Frenet çat�s�n�n Darboux vek-

törünün boyundan küçüktür. Bu yüzden, bu çat�, Frenet çat�s�na göre Rotation

minimizing çat�d�r.

Sonuç 3.18 α, geodezik bir e§ri ise, bu durumda {T, Y, n} = {T,−B,N} dir.

kg = 0 oldu§undan, kn = ∓κ d�r. Buna ek olarak, k̃1 = knsinθ = ∓κsinθ,

k̃2 = kncosθ = ∓κcosθ ve θ = −
∫
τds dir. Geodezik bir e§ri üzerinde, Bishop

çat�s� ile {T, Y, n} yüzey çat�s� çak�³�r.

Sonuç 3.19 α, asimptotik bir e§ri ise, bu durumda {T, Y, n} = {T,N,B} dir.

kn = 0 oldu§undan, kg = ∓κ d�r. Ayr�ca, k̃1 = kgcosθ = ∓κcosθ, k̃2 = −kgsinθ =

∓κsinθ ve θ = −
∫
kgds = ∓

∫
κds dir. Asimptotik bir e§ri üzerinde, Tip 2 Bishop

çat�s� ile {T, Y, n} yüzey çat�s� çak�³�r (Keskin ve Yayl� 2017).

Sonuç 3.20 α, e§rilik çizgisi ise, bu durumda τ g = 0 d�r. τ g = 0 oldu§undan,

θ =
∫
τds dir. Böylece, e§rilik çizgisi üzerinde, {T, Y, n} yüzey çat�s� Bishop

çat�s�d�r. Dahas�, {T, Y, n} yüzey çat�s� Rotation minimizing çat�d�r.

3.3.2 Aç�labilir Yüzeyde E§rilik Çizgilerinin Olu³turulmas�

Bu bölümde, Rotation minimizing çat�n�n yard�m�yla farkl� aç�labilir yüzeylerin

nas�l in³a edilece§ini gösterece§iz. Ayr�ca, parametre e§rilerini e§rilik çizgisi olarak

kabul eden regle yüzeyleri Rotation minimizing çat�n�n yard�m�yla olu³turaca§�z.

Teorem 3.6 α : I ⊂ R → R3, herhangi bir e§ri ve bu e§rinin {T,N1, N2},

Rotation minimizing çat�s�, X = λ1N1 + λ2N2 Rotation minimizing vektör alan�

olsun. Buna ek olarak, Φ(s, u) = α(s)+u(λ1N1 +λ2N2), λ1, λ2 ∈ R, λ21 +λ22 = 1,

regle yüzey olsun. Bu durumda,
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(i) Φ(s, u) regle yüzeyi aç�labilirdir.

(ii) u = sabit parametre e§rileri, Φ(s, u) regle yüzeyinin e§rilik çizgileridir.

(iii) Φ(s, u) regle yüzeyi koni yüzeyidir ancak ve ancak α(s) e§risi küresel bir

e§ridir.

(�v) Φ(s, u) regle yüzeyi silindir yüzeyidir ancak ve ancak

k̃1(s)

k̃2(s)
= −λ2(s)

λ1(s)
= sabit,

tir.

(v) Φ(s, u) regle yüzeyi te§etseldir ancak ve ancak λ1k̃1 + λ2k̃2 6= 0 d�r.

(v�) M , herhangi bir yüzey ve α ⊂ M , herhangi bir e§ri olsun. α = α(s) e§risi,

M yüzeyi üzerinde e§rilik çizgisi ise, Teorem (2.4) (Joachimsthal Teoremi),

M yüzeyi ve Φ(s, u) regle yüzeyi için sa§lan�r.

�spat. α : I ⊂ R → R3, herhangi bir e§ri ve bu e§rinin {T,N1, N2}, Rotation

minimizing çat�s�, X = λ1N1 + λ2N2 de Rotation minimizing vektör alan� olsun.

Buna ek olarak, Φ(s, u) = α(s) + u(λ1N1 +λ2N2), λ1, λ2 ∈ R, λ21 +λ22 = 1, regle

yüzey olsun.

(i)

det(T,X,X ′) = det(T,X, (−λ1k̃1 − λ2k̃2)T ) = 0,

oldu§undan dolay�, Φ(s, u) regle yüzeyi aç�labilir yüzeydir.

(ii) Φ(s, u) regle yüzeyinin, s ve u parametrelerine göre türevi al�n�rsa,

Φs(s, u) = (1− uλ1k̃1 − uλ2k̃2)T,

ve

Φu(s, u) = (λ1N1 + λ2N2),

elde edilir. Φs(s, u) ve Φu(s, u) türevlerinin vektörel çarp�m�,

Φs(s, u)∧Φu(s, u) = (1− uλ1k̃1 − uλ2k̃2)(λ1N2 − λ2N1),
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bulunur. Daha sonra,

~N = (λ1N2 − λ2N1),

vektörü Φ(s, u) regle yüzeyinin birim normal vektörüdür. ~N vektörünün s

parametresine göre türevi,

d ~N

ds
= (−λ1k̃2 + λ2k̃1)T,

oldu§undan dolay�, ³ekil operatörü,

S(T ) =
d ~N

ds
= Ns = λΦs = λT,

elde edilir. Böylece, u = sabit parametre e§rileri, Φ(s, u) regle yüzeyinin

e§rilik çizgileridir.

(iii) Φ(s, u) regle yüzeyinin striksiyon çizgisini hesaplayal�m. Striksiyon çizgisi,

Ψ = α(s)− 〈α′, (λ1N1 + λ2N2)
′〉

〈(λ1N1 + λ2N2)′, (λ1N1 + λ2N2)′〉
X, (3.17)

³eklinde bulunur. Denklem (3.17) de, N1
′ = −k̃1T ve N2

′ = −k̃2T e³itlikleri

yerine yaz�l�rsa,

Ψ = α(s) +
1

(λ1k̃1 + λ2k̃2)
X,

elde edilir. Ψ , striksiyon çizgisinin türevi al�n�rsa,

Ψ ′ = (
1

λ1k̃1 + λ2k̃2
)′X,

bulunur. Sonuç olarak, Φ(s, u) regle yüzeyi koni yüzeyidir ⇔ Ψ ′ = 0 ve bu

durumda,

1

λ1k̃1 + λ2k̃2
= sabit,

ve dolay�s�yla da,

λ1k̃1 + λ2k̃2 = sabit,

tir. Farzedelim ki,

λ1k̃1 + λ2k̃2 = c,
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c ∈ R olsun. E³itli§in her iki taraf� c ∈ R ile bölünür ve
λ1
c

= µ1,
λ2
c

= µ2

denilirse,

µ1k̃1 + µ2k̃2 = 1,

elde edilir. Bu durum da, α = α(s) e§risinin küresel e§ri oldu§unu gösterir.

Tersinin ispat� da benzer ³ekilde gösterilir.

(�v) X = λ1N1 + λ2N2 ile X vektörünün türevinin vektörel çarp�m�,

X∧X ′ = (λ1N1 + λ2N2)∧(λ1N
′
1 + λ2N

′
2),

biçimindedir. Burada, N1
′ = −k̃1T veN2

′ = −k̃2T e³itlikleri yerine yaz�l�rsa,

X∧X ′ = (−λ1k̃1 − λ2k̃2)(−λ1N2 + λ2N1),

elde edilir. Silindir yüzeyi olmas� için,

X∧X ′ = (−λ1k̃1 − λ2k̃2)(−λ1N2 + λ2N1) = 0⇔ −λ1k̃1 − λ2k̃2 = 0,

olmas� gerekir.

−λ1k̃1 − λ2k̃2 = 0,

oldu§undan dolay�,

k̃1(s)

k̃2(s)
= −λ2(s)

λ1(s)
= sabit,

tir. O halde, Φ(s, u) regle yüzeyi silindir yüzeyidir ancak ve ancak

k̃1(s)

k̃2(s)
= −λ2(s)

λ1(s)
= sabit,

tir.

(v) (iii). maddeye göre, Φ(s, u) regle yüzeyinin striksiyon çizgisi ve striksiyon

çizgisinin türevi a³a§�daki gibidir:

Ψ = α(s) +
1

(λ1k̃1 + λ2k̃2)
X,

ve

Ψ ′ = (
1

λ1k̃1 + λ2k̃2
)′X.

Bu durumda, Ψ ′// ~X dir ancak ve ancak λ1k̃1 + λ2k̃2 6= 0 d�r.
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(v�) α = α(s) e§risi, M yüzeyinin e§rilik çizgisi ise, θ = 0 ve

{T, Y, n} = {T,N1, N2} = {T,M1,M2},

dir. Φ(s, u) = α(s) + u(λ1N1 + λ2N2), λ1, λ2 ∈ R, λ21 + λ22 = 1, regle

yüzeyi ve M yüzeyinin normalleri aras�ndaki aç� λ1 dir ve sabittir. Böylece,

Teorem (2.4) (Joachimsthal Teoremi), M yüzeyi ve Φ(s, u) regle yüzeyi için

sa§lan�r.

Uyar� 3.1 Teorem ((3.6)�v�) ya göre, Φ(s, u) regle yüzeyinde λ2 = 0 ise,

Φ(s, u) = α(s) + u~Y (s) = P (s, u),

ve Φ(s, u) regle yüzeyinde λ1 = 0 ise,

Φ(s, u) = α(s) + u~n(s) = P1(s, u),

yüzeyleri elde edilir (Li vd. 2013).

Örnek 3.5 α(s) = (cos s, sin s, 0) e§risi, M = S2 birim küresi üzerinde e§rilik

çizgisidir. �imdi, α(s) e§risinin yüzey çat�s�ndan elde edilen Rotation minimizing

çat�s�n� ve α(s) e§risinden üretilen Φ(s, u) regle yüzeyini bulal�m. α(s) e§risinin

yüzey çat�s� ve Rotation minimizing çat�s� vektör alanlar�,

T=(−sins, coss, 0),

n=(−coss, −sins, 0),

Y=n ∧ T= (0,0,−1),

N1=(−sinθcoss, −sinθsins,−cosθ),

N2=(−cosθcoss, −cosθsins,sinθ),

biçimindedir. Φ(s, u) = α(s)+u(λ1 ~N1+λ2 ~N2), θ, λ1, λ2 ∈ R oldu§undan dolay�,

Φ(s, u) = (cos s− uλ1 sin θ cos s− uλ2 cos θ cos s,

sin s− uλ1 sin θ sin s− uλ2 cos θ sin s, −uλ1 cos θ + uλ2 sin θ),
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regle yüzeyi bulunur. Dikkat edilirse, α(s) e§risi geodezik e§ridir (yani, kg = 0)

ve M = S2 birim küresi üzerinde e§rilik çizgisidir. Dahas�, Teorem ((3.6)�v�) ya

göre, α(s) e§risi ayn� zamanda Φ(s, u) regle yüzeyi üzerinde de e§rilik çizgisidir.

Φ(s, u) regle yüzeyi, �ekil (3.12) de gösterildi§i gibi koni yüzeyidir.

�ekil 3.12 Φ(s, u) regle yüzeyi üzerinde α(s) e§risi e§rilik çizgisi,

λ1 = 2, λ2 = 3 ve θ = 0.

Örnek 3.6 α(s) = (sin2 s, sin s cos s, cos s) e§risi, M = S2 birim küresi üzerinde

e§rilik çizgisidir. �imdi, α(s) e§risinin yüzey çat�s�ndan elde edilen Rotation mi-

nimizing çat�s�n� ve α(s) e§risinden üretilen,

Φ(s, u) = (Φ1(s, u), Φ2(s, u), Φ3(s, u)),

regle yüzeyini bulal�m. α(s) e§risinin yüzey çat�s� ve Rotation minimizing çat�s�

vektör alanlar�,

T =
1√

1 + sin2 s
(sin 2s, cos 2s, − sin s),

n =
1√

4 + cos2 s
(2 cos 2s, −2 sin 2s, − cos s),
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Y = n ∧ T =
1√

4 + cos2 s

1√
1 + sin2 s

(2 sin 2s. sin s+ cos 2s. cos s,

2 cos 2s. sin s− sin 2s. cos s, 2),

N1 =
1√

4 + cos2 s
(2 sin θ. cos 2s+

1√
1 + sin2 s

cos θ (2 sin 2s. sin s+ cos 2s. cos s),

−2 sin θ sin 2s+
1√

1 + sin2 s
cos θ(2 cos 2s. sin s− sin 2s. cos s),

− sin θ cos s+
2√

1 + sin2 s
cos θ),

N2 =
1√

4 + cos2 s
(2 cos θ. cos 2s− 1√

1 + sin2 s
sin θ (2 sin 2s. sin s+ cos 2s. cos s),

−2 cos θ sin 2s− 1√
1 + sin2 s

sin θ(2 cos 2s. sin s− sin 2s. cos s),

− cos θ cos s− 2√
1 + sin2 s

sin θ),

biçimindedir. Φ(s, u) = α(s)+u(λ1 ~N1+λ2 ~N2), θ, λ1, λ2 ∈ R oldu§undan dolay�,

Φ1(s, u) = sin2 s+ uλ1(
2√

4 + cos2 s
sin θ cos 2s+

1√
4 + cos2 s

1√
1 + sin2 s

cos θ

(2 sin 2s sin s+ cos 2s cos s)) + uλ2(
2√

4 + cos2 s
cos θ cos 2s

− 1√
4 + cos2 s

1√
1 + sin2 s

sin θ (2 sin 2s sin s+ cos 2s cos s)),

Φ2(s, u) = sin s. cos s+ uλ1(−
2√

4 + cos2 s
sin θ sin 2s+

1√
4 + cos2 s

1√
1 + sin2 s

cos θ

(2 cos 2s sin s− sin 2s cos s)) + uλ2(−
2√

4 + cos2 s
cos θ sin 2s

− 1√
4 + cos2 s

1√
1 + sin2 s

sin θ (2 cos 2s sin s− sin 2s cos s)),
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Φ3(s, u) = cos s+ uλ1(−
1√

4 + cos2 s
sin θ cos s+

1√
4 + cos2 s

2√
1 + sin2 s

cos θ)

+uλ2(−
1√

4 + cos2 s
cos θ cos s− 1√

4 + cos2 s

2√
1 + sin2 s

sin θ),

regle yüzeyi bulunur. Dikkat edilirse, α(s) e§risi M = S2 birim küresi üzerinde

küresel e§ridir (yani, kg 6= 0, fakat kg sabit de§ildir) ve ayn� zamanda da α(s)

e§risi M = S2 birim küresi üzerinde e§rilik çizgisidir. Dahas�, Teorem ((3.6)�v�)

ya göre, α(s) e§risi bunun yan� s�ra da Φ(s, u) regle yüzeyi üzerinde de e§rilik

çizgisidir. Φ(s, u) regle yüzeyi, �ekil (3.13) de gösterilmi³tir.

�ekil 3.13 Φ(s, u) regle yüzeyi üzerinde α(s) e§risi e§rilik çizgisi,

λ1 = 2, λ2 = 3 ve θ = 45.

Örnek 3.7 α(s) = (
1√
2

cos s,
1√
2

sin s,
1√
2
s) e§risi, silindir üzerindedir. �imdi,

α(s) e§risinin yüzey çat�s�ndan elde edilen Rotation minimizing çat�s�n� ve α(s)

e§risinden üretilen

Φ(s, u) = (Φ1(s, u), Φ2(s, u), Φ3(s, u)),

regle yüzeyini bulal�m. α(s) e§risinin yüzey çat�s� ve Rotation minimizing çat�s�

vektör alanlar�,
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

T=(− 1√
2

sins,
1√
2

coss,
1√
2
),

n=(−coss, −sins, 0),

Y=n ∧ T= (− 1√
2

sins,
1√
2

coss,− 1√
2
),

N1= (− 1√
2

cosθ sins−sinθ coss,
1√
2

cosθ coss−sinθ sins,− 1√
2

cosθ),

N2= (
1√
2

sinθ sins−cosθ coss, -
1√
2

sinθ coss−cosθ sins,
1√
2

sinθ),

biçimindedir. Φ(s, u) = α(s)+u(λ1 ~N1+λ2 ~N2), θ, λ1, λ2 ∈ R oldu§undan dolay�,



Φ1(s, u)=
1√
2

coss+uλ1(−
1√
2

cosθ sins−sinθ coss)+uλ2(
1√
2

sinθ sins−cosθ coss),

Φ2(s, u)=
1√
2

sins+uλ1(
1√
2

cosθ coss−sinθ sins)+uλ2(−
1√
2

sinθ coss−cosθ sins),

Φ3(s, u)=
1√
2
s− 1√

2
uλ1cosθ+

1√
2
uλ2sinθ,

regle yüzeyi bulunur. Dikkat edilirse, α(s) e§risi helis e§risidir. Teorem ((3.6)�v�)

ye göre, α(s) e§risi ayn� zamanda Φ(s, u) regle yüzeyi üzerinde e§rilik çizgisidir.

Böylece, herhangi bir e§rinin e§rilik çizgisi oldu§u yüzey bulunabilir. Φ(s, u) regle

yüzeyi, �ekil (3.14) de gösterilmi³tir.

3.3.3 E§rilik Çizgisinin Evolütü �le �lgili Özellikler

Bu bölümde, e§rilik çizgilerinin evolütlerinin e§rilik çemberlerinin merkezlerinin

geometrik yeri oldu§unu gösterece§iz. Önceki çal�³malardan,

β(s) = α(s) +
1

κ
[N + cot(

∫
τds+ c)B],

e§risinin, α = α(s) e§risinin evolütü oldu§unu biliyoruz.

Önerme 3.2 α = α(s) ⊂ M e§rilik çizgisi ve M yüzeyi üzerinde, {T, Y, n},
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�ekil 3.14 Φ(s, u) regle yüzeyi üzerinde α(s) e§risi e§rilik çizgisi,

λ1 = 2, λ2 = 3 ve θ = 45.

Darboux çat�s� (yüzey çat�s�) olsun. Bu durumda, α e§risinin evolütlerinden ikisi

a³a§�daki gibidir:

(i) c = 0 için,

β1(s) = α(s) +
1

kn
~n,

ve

~n =
β1 − α
‖β1 − α‖

,

dir.

(ii) c =
π

2
için,

β2(s) = α(s) +
1

kg
~Y ,

ve

~Y =
β2 − α
‖β2 − α‖

,

d�r.

�spat. α = α(s) ⊂ M e§rilik çizgisi ve M yüzeyi üzerinde, {T, Y, n}, Darboux

çat�s� (yüzey çat�s�) olsun. Sonuç (3.20) den, {T, Y, n}, yüzey çat�s� ayn� zamanda
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Bishop çat�s�d�r. Bir ba³ka deyi³le, {T, Y, n} = {T,N1, N2} = {T,M1,M2} dir.

Bu durumda,
∫
τds = θ d�r. Dahas�,

β(s) = α(s) +
1

κ
[N + cot(

∫
τds+ c)B], (3.18)

e§risinin α = α(s) e§risinin evolütü oldu§unu biliyoruz.

(i) c = 0 ve
∫
τds = θ e³itlikleri Denklem (3.18) de yerine konulursa,

β1(s) = α(s) +
1

κ
[N +

cos θ

sin θ
B], (3.19)

elde edilir. {T, Y, n} yüzey çat�s� Bishop çat�s� {T,N1, N2} oldu§undan, Fre-

net çat�s� ile aras�ndaki ili³ki matrisi, N1(s)

N2(s)

 =

 cos θ(s) − sin θ(s)

sin θ(s) cos θ(s)

 N(s)

B(s)

 ,
biçimindedir. Burada, N ′1 = −κ cos θT ve N ′2 = −κ sin θT olarak bulunur.

Dahas�, k̃1 = κ cos θ, k̃2 = κ sin θ ve dikkat edilirse, k̃1 = kg ve k̃2 = kn

oldu§u da kolayca görülür. Denklem (3.19) düzenlenirse,

β1(s) = α(s) +
1

κ sin θ
[sin θN + cos θB],

bulunur ve N2 = sin θN+cos θB, k̃2 = kn = κ sin θ e³itlikleri yerine yaz�l�rsa,

β1(s) = α(s) +
1

k̃2
~N2,

β1(s) = α(s) +
1

kn
~n,

ve

~n =
β1 − α
‖β1 − α‖

,

elde edilir. Bu yüzeyin singüler noktalar�n�n geometrik yerleri α = α(s)

e§risinin di§er evolüt e§rileridir.

(ii) c =
π

2
ve
∫
τds = θ e³itlikleri Denklem (3.18) de yerine konulursa,

β2(s) = α(s) +
1

κ
[N +

cos(
π

2
+ θ)

sin(
π

2
+ θ)

B], (3.20)
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elde edilir. {T, Y, n} yüzey çat�s� Bishop çat�s� {T,N1, N2} oldu§undan, Fre-

net çat�s� ile aras�ndaki ili³ki matrisi, N1(s)

N2(s)

 =

 cos θ(s) − sin θ(s)

sin θ(s) cos θ(s)

 N(s)

B(s)

 ,
biçimindedir. Burada, N ′1 = −κ cos θT ve N ′2 = −κ sin θT olarak bulunur.

Dahas�, k̃1 = κ cos θ, k̃2 = κ sin θ ve dikkat edilirse, k̃1 = kg ve k̃2 = kn

oldu§u da kolayca görülür. Denklem (3.20) düzenlenirse,

β2(s) = α(s) +
1

κ cos θ
[cos θN − sin θB],

bulunur ve N1 = cos θN − sin θB, k̃1 = kg = κ cos θ e³itlikleri yerine yaz�-

l�rsa,

β2(s) = α(s) +
1

k̃1
~N1,

β2(s) = α(s) +
1

kg
~Y ,

ve

~Y =
β2 − α
‖β2 − α‖

,

elde edilir. Ayr�ca, α = α(s) e§risinin evolüt e§risi β2(s), M yüzeyinin striksiyon

çizgisidir. Sonuç olarak, θ = 0 ise, α = α(s) e§risi asimptotik e§ri ve θ =
π

2
ise, α = α(s) e§risi geodezik e§ridir. Ayr�ca, e§rilik çizgilerinin merkezlerinin

geometrik yeri α = α(s) e§risinin evolüt e§risidir.

Sonuç 3.21 α = α(s) e§risi, M ⊂ R3 üzerinde e§rilik çizgisi ve β1(s) ve β2(s)

e§rileri de α = α(s) e§risinin iki evolüt e§risi olsun. Bu durumda, β1(s) ve β2(s)

e§rileri ortogonaldir.

�spat. α = α(s) e§risi, M ⊂ R3 üzerinde e§rilik çizgisi ve β1(s) ve β2(s) e§rileri

de α = α(s) e§risinin iki evolüt e§risi olsun. Bu durumda, β1(s) ve β2(s) e§rileri

a³a§�daki gibi yaz�l�r:

β1(s) = α(s) +
1

kn
~n,
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ve

β2(s) = α(s) +
1

kg
~Y ,

dir. β1(s) ve β2(s) e§rilerinin türevi al�n�rsa ve Y ′ = −kgT ve n′ = −knT yerine

konulursa,

β′1 = (
1

kn
)′~n,

ve

β′2 = (
1

kg
)′~Y ,

bulunur. Sonuç olarak,

〈β′1, β′2〉 = 0,

d�r. Böylece, α = α(s) e§risinin evolüt e§rileri olan β1(s) ve β2(s) e§rileri orto-

gonaldir.

Teorem 3.7 α = α(s) ⊂ M e§rilik çizgisi ve M yüzeyi üzerinde, {T, Y, n},

Darboux çat�s� (yüzey çat�s�) olsun. Ayr�ca, β1(s) ve β2(s) e§rileri de α = α(s)

e§risinin iki evolüt e§risi olsun. Bu durumda, β1 ve β2 e§rileri, s�ras�yla

P1(s, u) = α(s) + u~n(s),

ve

P (s, u) = α(s) + u~Y (s),

regle yüzeylerinin striksiyon çizgileridir.

�spat. α = α(s) ⊂ M e§rilik çizgisi ve M yüzeyi üzerinde, {T, Y, n}, Darboux

çat�s� (yüzey çat�s�) olsun. Ayr�ca, β1(s) ve β2(s) e§rileri de α = α(s) e§risinin

iki evolüt e§risi olsun. Φ(s, u) = α(s) + u~Y (s) = P (s, u) ve bu yüzeyin striksiyon

çizgisi,

Ψ = α(s)− 〈α
′, Y ′〉

〈Y ′, Y ′〉
~Y ,

³eklinde yaz�l�r. Y ′ = −kgT ve n′ = −knT yerine konulursa,

Ψ = α(s) +
1

kg
~Y ,
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elde edilir. Dahas�, β2(s), α(s) e§risinin evolütüdür, bu durumda,

β2(s) = α(s) +
1

kg
~Y ,

dir. Yani, β2(s) = Ψ dir. Ayr�ca,

β1(s) = α(s) +
1

kn
~n,

ve β1(s) e§risi ayn� zamanda Φ(s, u) = α(s) + u~n(s) = P1(s, u) yüzeyinin striksi-

yon çizgisidir (Li vd. 2013).

Sonuç 3.22 Φ(s, u) = α(s) + u(λ1N1 + λ2N2), λ1, λ2 ∈ R, λ21 + λ22 = 1, regle

yüzey olsun. Bu regle yüzeyde, λ1 = 0 ise, Φ(s, u) = α(s) + u~n(s) = P1(s, u) d�r

(Li vd. 2013). α(s) e§risi bu yüzeyin e§rilik çizgisi ve β1(s) e§risi de α(s) e§risinin

evolüt e§risidir. Böylece,

(a) β1(s) e§risi, Φ(s, u) = P1(s, u) regle yüzeyinin striksiyon çizgisi,

(b) β2(s) e§risi, Φ(s, u) = P (s, u) regle yüzeyinin striksiyon çizgisi,

dir.

3.4 Rekti�yan Tipli E§riler ve Rotation Minimizing Çat�

Bu bölümde, R3 Öklid uzay�nda rekti�yan tipli e§rilerin Rotation minimizing ça-

t�n�n yard�m�yla yeni bir karakterizasyonu verilecektir.

{X, X ′

‖X ′‖
= Y, Z}, α e§risi üzerinde Frenet tipli çat� olsun. Bu durumda, bu

çat�n�n formülü a³a§�daki gibidir:
X ′(s)

Y ′(s)

Z ′(s)

 =


0 k1 0

−k1 0 k2

0 −k2 0



X(s)

Y (s)

Z(s)

 . (3.21)

Buna ek olarak, bu çat� denklemleri düzenlenirse,
ξ′1(s)

ξ′2(s)

ξ′3(s)

 =


0 k1 k2

−k1 0 0

−k2 0 0



ξ1(s)

ξ2(s)

ξ3(s)

 , (3.22)
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olarak elde edilir. {ξ1, ξ2, ξ3} çat�s�,
∫
ξ1ds direction e§risi üzerinde Rotation mi-

nimizing çat� olarak adland�r�l�r. Burada, ξ1 =
X ′

‖X ′‖
, ξ2 = Z ve ξ3 = X dir.

Ayr�ca, k1 = k2 ve k2 = −k1,
∫
ξ1ds direction e§risi üzerinde Rotation minimi-

zing e§riliklerdir.

Tan�m 3.2 {ξ1, ξ2, ξ3} çat�s�, α =
∫
ξ1ds direction e§risi üzerinde, Rotation mi-

nimizing çat� (yani Frenet tipli çat�) olsun. λ(s), µ(s) de diferensiyellenebilir fonk-

siyonlar olmak üzere, rekti�yan tipli e§ri,

β(s) = λ(s)ξ2(s) + µ(s)ξ3(s),

a³a§�daki gibi s�n��and�r�labilir:

(i) E§er µ(s) sabitse, yani, µ(s) = c, c ∈ R ise,

β1(s) = λ(s)ξ2(s) + cξ3(s),

e§risine 1.tip rekti�yan tipli e§ri denir.

(ii) E§er λ(s) sabitse, yani, λ(s) = c, c ∈ R ise,

β2(s) = cξ2(s) + µ(s)ξ3(s),

e§risine 2.tip rekti�yan tipli e§ri denir.

Teorem 3.8 {ξ1, ξ2, ξ3} çat�s�, α =
∫
ξ1ds direction e§risi üzerinde, Rotation

minimizing çat� (yani Frenet tipli çat�) ve λ(s), diferensiyellenebilir fonksiyon

olmak üzere,

β1 = λ(s)ξ2 + cξ3, c ∈ R,

1.tip rekti�yan tipli e§ri olsun. E§er β′1 rekti�yan tipli e§ri ise, bu durumda,

a³a§�daki maddeler sa§lan�r:

(i) λ = −ck2
k1
, c ∈ R ve böylece, β1 1.tip rekti�yan tipli e§risi rekti�yan e§ridir.

(ii) E§er

λ = −(c
k2

k1
) = s+ b, c, b ∈ R,

ise, bu durumda, β1(s) =
∫
ξ2ds e§risi rekti�yan e§ridir.

63



(iii) E§er

λ = −(c
k2

k1
) = c2 = sabit, c2 ∈ R,

ise, bu durumda, β1(s) = ~U = c2ξ2 + cξ3, sabit vektördür. Dahas�,
∫
ξ2ds

ve
∫
ξ3ds direction e§rileri, eksenleri ~U olan helislerdir.

(�v) E§er

λ = −k2
k1

= tan s,

ise, bu durumda,

β1(s) = c sec sY (s),

ve Y (s) ∈ S2 dir. Böylece, β1 1.tip rekti�yan tipli e§risi küresel e§riden

elde edilir (yani, Y (s) küresel e§risinden). Bu durum, Chen'in ko³ullar�yla

tutarl�d�r (Chen 2003, Chen ve Dillen 2005, Chen 2017, Chen 2016).

�spat.

(i) β′1 = λ′ξ2 + (−λk1 − ck2)ξ1 oldu§undan, β′1 e§risi rekti�yan tipli e§ridir

ancak ve ancak

−λk1 − ck2 = 0,

ve

λ = −(c
k2

k1
),

d�r. Böylece,

β1 = −(c
k2

k1
)ξ2 + cξ3, c ∈ R,

için (yani, β1 e§risi için), te§et ve normal vektörler s�ras�yla Tβ1
= ξ2 ve

Nβ1
= ξ1 ³eklindedir. β1 e§risi ve ξ1 vektörünün iç çarp�m� 〈β1, ξ1〉 = 0 ( ya

da β1 e§risi ve Nβ1
normal vektörünün iç çarp�m� 〈β1, Nβ1

〉 = 0) oldu§un-

dan, β1 1.tip rekti�yan tipli e§risi rekti�yan e§ridir.
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(ii)

λ = −(c
k2

k1
) = s+ b, c, b ∈ R,

için,

β1(s) = (s+ b)ξ2 + cξ3, c, b ∈ R,

olarak elde edilir. Böylece, β1 rekti�yan e§risi ile
∫
ξ2ds direction e§risi

çak�³�r.

(iii)

λ = −(c
k2

k1
) = c2 = sabit, c2 ∈ R,

için, ~U = c2ξ2 + cξ3 sabit vektörü elde edilir.

−c2k1 − ck2 = 0,

oldu§undan,

d~U

ds
= (−c2k1 − ck2)ξ1 = 0,

bulunur. Dahas�,
∫
ξ2ds ve

∫
ξ3ds direction e§rilerinin te§et vektörleri ~U

ekseni ile sabit aç� yapar. Bu durumda,
∫
ξ2ds ve

∫
ξ3ds direction e§rileri

eksenleri ~U olan helislerdir.

(�v)

λ = −k2
k1

= tan s,

için,

β1(s) = c(tan sξ2 + ξ3) =
c

cos s
(sin sξ2 + cos sξ3) = c sec sY (s),

ve Y (s) ∈ S2 dir.

Önerme 3.3 (Bishop 1975) de, e§er ak1 + bk2 + 1 = 0, a, b ∈ R ise, bu

durumda
∫
ξ1ds direction e§risi küresel bir e§ridir denilmi³tir. Hakikaten, e§er
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∫
ξ1ds direction e§risi küresel bir e§ri ise, bu durumda

∫
ξ1ds direction e§risi∫

ξ1ds = aξ2 + bξ3, a, b ∈ R, ³eklinde yaz�labilir. Bu e³itli§in her iki taraf�n�n

türevi al�n�rsa, bu durumda,

ξ1 = (−ak1 − bk2)ξ1,

elde edilir. Böylece, ak1 + bk2 + 1 = 0, a, b ∈ R e³itli§i bulunur. Ayr�ca,

‖
∫
ξ1ds‖2= r2 = a2 + b2 dir. Burada, r, kürenin yar�çap�d�r.

2.tip rekti�yan tipli e§riler için de benzer sonuçlar yaz�labilir.

Teorem 3.9 {ξ1, ξ2, ξ3} çat�s�, α =
∫
ξ1ds direction e§risi üzerinde, Rotation

minimizing çat� (yani Frenet tipli çat�) ve µ(s), diferensiyellenebilir fonksiyon

olmak üzere,

β2 = cξ2 + µ(s)ξ3, c ∈ R,

2.tip rekti�yan tipli e§risi olsun. E§er β′2 rekti�yan tipli e§ri ise, bu durumda,

a³a§�daki maddeler sa§lan�r:

(i) µ = −ck1
k2
, c ∈ R ve böylece, β2, 2.tip rekti�yan tipli e§risi, rekti�yan

e§ridir.

(ii) E§er

µ = −(c
k1

k2
) = s+ b, c, b ∈ R,

ise, bu durumda, β2(s) =
∫
ξ3ds e§risi rekti�yan e§ridir.

(iii) E§er

µ = −(c
k1

k2
) = c3 = sabit, c3 ∈ R,

ise, bu durumda, β2(s) = ~U = cξ2 + c3ξ3, sabit vektördür. Dahas�,
∫
ξ2ds

ve
∫
ξ3ds direction e§rileri, eksenleri ~U olan helislerdir.

(�v) E§er

µ = −k1
k2

= tan s,
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ise, bu durumda,

β2(s) = c sec sY (s),

ve Y (s) ∈ S2 dir. Böylece, β2 2.tip rekti�yan tipli e§risi küresel e§riden

elde edilir (yani Y (s) küresel e§risinden). Bu durum, Chen'in ko³ullar�yla

tutarl�d�r (Chen 2003, Chen ve Dillen 2005, Chen 2017, Chen 2016).

�spat. �spat, Teorem (3.8) in ispat�ndaki gibi verilebilir.

Örnek 3.8 α(s) herhangi bir e§ri ve {T,N,B} çat�s� bu e§rinin Frenet çat�s�

olsun. Bu Frenet çat�s�,
∫
N(s)ds direction e§risi üzerinde, Rotation minimizing

çat�d�r ve bu çat�n�n formülü a³a§�daki gibidir:
N ′(s)

B′(s)

T ′(s)

 =


0 τ −κ

−τ 0 0

κ 0 0



N(s)

B(s)

T (s)

 .
Burada, k1 = τ , k2 = −κ, ξ1 = N , ξ2 = B ve ξ3 = T dir. Böylece,

γ = cB + c
τ

κ
T, c ∈ R,

2.tip rekti�yan tipli e§ridir. Bu durumda, γ, 2.tip rekti�yan tipli e§risi için, a³a-

§�daki durumlar vard�r:

(i) γ, 2.tip rekti�yan tipli e§risi, rekti�yan e§ridir (Modi�ye Darboux) (Yayl� vd. 2018).

(ii) E§er

c
τ

κ
= s+ b, c, b ∈ R,

ise, bu durumda γ(s) = (s + b)T + cB =
∫
Tds = α(s) e§risi rekti�yan

e§ridir (Chen 2003, Chen ve Dillen 2005, Chen 2017, Chen 2016).

(iii) E§er

−τ
κ

= sabit,

ise, bu durumda γ(s) = c3T + cB, c3, c ∈ R, sabit vektördür.
∫
Tds ve∫

Bds direction e§rileri ekseni ~U = cos θT + sin θB olan helislerdir.
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(�v) E§er

τ

κ
= tan s,

ise, bu durumda

γ(s) = cB + c tan sT =
c

cos s
(cos sB + sin sT ) = c sec sY (s),

ve Y (s) ∈ S2 dir. Böylece, γ, 2.tip rekti�yan tipli e§risi küresel e§riden

elde edilir (yani, Y (s) küresel e§risinden). Bu durum, Chen'in ko³ullar�yla

tutarl�d�r (Chen 2003, Chen ve Dillen 2005, Chen 2017, Chen 2016).

(v) E§er ak1 + bk2 + 1 = 0, a, b ∈ R ise, bu durumda
∫
Nds direction e§risi

küresel e§ridir. Burada, k1 = τ ve k2 = −κ oldu§undan dolay�, α e§risi

Bertrand e§risidir.

Uyar� 3.2 1.tip rekti�yan tipli e§risi,

γ = c
τ

κ
B + cT, c ∈ R,

için de, Örnek (3.8) deki gibi, benzer sonuçlar kolayca elde edilebilir.

Örnek 3.9 3 boyutlu Öklid uzay� R3 de,

µ(s) = (24 cos
s

25
, 24 sin

s

25
,

7s

25
),

helis e§risi verilsin. Ayr�ca, {T,N1, N2} çat�s�, µ(s) helis e§risi üzerinde Rotation

minimizing çat� olsun (Bu çat� ayn� zamanda Bishop çat�s�d�r). Bu e§rinin, 1.tip

rekti�yan tipli e§risini ve 2 tip rekti�yan tipli e§risini gösterece§iz.

Bunu yapmak için, ilk olarak, {T,N,B} Frenet çat�s� vektör alanlar�n� ve

{T,N1, N2} Rotation minimizing çat�s� vektör alanlar�n� ve bu çat�lar�n e§rilikle-

rini bulal�m.

T = (−24

25
sin

s

25
,
24

25
cos

s

25
,

7

25
),

N = (− cos
s

25
,− sin

s

25
, 0),

B = T ∧N = (
7

25
sin

s

25
,− 7

25
cos

s

25
,
24

25
),
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

N1=(−cos
7s

625
cos

s

25
+

7

25
sin

7s

625
sin

s

25
,

−cos
7s

625
sin

s

25
− 7

25
cos

s

25
sin

7s

625
,

24

25
sin

7s

625
),

N2=(sin
7s

625
cos

s

25
+

7

25
cos

7s

625
sin

s

25
,

+sin
7s

625
sin

s

25
− 7

25
cos

7s

625
cos

s

25
,

24

25
cos

7s

625
),

ve



κ=
24

625
,

τ=
7

625
,

ϑ(s)=−
∫ 7

625
ds,

k1=
24

625
cosϑ(s),

k2=
24

625
sinϑ(s),

³eklinde bulunur. µ helis e§risinin, 1.tip rekti�yan tipli e§risi ve 2 tip rekti�yan

tipli e§risi a³a§�daki gibidir:


β1=-c

k2
k1

N1+c N2,

β2=c N1−c
k1
k2

N2.

Burada, e§er c = 1 al�n�r, k1 ve k2 Rotation minimizing e§rilikleri ve N1, N2
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(a) (b)

�ekil 3.15 (a),β1, 1.tip rekti�yan tipli e§ri ve (b),β2, 2.tip rekti�yan tipli e§ri.

Rotation minimizing çat� vektörleri yerine konulursa,

β1=(−tan 7s
625

cos 7s
625

cos s
25

+ 7
25

tan 7s
625

sin 7s
625

sin s
25

+sin 7s
625

cos s
25

+ 7
25

cos 7s
625

sin s
25
,

−tan 7s
625

cos 7s
625

sin s
25
− 7

25
tan 7s

625
cos s

25
sin 7s

625
+sin 7s

625
sin s

25
− 7

25
cos 7s

625
cos s

25
,

24
25

tan 7s
625

sin 7s
625

+24
25

cos 7s
625

),

β2=(−cos 7s
625

cos s
25

+ 7
25

sin 7s
625

sin s
25

+cot 7s
625

sin 7s
625

cos s
25

+ 7
25

cot 7s
625

cos 7s
625

sin s
25
,

−cos 7s
625

sin s
25
− 7

25
cos s

25
sin 7s

625
+cot 7s

625
sin 7s

625
sin s

25
− 7

25
cot 7s

625
cos 7s

625
cos s

25
,

24
25

sin 7s
625

+24
25

cot 7s
625

cos 7s
625

),

µ helis e§risinin, 1.tip rekti�yan tipli e§risi ve 2 tip rekti�yan tipli e§risi elde edilir.

1.tip rekti�yan tipli e§risi ve 2 tip rekti�yan tipli e§risi s�ras�yla �ekil (3.15a) ve

�ekil (3.15b) de gösterilmi³tir.
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4. R4 ÖKL�D UZAYINDA ÇATI HAREKETLER�

4.1 Rekti�yan E§riler ve Rotation Minimizing Çat�

4.1.1 Rotation Minimizing Çat�

4 boyutlu Öklid uzay� R4 de, {T,N, V3, V4}, birim h�zl� α e§risinin Frenet çat�s�

olsun. Bu durumda, Frenet-Serret denklemleri:
T ′(s)

N ′(s)

V ′3(s)

V ′4(s)

 =


0 k1 0 0

−k1 0 k2 0

0 −k2 0 k3

0 0 −k3 0




T (s)

N(s)

V3

V4

 , (4.1)

Burada, 〈T, T 〉=〈N,N〉=〈V3, V3〉=〈V4, V4〉=1, 〈T,N〉=〈T, V3〉=〈T, V4〉=〈V3, V4〉=0,

d�r. k1, k2 ve k3, α e§risinin asli e§rilikleridir. k1(s)=〈T ′(s), N〉, k2(s)=-〈V ′3(s), N〉

ve k3(s)=-〈V ′4(s), V3〉 (Do Carmo 1976).

4 boyutlu Öklid uzay� R4 de, α=α(s) birim h�zl� regüler e§ri olsun. Denklem (4.1)

bu e§rinin Frenet çat�s�d�r. V3 ve V4, Sp{V3, V4} düzleminde döndürülürse, N1(s)

N2(s)

 =

 cos θ(s) − sin θ(s)

sin θ(s) cos θ(s)

 V3(s)

V4(s)

 ,
Burada, θ(s) =

∫
k3(s)ds dir.N ′1,N

′
2 türevleri hesapland�§�nda, N

′
1 = −k2 cos θ(s)N

ve N ′2 = −k2 sin θ(s)N elde edilir. Ayr�ca, k1 = k2 cos θ(s) ve k2 = k2 sin θ(s) ise,

N ′1 = −k1N veN ′2 = −k2N dir. Buna ek olarak, k
2

1+k
2

2 = k22 ve θ(s)=arctan(
k2

k1
)

yaz�l�r. �imdi yeni çat�n�n denklemlerini a³a§�daki gibi verece§iz.
N ′(s)

N ′1(s)

N ′2(s)

T ′(s)

 =


0 k1 k2 −k1
−k1 0 0 0

−k2 0 0 0

k1 0 0 0




N(s)

N1(s)

N2(s)

T (s)

 . (4.2)

Yukar�daki çat� denklemleri gözönüne al�nd�§�nda, {T,N1, N2} türevleri γ′ yö-

nünde (yani γ n�n te§eti yönünde) oldu§undan dolay�, {T,N,N1, N2} çat�s� γ(s) =
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∫
N(s)ds direction e§risi üzerinde �Rotation Minimizing Çat� (RMF)� ola-

rak adland�r�l�r. k1, k2 ve k1, γ(s) =
∫
N(s)ds e§risinin Rotation minimizing

e§rilikleridir.

A³a§�daki teoremleri verelim.

Teorem 4.1 α : I → R4 herhangi bir e§ri ve {T,N, V3, V4} bu e§rinin Frenet

çat�s� olsun. {T,N,N1, N2} çat�s� γ =
∫
N(s)ds direction e§risi üzerinde Rotation

minimizing çat�d�r.

�spat. {T,N1, N2} çat�s�n�n türevleri N normal yönünde oldu§undan dolay�, bu

çat� γ =
∫
N(s)ds direction e§risi üzerinde Rotation minimizing çat�d�r.

Teorem 4.2 γ =
∫
N(s)ds direction e§risi küresel e§ridir gerek ve yeter ³art

λ1k1 + λ2k2 + λ3k1 + 1 = 0 d�r. Burada, k1, k2 ve k1, Rotation minimizing

e§rilikleridir ve λ1, λ2, λ3 sabittir.

�spat. γ(s) =
∫
N(s)ds e§risi küresel e§ri olsun. Bu durumda,

γ(s) = λ1N1 + λ2N2 + λ3T,

biçiminde yaz�l�r. Her iki taraf�n türevleri al�n�r ve gerekli i³lemler yap�l�rsa, λ1k1+

λ2k2 + λ3k1 + 1 = 0 oldu§u kolayca görülür. λ1, λ2 ve λ3 sabittir. Tam tersine,

λ1k1 + λ2k2 + λ3k1 + 1 = 0, k1, k2, k1, Rotation minimizing e§rilikler ve λ1, λ2,

λ3 sabit olsun. Bu durumda, küresel e§ri oldu§u aç�kt�r (Yung-Chow 1972).

4.1.2 Rekti�yan E§riler

3 boyutlu Öklid uzay� R3 de, rekti�yan e§riler, e§rinin ~T te§et vektör alanlar� ve

~B binormal vektör alanlar� taraf�ndan üretilen kendisinin rekti�yan düzleminde

uzanan yer vektörü olan bir uzay e§risi olarak Chen (Chen 2003) taraf�ndan ta-

n�t�lm�³t�r. Bu yüzden, rekti�yan e§rinin ~α yer vektörü,

~α(s) = λ(s)~T (s) + µ(s) ~B(s),

denklemini sa§lar. Burada, s yay uzunlu§u fonksiyonu olmak üzere λ(s) = s+ b

ve µ(s) = c ∈ R diferensiyellenebilir fonksiyonlard�r. Dahas�, Chen (Chen 2003)

de, s yay uzunlu§u fonksiyonu olmak üzere, R3 de κ > 0 olan herhangi bir e§ri
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rekti�yand�r gerek ve yeter ³art e§rinin
τ

κ
oran� sabit olmayan lineer bir fonksiyon-

dur. (Chen 2003, Chen ve Dillen 2005) de, Öklidiyen rekti�yan e§riler çal�³�lm�³-

t�r. Özellikle de, (Chen ve Dillen 2005) de, sabit presesyon e§rileri tan�mlamada

diferansiyel geometrinin yan� s�ra mekanik ve kinematikte de önemli rol oynayan

rekti�yan e§riler kullan�lm�³, rekti�yan e§riler ve centroidler aras�nda basit bir

ili³kinin var oldu§u gösterilmi³tir. Ayr�ca, (Chen ve Dillen 2005) de, yüzeysel e§-

riler olarak rekti�yan e§riler çal�³�lm�³t�r. Buna ek olarak, (Chen 2017) de, koni

üzerindeki bütün geodezikler (dairesel olmas� ³art de§il) rekti�yan e§riler ara-

c�l�§�yla s�n��and�r�lm�³t�r. R3 de koni üzerindeki herhangi bir e§rinin geodezik

olmas� için ya rekti�yan e§ri olmas� ya da bu e§rinin aç�k bir parças� olmas� ge-

rekti§i gösterilmi³tir.

4 boyutlu Öklid uzay� R4 de, rekti�yan e§ri N asli normal vektör alan�n�n N⊥

ortogonal e³inde uzanan yer vektörüne sahip bir e§ri olarak tan�mlanm�³t�r. Sonuç

olarak,

N⊥ = {W ∈ R4 | 〈W,N〉 = 0},

³eklinde verilmi³tir. Burada, 〈,〉, R4 de, standart skaler çarp�m� olu³turur. Bu

sebepten, N⊥, T te§et, B1 ilk binormal ve B2 ikinci binormal vektör alanlar�

taraf�ndan üretilen R4 ün 3-boyutlu alt uzay�d�r. R4 de, α rekti�yan e§risinin

baz� seçilmi³ orijinlere göre yer vektörü,

~α(s) = λ(s)~T (s) + µ(s) ~B1(s) + η(s) ~B2(s),

denklemini sa§lar. Burada, s yay uzunlu§u fonksiyonu olmak üzere λ(s), µ(s) ve

η(s) diferensiyellenebilir fonksiyonlard�r. Rekti�yan e§riler k1(s), k2(s) ve k3(s)

e§rilik fonksiyonlar�na göre karakterize edilmi³tir ve key� bir e§rinin rekti�yan

olmas� için gerek ve yeter ko³ullar R4 de verilmi³tir. Buna ek olarak, R4 de, rekti-

�yan e§rinin aç�k bir denklemi elde edilmi³tir (�larslan ve Ne²ovi¢ 2008). Ayr�ca,

(Cambie vd. 2016) de, key� boyutlu Öklid uzaylarda rekti�yan e§riler verilmi³tir,

Rn de genelle³tirilmi³tir ve bu e§rilerin özellikleri ve karakterizasyonlar� incelen-

mi³tir.

�imdi, R4 de, Rotation minimizing çat�y� kullanarak rekti�yan e§rilerin yeni bir

karakterizasyonunu verece§iz.
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Teorem 4.3 R4 de, α herhangi bir e§ri ve {T,N,N1, N2}, γ(s) =
∫
N(s)ds di-

rection e§risi üzerinde Rotation minimizing çat� (RMF) olsun. α, R4 de, rekti�yan

e§ridir gerek ve yeter ³art Ak1+Bk2 = (s+b)k1, A,B ∈ R, k1, k2 ve k1, Rotation

minimizing e§riliklerdir.

�spat. (⇒) α=α(s), R4 de rekti�yan e§ri olsun. Bu durumda,

α(s) = λ1T + λ2N1 + λ3N2,

yaz�l�r. Her iki taraf�n türevi al�n�rsa,

T = α′ = λ′1T + λ1T
′ + λ′2N1 + λ2N

′
1 + λ′3N2 + λ3N

′
2, (4.3)

elde edilir. T ′ = k1N , N ′1 = −k1N ve N ′2 = −k2N ifadeleri, Denklem (4.3) de

yerine konulur ve gerekli i³lemler yap�l�rsa,

λ′1 = 1, λ′2 = 0, λ′3 = 0,

ve

λ1k1 − λ2k1 − λ3k2 = 0,

bulunur. Sonuç olarak, λ′1 = 1, λ′2 = 0 ve λ′3 = 0 oldu§undan dolay�, λ1 = s+ b,

λ2 = A ve λ3 = B, A,B ∈ R. Bu yüzden, Ak1 +Bk2 = (s+ b)k1 elde edilir.

(⇐) Ak1 + Bk2 = (s + b)k1, A,B ∈ R ve k1, k2 ve k1 Rotation minimizing

e§rilikler olsun.

d

ds
(α(s)− (s+ b)T − AN1 −BN2) = 0,

oldu§undan, bu durumda R4 de α(s) = (s + b)T + AN1 + BN2 + ~C rekti�yan

e§ridir. Böylece, ispat tamamlanm�³t�r.

Küresel e§rinin karakterizasyonunda oldu§u gibi Rekti�yan e§rinin ba³ka bir ka-

rakterizasyonunu da a³a§�daki teorem ile verece§iz.

Teorem 4.4 R4 de, k1, k2 ve k3 e§riliklerine sahip, s yay parametresi ile para-

metrelendirilmi³ C4 s�n�f�ndan α = α(s), s ∈ [0, L] e§risi, rekti�yan bir e§ridir

gerek ve yeter ³art,

(A cos

∫ s

0

k3ds+B sin

∫ s

0

k3ds) = (s+ b)
k1
k2
, (4.4)

A,B sabittir.
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�spat. R4 de, k1, k2 ve k3 e§riliklerine sahip, α = α(s) e§risi rekti�yan bir e§ri

olsun. Bu durumda, Teorem (4.3) sa§lan�r. Böylece, Ak1 + Bk2 = (s + b)k1,

A,B ∈ R elde edilir. Ayr�ca, k1 = k2 cos θ(s), k2 = k2 sin θ(s) ve θ(s) =
∫
k3(s)ds

oldu§undan dolay�,

(A cos

∫ s

0

k3ds+B sin

∫ s

0

k3ds) = (s+ b)
k1
k2
,

dir ve A,B sabittir.

Tam tersine,

(A cos

∫ s

0

k3ds+B sin

∫ s

0

k3ds) = (s+ b)
k1
k2
,

A,B sabit olsun.
∫ s
0
k3ds = θ oldu§undan, bu takdirde,

(A cos θ +B sin θ) = (s+ b)
k1
k2
,

elde edilir. Gerekli i³lemler yap�l�rsa,

(Ak2 cos θ +Bk2 sin θ) = (s+ b)k1,

bulunur. k1 = k2 cos θ(s) ve k2 = k2 sin θ(s) oldu§undan, Teorem (4.3) elde edilir.

Yani, Ak1+Bk2 = (s+b)k1, A,B ∈ R dir. Ayr�ca, k1 = k2 cos θ(s), k2 = k2 sin θ(s)

ve θ(s) =
∫
k3(s)ds dir. Bu teorem, bu e§rinin rekti�yan e§ri oldu§unu gösterir.

Sonuç 4.1 E§er k3 = 0 ise, bu durumda θ = 0 d�r. k1 = k2 cos θ(s) ve k2 =

k2 sin θ(s) oldu§undan dolay�, k1 = k2 ve k2 = 0 bulunur. Böylece, Ak2 =

(s+ b)k1 dir. Buna ek olarak, Ak2 = (s+ b)k1 oldu§undan dolay�,

k2
k1

=
1

A
(s+ b),

elde edilir. Bu durumda, verilen e§ri R3 de rekti�yan e§ridir (Chen'in sonucundan

dolay� (Chen 2003)).

Teorem 4.5 R4 de, k1, k2 ve k3 e§riliklerine sahip, α = α(s) ve R3 de, τ = k3

torsiyonuna ve κ =
k2

k1(s+ b)
e§rili§ine sahip, β = β(s) herhangi iki e§ri olsun.

Böylece, R4 de, α = α(s) e§risi rekti�yan bir e§ridir gerek ve yeter ³art R3 de,

β = β(s) e§risi küresel bir e§ridir.
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�spat. R4 de, α = α(s) rekti�yan bir e§ri olsun. Bu durumda, Teorem (4.4) e

göre,

(A cos

∫ s

0

k3ds+B sin

∫ s

0

k3ds) = (s+ b)
k1
k2
,

yaz�labilir. τ = k3 ve κ =
k2

k1(s+ b)
oldu§undan,

A cos

∫ s

0

τds+B sin

∫ s

0

τds = κ−1,

dir. Teorem (2.6) dan dolay�, β(s) küresel bir e§ridir.

Tam tersine, R3 de, τ = k3 torsiyonuna ve κ =
k2

k1(s+ b)
e§rili§ine sahip β(s)

küresel bir e§ri olsun. Bu durumda,

(A cos

∫ s

0

τds+B sin

∫ s

0

τds) = κ−1(s), (4.5)

dir. τ = k3 torsiyonu ve κ =
k2

k1(s+ b)
e§rili§i Denklem(4.5) de yerine yaz�l�r ve

gerekli i³lemler yap�l�rsa,

(A cos

∫ s

0

k3ds+B sin

∫ s

0

k3ds) = (s+ b)
k1
k2
,

elde edilir. Ayr�ca, dikkat edilirse, bu sonucun Teorem (4.4) ü verdi§i görülür.

Sonuç olarak, α = α(s) e§risi rekti�yan bir e§ridir.

4.2 Kuaterniyonik Rekti�yan E§riler ve Rotation Minimizing Çat�

�imdi, birim kuaterniyonik e§riyi kullanarak Rotation minimizing çat�y� elde ede-

ce§iz. Ard�ndan da rekti�yan e§riler üzerinde bu çat�y� uygulayaca§�z.

4.2.1 Rotation Minimizing Çat�n�n Bir Karakterizasyonu

R4 de, α=α(s) birim h�zl� kuaterniyonik e§ri olsun. Denklem (2.12) bu e§rinin

Frenet çat�s�d�r. N2 ve N3, Sp{N2, N3} düzleminde döndürülürse, M1(s)

M2(s)

 =

 cos θ(s) − sin θ(s)

sin θ(s) cos θ(s)

 N2(s)

N3(s)

 ,
θ(s) =

∫
(r − K)(s)ds. M ′

1, M
′
2 türevleri hesapland�§�nda, M ′

1 = −k cos θ(s)N

ve M ′
2 = −k sin θ(s)N elde edilir. Ayr�ca, k̃1 = k cos θ(s) ve k̃2 = k sin θ(s) ise,
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M ′
1 = −k̃1N ve M ′

2 = −k̃2N . Buna ek olarak, k̃21 + k̃22 = k2 ve θ(s)=arctan(
k̃2

k̃1
)

d�r.

�imdi yeni çat�n�n denklemlerini a³a§�daki gibi verece§iz.
N ′(s)

M ′
1(s)

M ′
2(s)

T ′(s)

 =


0 k̃1 k̃2 −K

−k̃1 0 0 0

−k̃2 0 0 0

K 0 0 0




N(s)

M1(s)

M2(s)

T (s)

 . (4.6)

Yukar�daki çat� denklemleri gözönüne al�nd�§�nda, {T,M1,M2} türevleri γ′ yö-

nünde (yani γ n�n te§eti yönünde) oldu§undan dolay�, {T,N,M1,M2} çat�s� γ(s) =∫
N(s)ds direction e§risi üzerinde �Rotation Minimizing Çat� (RMF)� ola-

rak adland�r�l�r. k̃1, k̃2 ve K, γ(s) =
∫
N(s)ds e§risinin Rotation minimizing

e§rilikleridir.

A³a§�daki teoremleri verelim.

Teorem 4.6 α : I ⊂ R → Q herhangi bir birim h�zl� kuaterniyonik e§ri ve

{T,N,N2, N3} bu e§rinin Frenet çat�s� olsun. {T,N,M1,M2} çat�s� γ =
∫
N(s)ds

direction e§risi üzerinde Rotation minimizing çat�d�r.

�spat. {T,M1,M2} çat�s�n�n türevleri N normal yönünde oldu§undan dolay�,

bu çat� γ =
∫
N(s)ds direction e§risi üzerinde Rotation minimizing çat�d�r.

Teorem 4.7 γ =
∫
N(s)ds direction e§risi küresel e§ridir gerek ve yeter ³art

λ1k̃1 + λ2k̃2 + λ3K + 1 = 0 d�r. k̃1, k̃2 ve K, Rotation minimizing e§rilikler ve

λ1, λ2 ve λ3 de sabittir.

�spat. γ(s) =
∫
N(s)ds e§risi küresel e§ri olsun. Bu durumda,

γ(s) = λ1M1 + λ2M2 + λ3T,

biçiminde yaz�l�r. Her iki taraf�n türevleri al�n�r ve gerekli i³lemler yap�l�rsa, λ1k̃1+

λ2k̃2 + λ3K + 1 = 0 oldu§u kolayca görülür. λ1, λ2 ve λ3 sabittir. Tam tersine,

λ1k̃1 + λ2k̃2 + λ3K + 1 = 0,

olsun. Burada, k̃1, k̃2 ve K Rotation minimizing e§rilikleridir ve λ1, λ2 ve λ3

sabittir. Bu ko³ul sa§land�§�ndan dolay�, γ(s) =
∫
N(s)ds e§risinin küresel e§ri

oldu§u aç�kt�r (Yung-Chow 1972).

77



4.2.2 Kuaterniyonik Rekti�yan E§riler

Rotation minimizing çat�y� kullanarak kuaterniyonik rekti�yan e§rilerin yeni bir

karakterizasyonunu verece§iz.

Teorem 4.8 R4 de, α herhangi bir kuaterniyonik e§ri ve {T,N,M1,M2}, γ(s) =∫
N(s)ds direction e§risi üzerinde Rotation minimizing çat� (RMF) olsun. α,

kuaterniyonik rekti�yan e§ridir gerek ve yeter ³art Ak̃1 +Bk̃2 = (s+ b)K, A,B ∈

R, k̃1, k̃2 ve K, Rotation minimizing e§riliklerdir.

�spat. R4 de, (⇒) α=α(s), kuaterniyonik rekti�yan e§ri olsun. Bu durumda,

α(s) = λ1T + λ2M1 + λ3M2,

³eklinde yaz�l�r. Her iki taraf�n türevi al�n�rsa,

T = α′ = λ′1T + λ1T
′ + λ′2M1 + λ2M

′
1 + λ′3M2 + λ3M

′
2,

elde edilir. T ′ = KN , M ′
1 = −k̃1N ve N ′2 = −k̃2N e³itlikleri yukar�daki e³itlikte

yerine konulur ve gerekli i³lemler yap�l�rsa,

λ′1 = 1, λ′2 = 0, λ′3 = 0,

ve

λ1K − λ2k̃1 − λ3k̃2 = 0,

bulunur. Sonuç olarak, λ′1 = 1, λ′2 = 0 ve λ′3 = 0 oldu§undan dolay�, λ1 = s+ b,

λ2 = A ve λ3 = B, A,B ∈ R d�r. Bu yüzden, Ak̃1 +Bk̃2 = (s+ b)K elde edilir.

(⇐) Ak̃1+Bk̃2 = (s+b)K, A,B ∈ R ve k̃1, k̃2 veK Rotation minimizing e§rilikler

olsun.

d

ds
(α(s)− (s+ b)T − AM1 −BM2) = 0,

oldu§undan bu durumda, α(s) = (s+ b)T +AM1 +BM2 kuaterniyonik rekti�yan

e§ridir. Böylece, ispat tamamlanm�³t�r.

Küresel e§rinin karakterizasyonunda oldu§u gibi kuaterniyonik rekti�yan e§rinin

ba³ka bir karakterizasyonunu a³a§�daki teorem ile verece§iz.
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Teorem 4.9 R4 de, K, k ve (r − K) e§riliklerine sahip s yay parametresi ile

parametrelendirilmi³ C4 s�n�f�ndan α = α(s), s ∈ [0, L] e§risi, kuaterniyonik

rekti�yan bir e§ridir gerek ve yeter ³art

(A cos

∫ s

0

(r −K)ds+B sin

∫ s

0

(r −K)ds) = (s+ b)
K

k
, (4.7)

A,B sabittir.

�spat. R4 de, K, k ve (r −K) e§riliklerine sahip α = α(s) e§risi kuaterniyonik

rekti�yan bir e§ri olsun. Bu durumda Teorem (4.8) sa§lan�r. Böylece,

Ak̃1 +Bk̃2 = (s+ b)K,A,B ∈ R,

elde edilir. Ayr�ca, k̃1 = k cos θ(s), k̃2 = k sin θ(s) ve θ(s) =
∫

(r − K)(s)ds

oldu§undan dolay�,

(A cos

∫ s

0

(r −K)ds+B sin

∫ s

0

(r −K)ds) = (s+ b)
K

k
,

d�r ve A,B sabittirler.

Aksine,

(A cos

∫ s

0

(r −K)ds+B sin

∫ s

0

(r −K)ds) = (s+ b)
K

k
, (4.8)

A,B sabit olsun.
∫ s
0

(r −K)ds = θ oldu§undan, bu takdirde,

(A cos θ +B sin θ) = (s+ b)
K

k
, (4.9)

elde edilir. Gerekli i³lemler yap�l�rsa,

(Ak cos θ +Bk sin θ) = (s+ b)K, (4.10)

bulunur. k̃1 = k cos θ(s) ve k̃2 = k sin θ(s) oldu§undan, Teorem (4.8) elde edilir.

Yani, Ak̃1 + Bk̃2 = (s + b)K, A,B ∈ R dir. Bu teorem bu e§rinin kuaterniyonik

rekti�yan e§ri oldu§unu gösterir.

Sonuç 4.2 E§er (r −K) = 0 ise, θ = 0 d�r. k̃1 = k cos θ(s) ve k̃2 = k sin θ(s)

oldu§undan dolay�, k̃1 = k ve k̃2 = 0 d�r. Böylece, Ak = (s+ b)K dir. Buna ek

olarak, Ak = (s+ b)K oldu§undan dolay�,

k

K
=

1

A
(s+ b),

elde edilir. Bu durumda, verilen e§ri R3 de rekti�yan e§ridir (Chen'in sonucundan

dolay� (Chen 2003)).
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Teorem 4.10 R4 de, K, k ve (r −K) e§riliklerine sahip α = α(s) herhangi bir

kuaterniyonik e§ri olsun. Ayr�ca, R3 de, τ = (r−K) torsiyonuna ve κ =
k

K(s+ b)
e§rili§ine sahip β = β(s) herhangi bir e§ri olsun. Böylece, R4 de, α = α(s)

kuaterniyonik rekti�yan bir e§ridir gerek ve yeter ³art R3 de, β = β(s) küresel

bir e§ridir.

�spat. R4 de, α = α(s) kuaterniyonik rekti�yan bir e§ri olsun. Bu durumda,

Teorem (4.9) a göre,

(A cos

∫ s

0

(r −K)ds+B sin

∫ s

0

(r −K)ds) = (s+ b)
K

k
,

yaz�labilir. τ = (r −K) ve κ =
k

K(s+ b)
oldu§undan,

A cos

∫ s

0

τds+B sin

∫ s

0

τds = κ−1,

dir. Teorem (2.6) dan dolay�, β(s) küresel bir e§ridir.

Tam tersine, R3 de, τ = (r − K) torsiyonuna ve κ =
k

K(s+ b)
e§rili§ine sahip

β(s) küresel bir e§ri olsun. Bu durumda,

(A cos

∫ s

0

τds+B sin

∫ s

0

τds) = κ−1(s),

d�r. τ = (r − K) torsiyonu ve κ =
k

K(s+ b)
e§rili§i yukar�daki e³itlikte yerine

yaz�l�r ve gerekli i³lemler yap�l�rsa,

(A cos

∫ s

0

(r −K)ds+B sin

∫ s

0

(r −K)ds) = (s+ b)
K

k
,

elde edilir. Ayr�ca, dikkat edilirse, bu sonucun Teorem (4.9) u verdi§i görülür.

Sonuç olarak, α = α(s) e§risi kuaterniyonik rekti�yan bir e§ridir.

Teorem 4.11 R4 de, k̃1, k̃2 ve K s�f�rdan farkl� Rotation minimizing e§rilikle-

rine sahip α=α(s) birim h�zl� kuaterniyonik rekti�yan e§ri olsun. Bu durumda

a³a§�daki ifadeler sa§lan�r.

(i) h(α(s), T ) = (s + b) dir, yani, α=α(s) birim h�zl� kuaterniyonik rekti�yan

e§ri te§etseldir.

(ii) ρ(s) = ‖α(s)‖ uzakl�k fonksiyonu,

h(α(s), α(s)) = ‖α(s)‖2= (s+ b)2 + A2 +B2 = s2 + as+ c,

a, b, c, A,B ∈ R ifadesini sa§lar.
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(iii) h(α(s),M1) = A, h(α(s),M2) = B, A,B ∈ R dir.

�spat. �imdi bu ifadelerin sa§land�§�n� gösterelim.

(i) α(s) = (s + b)T + AM1 + BM2 oldu§undan dolay�, her iki yan�n T te§et

vektörü ile iç çarp�m� al�n�rsa,

h(α(s), T ) = (s+ b)h(T, T ) + Ah(M1, T ) +Bh(M2, T ),

elde edilir. h(T, T ) = 1 ve h(M1, T ) = h(M2, T ) = 0 oldu§undan dolay�,

h(α(s), T ) = (s+b) e³itli§i bulunur. Bu durumda, α=α(s) e§risinin te§etsel

oldu§unu gösterir.

(ii) ρ(s) = ‖α(s)‖ uzakl�k fonksiyonunu elde etmek için, α(s) = (s + b)T +

AM1 +BM2 e³itli§inin her iki yan�n�n α(s) e§risi ile iç çarp�m� al�n�r. Sonuç

olarak,

h(α(s), α(s)) = ‖α(s)‖2= (s+ b)2 + A2 +B2,

b, A,B ∈ R bulunur.

(iii) �spat� yapabilmek için α(s) = (s + b)T + AM1 + BM2 e§risinin s�ras� ile

M1,M2 ile iç çarp�m� al�n�r. M1 ile iç çarp�m�,

h(α(s),M1) = (s+ b)h(T,M1) + Ah(M1,M1) +Bh(M2,M1),

ve h(T,M1) = h(M2,M1) = 0, h(M1,M1) = 1 oldu§undan dolay�,

h(α(s),M1) = A = sabit ve h(α(s),M2) = B = sabit,

tir.

Sonuç 4.3 α(s) = (s+ c)T +AM1 +BM2 kuaterniyonik rekti�yan e§risini ifade

eden denklemdeki A,B katsay�lar�n�n sabit oldu§una dikkat ediniz. Ayr�ca, R4

de, (�larslan ve Ne²ovi¢ 2008) deki çal�³mada al�nan B1, B2 katsay�lar�n�n fonk-

siyon oldu§una ve Rn de, (Cambie vd. 2016) deki çal�³madaki B1, B2, ..., Bn−2

katsay�lar�n�n da fonksiyonlar oldu§una dikkat ediniz.
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4.3 RMF ye göre Aç�l�m Aç�s� ve Aç�l�m Uzunlu§u

Bu bölümde, R4 de, Rotation minimizing çat�ya göre kapal� regle yüzeylerin aç�-

l�m aç�s� ve aç�l�m uzunlu§u incelenecektir. �lk olarak (k+ 1) boyutlu kapal� regle

yüzeyin aç�l�m uzunlu§u ve aç�l�m aç�s�n� hesaplamak için Rotation minimizing

çat�n�n türev formüllerini verece§iz.

R4 de, α = α(s) birim h�zl� regüler bir e§ri olsun.
∫
T (s)ds direction e§risi üze-

rinde, Rotation minimizing çat�n�n türev formülleri a³a§�daki gibidir:


T ′(s)

N ′1(s)

N ′2(s)

N ′3(s)

 =


0 k1 k2 k3

−k1 0 0 0

−k2 0 0 0

−k3 0 0 0




T (s)

N1(s)

N2(s)

N3(s)

 . (4.11)

Burada, k1, k2 ve k3,
∫
T (s)ds direction e§risinin, Rotation minimizing e§rilikle-

ridir.

Uzay�n boyutu gözönüne al�nd�§�nda,
(

4

2

)
= 6 farkl� regle yüzey elde edilir. Ayr�

ayr�, bu alt� regle yüzeyi inceleyece§iz. Daha sonra, bu durumlar� dikkate ald�§�-

m�zda bu durumlar�n iki farkl� gruba ayr�ld�§�n� görece§iz.

Durum 1. R4 de, α = α(s) birim h�zl� regüler bir e§ri ve
∫
T (s)ds direction e§risi

üzerinde, {T,N1, N2, N3} Rotation minimizing çat� olsun.

φ = α(s) + uT + vN1,

kapal� regle yüzeyi verilsin. Bu durumda, bu kapal� regle yüzeyin ortogonal yö-

rüngesi,

β = α(s) + f1(s)T + f2(s)N1, (4.12)

³eklindedir. Burada, f1 ve f2, reel de§erli fonksiyonlard�r. Denklem (4.12) nin her

iki taraf�n�n türevi al�n�rsa,

β′ = (1 + f ′1 − k1f2)T + (f ′2 + k1f1)N1 + k2f1N2 + k3f1N3,
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olarak elde edilir. {T,N1, N2, N3} RMF ye, β yörüngesi dik oldu§undan,

〈β′, T 〉 = 0,

ve

〈β′, N1〉 = 0,

bulunur. Dahas�,

(i) 〈β′, T 〉 = 0 oldu§undan, 1 + f ′1 − k1f2 = 0 ve f ′1 = k1f2 − 1 dir.

(ii) 〈β′, N1〉 = 0 oldu§undan, f ′2 + k1f1 = 0 ve f ′2 = −k1f1 dir.

Buna ek olarak, 
f ′1=k1f2 − 1,

f ′2=−k1f1,

lineer diferensiyel denklem sistemi elde edilir. Bu lineer diferensiyel denklem

sistemi çözülerek, f1(s) ve f2(s) reel de§erli fonksiyonlar� bulunur. E§er

k1(s) =
1

f2(s)
ise, bu durumda f1(s) = c, c ∈ R dir. f2(s) =

1

k1(s)
ve

f1(s) = c, c ∈ R yerine konulursa, (
1

k1(s)
)′ = −ck1(s) olarak elde edilir. So-

nuç olarak, bu lineer diferensiyel denklem sistemi çözümünden,

k1(s) = ±
√

2

√
d+ cs

2d+ 2cs
,

olarak hesaplan�r. Burada, c, d ∈ R dir. Buna ek olarak, bu kapal� regle yüzeyin

aç�l�m uzunlu§u,∮
〈dα,X〉 =

∮
〈T, T 〉ds~T +

∮
〈T,N1〉ds ~N1,

ve

L =

√
(

∮
〈T, T 〉ds)2 + (

∮
〈T,N1〉ds)2 =

∮
ds,

³eklindedir.

�imdi, bu kapal� regle yüzeyin aç�l�m aç�s�n� bulaca§�z.
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

T ve N1 vektörleri sabit vektörler,

N2(s)=cos θN2(t) + sin θN3(t),

N3(s)=− sin θN2(t) + cos θN3(t),

biçiminde tan�mlans�n. N2, RMF vektörünün, s parametresine göre türevi al�n�rsa,

N ′2(s) = −θ′ sin θN2(t) + cos θN ′2(t) + θ′ cos θN3(t) + sin θN ′3(t),

bulunur. N2(t) ve N3(t) vektörleri, t parametresine ba§l� oldu§undan s paramet-

resine göre türevleri s�f�rd�r. Gerekli düzenlemeler yap�l�rsa,

N ′2(s) = θ′(− sin θN2(t) + cos θN3(t)),

ve

N ′2(s) = θ′N3(s),

hesaplan�r. Sonuç olarak, aç�l�m aç�s�,

〈N ′2(s), N3(s)〉 = θ′,

ve

θt =

∫ t+p

t

〈N ′2(s), N3(s)〉ds = 0,

olarak elde edilir.

Durum 2. R4 de, α = α(s) birim h�zl� regüler bir e§ri ve
∫
T (s)ds direction e§risi

üzerinde, {T,N1, N2, N3} Rotation minimizing çat� olsun.

φ = α(s) + uT + vN2,

kapal� regle yüzeyi verilsin. Bu durumda, bu kapal� regle yüzeyin ortogonal yö-

rüngesi,

β = α(s) + f1(s)T + f2(s)N2, (4.13)

³eklindedir. Burada, f1 ve f2, reel de§erli fonksiyonlard�r. Durum 1. de yap�ld�§�

gibi, Denklem (4.13) ün her iki taraf�n�n türevi al�nd�§�nda ve ayr�ca, β yörüngesi

84



ortogonal yörünge oldu§undan,
f ′1=k2f2 − 1,

f ′2=−k2f1,

lineer diferensiyel denklem sistemi elde edilir. Bu lineer diferensiyel denklem sis-

temi çözülerek, f1(s) ve f2(s) reel de§erli fonksiyonlar� bulunur. E§er k2(s) =
1

f2(s)
ise, bu durumda f1(s) = c, c ∈ R dir. f2(s) =

1

k2(s)
ve f1(s) = c, c ∈ R

yerine konulursa, (
1

k2(s)
)′ = −ck2(s) olarak elde edilir. Sonuç olarak, bu lineer

diferensiyel deklem sisteminin çözümünden,

k2(s) = ±
√

2

√
d+ cs

2d+ 2cs
,

olarak hesaplan�r. Burada, c, d ∈ R dir. Buna ek olarak, bu kapal� regle yüzeyin

aç�l�m uzunlu§u,∮
〈dα,X〉 =

∮
〈T, T 〉ds~T +

∮
〈T,N2〉ds ~N2,

ve

L =

√
(

∮
〈T, T 〉ds)2 + (

∮
〈T,N2〉ds)2 =

∮
ds,

³eklindedir. Bu kapal� regle yüzeyin aç�l�m aç�s� ise,

θt =

∫ t+p

t

〈N ′1(s), N3(s)〉ds = 0,

olarak elde edilir.

Durum 3. R4 de, α = α(s) birim h�zl� regüler bir e§ri ve
∫
T (s)ds direction e§risi

üzerinde, {T,N1, N2, N3} Rotation minimizing çat� olsun.

φ = α(s) + uT + vN3,

kapal� regle yüzeyi verilsin. Bu durumda, bu kapal� regle yüzeyin ortogonal yö-

rüngesi,

β = α(s) + f1(s)T + f2(s)N3, (4.14)

³eklindedir. Burada, f1 ve f2, reel de§erli fonksiyonlard�r. Durum 1. de yap�ld�§�

gibi, Denklem (4.14) ün her iki taraf�n�n türevi al�nd�§�nda ve ayr�ca, β yörüngesi
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ortogonal yörünge oldu§undan,
f ′1=k3f2 − 1,

f ′2=−k3f1,

lineer diferensiyel denklem sistemi elde edilir. Bu lineer diferensiyel denklem sis-

temi çözülerek, f1(s) ve f2(s) reel de§erli fonksiyonlar� bulunur. E§er k3(s) =
1

f2(s)
ise, bu durumda f1(s) = c, c ∈ R dir. f2(s) =

1

k3(s)
ve f1(s) = c, c ∈ R

yerine konulursa, (
1

k3(s)
)′ = −ck3(s) olarak elde edilir. Sonuç olarak, bu lineer

diferensiyel denklemin çözümünden,

k3(s) = ±
√

2

√
d+ cs

2d+ 2cs
,

olarak hesaplan�r. Burada, c, d ∈ R dir. Buna ek olarak, bu kapal� regle yüzeyin

aç�l�m uzunlu§u,∮
〈dα,X〉 =

∮
〈T, T 〉ds~T +

∮
〈T,N3〉ds ~N3,

ve

L =

√
(

∮
〈T, T 〉ds)2 + (

∮
〈T,N3〉ds)2 =

∮
ds,

³eklindedir. Bu kapal� regle yüzeyin aç�l�m aç�s�,

θt =

∫ t+p

t

〈N ′1(s), N2(s)〉ds = 0,

olarak elde edilir.

Durum 4. R4 de, α = α(s) birim h�zl� regüler bir e§ri ve
∫
T (s)ds direction e§risi

üzerinde, {T,N1, N2, N3} Rotation minimizing çat� olsun.

φ = α(s) + uN1 + vN2,

kapal� regle yüzeyi verilsin. Bu durumda, bu kapal� regle yüzeyin ortogonal yö-

rüngesi,

β = α(s) + f1(s)N1 + f2(s)N2, (4.15)

³eklindedir. Burada, f1 ve f2, reel de§erli fonksiyonlard�r. Denklem (4.15) in her

iki taraf�n�n türevi al�n�rsa,

β′ = (1− k1f1 − k2f2)T + f ′1N1 + f ′2N2,
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olarak elde edilir. {T,N1, N2, N3} RMF ye, β e§risi dik oldu§undan,

〈β′, N1〉 = 0,

ve

〈β′, N2〉 = 0,

bulunur. Dahas�,

(i) 〈β′, N1〉 = 0 oldu§undan, f ′1 = 0 ve f1 = A, A ∈ R dir.

(ii) 〈β′, N2〉 = 0 oldu§undan, f ′2 = 0 ve f2 = B, B ∈ R dir.

Sonuç olarak, kapal� regle yüzeyin aç�l�m uzunlu§u,∮
〈dα,X〉 =

∮
〈T,N1〉ds ~N1 +

∮
〈T,N2〉ds ~N2,

ve

L =

√
(

∮
〈T,N1〉ds)2 + (

∮
〈T,N2〉ds)2 = 0,

³eklindedir.

�imdi, bu kapal� regle yüzeyin aç�l�m aç�s�n� bulaca§�z.

N1 ve N2 vektörleri sabit vektörler,

T (s)=cos θT (t) + sin θN3(t),

N3(s)=− sin θT (t) + cos θN3(t),

biçiminde tan�mlans�n. T , RMF vektörünün, s parametresine göre türevi al�n�rsa,

T ′(s) = −θ′ sin θT (t) + cos θT ′(t) + θ′ cos θN3(t) + sin θN ′3(t),

bulunur. T (t) ve N3(t) vektörleri, t parametresine ba§l� oldu§undan s paramet-

resine göre türevleri s�f�rd�r. Gerekli düzenlemeler yap�l�rsa,

T ′(s) = θ′(− sin θT (t) + cos θN3(t)),

ve

T ′(s) = θ′N3(s),
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hesaplan�r. Sonuç olarak, bu kapal� regle yüzeyin aç�l�m aç�s�,

〈T ′(s), N3(s)〉 = θ′,

ve

θt =

∫ t+p

t

〈T ′(s), N3(s)〉ds =

∫ t+p

t

k3(s)ds,

olarak elde edilir.

Durum 5. R4 de, α = α(s) birim h�zl� regüler bir e§ri ve
∫
T (s)ds direction e§risi

üzerinde, {T,N1, N2, N3} Rotation minimizing çat� olsun.

φ = α(s) + uN1 + vN3,

kapal� regle yüzeyi verilsin. Bu durumda, bu kapal� regle yüzeyin ortogonal yö-

rüngesi,

β = α(s) + f1(s)N1 + f2(s)N3,

³eklindedir. f1 ve f2, reel de§erli fonksiyonlard�r. Durum 4. de yap�ld�§� gibi

hesaplan�rsa, f1 = A, A ∈ R ve f2 = B, B ∈ R bulunur. Sonuç olarak, kapal�

regle yüzeyin aç�l�m uzunlu§u,∮
〈dα,X〉 =

∮
〈T,N1〉ds ~N1 +

∮
〈T,N3〉ds ~N3,

ve

L =

√
(

∮
〈T,N1〉ds)2 + (

∮
〈T,N3〉ds)2 = 0,

³eklindedir. Bu kapal� regle yüzeyin aç�l�m aç�s�,

θt =

∫ t+p

t

〈T ′(s), N2(s)〉ds =

∫ t+p

t

k2(s)ds,

olarak elde edilir.

Durum 6. R4 de, α = α(s) birim h�zl� regüler bir e§ri ve
∫
T (s)ds direction e§risi

üzerinde, {T,N1, N2, N3} Rotation minimizing çat� olsun.

φ = α(s) + uN2 + vN3,

kapal� regle yüzeyi verilsin. Bu durumda, bu kapal� regle yüzeyin ortogonal yö-

rüngesi,

β = α(s) + f1(s)N2 + f2(s)N3,

88



³eklindedir. Burada, f1 ve f2, reel de§erli fonksiyonlard�r. Durum 4. de yap�ld�§�

gibi hesaplan�rsa, f1 = A, A ∈ R ve f2 = B, B ∈ R bulunur. Sonuç olarak,

kapal� regle yüzeyin aç�l�m uzunlu§u,∮
〈dα,X〉 =

∮
〈T,N2〉ds ~N2 +

∮
〈T,N3〉ds ~N3,

ve

L =

√
(

∮
〈T,N2〉ds)2 + (

∮
〈T,N3〉ds)2 = 0,

³eklindedir. Bu kapal� regle yüzeyin aç�l�m aç�s�,

θt =

∫ t+p

t

〈T ′(s), N1(s)〉ds =

∫ t+p

t

k1(s)ds,

olarak elde edilir.

Örnek 4.1 R4 de,

α(s) = (sin
s√
2
, cos

s√
2
,

1√
2

sin s,
1√
2

cos s),

e§risi verilsin. �imdi, bu e§rinin {T,N1, N2, N3} Rotation minimizing çat� vektör-

lerini bulal�m ve ayr�ca, bu e§riden Φ(s, u, v) regle yüzeyini elde edelim.

T = (
1√
2

cos
s√
2
,− 1√

2
sin

s√
2
,

1√
2

cos s,− 1√
2

sin s),

N1 = (− 1√
3

sin
s√
2
,− 1√

3
cos

s√
2
,− 2√

6
sin s,− 2√

6
cos s),

N2 = (−5
√

6

18
cos

s√
2

cos
(2
√

6− 6)s

9
− 2
√

2

3
sin

s√
2

sin
(2
√

6− 6)s

9
,

5
√

6

18
sin

s√
2

cos
(2
√

6− 6)s

9
− 2
√

2

3
cos

s√
2

sin
(2
√

6− 6)s

9
,

5
√

6

18
cos s cos

(2
√

6− 6)s

9
+

1

3
sin s sin

(2
√

6− 6)s

9
,

−5
√

6

18
sin s cos

(2
√

6− 6)s

9
+

1

3
cos s sin

(2
√

6− 6)s

9
),
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N3 = (−5
√

6

18
cos

s√
2

sin
(2
√

6− 6)s

9
+

2
√

2

3
sin

s√
2

cos
(2
√

6− 6)s

9
,

5
√

6

18
sin

s√
2

sin
(2
√

6− 6)s

9
+

2
√

2

3
cos

s√
2

cos
(2
√

6− 6)s

9
,

5
√

6

18
cos s sin

(2
√

6− 6)s

9
− 1

3
sin s cos

(2
√

6− 6)s

9
,

−5
√

6

18
sin s sin

(2
√

6− 6)s

9
− 1

3
cos s cos

(2
√

6− 6)s

9
),

�imdi, Φ(s, u, v) = α(s) + uN1 + vN2 kapal� regle yüzeyini ve bu kapal� regle

yüzeyin ortogonal yörüngesi β(s) = α(s) + AN1 +BN2, A,B ∈ R yi bulal�m.

Φ(s, u, v) = α(s) + uN1 + vN2 = (sin
s√
2

+ u(− 1√
3

sin
s√
2

)

+v(−5
√

6

18
cos

s√
2

cos
(2
√

6− 6)s

9
− 2
√

2

3
sin

s√
2

sin
(2
√

6− 6)s

9
),

cos
s√
2

+ u(− 1√
3

cos
s√
2

) + v(
5
√

6

18
sin

s√
2

cos
(2
√

6− 6)s

9
− 2
√

2

3
cos

s√
2

sin
(2
√

6− 6)s

9
),

1√
2

sin s+ u(− 2√
6

sin s) + v(
5
√

6

18
cos s cos

(2
√

6− 6)s

9
+

1

3
sin s sin

(2
√

6− 6)s

9
),

1√
2

cos s+ u(− 2√
6

cos s) + v(−5
√

6

18
sin s cos

(2
√

6− 6)s

9
+

1

3
cos s sin

(2
√

6− 6)s

9
)),

regle yüzeyi ve

β(s) = α(s) + AN1 +BN2 = (sin
s√
2

+ A(− 1√
3

sin
s√
2

)

+B(−5
√

6

18
cos

s√
2

cos
(2
√

6− 6)s

9
− 2
√

2

3
sin

s√
2

sin
(2
√

6− 6)s

9
),

cos
s√
2

+ A(− 1√
3

cos
s√
2

) +B(
5
√

6

18
sin

s√
2

cos
(2
√

6− 6)s

9
− 2
√

2

3
cos

s√
2

sin
(2
√

6− 6)s

9
),
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1√
2

sin s+ A(− 2√
6

sin s) +B(
5
√

6

18
cos s cos

(2
√

6− 6)s

9
+

1

3
sin s sin

(2
√

6− 6)s

9
),

1√
2

cos s+ A(− 2√
6

cos s) +B(−5
√

6

18
sin s cos

(2
√

6− 6)s

9
+

1

3
cos s sin

(2
√

6− 6)s

9
)),

A,B ∈ R ortogonal yörüngesi elde edilir. Dahas�, bu kapal� regle yüzeyin aç�l�m

uzunlu§u,

L =

√
(

∮
〈T,N1〉ds)2 + (

∮
〈T,N2〉ds)2 = 0,

ve k3 =
(2
√

6− 6)

9
oldu§undan bu kapal� regle yüzeyin aç�l�m aç�s�,

θt =

∫ t+p

t

〈T ′(s), N3(s)〉ds =

∫ t+p

t

k3(s)ds =

∫ t+p

t

(2
√

6− 6)

9
ds =

(2
√

6− 6)

9
p,

bulunur. Ayr�ca, Φ(s, u, v) kapal� regle yüzeyi ve bu kapal� regle yüzeyin ortogonal

yörüngesi β(s), �ekil (4.1), �ekil (4.2) ve �ekil (4.3) de verilmi³tir.

�ekil 4.1 Φ(s, u, v) kapal� regle yüzeyi üzerinde β(s) ortogonal yörüngesi,

{ s,−π, 2π}, { v,−π, 2π}, u = 3, A = 3 ve B = 1.
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�ekil 4.2 Φ(s, u, v) kapal� regle yüzeyi üzerinde β(s) ortogonal yörüngesi,

{ s,−π, 4π}, { v,−π, 4π}, u = 30, A = 30 ve B = 10.

�ekil 4.3 Φ(s, u, v) kapal� regle yüzeyi üzerinde β(s) ortogonal yörüngesi,

{ s,−π, 4π}, { u,−π, 4π}, v = 10, A = 3 ve B = 10.
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4.4 Rekti�yan Tipli E§riler ve Rotation Minimizing Çat�

R4 de, {X1, X2, X3, X4} çat�s�, α(s) e§risi üzerinde Frenet tipli çat� olsun. Bu

durumda, Frenet tipli çat�n�n türev formülleri a³a§�daki gibidir:
X ′1(s)

X ′2(s)

X ′3(s)

X ′4(s)

 =


0 k1 0 0

−k1 0 k2 0

0 −k2 0 k3

0 0 −k3 0




X1(s)

X2(s)

X3(s)

X4(s)

 , (4.16)

burada, k1, k2 ve k3, α(s) e§risinin asli e§rilikleridir.

Kabul edelim ki R4 de, α = α(s) birim h�zl� regüler e§ri olsun. Bu durumda,

Denklem (4.16) bu e§rinin Frenet tipli çat�s�d�r. E§er X3 ve X4 çat� vektörleri

Sp{X3, X4} düzleminde döndürülürse, bu takdirde ξ3(s)

ξ4(s)

 =

 cos θ(s) − sin θ(s)

sin θ(s) cos θ(s)

 X3(s)

X4(s)

 ,
elde edilir. Burada, θ(s) =

∫
k3(s)ds dir. ξ3 ve ξ4 çat� vektörlerinin türevleri

hesaplan�rsa, ξ′3 = −k2 cos θ(s)X2 ve ξ′4 = −k2 sin θ(s)X2 bulunur. Ayr�ca, e§er

k1 = k2 cos θ(s), k2 = k2 sin θ(s) ve k3 = −k1 ise, bu durumda ξ′3 = −k1X2 ve

ξ′4 = −k2X2 olarak elde edilir. Buna ek olarak, k
2

1 + k
2

2 = k22 ve θ(s)=arctan(
k2

k1
)

yaz�labilir.

{ξ1, ξ2, ξ3, ξ4} çat�s�, α =
∫
ξ1ds direction e§risi üzerinde Rotation minimizing

çat�d�r ve bu çat�n�n türev formülleri a³a§�daki gibidir:
ξ′1(s)

ξ′2(s)

ξ′3(s)

ξ′4(s)

 =


0 k1 k2 k3

−k1 0 0 0

−k2 0 0 0

−k3 0 0 0




ξ1(s)

ξ2(s)

ξ3(s)

ξ4(s)

 ,

burada, k1, k2 ve k3,
∫
ξ1ds direction e§risinin Rotation minimizing e§rilikleridir.

Tan�m 4.1 {ξ1, ξ2, ξ3, ξ4} çat�s�, α =
∫
ξ1ds direction e§risi üzerinde, Rotation

minimizing çat� (yani Frenet tipli çat�) olsun. f(s), g(s) ve h(s) de diferensiyelle-

nebilir fonksiyonlar olmak üzere, rekti�yan tipli e§ri,

ϕ = f(s)ξ2(s) + g(s)ξ3(s) + h(s)ξ4(s),
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a³a§�daki gibi s�n��and�r�labilir:

(i) E§er g(s) = a1 = sabit ve h(s) = a2 = sabit ise,

ϕ1 = f(s)ξ2(s) + a1ξ3(s) + a2ξ4(s), a1, a2 ∈ R,

e§risine 1.tip rekti�yan tipli e§ri denir.

(ii) E§er f(s) = b1 = sabit ve h(s) = b2 = sabit ise,

ϕ2 = b1ξ2(s) + g(s)ξ3(s) + b2ξ4(s), b1, b2 ∈ R,

e§risine 2.tip rekti�yan tipli e§ri denir.

(iii) E§er f(s) = c1 = sabit ve g(s) = c2 = sabit ise,

ϕ3 = c1ξ2(s) + c2ξ3(s) + h(s)ξ4(s), c1, c2 ∈ R,

e§risine 3.tip rekti�yan tipli e§ri denir.

Teorem 4.12 {ξ1, ξ2, ξ3, ξ4} çat�s�, α =
∫
ξ1ds direction e§risi üzerinde, Rota-

tion minimizing çat� (yani Frenet tipli çat�) ve f(s), diferensiyellenebilir fonksiyon

olmak üzere,

ϕ1 = f(s)ξ2(s) + a1ξ3(s) + a2ξ4(s), a1, a2 ∈ R,

1.tip rekti�yan tipli e§ri olsun. E§er ϕ′1 rekti�yan tipli e§ri ise, bu durumda,

a³a§�daki maddeler sa§lan�r:

(i)

ϕ1 = −(
a1k2 + a2k3

k1
)ξ2 + a1ξ3 + a2ξ4, a1, a2 ∈ R,

e§risi rekti�yan e§ridir.

(ii) E§er

f(s) = −(
a1k2 + a2k3

k1
) = s+ b, a1, a2 ve b ∈ R,

ise, bu durumda, ϕ1 =
∫
ξ2ds e§risi rekti�yan e§ridir.
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(iii) E§er

f(s) = −(
a1k2 + a2k3

k1
) = c3 = sabit, a1, a2, c3 ∈ R,

ise, bu durumda, ϕ1(s) = ~U = c3ξ2 + a1ξ3 + a2ξ4, sabit vektördür. Dahas�,∫
ξ2ds,

∫
ξ3ds ve

∫
ξ4ds direction e§rileri eksenleri ~U olan helislerdir.

(�v) E§er

f(s) = −(
a1k2 + a2k3

k1
) = tan s,

ve a21 + a22 = 1 ise, bu durumda

ϕ1(s) = sec sY (s),

ve Y (s) ∈ S3 dir. Böylece, ϕ1, 1.tip rekti�yan tipli e§risi, küresel e§riden

elde edilir (yani, Y (s) küresel e§risinden). Bu durum, Chen'in ko³ullar�yla

tutarl�d�r (Chen 2003, Chen ve Dillen 2005, Chen 2017, Chen 2016).

�spat.

(i) ϕ′1 = f ′(s)ξ2(s)+(−f(s)k1−a1k2−a2k3)ξ1 oldu§undan, ϕ′1 e§risi rekti�yan

tipli e§ridir ancak ve ancak

−f(s)k1 − a1k2 − a2k3 = 0,

ve

f = −(
a1k2 + a2k3

k1
),

dir. Böylece,

ϕ1 = −(
a1k2 + a2k3

k1
)ξ2 + a1ξ3 + a2ξ4, a1, a2 ∈ R,

için (yani, ϕ1 e§risi için), te§et ve normal vektörleri s�ras�yla Tϕ1
= ξ2 ve

Nϕ1
= ξ1 dir. ϕ1 e§risi ve ξ1 vektörünün iç çarp�m� 〈ϕ1, ξ1〉 = 0 ( ya da ϕ1

e§risi ve Nϕ1
normal vektörünün iç çarp�m� 〈ϕ1, Nϕ1

〉 = 0) oldu§undan, ϕ1,

1.tip rekti�yan tipli e§risi, rekti�yan e§ridir.
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(ii)

f(s) = −(
a1k2 + a2k3

k1
) = s+ b, a1, a2 ve b ∈ R,

için,

ϕ1 = (s+ b)ξ2 + a1ξ3 + a2ξ4, a1, a2, b ∈ R,

olarak elde edilir. Böylece, ϕ1 rekti�yan e§risi ile
∫
ξ2ds direction e§risi

çak�³�r.

(iii)

f(s) = −(
a1k2 + a2k3

k1
) = c3 = sabit, a1, a2, c3 ∈ R,

için, ~U = c3ξ2 + a1ξ3 + a2ξ4 sabit vektörü elde edilir.

−c3k1 − a1k2 − a2k3 = 0,

oldu§undan,

d~U

ds
= (−c3k1 − a1k2 − a2k3)ξ1 = 0,

bulunur. Dahas�,
∫
ξ2ds,

∫
ξ3ds ve

∫
ξ4ds direction e§rilerinin te§et vek-

törleri ~U ekseni ile sabit aç� yapar. Bu durumda,
∫
ξ2ds,

∫
ξ3ds ve

∫
ξ4ds

direction e§rileri eksenleri ~U olan helislerdir.

(�v)

f(s) = −(
a1k2 + a2k3

k1
) = tan s,

ve a21 + a22 = 1,

ϕ1(s) = tan sξ2 + a1ξ3 + a2ξ4 =

1

cos s
(sin sξ2 + a1 cos sξ3 + a2 cos ξ4) = sec sY (s),

ve Y (s) ∈ S3 dir.
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Önerme 4.1 (Bishop 1975) de, e§er a1k1 +a2k2 +a3k3 +1 = 0, a1, a2 ve a3 ∈ R

ise, bu durumda
∫
ξ1ds direction e§risi küresel e§ridir denilmi³tir. Hakikaten, e§er∫

ξ1ds direction e§risi küresel bir e§ri ise, bu durumda
∫
ξ1ds direction e§risi,∫

ξ1ds = a1ξ2 + a2ξ3 + a3ξ4, a1, a2 ve a3 ∈ R,

³eklinde yaz�labilir. Bu e³itli§in her iki taraf�n�n türevi al�n�rsa, bu durumda,

ξ1 = (−a1k1 − a2k2 − a3k3)ξ1,

olarak elde edilir. Böylece, a1k1+a2k2+a3k3+1 = 0, a1, a2, a3 ∈ R e³itli§i bulunur.

Ayr�ca, ‖
∫
ξ1ds‖2= r2 = a21 + a22 + a23 dir. Burada, r, kürenin yar�çap�d�r.

Uyar� 4.1 2.tip rekti�yan tipli e§riler için,

g = −(
b1k1 + b2k3

k2
),

ve 3.tip rekti�yan tipli e§riler için,

h = −(
c1k1 + c2k2

k3
),

olarak elde edilir. Teorem (4.12) de, 1.tip rekti�yan tipli e§riler için verilen so-

nuçlar rekti�yan tipli e§rilerin di§er tipleri içinde kolayca verilebilir.

4.5 Rotation Minimizing Çat� ve Helisler

R4 de, α : I ⊂ R → R4 herhangi bir birim h�zl� e§ri ve {T,N, V3, V4}, α birim

h�zl� e§risi boyunca Frenet çat�s� olsun. Bu durumda, Frenet-Serret formülleri

a³a§�daki gibi verilir:
T ′(s)

N ′(s)

V ′3(s)

V ′4(s)

 =


0 k1 0 0

−k1 0 k2 0

0 −k2 0 k3

0 0 −k3 0




T (s)

N(s)

V3(s)

V4(s)

 , (4.17)

Burada, 〈T, T 〉 = 〈N,N〉 = 〈V3, V3〉 = 〈V4, V4〉 = 1, 〈T,N〉 = 〈T, V3〉 = 〈T, V4〉 =

〈V3, V4〉 = 0 ve k1, k2 ve k3, α n�n asli e§rilikleridir. Ayr�ca, k1(s) = 〈T ′(s), N〉,

k2(s) = −〈V ′3(s), N〉 ve k3(s) = −〈V ′4(s), V3〉 dir (Do Carmo 1976).
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R4 de, α : I ⊂ R → R4 herhangi bir birim h�zl� e§ri ve Denklem (4.17) de, bu

e§rinin Frenet çat�s� olsun. V3 ve V4, Sp{V3, V4} düzleminde döndürülürse, N1(s)

N2(s)

 =

 cos θ(s) − sin θ(s)

sin θ(s) cos θ(s)

 V3(s)

V4(s)

 ,
elde edilir. Burada, θ(s) =

∫
k3(s)ds dir. N ′1 ve N ′2 türevleri hesaplan�rsa, N ′1 =

−k2 cos θ(s)N ve N ′2 = −k2 sin θ(s)N bulunur. Ayr�ca, k1 = k2 cos θ(s) ve k2 =

k2 sin θ(s), N ′1 = −k1N ve N ′2 = −k2N olarak elde edilir. Buna ek olarak,

k
2

1 + k
2

2 = k22 ve θ(s)=arctan(
k2

k1
) dir.

∫
N(s)ds direction e§risi boyunca, Rotation minimizing çat� formülleri a³a§�daki

gibidir: 
N ′(s)

N ′1(s)

N ′2(s)

T ′(s)

 =


0 k1 k2 −k1
−k1 0 0 0

−k2 0 0 0

k1 0 0 0




N(s)

N1(s)

N2(s)

T (s)

 , (4.18)

Burada, k1, k2 ve k1,
∫
N(s)ds direction e§risinin, Rotation minimizing e§rilikle-

ridir.

�imdi, a³a§�daki teoremleri verebiliriz.

Teorem 4.13 R4 de, k1, k2 ve k3 s�f�rdan farkl� Frenet e§riliklerine ve k1, k2 ve

k1 s�f�rdan farkl� Rotation minimizing e§riliklerine sahip α : I ⊂ R→ R4 herhangi

bir birim h�zl� e§ri olsun. Bu durumda,
−→
U = λ1T + λ2N1 + λ3N2 eksenine sahip

α e§risi genel helisdir ancak ve ancak

λ1
k1
k2

= λ2 cos θ + λ3 sin θ,

veya

λ1k1 = λ2k1 + λ3k2,

e³itlikleri sa§lan�r. Burada, λ1, λ2 ve λ3 sabittir.

�spat. R4 de, α(s), ekseni sabit birim vektör
−→
U olan genel helis olsun. Bu du-

rumda, α(s) e§risi boyunca,

〈T, U〉 = sabit,
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yaz�labilir. E§er bu e³itli§in her iki yan�n�n s ye göre türevi al�n�r ve Denklem

(4.18) deki Rotation minimizing formülleri yerine konulursa,

0 =
d

ds
(〈T, U〉) = 〈T ′, U〉+ 〈T, U ′〉 = 〈T ′, U〉 = k1〈N,U〉,

elde edilir. Ayr�ca,
−→
U birim vektörü a³a§�daki gibi yaz�labilir:

−→
U = λ1(s)T (s) + λ2(s)N1(s) + λ3(s)N2(s),

ve burada,

〈U, T 〉 = λ1(s) = sabit, 〈U,N1〉 = λ2(s), 〈U,N2〉 = λ3(s),

dir.
−→
U birim vektörünün türevi,

U ′ = λ′1T + λ1T
′ + λ′2N1 + λ2N

′
1 + λ′3N2 + λ3N

′
2,

olarak hesaplan�r. Burada, U vektörü sabit vektör oldu§undan, U ′ = 0 d�r. Bu

türevde, T ′ = k1N , N ′1 = −k1N ve N ′2 = −k2N yerine konulur ve gerekli i³lemler

yap�l�sa,

λ1k1 = λ2k1 + λ3k2,

oldu§u kolayca görülür ve burada, λ2 =sabit, λ3 = sabittir.

Tersine, λ1k1 = λ2k1+λ3k2, λ1, λ2 ve λ3 sabit olsun. Bu durumda, 〈T, U〉 = sabit

e³itli§ini sa§layan
−→
U sabit birim vektörünü her zaman bulabiliriz.

U = λ1T (s) + λ2N1(s) + λ3N2(s),

³eklinde ifade edilen birim vektörü gözönüne alaca§�z.
−→
U birim vektörünün tü-

revini hesaplay�p, bu türevde, T ′ = k1N , N ′1 = −k1N ve N ′2 = −k2N yerine

konulursa,

U ′ = (λ1k1 − λ2k1 − λ3k2)N,

oldu§u görülür. λ1k1 = λ2k1 + λ3k2 oldu§undan, U ′ = 0 bulunur. Bu durum ise,
−→
U vektörünün sabit vektör oldu§unu gösterir. Sonuç olarak, R4 de, α(s) e§risi

genel helisdir.

A³a§�daki sonucu kolayca görebiliriz.

99



Sonuç 4.4 (Deshmukh vd. 2017) deki, Önerme(5.1), Teorem (4.13) ün özel

halidir. Gerçekten, Teorem (4.13) deki,

λ1
k1
k2

= λ2 cos θ + λ3 sin θ,

e³itli§inde, λ1 = 1, λ2 = 0 ve λ3 = a, a ∈ R al�n�rsa, (Deshmukh vd. 2017) deki

Önerme(5.1) elde edilir.

Sonuç 4.5 E§er r − K = k3 al�n�rsa, (Yoon 2012) deki, Teorem (3.3) elde

edilir.
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5. Rn ÖKL�D UZAYINDA ÇATI HAREKETLER�

5.1 Rekti�yan E§riler ve Rotation Minimizing Çat�

5.1.1 Rotation Minimizing Çat�

Denklem (4.2) de elde etti§imiz çat�y� a³a§�daki gibi genelle³tirece§iz.

N ′(s)

N ′1(s)

N ′2(s)

...

N ′n−2(s)

T ′(s)


=



0 k1 ... kn−2 −k1
−k1 0 ... 0 0

−k2 0 ... 0 0

... ... ... ... ....

−kn−2 0 ... 0 0

k1 0 ... 0 0





N(s)

N1(s)

N2(s)

...

Nn−2(s)

T (s)


. (5.1)

Bu genelle³tirdi§imiz çat�, γ(s) =
∫
N(s)ds e§risi üzerinde Rotation minimizing

çat� (RMF) d�r. k1, k2, ..., kn−2 ve k1, Rotation minimizing e§riliklerdir.

Teorem 5.1 γ =
∫
N(s)ds direction e§risi küresel e§ridir gerek ve yeter ³art

λ1k1 +λ2k2 + ...+λn−2kn−2 +λn−1k1 +1 = 0 d�r. k1, k2, ..., kn−2 ve k1, Rotation

minimizing e§riliklerdir ve λ1, λ2, ..., λn−1 sabittir.

�spat. Teorem (4.2) nin ispat�nda yap�ld�§� gibi, ispat� yap�l�r.

5.1.2 Rekti�yan E§riler

Teorem 5.2 Rn de, α herhangi bir e§ri ve γ(s) =
∫
N(s)ds direction e§risi

üzerinde {T,N,N1, N2, ...Nn−2} Rotation minimizing çat� (RMF) olsun. Rn de, α

rekti�yan e§ridir gerek ve yeter ³art,

n−2∑
i=1

µiki = (s+ b)k1,

dir. ki, i = 1, 2, ..., n−1 ve k1 Rotation minimizing e§riliklerdir, µi, i = 1, 2, ..., n

sabitlerdir.

�spat. (⇒) Rn de, α=α(s) rekti�yan bir e§ri olsun. Bu durumda,

α(s) = λ1T + µ1N1 + µ2N2 + ....+ µn−2Nn−2,
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dir. Her iki taraf�n türevi al�n�r ve Denklem (5.1) den, T ′ = k1N , N ′1 = −k1N ,

N ′2 = −k2N ,..., N ′n−2 = −kn−2N e³itlikleri yerine konulursa,

T = α′ = λ′1T + (λ1k1 − µ1k1 − µ2k2 − ...− µn−2kn−2)N

+µ′1N1 + µ′2N2 + ...+ µ′n−2Nn−2,

elde edilir. Ayr�ca, yukar�daki e³itlikte gerekli i³lemler yap�l�rsa,

λ′1 = 1, µ′1 = 0, µ′2 = 0, ..., µ′n−2 = 0,

ve

λ1k1 − µ1k1 − µ2k2 − ...− µn−2kn−2 = 0,

bulunur. Sonuç olarak, λ′1 = 1 ve µ′1 = 0, µ′2 = 0, ..., µ′n−2 = 0 oldu§undan dolay�,

λ1 = s+ b, µ1, µ2, ..., µn−2 ∈ R dir. Böylece,

µ1k1 + µ2k2 + ...+ µn−2kn−2 = (s+ b)k1,

bulunur.

(⇐)

µ1k1 + µ2k2 + ...+ µn−2kn−2 = (s+ b)k1,

µ1, µ2, ..., µn−2 ∈ R ve ki, i = 1, 2, ..., n− 1, k1 Rotation minimizing e§rilikler

olsun.

d

ds
(α(s)− (s+ b)T − µ1N1 − µ2N2 − ...− µn−2Nn−2) = 0,

oldu§undan dolay�, Rn de, α(s) = (s+ b)T + µ1N1 + µ2N2 − ...+ µn−2Nn−2 + ~C

rekti�yan bir e§ridir. Böylece, ispat tamamlanm�³t�r.

Teorem 5.3 Rn de, ki, i = 1, 2, ..., n− 1 ve k1, s�f�rdan farkl� Rotation minimi-

zing e§riliklerine sahip α=α(s) birim h�zl� bir rekti�yan e§ri olsun. Bu durumda

a³a§�daki ifadeler sa§lan�r.

(i) 〈α(s), T 〉 = s+ b dir, yani, α=α(s) e§risi te§etseldir.
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(ii) ρ(s) = ‖α(s)‖ uzakl�k fonksiyonu,

‖α(s)‖2= (s+ b)2 +
n−2∑
i=1

µ2
i = s2 + as+ c,

a, b, c, µ1, µ2, ..., µn−2 ∈ R ifadesini sa§lar.

(iii) 〈α(s), Ni〉 = µi, i = 1, 2, ..., n− 2, µi ∈ R dir.

�spat.

(i) α(s) = λ1T + µ1N1 + µ2N2 + .... + µn−2Nn−2 oldu§undan dolay�, her iki

yan�n T te§et vektörü ile iç çarp�m� al�n�rsa,

〈α(s), T 〉 = (s+ b)〈T, T 〉+ µ1〈N1, T 〉+ µ2〈N2, T 〉+ ...+ µn−2〈Nn−2, T 〉,

elde edilir. 〈T, T 〉 = 1 ve 〈N1, T 〉 = 〈N2, T 〉 = ... = 〈Nn−2, T 〉 = 0

oldu§undan dolay�, 〈α(s), T 〉 = (s+b) e³itli§i bulunur. Bu durumda, α=α(s)

e§risinin te§etsel oldu§unu gösterir.

(ii) ρ(s) = ‖α(s)‖ uzakl�k fonksiyonunu elde etmek için, α(s) = λ1T + µ1N1 +

µ2N2 + .... + µn−2Nn−2 e³itli§inin her iki yan�n�n α(s) e§risi ile iç çarp�m�

al�n�r. Sonuç olarak,

〈α(s), α(s)〉 = ‖α(s)‖2= (s+ b)2 +
n−2∑
i=1

µ2
i ,

b, µ1, µ2, ..., µn−2 ∈ R bulunur.

(iii) �spat� yapabilmek için α(s) = λ1T +µ1N1 +µ2N2 + ....+µn−2Nn−2 e§risinin

s�ras� ile N1, N2, ...Nn−2 ile iç çarp�m� al�n�r. N1 ile iç çarp�m�,

〈α(s), N1〉 = (s+ b)〈T,N1〉+ µ1〈N1, N1〉+ µ2〈N2, N1〉+ ...+ µn−2〈Nn−2, N1〉,

ve 〈T,N1〉 = 〈N2, N1〉 = ... = 〈Nn−2, N1〉 = 0, 〈N1, N1〉 = 1 oldu§undan

dolay�, 〈α(s), N1〉 = µ1 = sabit elde edilir. Ayr�ca,

〈α(s), N2〉 = µ2 = sabit, ..., 〈α(s), Nn−2〉 = µn−2 = sabit,

tir.

Sonuç 5.1 α(s) = (s+ c)T + µ1N1 + ....+ µn−2Nn−2 için µi katsay�lar� sabittir.

Fakat, R4 de, (�larslan ve Ne²ovi¢ 2008) çal�³mas�ndaki B1, B2 katsay�lar� ve Rn

de, (Cambie vd. 2016) deki, B1, B2, ..., Bn−2 katsay�lar� fonksiyonlard�r.
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5.2 RMF ye göre Aç�l�m Aç�s� ve Aç�l�m Uzunlu§u

Bu bölümde, Rn de, Rotation minimizing çat�ya göre kapal� regle yüzeylerin aç�-

l�m aç�s� ve aç�l�m uzunlu§u hesaplanacakt�r.

Rn de, α = α(s) birim h�zl� regüler bir e§ri olsun.
∫
T (s)ds direction e§risi üze-

rinde, Rotation minimizing çat�n�n türev formülleri a³a§�daki gibi genelle³tirilir:

T ′(s)

N ′1(s)

N ′2(s)

...

N ′n−2(s)

N ′n−1(s)


=



0 k1 k2 ... kn−2 kn−1

−k1 0 0 ... 0 0

−k2 0 0 ... 0 0

... ... ... ... ... ...

−kn−2 0 0 ... 0 0

−kn−1 0 0 ... 0 0





T (s)

N1(s)

N2(s)

...

Nn−2(s)

Nn−1(s)


. (5.2)

Burada, k1, ..., kn−1,
∫
T (s)ds direction e§risinin, Rotation minimizing e§rilikleri-

dir.

�imdi, n-boyutlu Öklid uzay�nda kapal� regle yüzeyin aç�l�m uzunlu§u ve aç�l�m

aç�s�n� hesaplayal�m. Uzay�n boyutu dikkate al�n�rsa,(
n

n− 2

)
=
n(n− 1)

2
,

farkl� regle yüzey elde edilir. n-boyutlu Öklid uzay�nda, ayr� ayr�, bütün regle yü-

zeyleri incelemek mümkün olmad�§�ndan bu durumlar� iki farkl� gruba ay�raca§�z.

Durum 1. Rn de, α = α(s) birim h�zl� regüler bir e§ri ve
∫
T (s)ds direction e§risi

üzerinde, {T,N1, ..., Nn−1} Rotation minimizing çat� olsun.

φ = α(s) + u1T + u2N1 + ...+ un−2Nn−3,

kapal� regle yüzeyi verilsin. Bu durumda, kapal� regle yüzeyin ortogonal yörüngesi,

β = α(s) + f1(s)T + f2(s)N1 + ...+ fn−2(s)Nn−3, (5.3)

³eklindedir. Burada, f1, f2, ...,fn−2, reel de§erli fonksiyonlard�r. Denklem (5.3)

ün her iki taraf�n�n türevi al�nd�§�nda ve ayr�ca, β yörüngesi ortogonal yörünge
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oldu§undan, 

f ′1=k1f2 + ...+ kn−3fn−2 − 1,

f ′2=−k1f1,

f ′3=−k2f1,

...

f ′n−2=−kn−3f1,

lineer diferensiyel denklem sistemi elde edilir. Sonuç olarak, bu kapal� regle yüze-

yin aç�l�m uzunlu§u,∮
〈dα,X〉 =

∮
〈T, T 〉ds~T +

∮
〈T,N1〉ds ~N1 + ...+

∮
〈T,Nn−3〉ds ~Nn−3,

ve

L =

√
(

∮
〈T, T 〉ds)2 + (

∮
〈T,N1〉ds)2 + ...+ (

∮
〈T,Nn−3〉ds)2 =

∮
ds,

elde edilir. Bu kapal� regle yüzeyin aç�l�m aç�s�,

θt =

∫ t+p

t

〈N ′n−2(s), Nn−1(s)〉ds = 0,

olarak elde edilir.

Uyar� 5.1 Dikkat ediniz ki, e§er verilen kapal� regle yüzey T te§et vektör alan�n�

içeriyorsa, aç�l�m uzunlu§u her zaman L =
∮
ds ve aç�l�m aç�s� 0 d�r.

Durum 2. Rn de, α = α(s) birim h�zl� regüler bir e§ri ve
∫
T (s)ds direction

e§risi üzerinde, {T,N1, ..., Nn−1} Rotation minimizing çat� olsun.

φ = α(s) + u1N1 + ...+ un−2Nn−2,

kapal� regle yüzeyi verilsin. Bu durumda, bu kapal� regle yüzeyin ortogonal yö-

rüngesi,

β = α(s) + f1(s)N1 + f2(s)N2 + ...+ fn−2(s)Nn−2, (5.4)

³eklindedir. Burada, f1, f2, ...,fn−2, reel de§erli fonksiyonlard�r. Denklem(5.4) ün
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her iki taraf�n�n türevi al�nd�§�nda ve β yörüngesi ortogonal yörünge oldu§undan,



f ′1=0,

f ′2=0,

f ′3=0,

...

f ′n−2=0,

lineer diferensiyel denklem sistemi elde edilir. Buradan,

f1 = A1, f2 = A2, f3 = A3, ..., fn−2 = An−2, A1, A2, A3, ..., An−2 ∈ R,

oldu§unu lineer diferensiyel denklem sisteminden kolayca görebiliriz. Sonuç ola-

rak, bu kapal� regle yüzeyin aç�l�m uzunlu§u,

∮
〈dα,X〉 =

∮
〈T,N1〉ds ~N1 +

∮
〈T,N2〉ds ~N2 + ...+

∮
〈T,Nn−2〉ds ~Nn−2,

ve

L =

√
(

∮
〈T,N1〉ds)2 + (

∮
〈T,N2〉ds)2 + ...+ (

∮
〈T,Nn−2〉ds)2 = 0,

elde edilir. Bu kapal� regle yüzeyin aç�l�m aç�s�,

θt =

∫ t+p

t

〈T ′(s), Nn−1(s)〉ds = kn−1,

olarak bulunur.

Uyar� 5.2 Dikkat ediniz ki, e§er verilen kapal� regle yüzey T te§et vektör alan�n�

içermiyorsa, aç�l�m uzunlu§u her zaman L = 0 ve aç�l�m aç�s� ki, i : 1, 2, ..., n− 1

dir.
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5.3 Rekti�yan Tipli E§riler ve Rotation Minimizing Çat�

∫
ξ1ds üzerinde, {ξ1, ξ2, ..., ξn} Rotation minimizing çat�s�n�n genelle³tirilmi³ hali

a³a§�daki gibidir:

ξ′1(s)

ξ′2(s)

ξ′3(s)

...

ξ′n−1(s)

ξ′n(s)


=



0 k1 ... kn−2 kn−1

−k1 0 ... 0 0

−k2 0 ... 0 0

... ... ... ... ....

−kn−2 0 ... 0 0

−kn−1 0 ... 0 0





ξ1(s)

ξ2(s)

ξ3(s)

...

ξn−1(s)

ξn(s)


, (5.5)

burada k1, k2, ..., kn−1,
∫
ξ1ds direction e§risinin Rotation minimizing e§rilikleri-

dir.

�imdi, bu n boyutlu Rotation minimizing çat�y� kullanarak rekti�yan tipli e§rileri

genelle³tirece§iz.

Tan�m 5.1 {ξ1, ξ2, ..., ξn} çat�s�, α =
∫
ξ1ds direction e§risi üzerinde, Rotation

minimizing çat� (yani Frenet tipli çat�) ve f1(s), f2(s), ..., fn−1(s), diferensiyelle-

nebilir fonksiyonlar olmak üzere, rekti�yan tipli e§ri,

ψ1 = f1(s)ξ2(s) + f2ξ3(s) + ...+ fn−1ξn(s),

a³a§�daki gibi s�n��and�r�labilir:

(i) E§er f2(s) = a1 = sabit, ..., fn−1(s) = an−2 = sabit ise,

ϕ1 = f1ξ2(s) + a1ξ3(s) + ...+ an−2ξn(s), a1, ..., an−2 ∈ R,

e§risine 1.tip rekti�yan tipli e§ri denir.

(ii) E§er f1(s) = b1 = sabit, f3(s) = b2 = sabit, ..., fn−1(s) = bn−2 = sabit ise,

ϕ2 = b1ξ2(s) + f2ξ3(s) + b2ξ4(s) + ...+ bn−2ξn(s), b1, ..., bn−2 ∈ R,

e§risine 2.tip rekti�yan tipli e§ri denir.

... ... ... ... ... ...
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(iii) E§er f1(s) = c1 = sabit, ..., fn−2(s) = cn−2 = sabit ise,

ϕn = c1ξ2(s) + c2ξ3(s) + ...+ fn−1ξn(s), c1, ..., cn−2 ∈ R,

e§risine (n-1).tip rekti�yan tipli e§ri denir.

Teorem 5.4 {ξ1, ξ2, ..., ξn} çat�s�, α =
∫
ξ1ds direction e§risi üzerinde, Rotation

minimizing çat� (yani Frenet tipli çat�) ve f1(s), diferensiyellenebilir fonksiyon

olmak üzere,

ψ1 = f1(s)ξ2(s) + a1ξ3(s) + ...+ an−2ξn(s), a1, ..., an−2 ∈ R,

1.tip rekti�yan tipli e§ri olsun. E§er ψ′1 rekti�yan tipli e§ri ise, bu durumda,

a³a§�daki maddeler sa§lan�r:

(i)

ψ1 = −(
a1k2 + ...+ an−2kn−1

k1
)ξ2 + a1ξ3 + ...+ an−2ξn, a1, ..., an−2 ∈ R,

e§risi rekti�yan e§ridir.

(ii) E§er

f1 = −(
a1k2 + ...+ an−2kn−1

k1
) = s+ b, a1, ..., an−2 ve b ∈ R,

ise, bu durumda, ψ1 =
∫
ξ2ds e§risi rekti�yan e§ridir.

(iii) E§er

f1 = −(
a1k2 + ...+ an−2kn−1

k1
) = c3 = sabit, c3 ∈ R,

ise, bu durumda, ψ1(s) = ~U = c3ξ2 + a1ξ3 + ... + an−2ξn, sabit vektördür.

Dahas�,
∫
ξ2ds,

∫
ξ3ds,...,

∫
ξnds direction e§rileri eksenleri ~U olan helisler-

dir.

(�v) E§er

f1 = −(
a1k2 + ...+ an−2kn−1

k1
) = tan s,

ve a21 + a22 + ...+ a2n−2 = 1 ise, bu durumda

ψ1(s) = sec sY (s),
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ve Y (s) ∈ Sn−1 dir. Böylece, ψ1, 1.tip rekti�yan tipli e§risi, küresel e§riden

elde edilir (yani, Y (s) küresel e§risinden). Bu durum, Chen'in ko³ullar�yla

tutarl�d�r (Chen 2003, Chen ve Dillen 2005, Chen 2017, Chen 2016).

�spat. �spat, Teorem (4.12) nin ispat�ndaki gibi yap�l�r.

Önerme 5.1 (Bishop 1975, Da Silva 2019) da, e§er

a1k1 + ...+ an−1kn−1 + 1 = 0, a1, ..., an−1 ∈ R,

ise,
∫
ξ1ds direction e§risi küresel e§ridir denilmi³tir. Gerçekten, e§er

∫
ξ1ds di-

rection e§risi küresel bir e§ri ise, bu durumda
∫
ξ1ds direction e§risi,∫

ξ1ds = a1ξ2 + a2ξ3 + ...+ an−1ξn, a1, ..., an−1 ∈ R,

³eklinde yaz�labilir. Bu e³itli§in her iki taraf�n�n türevi al�n�rsa, bu durumda

ξ1 = (−a1k1 − a2k2 − ...− an−1kn−1)ξ1,

elde edilir. Böylece, a1k1+...+an−1kn−1+1 = 0, a1, ..., an−1 ∈ R e³itli§i bulunur.

Ayr�ca, ‖
∫
ξ1ds‖2= r2 = a21 + ...+ a2n−1 dir. Burada, r, kürenin yar�çap�d�r.

Uyar� 5.3 2.tip rekti�yan tipli e§riler için,

f2 = −(
b1k1 + ...+ bn−2kn−1

k2
),

...

ve (n− 1). tip rekti�yan tipli e§riler için,

fn−1 = −(
c1k1 + ...+ cn−2kn−2

kn−1
),

olarak elde edilir. Teorem (4.12) de, 1.tip rekti�yan tipli e§riler için verilen so-

nuçlar rekti�yan tipli e§rilerin di§er tipleri içinde kolayca verilebilir.

5.4 RMF nin Yard�m�yla Özel E§rilerin Karakterizasyonu

5.4.1 Rotation Minimizing Çat� ve Helisler

α : I ⊂ R → Rn herhangi bir birim h�zl� e§ri ve {T,N, V3, ..., Vn}, α birim h�zl�

e§risinin Frenet çat�s� olsun. k1, k2,..., ve kn−1, α e§risinin asli e§rilikleri olsun. α
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e§risi için Frenet denklemleri (Gluck 1966) taraf�ndan a³a§�daki gibi verilir:

T ′(s)

N ′(s)

V ′3(s)

...

V ′n−1(s)

V ′n(s)


=



0 k1 0 0 ... 0 0

−k1 0 k2 0 ... 0 0

0 −k2 0 k3 ... 0 0

... ... ... ... ... ... ...

0 0 0 0 ... 0 kn−1

0 0 0 0 ... −kn−1 0





T (s)

N(s)

V3(s)

...

Vn−1(s)

Vn(s)


.

∫
N(s)ds direction e§risi boyunca Rotation minimizing çat�n�n genel hali a³a§�-

daki gibidir:

N ′(s)

N ′1(s)

N ′2(s)

...

N ′n−2(s)

T ′(s)


=



0 k1 ... kn−2 −k1
−k1 0 ... 0 0

−k2 0 ... 0 0

... ... ... ... ....

−kn−2 0 ... 0 0

k1 0 ... 0 0





N(s)

N1(s)

N2(s)

...

Nn−2(s)

T (s)


.

Burada, k1, k2, ..., kn−2 ve k1, Rotation minimizing e§riliklerdir. Ayr�ca,

n∑
i=1

k
2

i = k21 + k22,

dir ve k1, k2 s�ras�yla α e§risinin e§rili§i ve torsiyonudur.

Teorem 5.5 Rn de, k1, k2, ... kn−1 s�f�rdan farkl� Frenet e§riliklerine ve k1, ..., kn−2
ve k1 s�f�rdan farkl� Rotation minimizing e§riliklerine sahip α : I ⊂ R→ Rn her-

hangi bir birim h�zl� e§ri olsun. Bu durumda,
−→
U = λ1T + λ2N1 + ...+ λn−1Nn−2

eksenine sahip α e§risi genel helisdir ancak ve ancak

λ1k1 = λ2k1 + ...+ λn−1kn−2,

e³itli§i sa§lan�r. Burada, λ1, λ2, ..., λn−1 sabittir.

�spat. Teorem (4.13) ün ispat�nda yap�ld�§� gibi ispatlan�r.

Uyar� 5.4 H.A. Hayden (Hayden 1931), tek boyutlu uzaylar için helisin ekse-

ninin Frenet vektörleri ile sabit aç� yapt�§�n� söylemektedir. Fakat, çift boyutlu
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uzaylarda bunu söylemenin zor oldu§unu ifade etmektedir. �lk defa, burada, Rn

de, helisin ekseninin e§rinin Rotation minimizing çat� vektörleri ile sabit aç� yap-

t�§� söylenmi³tir.

Teorem (5.5) i göstermek için, alt uzaydan R3 den bir örnek verebiliriz.

Örnek 5.1 R3 de, α=α(s), birim h�zl� e§ri olsun.
N ′(s)

B′(s)

T ′(s)

 =


0 τ −κ

−τ 0 0

κ 0 0



N(s)

B(s)

T (s)

 ,
{N,B, T} çat�s�, α=α(s), birim h�zl� e§risi üzerinde Frenet çat�s�d�r. Ayr�ca, bu

çat�
∫
Nds direction e§risi üzerinde Rotation minimizing çat�d�r. Dahas�, α e§risi

helisdir ancak ve ancak

〈T, U〉 = sabit,

ve ekseni

−→
U = cos θT + sin θB,

dir. Burada, λ1 = cos θ ve λ2 = sin θ d�r. Gerçekten, k1 = τ ve k1 = κ al�n�rsa,

λ2k1 − λ1k1 = 0 bulunur. Bu e³itlik, α e§risinin helis oldu§unu ve ekseninin de

~U = λ1T + λ2B oldu§unu gösterir.

5.4.2 Rotation Minimizing Çat� ve Rekti�yan E§riler

Bu bölümde, Rn de, Rotation minimizing çat�y� kullanarak rekti�yan e§rilerin

yeni bir karakterizasyonunu verece§iz.

Teorem 5.6 Rn de, α herhangi bir e§ri, {T,N, V3, ..., Vn} çat�s� bu e§rinin Fre-

net çat�s� ve k1, k2 de s�ras�yla bu e§rinin e§rili§i ve torsiyonu olsun. Ayr�ca,

{N,N1, ..., Nn−2, T} çat�s� da
∫
N(s)ds direction e§risi üzerinde Rotation mini-

mizing çat� (RMF), {k1, ..., kn−2, k1}, Rotation minimizing e§rilikleri,

n−2∑
i=1

k
2

i = k21 + k22,
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olsun ve α e§risi helis olmas�n. Bu takdirde,

β(s) = (
λ1k1 + ...+ λn−2kn−2

k1
)T + λ1N1 + ...+ λn−2Nn−2,

Rn de, rekti�yan bir e§ridir. Burada, λ1, λ2, ..., λn−1 sabittir.

�spat.

β′(s) = (
λ1k1 + ...+ λn−2kn−2

k1
)′T,

oldu§undan, βT = T ve βN = ∓N , 〈β, βN〉 = 0 olarak elde edilir. Yani, β e§risi

rekti�yan bir e§ridir. Öte yandan, s parametresi β e§risinin yay parametresi olsun.

E§er

s =
λ1k1 + ...+ λn−2kn−2

k1
+ c,

ise, ‖β‖=
√
s2 + c1s+ c2 = f(s) bulunur. Bu durum, yine, β e§risinin rekti�yan

bir e§ri oldu§unu gösterir.

Sonuç 5.2 n = 4 için,

β(s) = (
λ1k1 + λ2k2

k1
)T + λ1N1 + λ2N2,

olarak bulunur. Bu e³itlikte, λ1 = 0 ve λ2 = 1 al�n�rsa, (Deshmukh vd. 2017) deki

Teorem(3.1) bulunur.

Sonuç 5.3 Rn de, α herhangi bir e§ri, {T,N, V3, ..., Vn} çat�s� bu e§rinin Fre-

net çat�s�, k1, k2 de s�ras�yla bu e§rinin e§rili§i ve torsiyonu ve s parametresi β

e§risinin yay parametresi olsun. Ayr�ca, {N,N1, ..., Nn−2, T} çat�s� da
∫
N(s)ds

direction e§risi üzerinde Rotation minimizing çat� (RMF), {k1, ..., kn−2, k1}, Ro-

tation minimizing e§rilikleri,

n−2∑
i=1

k
2

i = k21 + k22,

olsun. Ayr�ca, β e§risi,

β(s) = (
λ1k1 + ...+ λn−2kn−2

k1
)T + λ1N1 + ...+ λn−2Nn−2,

³eklinde verilsin. λ1, λ2, ..., λn−1 sabittir. Bu durumda, β e§risi için a³a§�dakiler

söylenir.
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(a) E§er

λ1k1 + ...+ λn−2kn−2
k1

6= sabit,

ise, bu takdirde, β(s) e§risi rekti�yan e§ridir.

(b) E§er

λ1k1 + ...+ λn−2kn−2
k1

= sabit = c, c ∈ R,

ise, bu takdirde, β(s) = cT + λ1N1 + ... + λn−2Nn−2 oldu§undan sabit

vektördür. Sonuç olarak, α(s) e§risi β(s) = ~U eksenine sahip bir helisdir.

Bu ~U ekseni, {N,N1, ..., Nn−2, T} ortonormal çat�s�n�n her bir vektörü ile

sabit aç� yapar.

(c) E§er

λ1k1 + ...+ λn−2kn−2
k1

= s+ b,

ise, β e§risi α e§risiyle ayn�d�r. Yani, β = α d�r. α e§risi rekti�yan e§ri ise,

α(s) = (s+ b)T (s) + λ1N1 + ...+ λn−2Nn−2 ³eklindedir. Ayr�ca,

β = (
λ1k1 + ...+ λn−2kn−2

k1
)T + λ1N1(s) + ...+ λn−2Nn−2(s)),

oldu§undan, böylece, α = β olarak elde edilir.

(d) E§er

λ1k1 + ...+ λn−2kn−2
k1

= tan s,

ve

λ21 + ...+ λ2n−2 = 1,

ise,

β =
1

cos s
(sin sT (s) + λ1 cos sN1(s) + ...+ λn−2 cos sNn−2(s)),

olarak bulunur. Böylece,

Y (s) = sin sT (s) + λ1 cos sN1(s) + ...+ λn−2 cos sNn−2(s),

ve Y (s) ∈ Sn−1 dir.
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5.4.3 Küresel E§rilerin RMF nin Yard�m�yla Karakterizasyonu

Teorem 5.7 Rn de, α herhangi bir e§ri, {T,M1, ...,Mn−1} çat�s�, α e§risi bo-

yunca Rotation minimizing çat� (RMF) ve m1, ...,mn−1 Rotation minimizing e§-

rilikler olsun.

α(s) = λ1M1 + ...+ λn−1Mn−1,

e§risi, Rn de, küresel e§ridir ancak ve ancak

λ1m1 + ...+ λn−1mn−1 + 1 = 0,

λi ∈ R dir.

�spat. Rn de,

α(s) = λ1M1 + ...+ λn−1Mn−1, (5.6)

küresel bir e§ri olsun. Denklem (5.6) n�n her iki taraf�n�n türevi hesaplan�rsa,

T = λ′1M1 + ...+ λ′n−1Mn−1 + (−λ1m1 − ...− λn−1mn−1)T,

bulunur. λi ∈ R oldu§undan dolay�,

λ′1M1 + ...+ λ′n−1Mn−1 = 0,

ve

−λ1m1 − ...− λn−1mn−1 = 1,

olarak elde edilir. Böylece, Rn de, α(s) e§risi küresel bir e§ridir. Tersine,

λ1m1 + ...+ λn−1mn−1 + 1 = 0,

ve λi ∈ R ise,

α(s) = λ1M1 + ...+ λn−1Mn−1,

küresel bir e§ridir. Çünkü, ‖α(s)‖2=
√
λ21 + ...+ λ2n−1 = r2 dir. �spat tamamlan-

m�³ olur.
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Örnek 5.2 {N,N1, N2, T} çat�s�,
∫
Nds direction e§risi boyunca Rotation mini-

mizing çat�d�r. λ1τ + λ2κ = 1 dir ancak ve ancak
∫
Nds direction e§risi küresel

e§ridir.

n = 3 için, küresel e§rilerin bir uygulamas�n� sonuç olarak yazabiliriz.

Sonuç 5.4 R3 de, α herhangi bir e§ri, {T,N,B} çat�s� bu e§rinin Frenet ça-

t�s� olsun. Bu çat�, β =
∫
Nds e§risi boyunca Rotation minimizing çat�d�r. Bu

durumda, α e§risi Bertrand e§risidir ancak ve ancak β e§risi küresel e§ridir.

�spat. α e§risi Bertrand e§risi olsun. Bu takdirde, λ1κ+λ2τ = 1 ³eklinde yaz�l�r.

{T,N,B} çat�s�, β =
∫
Nds e§risi boyunca Rotation minimizing çat� oldu§undan

dolay�, m1 = τ ve m2 = −κ biçiminde yaz�labilir. Sonuç olarak, λ1m1−λ2m2 = 1

dir. λ1 ve λ2 sabit oldu§undan dolay� λ1m1 + λ2m2 = 1 yaz�labilir. Yani, β e§risi

küresel e§ridir.

�imdi, küresel e§rilerden Izumiya taraf�ndan elde edilen Bertrand e§rilerini kul-

lanarak yukar�daki teoremi do§rulayaca§�z.

Örnek 5.3 γ(t) e§risi birim h�zl� herhangi bir küresel e§ri olsun.

α(t) = a

∫ t

s0

γ(t)dt+ a cot θ

∫ t

s0

s(t)dt+ c,

e§risi Bertrand e§risidir (�zumiya ve Takeuchi 2004). Burada a, θ sabit say�lar

ve c sabit vektördür. N vektörü normal vektör olsun. Bu durumda, β =
∫
Nds

e§risinin küresel e§ri oldu§unu gösterelim. �a³�rt�c� bir ³ekilde, bu e§rinin γ e§risi

oldu§unu görece§iz.

Bertrand e§risi için, α e§risinin normal vektörünü hesaplayaca§�z.

α′ = aγ + a cot θS,

ve küresel e§ri için Sabban çat�s� (yani, S2 nin),
γ(s)

γ′(s)

S(s)


′

=


0 1 0

−1 0 kg

0 −kg 0



γ(s)

γ′(s)

S(s)

 ,
³eklindedir.Te§et vektörü,

T =
α′

‖α′‖
=

1√
1 + cot2 θ

(γ + cot θS) = sin θ(γ + cot θS),
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ve normal vektörü,

N =
T ′

‖T ′‖
= γ′,

bulunur. Sonuç olarak, α =
∫
γ′dt = γ(t) elde edilir. α e§risinin birim h�zl� küresel

bir e§ri oldu§unu biliyoruz. Herhangi bir e§ri Bertrand e§risi ise, bu durumda,

onun normal vektörünün integral e§rileri küresel e§rilerdir. Tam tersine, Izumiya

küresel e§riden Bertrand e§risi elde etmi³tir. Burada ise, Bertrand e§risinden

küresel bir e§ri elde edilmi³tir. Böylece, Sonuç (5.4) do§rulanm�³ olur.
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6. R3
1 M�NKOWSK� UZAYINDA ÇATI HAREKETLER�

6.1 Fermi-Walker Türevi ve Çat� Hareketleri

�lk olarak, 3 boyutlu Lorentz-Minkowski uzay� R3
1 de, Normal Fermi-Walker tü-

revinin Fermi-Walker türevi yard�m�yla tan�m�n� verece§iz. Ard�ndan, Normal

Fermi-Walker türevini spacelike e§riler, timelike e§riler ve lightlike e§riler için

inceleyece§iz.

Tan�m 6.1 3 boyutlu Lorentz-Minkowski uzay� R3
1 de, β : M ⊂ R → R3

1 birim

h�zl� e§ri ve X, β(s) e§risi boyunca bir vektör alan� olsun. Bu durumda,

D̃X

D̃s
=
dX

ds
− ε〈N,X〉N ′ + ε〈N ′, X〉N,

D̃X

D̃s
türeviNormal Fermi-Walker Türevi olarak adland�r�l�r. Burada, N=

T ′

‖T ′‖
,

Frenet çat�s�n�n normal vektörüdür ve 〈N,N〉 = ε = ±1 dir.

6.1.1 Alternatif Hareketli Çat� ve Normal Fermi-Walker Türevi

Lemma 6.1 3 boyutlu Lorentz-Minkowski uzay� R3
1 de, β : M ⊂ R → R3

1 bir

uzay e§risi ve X, β(s) uzay e§risi boyunca bir vektör alan� olsun. Bu durumda,

Normal Fermi-Walker türevi alternatif hareketli çat�ya göre a³a§�daki gibi tan�m-

lan�r.
D̃X

D̃s
=
dX

ds
+ εf(W ∧X).

�spat.

D̃X

D̃s
=
dX

ds
− ε〈N,X〉dN

ds
+ ε〈dN

ds
,X〉N,

e³itli§i normal Fermi-Walker türevinin tan�m�d�r. Bu e³itlikte,
dN

ds
=fC türevi

yerine konulur ve gerekli i³lemler yap�l�rsa,

D̃X

D̃s
=
dX

ds
+ εf(W ∧X),

elde edilir.

Bir vektör alan�n�n normal Fermi-Walker türevine göre normal Fermi-Walker pa-

ralel olma ko³ullar�n� inceleyece§iz.
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Teorem 6.1 3 boyutlu Lorentz-Minkowski uzay� R3
1 de, β(s) birim h�zl� spacelike

e§ri ve N , C ve W vektör alanlar� s�ras�yla timelike asli normal vektör, spacelike

vektör ve spacelike Darboux vektör olsun. X = λ1N + λ2C + λ3W , β(s) e§risi

boyunca vektör alan� olsun. Bu X vektör alan�, β(s) e§risi boyunca normal Fermi-

Walker türevine göre normal Fermi-Walker paralel'dir ancak ve ancak,

λ1(s) = sabit,

λ2(s) = c1 cos(

∫ s

1

g(s)ds) + c2 sin(

∫ s

1

g(s)ds),

λ3(s) = c2 cos(

∫ s

1

g(s)ds)− c1 sin(

∫ s

1

g(s)ds),

dir. Burada, λ1, λ2 ve λ3 reel parametreleri sürekli diferensiyellenebilir fonksiyon-

lard�r.

�spat. ⇒: 3 boyutlu Lorentz-Minkowski uzay� R3
1 de, X vektör alan�, β(s) e§risi

boyunca normal Fermi-Walker türevine göre normal Fermi-Walker paralel olsun.

N , C ve W vektör alanlar� s�ras�yla timelike asli normal vektör, spacelike vektör

ve spacelike Darboux vektör oldu§undan dolay�;

N ′(s) = f(s)C(s),

C ′(s) = f(s)N(s) + g(s)W (s),

W ′(s) = −g(s)C(s),

ve

N∧C = W,

C∧W = −N,

W∧N = C,

d�r. Ayr�ca,

〈N,N〉 = ε = −1,

dir. Normal Fermi-Walker türevi,

D̃X

D̃s
=
dX

ds
+ εf(W ∧X),
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³eklinde ifade edilir. X vektör alan� normal Fermi-Walker türevinde yerine yaz�l�r

ve denklem düzenlenirse,

D̃X

D̃s
= (

dλ1
ds

)N + (
dλ2
ds
− g(s)λ3)C + (

dλ3
ds

+ g(s)λ2)W,

elde edilir. R3
1 de, X vektör alan� β(s) e§risi boyunca normal Fermi-Walker türe-

vine göre normal Fermi-Walker paralel oldu§undan dolay�,
D̃X

D̃s
=0 d�r.

Böylece,

dλ1
ds

= 0,

dλ2
ds
− g(s)λ3 = 0,

dλ3
ds

+ g(s)λ2 = 0,

diferensiyel denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi çözülürse,

λ1(s) = sabit,

λ2(s) = c1 cos(

∫ s

1

g(s)ds) + c2 sin(

∫ s

1

g(s)ds),

λ3(s) = c2 cos(

∫ s

1

g(s)ds)− c1 sin(

∫ s

1

g(s)ds),

elde edilir.

⇐=: 3 boyutlu Lorentz-Minkowski uzay� R3
1 de, X = λ1N + λ2C + λ3W vektör

alan�, θ = (
∫ s
1
g(s)ds),

λ1(s) = sabit,

λ2(s) = c1 cos θ + c2 sin θ,

λ3(s) = c2 cos θ − c1 sin θ,

olsun. Normal Fermi-Walker türevi,

D̃X

D̃s
=
dX

ds
+ εf(W ∧X),

dir. X vektör alan� normal Fermi-Walker türevinde yerine yaz�l�r ve denklem

düzenlenirse,

D̃X

D̃s
= (

dλ1
ds

)N + (
dλ2
ds
− g(s)λ3)C + (

dλ3
ds

+ g(s)λ2)W,

119



elde edilir. θ aç�s�, λ1, λ2 ve λ3 reel parametreleri yerine konulursa,

D̃X

D̃s
= 0,

bulunur. Bu durumda, X vektör alan�n�n β(s) e§risi boyunca normal Fermi-

Walker türevine göre normal Fermi-Walker paralel oldu§unu gösterir. Böylece

ispat tamamlanm�³ olur.

Teorem 6.2 3 boyutlu Lorentz-Minkowski uzay� R3
1 de, β(s) birim h�zl� timelike

e§ri ve N , C ve W vektör alanlar� s�ras�yla spacelike asli normal vektör, spacelike

vektör ve timelike Darboux vektör olsun. X = λ1N + λ2C + λ3W , β(s) e§risi

boyunca vektör alan� olsun. Bu X vektör alan�, β(s) e§risi boyunca normal Fermi-

Walker türevine göre normal Fermi-Walker paralel'dir ancak ve ancak,

λ1(s) = sabit,

λ2(s) = c1 cosh(

∫ s

1

g(s)ds) + c2 sinh(

∫ s

1

g(s)ds),

λ3(s) = −c1 sinh(

∫ s

1

g(s)ds)− c2 cosh(

∫ s

1

g(s)ds),

dir. Burada, λ1, λ2 ve λ3 reel parametreleri sürekli diferensiyellenebilir fonksiyon-

lard�r.

Teorem 6.3 3 boyutlu Lorentz-Minkowski uzay� R3
1 de, β(s) birim h�zl� lightlike

e§ri ve N , C ve W vektör alanlar� s�ras�yla spacelike asli normal vektör, lightlike

vektör ve lightlike Darboux vektör olsun. X = λ1N + λ2C + λ3W , β(s) e§risi

boyunca vektör alan� olsun. Bu X vektör alan�, β(s) e§risi boyunca normal Fermi-

Walker türevine göre normal Fermi-Walker paralel'dir ancak ve ancak,

λ1(s) = −c1g sinh(
√
gs)− c2g cosh(

√
gs) + c3,

λ2(s) =
√
g(c1 cosh(

√
gs) + c2 sinh(

√
gs)),

λ3(s) = c1 sinh(
√
gs) + c2 cosh(

√
gs),

dir. Burada, λ1, λ2 ve λ3 reel parametreleri sürekli diferensiyellenebilir fonksiyon-

lard�r.

�imdi, yeni bir teorem verece§iz.
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Teorem 6.4 3 boyutlu Lorentz-Minkowski uzay� R3
1 de, β(s) spacelike genel helis

ve X = λ1N + λ2C + λ3W , β(s) e§risi boyunca vektör alan� olsun. Bu durumda,

X vektör alan�, β(s) e§risi boyunca normal Fermi-Walker türevine göre normal

Fermi-Walker paralel'dir. λ1, λ2 ve λ3 reel parametreleri sabittir.

�spat. 3 boyutlu Lorentz-Minkowski uzay� R3
1 de, β(s) spacelike genel helis

ve X = λ1N + λ2C + λ3W , β(s) e§risi boyunca vektör alan� olsun. Ayr�ca, N ,

C ve W vektör alanlar� s�ras�yla timelike asli normal vektör, spacelike vektör ve

spacelike Darboux vektör olsun. Elde edilen alternatif hareketli çat� denklemleri

ve alternatif hareketli çat�n�n Lorentzian vektörel çarp�m� normal Fremi-Walker

türevinde yerine konulursa, bu durum da,

D̃X

D̃s
=
dX

ds
+ εf(W ∧X),

D̃X

D̃s
= λ′1N + (λ′2 − gλ3)C + (gλ2 + λ′3)W,

= g(λ2W − λ3C),

elde edilir. β(s) e§risi spacelike genel helis oldu§undan dolay�, g = 0 d�r. Böylece,
D̃X

D̃s
= 0 bulunur. Bu durumda, X vektör alan�n�n, β(s) e§risi boyunca normal

Fermi-Walker türevine göre normal Fermi-Walker paralel oldu§unu gösterir.

Dahas�, 3 boyutlu Lorentz-Minkowski uzay� R3
1 de, β(s) e§risi timelike genel helis,

N , C ve W vektör alanlar� s�ras�yla spacelike asli normal vektör, spacelike vektör

ve timelike Darboux vektör oldu§unda, bu durum da, yine X vektör alan�, β(s)

e§risi boyunca normal Fermi-Walker türevine göre normal Fermi-Walker paralel-

dir.

Teorem 6.5 3 boyutlu Lorentz-Minkowski uzay� R3
1 de, β(s) lightlike genel helis

ve X = λ1N + λ2C + λ3W , β(s) e§risi boyunca vektör alan� olsun. Bu durumda,

X vektör alan�, β(s) e§risi boyunca normal Fermi-Walker türevine göre normal

Fermi-Walker paralel de§ildir. λ1, λ2 ve λ3 reel parametreleri sabittir.

�spat. 3 boyutlu Lorentz-Minkowski uzay� R3
1 de, β(s) lightlike genel helis ve

X = λ1N + λ2C + λ3W , β(s) e§risi boyunca vektör alan� olsun. Ayr�ca, N , C

ve W vektör alanlar� s�ras�yla spacelike asli normal vektör, lightlike vektör ve

lightlike Darboux vektör olsun. Elde edilen alternatif hareketli çat� denklemleri
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ve alternatif hareketli çat�n�n Lorentzian vektörel çarp�m� Lemma (6.1) de yerine

konulursa, bu durum da,

D̃X

D̃s
= g(λ2N − λ3C)− λ2W,

elde edilir. β(s) e§risi lightlike genel helis oldu§unda, yani g = 0 olsa bile, yine de
D̃X

D̃s
6= 0 bulunur. Bu durumda, X vektör alan�n�n, β(s) e§risi boyunca normal

Fermi-Walker türevine göre normal Fermi-Walker paralel olmad�§�n� gösterir.

Örnek 6.1 3 boyutlu Lorentz-Minkowski uzay� R3
1 de, {N,C,W} alternatif ha-

reketli çat� vektörleri timelike ya da spacelike genel helis boyunca normal Fermi-

Walker türevine göre normal Fermi-Walker paraleldir.

�imdi, 3 boyutlu Lorentz-Minkowski uzay� R3
1 de, Öklid paralelizm ile normal

Fermi-Walker paralelizm aras�ndaki ili³kiyi tan�mlayaca§�z.

Sonuç 6.1 3 boyutlu Lorentz-Minkowski uzay� R3
1 de, X, β(s) uzay e§risi bo-

yunca bir vektör alan� olsun. X vektör alan�n�n β(s) uzay e§risi boyunca, normal

Fermi-Walker türevi ile Öklid türevinin çak�³mas� için gerek ve yeter ³art

X = λW,

olmas�d�r. Burada λ sabittir.

�spat. Lemma (6.1) den dolay�,

D̃X

D̃s
=
dX

ds
+ εf(W ∧X),

dir. Burada,

D̃X

D̃s
=
dX

ds
,

olmas� için,

X = λW,

olmal�d�r. Tam tersine, e§er,

X = λW,
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ise, bu durumda da,

D̃X

D̃s
=
dX

ds
,

elde edilir.

Ayr�ca, Sonuç (6.1) e dikkat edilirse, Sonuç (6.1) in hem timelike, hem spacelike

hem de lightlike e§riler için sa§land�§� görülür.

{T,N,B} çat�s�, Fermi-Walker türevine göre non-rotating çat� de§ildir.

Fakat ³imdi, R3
1 de, hem timelike, hem spacelike hem de lightlike e§riler için,

{T,N,B} çat�s�n�n normal Fermi-Walker türevine göre normal Fermi-Walker non-

rotating çat� oldu§unu gösterece§iz.

Sonuç 6.2 3 boyutlu Lorentz-Minkowski uzay� R3
1 de, β(s) birim h�zl� spacelike

e§ri ve {T,N,B} çat�s� β(s) e§risi boyunca Frenet çat�s� olsun. {T,N,B} ça-

t�s�, spacelike e§riler boyunca normal Fermi-Walker türevine göre normal Fermi-

Walker non-rotating çat�d�r.

�spat. R3
1 de, normal Fermi-Walker türevi Tan�m (6.1) ve Lemma (6.1) de ve-

rilmi³tir. Burada, β(s) birim h�zl� spacelike e§ri, T spacelike vektör, N timelike

asli normal vektör ve B spacelike vektördür. Tan�m (6.1) den, gerekli i³lemler

yap�l�rsa,

D̃T

D̃s
= T ′ − ε〈N, T 〉N ′ + ε〈N ′, T 〉N,

bulunur. 〈N, T 〉 = 0, T ′ = κN , N ′ = κT + τB ve 〈N,N〉 = ε = −1 oldu§undan,

D̃T

D̃s
= 0,

elde edilir. Benzer i³lemler di§er çat� vektörleri için yap�l�rsa,

D̃N

D̃s
= 0,

D̃B

D̃s
= 0,

bulunur. Böylece, {T,N,B} çat�s�n�n normal Fermi-Walker türevine göre normal

Fermi-Walker non-rotating çat� oldu§u görülür.
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Öte yandan, R3
1 de, β(s) birim h�zl� spacelike e§ri olmas�na ra§men, {T,N,B}

çat�s�, spacelike e§riler boyunca normal Fermi-Walker türevine göre normal Fermi-

Walker non-rotating çat� de§ildir. Bunun sebebi; T spacelike vektör, N spacelike

asli normal vektör ve B timelike vektör olmas�d�r.

Sonuç 6.3 3 boyutlu Lorentz-Minkowski uzay� R3
1 de, β(s) birim h�zl� timelike

e§ri ve {T,N,B} çat�s� β(s) e§risi boyunca Frenet çat�s� olsun. {T,N,B} çat�s�,

timelike e§riler boyunca normal Fermi-Walker türevine göre normal Fermi-Walker

non-rotating çat�d�r. Burada, T timelike vektör, N spacelike asli normal vektör

ve B spacelike vektördür.

Ayr�ca, R3
1 de, β(s) birim h�zl� lightlike e§riyse, {T,N,B} çat�s�, bu lightlike e§riler

boyunca normal Fermi-Walker türevine göre normal Fermi-Walker non-rotating

çat� de§ildir.

Sonuç 6.4 3 boyutlu Lorentz-Minkowski uzay� R3
1 de, β(s) birim h�zl� space-

like e§ri ve {N,C,W} çat�s� β(s) e§risi boyunca alternatif hareketli çat� olsun.

{N,C,W} çat�s�, bu spacelike e§riler boyunca normal Fermi-Walker türevine göre

normal Fermi-Walker non-rotating çat�d�r ancak ve ancak g = 0 d�r.

�spat. R3
1 de, β(s) birim h�zl� spacelike e§ri, N spacelike asli normal vektör, C

timelike vektör ve W spacelike Darboux vektör oldu§undan dolay�, elde edilen

alternatif hareketli çat�n�n denklemleri ve Lorentzian vektörel çarp�m�n� Tan�m

(6.1) de yerine koyarak, {N,C,W} çat�s�n�n, bu spacelike e§riler boyunca normal

Fermi-Walker türevine göre normal Fermi-Walker non-rotating çat� olup olmad�-

§�n� göstermek için a³a§�daki denklemleri hesaplayaca§�z. Tan�m (6.1) den, gerekli

i³lemler yap�l�rsa,

D̃N

D̃s
= fC − fC + 〈fC,N〉N,

D̃N

D̃s
= 0,

bulunur. Benzer i³lemler di§er çat� vektörleri için yap�l�rsa,

D̃C

D̃s
= gW,

D̃W

D̃s
= gC,
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bulunur. Burada, {N,C,W} çat�s�n�n normal Fermi-Walker türevine göre normal

Fermi-Walker non-rotating çat� olmas� için g = 0 olmas� gerekir. Böylece, β(s)

birim h�zl� spacelike e§risinin spacelike genel helis olmas� gerekti§i görülür. Bu

sonuç ise, Teorem (6.4) ile ayn�d�r.

R3
1 de, β(s) birim h�zl� spacelike e§ri, fakat, N timelike asli normal vektör, C

spacelike vektör veW spacelike Darboux vektör ise, {N,C,W} çat�s�, bu spacelike

e§riler boyunca normal Fermi-Walker türevine göre normal Fermi-Walker non-

rotating çat� de§ildir. Çünkü, {N,C,W} çat� vektörlerinin türev denklemleri,

N ′(s) = f(s)C(s),

C ′(s) = f(s)N(s) + g(s)W (s),

W ′(s) = −g(s)C(s),

³eklinde bulunur. N timelike asli normal vektör oldu§undan,

〈N,N〉 = ε = −1,

dir. Normal Fermi-Walker türevi

D̃N

D̃s
= 2fC,

dir. Benzer ³ekilde di§er çat� vektörlerinin normal Fermi-Walker türevleri hesap-

lan�rsa,

D̃C

D̃s
= gW,

D̃W

D̃s
= −gC,

bulunur. Burada, g = 0 olsa bile, {N,C,W} çat�s�n�n spacelike e§riler boyunca

normal Fermi-Walker türevine göre normal Fermi-Walker non-rotating çat� olma-

d�§� görülür.

Sonuç 6.5 3 boyutlu Lorentz-Minkowski uzay� R3
1 de, β(s) birim h�zl� time-

like e§ri ve {N,C,W} çat�s� β(s) e§risi boyunca alternatif hareketli çat� olsun.

{N,C,W} çat�s�, normal Fermi-Walker türevine göre normal Fermi-Walker non-

rotating çat�d�r ancak ve ancak g = 0 d�r. Burada, N spacelike asli normal vektör,

C spacelike vektör ve W timelike Darboux vektördür.
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Di§er taraftan, 3 boyutlu Lorentz-Minkowski uzay� R3
1 de, β(s) birim h�zl� timelike

e§ri, N spacelike asli normal vektör, C timelike vektör ve W spacelike Darboux

vektör oldu§u halde, yine {N,C,W} çat�s�, normal Fermi-Walker türevine göre

normal Fermi-Walker non-rotating çat�d�r. Aksine, β(s) birim h�zl� lightlike e§ri

ise, {N,C,W} çat�s�, normal Fermi-Walker türevine göre normal Fermi-Walker

non-rotating çat� de§ildir.

Sonuç 6.6 3 boyutlu Lorentz-Minkowski uzay� R3
1 de, {N,C,W} çat�s�, β(s) bi-

rim h�zl� spacelike e§risinin alternatif hareketli çat�s� olsun. Bu alternatif hareketli

çat�ya göre, Normal Fermi-Walker türevinin Darboux vektörü ω∗ = gN dir. Bu-

rada, N spacelike asli normal vektör, C timelike vektör ve W spacelike Darboux

vektördür.

�spat. 3 boyutlu Lorentz-Minkowski uzay� R3
1 de, β(s) birim h�zl� spacelike e§ri,

N spacelike asli normal vektör, C timelike vektör ve W spacelike Darboux vektör

oldu§undan dolay�, elde edilen alternatif hareketli çat�n�n denklemleri ve Lorent-

zian vektörel çarp�m� Tan�m (6.1) de yerine konur ve gerekli i³lemler yap�l�rsa,

D̃N

D̃s
= ω∗ ∧N,

D̃C

D̃s
= ω∗ ∧ C,

D̃W

D̃s
= ω∗ ∧W,

elde edilir. Fakat, N timelike asli normal vektör, C spacelike vektör veW spacelike

Darboux vektör olursa, bu denklemler sa§lanmaz.

Sonuç 6.7 3 boyutlu Lorentz-Minkowski uzay� R3
1 de, {N,C,W} çat�s�, β(s) bi-

rim h�zl� timelike e§risinin alternatif hareketli çat�s� olsun. Bu alternatif hareketli

çat�ya göre, normal Fermi-Walker türevinin Darboux vektörü ω∗ = gN dir. Bu-

rada, N spacelike asli normal vektör, C spacelike vektör ve W timelike Darboux

vektördür.

Buna ek olarak, R3
1 de, N spacelike asli normal vektör, C timelike vektör ve W

spacelike Darboux vektör ise, alternatif hareketli çat�ya göre, β(s) birim h�zl�

timelike e§risi boyunca, normal Fermi-Walker türevinin Darboux vektörü ω∗ =

gN dir.
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Teorem 6.6 3 boyutlu Lorentz-Minkowski uzay� R3
1 de, β(s) birim h�zl� spacelike

e§ri, {N,C,W} çat�s�, β(s) e§risinin alternatif hareketli çat�s� ve bu alternatif

hareketli çat�ya göre, normal Fermi-Walker türevinin Darboux vektörü ω∗ = gN

olsun. Normal Fermi-Walker türevinin Darboux vektörü normal Fermi-Walker

türevine göre normal Fermi-Walker paraleldir ancak ve ancak g sabittir.

�spat. Normal Fermi-Walker türevinde, ω∗ = gN , Darboux vektörü yerine konu-

lursa,

D̃ω∗

D̃s
=
dω∗

ds
+ εf(W ∧ ω∗),

D̃ω∗

D̃s
=
D̃(gN)

D̃s
=
d(gN)

ds
=
d(g)

ds
N +

d(N)

ds
g, (6.1)

D̃ω∗

D̃s
=
d(g)

ds
N +N ′g,

elde edilir. N spacelike asli normal vektör, C timelike vektör ve W spacelike

Darboux vektör oldu§undan dolay�, elde edilen alternatif hareketli çat�n�n denk-

lemleri ve Lorentzian vektörel çarp�m� Denklem (6.1) de yerine konur ve gerekli

i³lemler yap�l�rsa,

f(W ∧ ω∗) = f(W ∧ gN) = −fgC,

ve

D̃ω∗

D̃s
=
d(g)

ds
N,

bulunur. Bu durumda,
D̃ω∗

D̃s
= 0 d�r ancak ve ancak g sabittir. N timelike asli

normal vektör, C spacelike vektör ve W spacelike Darboux vektör oldu§u zaman,

ω∗ 6= gN dir. Böylece, Teorem (6.6) sa§lanmaz.

Teorem 6.7 3 boyutlu Lorentz-Minkowski uzay� R3
1 de, β(s) birim h�zl� timelike

e§ri, {N,C,W} çat�s�, β(s) e§risinin alternatif hareketli çat�s� ve bu alternatif

hareketli çat�ya göre, normal Fermi-Walker türevinin Darboux vektörü ω∗ = gN

olsun. Normal Fermi-Walker türevinin Darboux vektörü normal Fermi-Walker

türevine göre normal Fermi- Walker paraleldir ancak ve ancak g sabittir. Bu-

rada, N spacelike asli normal vektör, C spacelike vektör ve W timelike Darboux

vektördür.
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Bunun yan� s�ra, N spacelike asli normal vektör, C timelike vektör ve W spacelike

Darboux vektör ise, Teorem (6.7) yine sa§lan�r.

Örnek 6.2 3 boyutlu Lorentz-Minkowski uzay� R3
1 de, {N,C,W} çat�s�, β(s)

e§risinin alternatif hareketli çat�s� ve bu alternatif hareketli çat�ya göre, normal

Fermi-Walker türevinin Darboux vektörü ω∗ = gN olsun. β(s) spacelike ya da

timelike sabit presesyon e§ri ise, ω∗, normal Fermi-Walker türevine göre normal

Fermi-Walker paraleldir. Aç�kt�r ki, β(s) sabit presesyon e§riyse, f ve σ sabittir.

Böylece, g de sabittir.

6.2 Rotation Minimizing Çat�n�n Lorentz Darboux Göstergelerinin

Singüleriteleri

Üç boyutlu Lorentz-Minkowski uzay� R3
1 de, Izumiya vd. taraf�ndan e§ri-yüzey

çat�s� için üç tip pseudo-küresel Lorentzian Darboux vektör alanlar� D
S

n, D
S

r ve

D
S

o ifade edilmi³tir (�to ve �zumiya 2016). Fakat, onlar�n bu pseudo-küresel Lo-

rentz Darboux vektör alanlar�n� seçmelerinin sebebi belli de§ildir. Bu bölümde,

üç boyutlu Lorentz-Minkowski uzay� R3
1 de, pseudo-küresel Lorentz Darboux vek-

tör alanlar�n�n üç tipi Rotation minimizing çat� yard�m�yla elde edilmi³tir. Bunu

yapmak için, ilk olarak, genel bir çat� için eksenleri döndürerek üç tip Rotation

minimizing çat�y� ve bu üç tip çat�n�n Lorentz Darboux vektör alanlar�n� elde

edece§iz. Ayr�ca, bu üç tip çat�n�n Lorentz küresel Darboux gösterge e§rilerini ve

bu e§rilerin singüler noktalar�n� inceleyece§iz.

{X(s), Y (s), Z(s)} çat�s�, γ : I → R3
1 birim h�zl� spacelike e§risi boyunca ortonor-

mal çat� olsun. Bu çat�n�n, X ve Y vektör alanlar� spacelike vektör alanlar� ve Z

vektör alan� da timelike vektör alan�d�r. Bu durumda, çat�n�n türev denklemleri

a³a§�daki gibidir: 
X ′(s)

Y ′(s)

Z ′(s)

 =


0 a b

−a 0 c

b c 0



X(s)

Y (s)

Z(s)

 .
Böylece, {X(s), Y (s), Z(s)} çat�s�n�n Darboux vektörü,

W (s) = −cX(s) + bY (s) + aZ(s),
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dir. Dahas�, X, Y , Z eksenleri etraf�nda bu çat�n�n döndürülmesiyle elde edilen

üç tip Rotation minimizing çat�n�n Darboux vektörleri s�ras�yla, WX , WY ve WZ

dir.

(i) X spacelike vektör alan�na dik düzlemde, X vektör alan�n�n etraf�nda {Y, Z}

vektör alanlar�n� (s�ras�yla, spacelike ve timelike vektör alanlar�) döndüre-

rek,
∫
Xds direction e§risi üzerinde bir Rotation minimizing çat� elde ede-

ce§iz ve bu çat�n�n Darboux vektörü WX a³a§�daki ³ekildedir.

WX(s) = bY (s) + aZ(s),

(ii) Y spacelike vektör alan�na dik düzlemde, Y vektör alan�n�n etraf�nda {X,Z}

vektör alanlar�n� (s�ras�yla, spacelike ve timelike vektör alanlar�) döndüre-

rek,
∫
Y ds direction e§risi üzerinde bir Rotation minimizing çat� elde ede-

ce§iz ve bu çat�n�n Darboux vektörü WY a³a§�daki ³ekildedir.

WY (s) = −cX(s) + aZ(s),

(iii) Z timelike vektör alan�na dik düzlemde, Z vektör alan�n�n etraf�nda {X, Y }

vektör alanlar�n� (spacelike vektör alanlar�) döndürerek,
∫
Zds direction

e§risi üzerinde bir Rotation minimizing çat� elde edece§iz ve bu çat�n�n

Darboux vektörü WZ a³a§�daki ³ekildedir.

WZ(s) = −cX(s) + bY (s).

Bu ³ekilde, elde etti§imiz çat�lar� s�ras�yla 1.tip RMF, 2.tip RMF ve 3.tip RMF

olarak adland�raca§�z. Daha sonra, bu çat�lar�n küresel Darboux gösterge e§rile-

rini tan�mlay�p onlar�n singüler noktalar�n� belirleyece§iz.

6.2.1 1.Tip RMF

{X(s), Y (s), Z(s)} çat�s�,X(s) vektör alan� etraf�nda saat yönünde θ(s) = −
∫
cds

aç�s� kadar döndürülsün. Burada, bu çat�n�n X ve Y vektör alanlar� spacelike vek-

tör alanlar� ve Z timelike vektör alan�d�r. Bu durumda,

P1(s) = cosh θY (s) + sinh θZ(s),
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ve

P2(s) = sinh θY (s) + cosh θZ(s),

yaz�l�r. P1 ve P2 nin türevleri hesaplan�rsa,

P ′1(s) = (−a cosh θ + b sinh θ)X(s),

ve

P ′2(s) = (−a sinh θ + b cosh θ)X(s),

bulunur. Ayr�ca, burada, p1 = −a cosh θ + b sinh θ ve p2 = −a sinh θ + b cosh θ

al�n�rsa,

P ′1(s) = p1X(s), P ′2(s) = p2X(s),

ve

p22 − p21 = b2 − a2,

elde edilir. Bu çat�n�n türev formülleri:
X ′(s)

P ′1(s)

P ′2(s)

 =


0 −p1 p2

p1 0 0

p2 0 0



X(s)

P1(s)

P2(s)

 , (6.2)

ile verilir. {X(s), P1(s), P2(s)} ortonormal çat�s�, α =
∫
X(s)ds e§risi (yani, spa-

celike direction e§risi) üzerinde bir Rotation minimizing çat�d�r ve p1, p2, Rotation

minimizing e§riliklerdir. Bu çat�n�n Darboux vektörü,

WX(s) = p2P1(s)− p1P2(s) = bY (s) + aZ(s),

ve küresel Darboux göstergesi,

WX =
p2P1(s)− p1P2(s)√

p22 − p21
=
bY (s) + aZ(s)√

b2 − a2
, (6.3)

³eklindedir. Buradan,

〈X,WX〉 = 0,
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ve

〈X ′,WX〉 = 0,

oldu§undan,

X∨ = WX ,

elde edilir. Böylece, {X,WX∧X = UX ,WX} çat�s� elde edilmi³ olur. X,WX ∈ S21
için, bu çat� bir spacelike birim h�zl� e§ri olan α =

∫
X(s)ds e§risi üzerinde bir

Frenet çat�s�d�r. Burada,

UX =
p2P2(s)− p1P1(s)√

p22 − p21
=
aY (s) + bZ(s)√

b2 − a2
,

³eklindedir. Buna ek olarak,

P ′1(s) = p1X(s), P ′2(s) = p2X(s),

oldu§undan,

W
′
X = −p

′
1p2 − p′2p1
p22 − p21

UX ,

elde edilir. Ayr�ca, burada,

δX =
p′1p2 − p′2p1
p22 − p21

, (6.4)

al�n�rsa,

W
′
X = −δXUX ,

yaz�labilir. Denklem (6.4) de p1 ve p2 Rotation minimizing e§riliklerinin türev-

lerini yerine koyarak,

δX = −c+
ab′ − ba′

b2 − a2
,

bulunur. Böylece, {X,WX ∧X = UX ,WX} çat�s�na göre α =
∫
X(s)ds spacelike

direction e§risinin e§rilik ve torsiyonu,

κα = ‖X ′‖=
√
p22 − p21 =

√
b2 − a2,

ve

τα = δX =
p′1p2 − p′2p1
p22 − p21

= −c+
ab′ − ba′

b2 − a2
,
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elde edilir. Dahas�, X spacelike küresel e§risi bir birim h�zl� e§ri olmad�§�ndan,

{X,WX ∧X = UX ,WX} Frenet çat�s�na göre bu e§rinin geodezik e§rili§i,

κg[X] =
1

‖X ′‖
〈U ′X ,WX〉 = − 1

‖X ′‖
〈UX ,W

′
X〉

= − 1

‖X ′‖
〈UX ,−δXUX〉 = − δX

‖X ′‖
= −τα

κα
,

olarak bulunur. Ayr�ca, α =
∫
X(s)ds spacelike direction e§risi üzerinde

{X(s), UX(s),WX(s)} Frenet çat�s�n�n türev formülleri a³a§�daki gibi verilir:
X ′(s)

U ′X(s)

W
′
X(s)

 =


0 κα 0

κα 0 −τα
0 −τα 0




X(s)

UX(s)

WX(s)

 . (6.5)

Frenet çat�s�n�n türev formülleri düzenlenirse, bu durumda {UX(s), X(s),WX(s)}

çat�s� elde edilir. Bu çat�n�n türev formülleri a³a§�daki gibidir:
U ′X(s)

X ′(s)

W
′
X(s)

 =


0 κα −τα
κα 0 0

−τα 0 0




UX(s)

X(s)

WX(s)

 . (6.6)

Denklem (6.6) de verilen bu çat�
∫
UX(s)ds timelike direction e§risi üzerinde bir

Rotation minimizing çat�d�r.

Sonuç 6.8 {X(s), P1(s), P2(s)} ortonormal çat�s�,
∫
X(s)ds spacelike direction

e§risi üzerinde bir Rotation minimizing çat� ve p1, p2, Rotation minimizing e§-

rilikleri olsun. Ayr�ca, bu çat�n�n türev formülleri ve WX(s) küresel Darboux

göstergesi s�ras�yla Denklem(6.2) ve Denklem (6.3) de verilmi³tir. Bu durumda,

a³a§�daki durumlar sa§lan�r:

(i)
p2
p1

oran� sabittir ancak ve ancak WX(s) küresel Darboux göstergesi sabittir.

Buna ek olarak, WX(s) eksenli
∫
P1(s)ds ve

∫
P2(s)ds spacelike direction

e§rileri helisdir.

(ii) p2 = 0 ancak ve ancak P1 büyük çemberdir.

(iii) p1 = 0 ancak ve ancak P2 büyük çemberdir.

Böylece, a³a§�daki teoremler verilebilir.
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Teorem 6.8 Kabul edelim ki, {UX(s), X(s),WX(s)} çat�s�
∫
UX(s)ds timelike

direction e§risi üzerinde bir RMF olsun. κα ve τα, α =
∫
X(s)ds spacelike di-

rection e§risi üzerinde {X(s), UX(s),WX(s)} Frenet çat�s�n�n s�ras�yla e§rilik ve

torsiyonu olsun. Bu durumda,

τα
κα
,

oran�n�n sabit olmas� için gerek ve yeter ko³ul
∫
X(s)ds ve

∫
WX(s)ds spacelike

e§rilerinin,

L =
ταX + καWX√

τ 2α + κ2α
,

eksenli helis olmas�d�r.

�spat. Kabul edelim ki,
τα
κα

sabit olsun.
∫
X(s)ds ve

∫
WX(s)ds spacelike e§rile-

rinin ekseni,

L =
ταX + καWX√

τ 2α + κ2α
,

olarak yaz�labilir. L ekseninin türevi hesapland�§�nda,

L′ = (
τα√
τ 2α + κ2α

)′X + (
τα√
τ 2α + κ2α

)X ′ + (
κα√
τ 2α + κ2α

)′WX + (
κα√
τ 2α + κ2α

)W
′
X ,

elde edilir. X ′ = καUX ve W
′
X = −ταUX oldu§undan, L′ = 0 bulunur. Böylece,∫

X(s)ds ve
∫
WX(s)ds spacelike e§rilerinin ekseni

∫
UX(s)ds timelike direction

e§risinin ekseni ile sabit bir aç� yapar. Sonuç olarak,
∫
X(s)ds ve

∫
WX(s)ds

e§rileri helisdir. Tersine, kabul edelim ki,
∫
X(s)ds ve

∫
WX(s)ds e§rileri helis

olsun. Bu durumda,
∫
X(s)ds ve

∫
WX(s)ds e§rilerinin ekseni (yani, L ekseni)

sabittir. Ayr�ca, L ekseni sabit oldu§undan, L′ = 0 oldu§u görülür. Buradan,

τα
κα
,

oran� sabittir.

Teorem 6.9 Kabul edelim ki, {UX(s), X(s),WX(s)} ortonormal çat�s�
∫
UX(s)ds

timelike direction e§risi üzerinde 1.tip RMF ve κα, τα, Rotation minimizing e§-

rilikler olsun. Varsayal�m ki, (κα, τα) 6= (0, 0) olsun. Bu durumda a³a§�dakiler

gerçeklenir:
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(i) s0 noktas�nda WX(s) singüler de§ildir ancak ve ancak δX(s0) 6= 0 d�r.

(ii) WX(s) in görüntüsü s0 noktas�nda C ordinary cusp noktas�na lokal olarak

di�eomor�ktir ancak ve ancak δX(s0) = 0 ve δ′X(s0) 6= 0 d�r. Bu durumda,

X(s0) noktas� bir ordinary in�ection noktad�r.

�spat.

(i) Farzedelim ki, WX(s) bir s0 noktas�nda singüler olmas�n. Bu durumda,

W
′
X(s0) = −δX(s0)UX(s0) oldu§undan, W

′
X(s0) 6= 0 ve δX(s0) 6= 0 sa§-

lan�r. Aksine, kabul edelim ki δX(s0) 6= 0 olsun. Bu durumda, W
′
X(s0) =

−δX(s0)UX(s0) 6= 0 d�r. Böylece, WX(s) s0 noktas�nda singüler de§ildir.

(ii) Kabul edelim ki WX(s) in görüntüsü s0 noktas�nda C ordinary cusp nokta-

s�na di�eomor�k olsun. X ve WX e§rileri dual e§riler oldu§undan, Önerme

(2.2) den, biliyoruz ki WX(s0) noktas� s0 noktas�nda C ordinary cusp nok-

tas�na lokal olarak di�eomor�ktir. Ayr�ca, X(s0) noktas� bir ordinary inf-

lection nokta oldu§undan,

κg[X] = −δX
κα

= 0,

ve

κ′g[X] = −δ
′
Xκα − δXκ′α

κ2α
6= 0,

sa§lan�r. Böylece, δX(s0) = 0 ve δ′X(s0) 6= 0 elde edilir. Tersine, δX(s0) = 0

ve δ′X(s0) 6= 0 olsun. Bu durumda, κg[X] = 0 ve κ′g[X] 6= 0 bulunur. Bu ise,

X(s0) noktas�n�n bir ordinary in�ection noktas� oldu§unu gösterir. Sonuç

olarak, Önerme (2.2) den, WX(s0) noktas� s0 noktas�nda C ordinary cusp

noktas�na lokal olarak di�eomor�ktir. Böylece ispat tamamlanm�³ olur.

Teorem 6.10 Kabul edelim ki, {UX(s), X(s),WX(s)} ortonormal çat�s�
∫
UX(s)ds

timelike direction e§risi üzerinde 1.tip RMF ve κα, τα Rotation minimizing e§-

rilikler olsun. Varsayal�m ki (κα, τα) 6= (0, 0) olsun. Bu durumda, a³a§�dakiler

denktir:

(i) WX(s) sabittir.
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(ii) δX(s) ≡ 0 d�r.

(iii) α =
∫
X(s)ds spacelike direction e§risi düzlemsel bir e§ridir.

(�v) S21 de, X(s) büyük çemberin parças�d�r.

�spat. E§erWX(s) sabit ise, bu takdirde W
′
X(s) = 0 d�r.W

′
X(s) = −δX(s)UX(s)

oldu§undan dolay�, δX(s) = 0 d�r. Böylece, (i) ko³ulu sa§land�§�nda, (ii) ko³ulu

sa§lan�r. E§er δX(s) ≡ 0 ise, δX(s) = τα(s) oldu§undan τα(s) = 0 d�r. Bu

durumda, (iii) ko³ulu da sa§lan�r. E§er δX(s) = 0 ise, κg[X] = −δX
κα

oldu§undan

κg[X] = 0 elde edilir. Bu takdirde, X(s) in büyük çemberin parças� oldu§u aç�kt�r.

Sonuç olarak, (iv) ko³ulu da sa§lanm�³ olur.

Örnek 6.3 M , R3
1 de herhangi bir spacelike yüzey ve γ : I → M birim h�zl�

spacelike e§ri olsun. Bu durumda, {t(s), g(s), nγ(s)} Darboux çat�s�n�n türev for-

mülleri a³a§�daki ³ekilde verilir:
t′(s)

g′(s)

n′γ(s)

 =


0 κg(s) κn(s)

−κg(s) 0 τ g(s)

κn(s) τ g(s) 0




t(s)

g(s)

nγ(s)

 . (6.7)

Burada, bu çat�n�n t(s) ve g(s) vektör alanlar� spacelike vektör alanlar� ve nγ(s)

de bir timelike vektör alan�d�r. {t(s), g(s), nγ(s)} Darboux çat�s� saat yönünde

θ(s) = −
∫
τ gds aç�s� kadar t(s) spacelike vektör alan� etraf�nda döndürülsün.

Böylece, {t(s), P1(s), P2(s)} ortonormal çat�s� elde edilir. Bu çat�
∫
tds spacelike

direction e§risi üzerinde bir RMF dir. Bu çat�n�n Darboux vektörü,

Wt(s) = p2P1(s)− p1P2(s),

ve küresel Darboux göstergesi,

W t =
p2P1(s)− p1P2(s)√

p22 − p21
,

³eklindedir. Burada,

t∨ = W t,

dir. Böylece, {t,W t ∧ t = Ut,W t} çat�s� elde edilir. t,W t ∈ S21 için, bu çat� bir

spacelike birim h�zl� e§ri olan α =
∫
t(s)ds e§risi üzerinde Frenet çat�s�d�r. Dahas�,

W
′
t = −p

′
1p2 − p′2p1
p22 − p21

Ut = −δtUt,

oldu§undan, Teorem (6.9) a göre, singüler noktalar karakterize edilebilir.
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Uyar� 6.1 Örnek (6.3) e göre elde edilen W t küresel Darboux göstergesinde, p1,

p2 Rotation minimizing e§rilikleri ve P1 ve P2 vektörleri yerine konuldu§unda,

W t =
κgnγ + κng√
κ2n − κ2g

,

bulunur. Bu durum pseudo-küresel normal spacelike Darboux göstergesi D
S

n ile

çak�³�r (�to ve �zumiya 2016). Ayr�ca, δt de§i³mezi,

δt = −τ g +
κgκ

′
n − κnκ′g
κ2n − κ2g

,

olarak elde edilir. (Sato 2012) de, HS spacelike uzakl�k fonksiyonunun σD de§i³-

mezi δt de§i³mezi yard�m�yla kolayl�kla ifade edilir. Böylece,

σD = δt((
κg
κn

)2 − 1),

e³itli§i bulunmu³ olur.

Örnek 6.4 γ : I → R3
1 spacelike birim h�zl� e§ri ve {T (s), N(s), B(s)} çat�s�

bu e§rinin Frenet çat�s� olsun. {T (s), N(s), B(s)} Frenet çat�s� saat yönünde

θ(s) = −
∫
τds aç�s� kadar T (s) spacelike birim te§et vektör alan� etraf�nda

döndürülsün. Böylece, 1.tip RMF elde edilir. Elde edilen {T (s), N1(s), N2(s)}

çat�s� Bishop çat�s�d�r. Bu çat� ayn� zamanda
∫
T (s)ds spacelike direction e§risi

üzerinde bir RMF dir. k1 = −κ cosh θ ve k2 = −κ sinh θ, Bishop e§rilikleridir.

{T (s), N1(s), N2(s)} Bishop çat�s�n�n türev formülleri:
T ′(s)

N ′1(s)

N ′2(s)

 =


0 −k1(s) k2(s)

k1(s) 0 0

k2(s) 0 0




T (s)

N1(s)

N2(s)

 .
Bu çat�n�n Darboux vektörü,

WT (s) = −k1N2(s) + k2N1(s),

ve küresel Darboux göstergesi,

W T =
−k1N2(s) + k2N1(s)√

k22 − k21
, (6.8)

biçimindedir. Burada, Denklem (6.8) de k1 ve k2 yerine yaz�l�rsa,

W T (s) = − sinh θN1(s) + cosh θN2(s),
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elde edilir. Frenet ve Bishop çat�lar� aras�ndaki ili³ki matrisi:
T (s)

N(s)

B(s)

 =


1 0 0

0 cosh θ − sinh θ

0 − sinh θ cosh θ




T (s)

N1(s)

N2(s)

 ,
³eklindedir. Böylece,

B = − sinh θN1 + cosh θN2 = W T = T∨,

bulunur.

W
′
T = B′ = τN,

oldu§undan dolay�, W T göstergesinin singülerli§i τ ya göre belirlenir.

Önerme 6.1 HS : I x S21 → R spacelike uzakl�k fonksiyonu,

HS(s, v) = 〈X(s), v〉,

³eklinde tan�mlans�n. E§er, herhangi bir sabit v ∈ S21 için, hSv (s) = HS(s, v) ise,

bu takdirde, a³a§�daki durumlar vard�r.

(i) hSv (s) = (hSv )′(s) = 0 d�r ancak ve ancak v = ±WX(s) dir.

(ii) hSv (s) = (hSv )′(s) = (hSv )′′(s) = 0 d�r ancak ve ancak v = ±WX(s) ve

δX(s) = 0 d�r.

(iii) hSv (s) = (hSv )′(s) = (hSv )′′(s) = (hSv )′′′(s) = 0 d�r ancak ve ancak v =

±WX(s) ve δX(s) = δ′X(s) = 0 d�r.

�spat. hSv (s) = HS(s, v) = 〈X(s), v〉 oldu§undan,

(hSv )′ = 〈−p1P1 + p2P2, v〉,

(hSv )′′ = 〈−p′1P1 + p′2P2 + (p22 − p21)X, v〉,

ve

(hSv )′′′ = 〈(−p′′1 + p31 − p1p22)P1 + (p′′2 + p32 − p21p2)P2 + 3(p2p
′
2 − p1p′1)X, v〉,

³eklindedir. {X(s), P1(s), P2(s)} çat�s� ortonormal çat� oldu§undan dolay�,

v = λX + µP1 + ηP2,

biçiminde yaz�labilir.
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(i) hSv (s) = 0 oldu§undan, λ = 0 d�r. Böylece,

v = µP1 + ηP2,

bulunur. Ayr�ca, v ∈ S21 oldu§undan dolay�, 〈v, v〉 = µ2−η2 = 1 dir. Dahas�,

(hSv )′ = 0 oldu§u zaman,

〈−p1P1 + p2P2, µP1 + ηP2〉 = −p1µ− p2η = 0,

elde edilir. Bu durumda,

p1v = p1µP1 + p1ηP2 = −p2ηP1 + p1ηP2 = η(−p2P1 + p1P2),

ve

η2 =
p21

p22 − p21
,

bulunur. Böylece,

η = ± p1√
p22 − p21

,

ve µ2 − η2 = 1 oldu§undan dolay�,

v = ±−p2P1(s) + p1P2(s)√
p22 − p21

= ±WX ,

elde edilir.

(ii) �kinci türevin s�f�r olma ko³ulu eklenirse (yani, (hSv )′′(s) = 0),

〈−p′1P1 + p′2P2 + (p22 − p21)X,±
−p2P1(s) + p1P2(s)√

p22 − p21
〉 = ±p

′
1p2 − p1p′2√
p22 − p21

= 0,

hesaplan�r. Böylece, δX = 0 bulunur.

(iii) Üçüncü türevin s�f�r olma ko³ulu eklenirse (yani, (hSv )′′′(s) = 0 ),

〈(−p′′1 + p31 − p1p22)P1 + (p′′2 + p32 − p21p2)P2 + 3(p2p
′
2 + p1p

′
1)X,

±−p2P1(s) + p1P2(s)√
p22 − p21

〉 = ±p2p
′′
1 − p1p′′2√
p22 − p21

= 0,

hesaplan�r.

δ′X =
−p1p′′2 + p2p

′′
1

p22 − p21
− 2(−p′2p1 + p2p

′
1)(p2p

′
2 − p1p′1)

(p22 − p21)2
,

oldu§undan dolay� δ′X = 0 elde edilir.
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6.2.2 2.Tip RMF

{X(s), Y (s), Z(s)} çat�s� Y (s) vektör alan� etraf�nda saat yönünde ϕ(s) =
∫
−bds

aç�s� kadar döndürülsün. Burada, bu çat�n�n X ve Y vektör alanlar� spacelike

vektör alanlar� ve Z timelike vektör alan�d�r. 1.tip RMF gibi gerekli hesaplamalar

yap�l�rsa, 2.tip RMF nin türev formülleri a³a§�daki gibi elde edilir:
Y ′(s)

R′1(s)

R′2(s)

 =


0 r1 −r2
r1 0 0

r2 0 0



Y (s)

R1(s)

R2(s)

 , (6.9)

burada r1 = c coshϕ+ a sinhϕ ve r2 = c sinhϕ+ a coshϕ dir. Ayr�ca,

r21 − r22 = c2 − a2,

bulunur. Buna ek olarak, bu çat� β =
∫
Y (s)ds spacelike direction e§risi üzerinde

bir Rotation minimizing çat�d�r. Bu çat�n�n Darboux vektörü,

WY (s) = −r1R2(s) + r2R1(s) = −cX(s) + aZ(s),

ve küresel Darboux göstergesi,

W Y =
−r1R2(s) + r2R1(s)√

r21 − r22
=
−cX(s) + aZ(s)√

c2 − a2
, (6.10)

bulunur. Burada, Y ∨ = W Y dir. Bu durumda, {Y,W Y ∧ Y = UY ,W Y } çat�s�

elde edilir. Y,W Y ∈ S21 için, bu çat� spacelike birim h�zl� direction e§ri olan

β =
∫
Y (s)ds e§risi üzerinde Frenet çat�s�d�r. R′1(s) = r1Y (s) ve R′2(s) = r2Y (s)

oldu§undan,

W
′
Y = −r

′
1r2 − r′2r1
r21 − r22

UY ,

bulunur. Ayr�ca, burada,

δY =
r′1r2 − r′2r1
r21 − r22

, (6.11)

al�n�rsa,

W
′
Y = −δYUY ,

yaz�l�r. Denklem (6.11) de, r1 ve r2, Rotation minimizing e§riliklerinin türevleri

yerine konulursa,

δY = b+
ac′ − a′c
c2 − a2

,
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elde edilir. Böylece, {Y,W Y ∧Y = UY ,W Y } çat�s�na göre β =
∫
Y (s)ds spacelike

direction e§risinin e§rilik ve torsiyonu,

κβ = ‖Y ′‖=
√
r21 − r22 =

√
c2 − a2,

ve

τβ = δY =
r′1r2 − r′2r1
r21 − r22

= b+
ac′ − a′c
c2 − a2

,

olarak elde edilir. Dahas�, Y spacelike küresel e§risi birim h�zl� e§ri olmad�§�ndan,

{Y,W Y ∧ Y = UY ,W Y } Frenet çat�s�na göre bu e§rinin geodezik e§rili§i,

κg[Y ] =
1

‖Y ′‖
〈U ′Y ,W Y 〉 = − 1

‖Y ′‖
〈UY ,W

′
Y 〉

= − 1

‖Y ′‖
〈UY ,−δYUY 〉 = − δY

‖Y ′‖
= −τβ

κβ
,

bulunur. Ayr�ca, β =
∫
Y (s)ds spacelike direction e§risi üzerinde

{Y (s), UY (s),W Y (s)} Frenet çat�s�n�n türev formülleri a³a§�daki gibi verilir:
Y ′(s)

U ′Y (s)

W
′
Y (s)

 =


0 κβ 0

κβ 0 −τβ
0 −τβ 0




Y (s)

UY (s)

W Y (s)

 . (6.12)

Denklem (6.12) de uygun düzenlemeler yap�l�rsa, bu durumda, {UY (s), Y (s),W Y (s)}

çat�s� elde edilir. Bu çat�n�n türev formülleri a³a§�daki gibidir:
U ′Y (s)

Y ′(s)

W
′
Y (s)

 =


0 κβ −τβ
κβ 0 0

−τβ 0 0




UY (s)

Y (s)

W Y (s)

 . (6.13)

Denklem (6.13) de verilen bu çat�
∫
UY (s)ds timelike direction e§risi üzerinde bir

Rotation minimizing çat�d�r.

Uyar� 6.2 1.tip Rotation minimizing çat� için elde edilen bütün teoremler ve

bütün sonuçlar 2.tip Rotation minimizing çat� için de kolayl�kla verilebilir. Bu

nedenden dolay�, bu bölümde bu sonuçlar ve teoremler tekrar edilmeyecektir.

Sadece kullanaca§�m�z teoremleri ifade edece§iz.
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Teorem 6.11 Kabul edelim ki, {UY (s), Y (s),W Y (s)} ortonormal çat�s�
∫
UY (s)ds

timelike direction e§risi üzerinde 2.tip RMF ve κβ, τβ Rotation minimizing e§-

rilikler olsun. Varsayal�m ki (κβ, τβ) 6= (0, 0) olsun. Bu durumda a³a§�dakiler

gerçeklenir:

(i) s0 noktas�nda W Y (s) singüler de§ildir ancak ve ancak δY (s0) 6= 0 d�r.

(ii) W Y (s) in görüntüsü s0 noktas�nda C ordinary cusp noktas�na lokal olarak

di�eomor�ktir ancak ve ancak δY (s0) = 0 ve δ′Y (s0) 6= 0 d�r. Bu durumda,

Y (s0) noktas� bir ordinary in�ection noktad�r.

�spat. �spat, Teorem (6.9) un ispat�ndaki gibi verilebilir.

Örnek 6.5 M , R3
1 de herhangi bir spacelike yüzey ve γ : I → M birim h�zl�

spacelike e§ri olsun. Denklem (6.7) deki, {t(s), g(s), nγ(s)} Darboux çat�s� saat

yönünde ϕ(s) = −
∫
κnds aç�s� kadar g(s) spacelike vektör alan� etraf�nda dön-

dürülsün. Burada, t(s) ve g(s) vektör alanlar� spacelike vektör alanlar� ve nγ(s)

vektör alan� timelike vektör alan�d�r. Bu durumda,

R1(s) = coshϕnγ(s) + sinhϕt(s),

R2(s) = sinhϕnγ(s) + coshϕt(s),

ve

r1(s) = τ g coshϕ+ κg sinhϕ,

r2(s) = τ g sinhϕ+ κg coshϕ,

elde edilir. Böylece, {g(s), R1(s), R2(s)} ortonormal çat�s�
∫
gds spacelike direc-

tion e§risi üzerinde bir Rotation minimizing çat�d�r. Bu çat�n�n Darboux vektörü,

Wg(s) = −r1R2(s) + r2R1(s),

ve küresel Darboux göstergesi,

W g =
−r1R2(s) + r2R1(s)√

r21 − r22
,
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³eklindedir. Burada,

g∨ = W g,

dir. Böylece, {g,W g ∧ g = Ug,W g} çat�s� elde edilir. g,W g ∈ S21 için, bu çat�

spacelike birim h�zl� e§ri olan β =
∫
g(s)ds e§risi üzerinde Frenet çat�s�d�r. Dahas�,

W
′
g = −r

′
1r2 − r′2r1
r21 − r22

Ug = −δgUg,

oldu§undan, Teorem (6.11) e göre, singüler noktalar karakterize edilebilir.

Uyar� 6.3 Örnek (6.5) e göre elde edilen W g küresel Darboux göstergesinde,

r1, r2 Rotation minimizing e§rilikleri ve R1 ve R2 çat� vektörleri yerine konuldu-

§unda,

W g =
−τ gt+ κgnγ√

τ 2g − κ2g
,

bulunur. Bu durum pseudo-küresel rekti�yan spacelike Darboux göstergesi D
S

r in

ters i³aretlisini verir (�to ve �zumiya 2016). Ayr�ca, δg de§i³mezi, (�to ve �zumiya 2016)

daki δSr de§i³mezi ile çak�³�r. Yani, δg = δSr dir.

6.2.3 3.Tip RMF

{X(s), Y (s), Z(s)} çat�s� Z(s) vektör alan� etraf�nda saat yönünde ψ(s) =
∫
ads

aç�s� kadar döndürülsün. Burada, bu çat�n�n X ve Y vektör alanlar� spacelike

vektör alanlar� ve Z vektör alan� timelike vektör alan�d�r. 1.tip RMF de yap�ld�§�

gibi gerekli hesaplamalar yap�l�rsa, 3.tip RMF nin türev formülleri a³a§�daki gibi

elde edilir: 
Z ′(s)

S ′1(s)

S ′2(s)

 =


0 s1 s2

s1 0 0

s2 0 0



Z(s)

S1(s)

S2(s)

 , (6.14)

burada s1 = b cosψ − c sinψ ve s2 = b sinψ + c cosψ dir. Ayr�ca,

s21 + s22 = b2 + c2,

bulunur. Buna ek olarak, bu çat� ξ =
∫
Z(s)ds timelike direction e§risi üzerinde

bir Rotation minimizing çat�d�r. Bu çat�n�n Darboux vektörü,

WZ(s) = s1S2(s)− s2S1(s) = −cX(s) + bY (s),
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ve küresel Darboux göstergesi,

WZ =
s1S2(s)− s2S1(s)√

s21 + s22
=
−cX(s) + bY (s)√

b2 + c2
(6.15)

bulunur. Burada, Z∨ = WZ dir. Bu durumda, {Z,WZ ∧Z = UZ ,WZ} çat�s� elde

edilir. UZ ,WZ ∈ S21 için, bu çat� timelike birim direction e§ri olan ξ =
∫
Z(s)ds

e§risi üzerinde Frenet çat�s�d�r. S ′1(s) = s1Z(s) ve S ′2(s) = s2Z(s) oldu§undan,

W
′
Z = −s1s

′
2 − s2s′1
s21 + s22

UZ ,

³eklindedir. Ayr�ca, burada,

δZ =
s1s
′
2 − s2s′1
s21 + s22

, (6.16)

al�n�rsa,

W
′
Z = −δZUZ ,

yaz�l�r. Denklem (6.16) da, s1 ve s2, Rotation minimizing e§riliklerinin türevleri

yerine konulursa,

δZ = a+
c′b− cb′

b2 + c2
,

elde edilir. Böylece, {Z,WZ ∧ Z = UZ ,WZ} çat�s�na göre ξ =
∫
Z(s)ds timelike

direction e§risinin e§rilik ve torsiyonu,

κξ = ‖Z ′‖=
√
s21 + s22 =

√
b2 + c2,

ve

τ ξ = δZ =
s1s
′
2 − s2s′1
s21 + s22

= a+
c′b− cb′

b2 + c2
,

bulunur. Dahas�, Z timelike küresel e§risi birim h�zl� e§ri olmad�§�ndan, {Z,WZ∧

Z = UZ ,WZ} Frenet çat�s�na göre bu e§rinin geodezik e§rili§i,

κg[Z] =
1

‖Z ′‖
〈U ′Z ,WZ〉 = − 1

‖Z ′‖
〈UZ ,W

′
Z〉

= − 1

‖Z ′‖
〈UZ ,−δZUZ〉 =

δZ
‖Z ′‖

=
τ ξ
κξ
,
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olarak elde edilir. Ayr�ca, ξ =
∫
Z(s)ds timelike direction e§risi üzerinde

{Z(s), UZ(s),WZ(s)} Frenet çat�s�n�n türev formülleri a³a§�daki gibi verilir:
Z ′(s)

U ′Z(s)

W
′
Z(s)

 =


0 κξ 0

κξ 0 τ ξ

0 −τ ξ 0




Z(s)

UZ(s)

WZ(s)

 . (6.17)

Denklem (6.17) de uygun düzenlemeler yap�l�rsa, bu durumda, {UZ(s), Z(s),WZ(s)}

çat�s� elde edilir. Bu çat�n�n türev formülleri a³a§�daki gibidir:
U ′Z(s)

Z ′(s)

W
′
Z(s)

 =


0 κξ τ ξ

κξ 0 0

−τ ξ 0 0




UZ(s)

Z(s)

WZ(s)

 . (6.18)

Denklem (6.18) de verilen bu çat�
∫
UZ(s)ds spacelike direction e§risi üzerinde

bir Rotation minimizing çat�d�r.

Uyar� 6.4 1.tip Rotation minimizing çat� için elde edilen bütün teoremler ve

bütün sonuçlar 3.tip Rotation minimizing çat� için de kolayl�kla verilebilir. Bu

nedenden dolay�, bu bölümde bu sonuçlar ve teoremler tekrar edilmeyecektir.

Sadece kullanaca§�m�z teoremleri ifade edece§iz.

Teorem 6.12 Kabul edelim ki, {UZ(s), Z(s),WZ(s)} ortonormal çat�s�
∫
UZ(s)ds

spacelike direction e§risi üzerinde 3.tip RMF ve κξ, τ ξ Rotation minimizing e§-

rilikler olsun. Varsayal�m ki (κξ, τ ξ) 6= (0, 0) olsun. Bu durumda a³a§�dakiler

gerçeklenir:

(i) s0 noktas�nda WZ(s) singüler de§ildir ancak ve ancak δZ(s0) 6= 0 d�r.

(ii) WZ(s) in görüntüsü s0 noktas�nda C ordinary cusp noktas�na lokal olarak

di�eomor�ktir ancak ve ancak δZ(s0) = 0 ve δ′Z(s0) 6= 0 d�r. Bu durumda,

Z(s0) noktas� bir ordinary in�ection noktad�r.

�spat. Teorem (6.9) un ispat�ndaki gibi verilebilir.

Örnek 6.6 M , R3
1 de herhangi bir spacelike yüzey ve γ : I → M birim h�zl�

spacelike e§ri olsun. Denklem (6.7) deki, {t(s), g(s), nγ(s)} Darboux çat�s� saat
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yönünde ψ(s) =
∫
κgds aç�s� kadar nγ(s) timelike vektör alan� etraf�nda döndürül-

sün. Burada, t(s) ve g(s) vektör alanlar� spacelike vektör alanlar� ve nγ(s) vektör

alan� timelike vektör alan�d�r. Bu durumda,

S1(s) = cosψt(s)− sinψg(s),

S2(s) = sinψt(s) + cosψg(s),

ve

s1(s) = κn cosψ − τ g sinψ,

s2(s) = κn sinψ + τ g cosψ,

olarak elde edilir. Böylece, {nγ(s), S1(s), S2(s)} ortonormal çat�s�
∫
nγ(s)ds time-

like direction e§risi üzerinde bir Rotation minimizing çat�d�r. Bu çat�n�n Darboux

vektörü,

Wnγ(s)(s) = s1S2(s)− s2S1(s),

ve küresel Darboux göstergesi,

W nγ(s) =
s1S2(s)− s2S1(s)√

s21 + s22
,

³eklindedir. Burada,

nγ(s)
∨ = W nγ(s),

dir. Böylece, {nγ(s),W nγ(s)∧nγ(s) = Unγ(s),W nγ(s)} çat�s� elde edilir. Unγ(s),W nγ

∈ S21 için, bu çat� timelike direction birim h�zl� e§ri olan
∫
nγ(s)ds e§risi üzerinde

Frenet çat�s�d�r. Dahas�,

W
′
nγ(s) = −s1s

′
2 − s2s′1
s21 + s22

Unγ(s) = −δnγ(s)Unγ(s),

oldu§undan, Teorem (6.12) ye göre, singüler noktalar karakterize edilebilir.

Uyar� 6.5 Örnek (6.6) ya göre elde edilen W nγ(s) küresel Darboux gösterge-

sinde, s1, s2 Rotation minimizing e§rilikleri ve S1 ve S2 çat� vektörleri yerine

konuldu§unda,

W nγ (s) =
κng − τ gt√
τ 2g + κ2n

,
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bulunur. Bu durum, (�to ve �zumiya 2016) daki, pseudo-küresel oskülatör space-

like Darboux göstergesi D
S

o nin ters i³aretlisini verir. Ayr�ca, δnγ(s) de§i³mezi de,

(�to ve �zumiya 2016) daki δSo de§i³mezi ile çak�³�r. Yani, δnγ(s) = δSo dir.

Al�³t�rma 6.1 M , R3
1 de herhangi bir spacelike yüzey ve γ : I → M space-

like birim h�zl� e§ri olsun. �imdi, M yüzeyi üzerinde {t(s), g(s), nγ(s)} Darboux

çat�s�n� gözönüne alal�m. Yukar�da görüldü§ü gibi,

W nγ (s) =
κng − τ gt√
τ 2g + κ2n

,

dir ve ayr�ca, (W nγ (s), nγ(s)) e§ri çifti dual e§rilerdir (yani, Legendre e§riler).

{nγ(s),W nγ (s) ∧ nγ(s) = Unγ (s),W nγ (s)} çat�s� ξ =
∫
nγ(s)ds timelike direction

e§risi üzerinde, Unγ(s),W nγ ∈ S21 için, Frenet çat�s�d�r. ξ =
∫
nγ(s)ds timelike

direction e§risi üzerindeki, {nγ(s),W nγ (s) ∧ nγ(s) = Unγ (s),W nγ (s)} Frenet ça-

t�s�n�n türev formülleri a³a§�daki gibi verilir:
n′γ(s)

U ′nγ
(s)

W
′
nγ

(s)

 =


0 κξ 0

κξ 0 τ ξ

0 −τ ξ 0




nγ(s)

Unγ(s)

W nγ (s)

 . (6.19)

Dahas�, bu çat�ya göre,

κξ =
√
τ 2g + κ2n,

ve

τ ξ =
(
τ g
κn

)′κ2n

τ 2g + κ2n
+ κg,

oldu§undan dolay�,

τ ξ
κξ

=
(
τ g
κn

)′κ2n

(τ 2g + κ2n)
3
2

+
κg√
τ 2g + κ2n

, (6.20)

elde edilir.

Uyar� 6.6 Denklem (6.20) ifadesi (Do§an ve Yayl� 2018) deki Theorem 1 in

ifadesidir.
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Sonuç 6.9 M , R3
1 de herhangi bir spacelike yüzey ve γ : I → M spacelike

birim h�zl� e§ri olsun. Dahas�, {nγ(s),W nγ (s) ∧ nγ(s) = Unγ (s),W nγ (s)} çat�s�,

Unγ(s),W nγ ∈ S21 için, ξ =
∫
nγ(s)ds timelike direction e§risi üzerinde Frenet

çat�s� olsun. Bu durumda,

(i)

τ ξ
κξ

= σ,

oran� sabittir ancak ve ancak
∫
nγ(s)ds ve

∫
W nγ (s)ds e§rileri (yani, s�ra-

s�yla timelike ve spacelike e§riler) eksenleri,

L =
−τ ξnγ − κξW nγ√

κ2ξ − τ 2ξ
,

olan helislerdir.

(ii)

τ ξ
κξ

= σ,

oran� sabittir ancak ve ancak γ e§risi, (Do§an ve Yayl� 2018) deki The-

orem 1 e göre, M üzerinde ekseni L olan izofoto e§ridir.

(iii) γ e§risi, M üzerinde geodezik e§ri olsun.
τ ξ
κξ

= σ oran� sabittir ancak ve

ancak R3
1 de, γ e§risi slant helisdir.
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7. R4
1 M�NKOWSK� UZAYINDA ÇATI HAREKETLER�

7.1 Rotation Minimizing Çat� ve Rekti�yan E§riler

7.1.1 Rotation Minimizing Çat�

Bu bölümde dört durum için Rotation minimizing çat�y� inceleyece§iz. R4
1 de, e§ri

de§i³tikçe Rotation minimizing çat�n�n nas�l de§i³ti§ini gösterece§iz.

Durum 1. R4
1 de α=α(s) birim h�zl� regüler timelike e§ri olsun. Denklem (2.17),

bu e§rinin Frenet çat�s�d�r. V3 ve V4 ün gerdi§i, Sp{V3, V4} düzleminde döndürü-

lürse,  N1(s)

N2(s)

 =

 cos θ(s) sin θ(s)

− sin θ(s) cos θ(s)

 V3(s)

V4(s)

 ,
θ(s) = −

∫
k3(s)ds dir. N ′1, N ′2 türevleri hesaplanarak, N ′1 = −k2 cos θ(s)N

ve N ′2 = k2 sin θ(s)N elde edilir. Ayr�ca, k1 = k2 cos θ(s) ve k2 = k2 sin θ(s)

oldu§unda, N ′1 = −k1N ve N ′2 = k2N bulunur. Buna ek olarak, k
2

1 + k
2

2 = k22 ve

θ(s)=arctan(
k2

k1
) yaz�l�r.

Yeni çat�n�n denklemleri a³a§�daki gibi elde edilir.
N ′(s)

N ′1(s)

N ′2(s)

T ′(s)

 =


0 k1 −k2 k1

−k1 0 0 0

k2 0 0 0

k1 0 0 0




N(s)

N1(s)

N2(s)

T (s)

 , (7.1)

Yukar�daki çat� denklemi gözönüne al�nd�§�nda, {T,N1, N2} türevleri γ′ nün yö-

nünde oldu§undan dolay� (yani γ n�n te§eti yönünde oldu§undan), {T,N,N1, N2}

çat�s� γ(s) =
∫
N(s)ds direction e§risi üzerinde �Rotation Minimizing Çat�

(RMF)� olarak adland�r�l�r. k1, k2 ve k1, γ(s) =
∫
N(s)ds e§risinin Rotation

minimizing e§rilikleridir.

Durum 2. R4
1 de, α=α(s) birim h�zl� regüler spacelike e§ri olsun. Ayr�ca, V4

timelike birim vektör alan�d�r. Denklem (2.18), bu e§rinin Frenet çat�s�d�r. V3 ve

148



V4 ün gerdi§i, Sp{V3, V4} düzleminde döndürülürse, N1(s)

N2(s)

 =

 cosh θ(s) sinh θ(s)

sinh θ(s) cosh θ(s)

 V3(s)

V4(s)

 ,
θ(s) = −

∫
k3(s)ds dir. N ′1, N

′
2 türevleri hesapland�§�nda, N ′1 = −k2 cosh θ(s)N

ve N ′2 = −k2 sinh θ(s)N elde edilir. Ayr�ca, k1 = k2 cosh θ(s) ve k2 = k2 sinh θ(s)

al�n�rsa, N ′1 = −k1N ve N ′2 = −k2N bulunur. Buna ek olarak, k
2

1 − k
2

2 = k22 ve

θ(s)=arctanh(
k2

k1
) elde edilir.

Yeni çat�n�n denklemleri a³a§�daki gibi elde edilir.
N ′(s)

N ′1(s)

N ′2(s)

T ′(s)

 =


0 k1 −k2 −k1
−k1 0 0 0

−k2 0 0 0

k1 0 0 0




N(s)

N1(s)

N2(s)

T (s)

 , (7.2)

Yukar�daki çat� denklemi gözönüne al�nd�§�nda, {T,N1, N2} türevleri γ′ nün yö-

nünde oldu§undan dolay� (yani γ n�n te§eti yönünde oldu§undan), {T,N,N1, N2}

çat�s� γ(s) =
∫
N(s)ds direction e§risi üzerinde �Rotation Minimizing Çat�

(RMF)� olarak adland�r�l�r. k1, k2 ve k1, γ(s) =
∫
N(s)ds e§risinin Rotation

minimizing e§rilikleridir.

Durum 3. R4
1 de, α=α(s) birim h�zl� spacelike e§ri olsun. Ayr�ca, N timelike

birim normal vektör alan�d�r. Denklem (2.19) bu e§rinin Frenet çat�s�d�r. V3 ve

V4 ün gerdi§i, Sp{V3, V4} düzleminde döndürülürse, N1(s)

N2(s)

 =

 cos θ(s) sin θ(s)

− sin θ(s) cos θ(s)

 V3(s)

V4(s)

 ,
θ(s) = −

∫
k3(s)ds dir. N ′1, N ′2 türevleri hesapland�§�nda, N ′1 = k2 cos θ(s)N

ve N ′2 = −k2 sin θ(s)N elde edilir. Ayr�ca, k1 = k2 cos θ(s) ve k2 = k2 sin θ(s)

oldu§unda, N ′1 = k1N ve N ′2 = −k2N bulunur. Buna ek olarak, k
2

1 + k
2

2 = k22 ve

θ(s)=arctan(
k2

k1
) bulunur.

Yeni çat�n�n denklemi,
N ′(s)

N ′1(s)

N ′2(s)

T ′(s)

 =


0 k1 −k2 k1

k1 0 0 0

−k2 0 0 0

k1 0 0 0




N(s)

N1(s)

N2(s)

T (s)

 , (7.3)
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³eklinde bulunur. Yukar�daki çat� denklemi gözönüne al�nd�§�nda, {T,N1, N2} tü-

revleri γ′ nün yönünde oldu§undan dolay� (yani γ n�n te§eti yönünde oldu§undan),

{T,N,N1, N2} çat�s� γ(s) =
∫
N(s)ds direction e§risi üzerinde �Rotation Mi-

nimizing Çat� (RMF)� olarak adland�r�l�r. k1, k2 ve k1, γ(s) =
∫
N(s)ds

e§risinin Rotation minimizing e§rilikleridir.

Böylece, a³a§�daki teoremleri verebiliriz.

Teorem 7.1 α : I → R4
1 e§risi spacelike e§ri (ya da timelike e§ri) ve {T,N, V3, V4}

çat�s� da bu e§rinin Frenet çat�s� olsun. {T,N,N1, N2} çat�s� γ =
∫
N(s)ds direc-

tion e§risi üzerinde Rotation minimizing çat�d�r.

�spat. Bu teoremin ispat�, Denklem (7.1), Denklem (7.2) ve Denklem (7.3) den

aç�kt�r.

Teorem 7.2 γ =
∫
N(s)ds direction e§risi timelike küresel e§ridir (ya da space-

like küresel e§ridir) gerek ve yeter ³art λ1k1 + λ2k2 + λ3k1 + 1 = 0 d�r. k1, k2

ve k1 Rotation minimizing e§riliklerdir ve λ1, λ2 ve λ3 sabittir.

�spat. γ(s) =
∫
N(s)ds e§risi timelike küresel e§ri (ya da spacelike küresel e§ri)

olsun. Bu durumda,

γ(s) = λ1N1 + λ2N2 + λ3T,

dir. Her iki taraf�n türevi al�n�r ve Rotation minimizing türev denklemleri yerine

konulursa,

λ1k1 + λ2k2 + λ3k1 + 1 = 0,

oldu§u kolayca elde edilebilir. λ1, λ2 ve λ3 sabittir. Aksine,

λ1k1 + λ2k2 + λ3k1 + 1 = 0,

ve λ1, λ2 ve λ3 sabit olsun. Bu durumda, γ(s) =
∫
N(s)ds e§risinin timelike

küresel e§ri (ya da spacelike küresel e§ri) oldu§u aç�kt�r (Yung-Chow 1972).

7.1.2 Rekti�yan E§riler

R4
1 Lorentz-Minkowski uzay�nda, rekti�yan e§ri N asli normal vektör alan�n�n

N⊥ ortogonal e³inde uzanan yer vektörüne sahip bir e§ri olarak tan�mlanm�³t�r.

150



Sonuç olarak,

N⊥ = {W ∈ R4
1 | 〈W,N〉 = 0},

³eklinde verilmi³tir. 〈,〉, R4
1 de, standart pseudo skaler çarp�m� olu³turur. Bu se-

bepten, N⊥, T te§et, B1 ilk binormal ve B2 ikinci binormal vektör alanlar� ta-

raf�ndan üretilen, R4
1 ün 3-boyutlu alt uzay�d�r. Böylece, R4

1 Lorentz-Minkowski

uzay�nda ~α rekti�yan spacelike e§risinin baz� seçilmi³ orijinlere göre yer vektörü,

~α(s) = λ(s)~T (s) + µ(s) ~B1(s) + η(s) ~B2(s),

denklemini sa§lar. Burada, s yay uzunlu§u fonksiyonu olmak üzere λ(s), µ(s)

ve η(s) diferensiyellenebilir fonksiyonlard�r. Ayr�ca, bu rekti�yan spacelike e§riler

sahip olduklar� k1(s), k2(s) ve k3(s) e§riliklerine göre karakterize edilmi³tir ve

key� bir e§rinin rekti�yan olmas� için gerek ve yeter ko³ullar R4
1 de verilmi³tir

(�larslan vd. 2003).

�imdi, R4
1 de, Rotation minimizing çat�y� kullanarak rekti�yan e§rilerin yeni bir

karakterizasyonunu verece§iz.

Teorem 7.3 R4
1 de, α herhangi bir timelike e§ri ve {T,N,N1, N2}, γ(s) =

∫
N(s)ds

direction e§risi üzerinde Rotation minimizing çat� (RMF) olsun. α e§risi timelike

rekti�yan e§ridir (Böylece α(s) = (s+ b)T +AN1 +BN2 dir) gerek ve yeter ³art

Ak1−Bk2 = (s+ b)k1, A,B ∈ R, k1, k2 ve k1, Rotation minimizing e§riliklerdir.

�spat. (⇒) R4
1 de, α=α(s) timelike rekti�yan e§ri olsun. Bu durumda,

α(s) = λ1T + λ2N1 + λ3N2,

denklemi sa§lan�r. Her iki yan�n türevi al�n�rsa,

T = α′ = λ′1T + λ1T
′ + λ′2N1 + λ2N

′
1 + λ′3N2 + λ3N

′
2, (7.4)

elde edilir. T ′ = k1N , N ′1 = −k1N ve N ′2 = k2N , e³itlikleri Denklem (7.4) de

yerine yaz�l�p gerekli i³lemler yap�l�rsa,

λ′1 = 1, λ′2 = 0, λ′3 = 0,
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ve

λ1k1 − λ2k1 + λ3k2 = 0,

bulunur. Sonuç olarak, λ′1 = 1, λ′2 = 0 ve λ′3 = 0 oldu§undan dolay�, λ1 = s+ b,

λ2 = A ve λ3 = B, A,B ∈ R dir. Böylece, Ak1 −Bk2 = (s+ b)k1 elde edilir.

(⇐) Ak1−Bk2 = (s+b)k1, A,B ∈ R, k1, k2 ve k1, Rotation minimizing e§rilikler

olsun.

d

ds
(α(s)− (s+ b)T − AN1 −BN2) = 0,

oldu§undan dolay�, bu takdirde R4
1 de, α(s) = (s + b)T + AN1 + BN2 + ~C bir

timelike rekti�yan e§ridir. Böylece ispat tamamlanm�³ olur.

Teorem 7.4 R4
1 de, α herhangi bir spacelike e§ri (V4 timelike birim vektör alan�)

ve γ(s) =
∫
N(s)ds direction e§risi üzerinde {T,N,N1, N2} Rotation minimizing

çat� (RMF) olsun. α e§risi spacelike rekti�yan bir e§ridir (Böylece α(s) = (s +

b)T +AN1 +BN2 dir) gerek ve yeter ³art Ak1 +Bk2 = (s+ b)k1, A,B ∈ R, k1,

k2 ve k1, Rotation minimizing e§riliklerdir.

�spat. Teorem (7.3) ün ispat�nda yap�ld�§� gibi, ispat� yap�l�r.

Teorem 7.5 R4
1 de, α herhangi bir spacelike e§ri (N timelike birim normal vek-

tör alan�) ve γ(s) =
∫
N(s)ds direction e§risi üzerinde {T,N,N1, N2} Rotation

minimizing çat� (RMF) olsun. α e§risi spacelike rekti�yan bir e§ridir (Böylece

α(s) = (s + b)T + AN1 + BN2 dir) gerek ve yeter ³art Bk2 − Ak1 = (s + b)k1,

A,B ∈ R, k1, k2 ve k1, Rotation minimizing e§riliklerdir.

�spat. Teorem (7.3) ün ispat�nda yap�ld�§� gibi, ispat� yap�l�r.

Küresel e§rinin karakterizasyonunda oldu§u gibi Rekti�yan e§rinin ba³ka bir ka-

rakterizasyonunu da a³a§�daki teorem ile verece§iz.

Teorem 7.6 R4
1 de, k1, k2 ve k3 e§riliklerine sahip s yay parametresi ile para-

metrelendirilmi³ C4 s�n�f�ndan α = α(s) s ∈ [0, L], timelike e§risi, rekti�yan bir

e§ridir gerek ve yeter ³art

(A cos

∫ s

0

k3ds−B sin

∫ s

0

k3ds) =
(s+ b)k1

k2
(7.5)

A,B sabittir.
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�spat. R4
1 de, k1, k2 ve k3 e§riliklerine sahip α = α(s) e§risi timelike rekti�yan

bir e§ri olsun. Bu durumda Teorem 7.3 sa§lan�r. Böylece, Ak1−Bk2 = (s+ b)k1,

A,B ∈ R elde edilir. Ayr�ca, timelike e§ri için, k1 = k2 cos θ(s), k2 = k2 sin θ(s)

ve θ(s) =
∫
k3(s)ds oldu§undan dolay�,

(A cos

∫ s

0

k3ds−B sin

∫ s

0

k3ds) = (s+ b)
k1
k2
,

dir ve A,B sabittir.

Aksine,

(A cos

∫ s

0

k3ds−B sin

∫ s

0

k3ds) = (s+ b)
k1
k2
,

A,B sabit olsun.
∫ s
0
k3ds = θ oldu§undan, bu takdirde,

(A cos θ −B sin θ) = (s+ b)
k1
k2
,

elde edilir. Gerekli i³lemler yap�l�rsa,

(Ak2 cos θ −Bk2 sin θ) = (s+ b)k1,

bulunur. k1 = k2 cos θ(s) ve k2 = k2 sin θ(s) oldu§undan, Teorem 7.3 elde edilir.

Yani, Ak1−Bk2 = (s+b)k1, A,B ∈ R dir. Ayr�ca, k1 = k2 cos θ(s), k2 = k2 sin θ(s)

ve θ(s) =
∫
k3(s)ds dir. Bu teorem bu e§rinin timelike rekti�yan e§ri oldu§unu

gösterir.

Sonuç 7.1 E§er k3 = 0 ise, bu durumda θ = 0 d�r. k1 = k2 cos θ(s) ve k2 =

k2 sin θ(s) oldu§undan dolay�, k1 = k2 ve k2 = 0 bulunur. Böylece, Ak2 = (s+b)k1

elde edilir. Ayr�ca, Ak2 = (s+ b)k1 oldu§undan dolay�,

k2
k1

=
1

A
(s+ b),

bulunur. Bu durumda, verilen e§ri R3
1 de timelike rekti�yan e§ridir (Chen'in so-

nucundan dolay� (Chen 2003)).

Teorem 7.7 R4
1 de, k1, k2 ve k3 e§riliklerine sahip s yay parametresi ile paramet-

relendirilmi³ C4 s�n�f�ndan α = α(s) s ∈ [0, L] (V4 timelike birim vektör alan�),

spacelike e§risi, rekti�yan bir e§ridir gerek ve yeter ³art

(A cosh

∫ s

0

k3ds−B sinh

∫ s

0

k3ds) =
(s+ b)k1

k2
, (7.6)

A,B sabittir.
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�spat. Teorem (7.6) n�n ispat�nda yap�ld�§� gibi, ispat� yap�l�r.

Sonuç 7.2 E§er k3 = 0 ise, bu durumda θ = 0 d�r. k1 = k2 cosh θ(s) ve k2 =

k2 sinh θ(s) oldu§undan dolay�, k1 = k2 ve k2 = 0 d�r. Böylece, Ak2 = (s + b)k1

bulunur. Buna ek olarak, Ak2 = (s+ b)k1 oldu§undan dolay�,

k2
k1

=
1

A
(s+ b),

elde edilir. Bu durumda, R3
1 de, verilen e§ri spacelike rekti�yan e§ridir (Chen'in

sonucundan dolay� (Chen 2003)).

Teorem 7.8 R4
1 de, k1, k2 ve k3 e§riliklerine sahip s yay parametresi ile paramet-

relendirilmi³ C4 s�n�f�ndan α = α(s) s ∈ [0, L] (N timelike birim normal vektör

alan�), spacelike e§risi, rekti�yan bir e§ridir gerek ve yeter ³art

(B sin

∫ s

0

−k3ds− A cos

∫ s

0

−k3ds) =
(s+ b)k1

k2
, (7.7)

A,B sabittir.

�spat. Teorem (7.6) n�n ispat�nda yap�ld�§� gibi, ispat� yap�l�r.

Sonuç 7.3 E§er k3 = 0 ise, bu durumda θ = 0 d�r. k1 = k2 cos θ(s) ve k2 =

k2 sin θ(s) oldu§undan dolay�, k1 = k2 ve k2 = 0 d�r. Böylece, −Ak2 = (s + b)k1

dir. Dahas�, −Ak2 = (s+ b)k1 oldu§undan dolay�,

k2
k1

= − 1

A
(s+ b),

elde edilir. Bu takdirde, R3
1 de, verilen e§ri spacelike rekti�yan e§ridir (Chen'in

sonucundan dolay� (Chen 2003)).

�imdi a³a§�daki teoremleri verebiliriz.

Teorem 7.9 R4
1 de, k1, k2 ve k3 e§riliklerine sahip α = α(s) herhangi bir timelike

e§ri olsun. Ayr�ca, R3
1 de, τ = −k3 torsiyonuna ve κ =

k2
k1(s+ b)

e§rili§ine sahip

β = β(s) herhangi bir timelike e§ri olsun. Böylece, R4
1 de, α = α(s) herhangi bir

timelike rekti�yan e§ridir gerek ve yeter ³art R3
1 de, β = β(s) timelike küresel

e§ridir.
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�spat. R4
1 de, α = α(s) herhangi bir timelike rekti�yan e§ri olsun. Bu durumda,

Theorem (7.6) ya göre,

(A cos

∫ s

0

k3ds−B sin

∫ s

0

k3ds) = (s+ b)
k1
k2
,

yaz�l�r. τ = −k3 ve κ =
k2

k1(s+ b)
oldu§undan,

A cos

∫ s

0

−τds−B sin

∫ s

0

−τds = κ−1,

olur. Kosinüs çift fonksiyon ve sinüs tek fonksiyon oldu§undan dolay�,

A cos

∫ s

0

τds+B sin

∫ s

0

τds = κ−1,

dir. Böylece, Teorem (2.6) dan dolay�, β(s) e§risi timelike küresel e§ridir.

Tersine, R3
1 de, τ = −k3 torsiyonu ve κ =

k2
k1(s+ b)

e§rili§ine sahip β(s) e§risi

timelike küresel e§ri olsun. Bu durumda,

(A cos

∫ s

0

τds+B sin

∫ s

0

τds) = κ−1(s),

dir. Yukar�daki e³itlikte τ = −k3 torsiyonu ve κ =
k2

k1(s+ b)
e§rili§i yerine yaz�l�p

gerekli i³lemler yap�l�rsa,

(A cos

∫ s

0

−k3ds+B sin

∫ s

0

−k3ds) = (s+ b)
k1
k2
,

elde edilir. Kosinüs çift fonksiyon ve sinüs tek fonksiyon oldu§undan dolay�,

(A cos

∫ s

0

k3ds−B sin

∫ s

0

k3ds) = (s+ b)
k1
k2
,

elde edilir. Ayr�ca, dikkat edilirse, bu sonucun Teorem (7.6) y� verdi§i görülür.

Sonuç olarak, α = α(s) e§risinin timelike rekti�yan e§ri oldu§u görülür.

Teorem 7.10 R4
1 de, k1, k2 ve k3 e§riliklerine sahip α = α(s) herhangi bir spa-

celike e§ri olsun. Ayr�ca, R3
1 de, τ = −k3 torsiyonuna ve κ = − k2

k1(s+ b)
e§rili§ine

sahip β = β(s) herhangi bir spacelike e§ri olsun (Durum 2 ye göre). Böylece, R4
1

de, α = α(s) herhangi bir spacelike rekti�yan e§ridir gerek ve yeter ³art R3
1 de,

β = β(s) e§risi spacelike küresel e§ridir.

�spat. Teorem (7.9) un ispat�nda yap�ld�§� gibi, ispat� yap�l�r.
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Teorem 7.11 R4
1 de, k1, k2 ve k3 e§riliklerine sahip α = α(s) herhangi bir spa-

celike e§ri olsun. Ayr�ca, R3
1 de, τ = k3 torsiyonuna ve κ = − k2

k1(s+ b)
e§rili§ine

sahip β = β(s) herhangi bir spacelike e§ri olsun (Durum 3 e göre). Böylece, R4
1

de, α = α(s) herhangi bir spacelike rekti�yan e§ridir gerek ve yeter ³art R3
1 de,

β = β(s) e§risi spacelike küresel e§ridir.

�spat. Teorem (7.9) un ispat�nda yap�ld�§� gibi, ispat� yap�l�r.
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8. Rn1 M�NKOWSK� UZAYINDA ÇATI HAREKETLER�

8.1 Rotation Minimizing Çat� ve Rekti�yan E§riler

8.1.1 Rotation Minimizing Çat�

Bu bölümde, R4
1 deki dört durum için Rotation minimizing çat�y� n-boyutlu

Lorentz-Minkowski uzay�na genelle³tirece§iz.

Durum 1. α=α(s) birim h�zl� regüler timelike e§ri olsun. {T,N, V3, ..., Vn}, α bi-

rim h�zl� e§risinin Frenet çat�s� olsun. Rotation minimizing çat� türev denklemleri

a³a§�daki gibi genelle³tirilebilir.

N ′(s)

N ′1(s)

N ′2(s)

...

N ′n−2(s)

T ′(s)


=



0 k1 −k2 ... −kn−2 k1

−k1 0 0 ... 0 0

k2 0 0 ... 0 0

... ... ... ... ... ....

kn−2 0 0 ... 0 0

k1 0 0 ... 0 0





N(s)

N1(s)

N2(s)

...

Nn−2(s)

T (s)


, (8.1)

{T,N,N1, ..., Nn−2} çat�s�, γ(s) =
∫
N(s)ds direction e§risi üzerinde �Rotation

Minimizing Çat� (RMF)� olarak adland�r�l�r. k1, k2, ..., kn−2 ve k1, γ(s) =∫
N(s)ds e§risinin Rotation minimizing e§rilikleridir.

Durum 2. α=α(s) birim h�zl� regüler spacelike e§ri olsun. {T,N, V3, ..., Vn}, α

birim h�zl� e§risinin Frenet çat�s� olsun. V4, timelike birim normal vektör alan�d�r.

Rotation minimizing çat� a³a§�daki gibi genelle³tirilebilir.

N ′(s)

N ′1(s)

N ′2(s)

...

N ′n−2(s)

T ′(s)


=



0 k1 −k2 ... −kn−2 −k1
−k1 0 0 ... 0 0

−k2 0 0 ... 0 0

... ... ... ... ... ....

−kn−2 0 0 ... 0 0

k1 0 0 ... 0 0





N(s)

N1(s)

N2(s)

...

Nn−2(s)

T (s)


, (8.2)

{T,N,N1, ..., Nn−2} çat�s�, γ(s) =
∫
N(s)ds direction e§risi üzerinde �Rotation

Minimizing Çat� (RMF)� olarak adland�r�l�r. k1, k2, ..., kn−2 ve k1, γ(s) =
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∫
N(s)ds e§risinin Rotation minimizing e§rilikleridir.

Durum 3. α=α(s) birim h�zl� spacelike e§ri olsun. {T,N, V3, ..., Vn}, α birim h�zl�

e§risinin Frenet çat�s� olsun. N , timelike birim normal vektör alan�d�r. Rotation

minimizing çat� a³a§�daki gibi genelle³tirilebilir.

N ′(s)

N ′1(s)

N ′2(s)

...

N ′n−2(s)

T ′(s)


=



0 k1 −k2 ... −kn−2 k1

k1 0 0 ... 0 0

−k2 0 0 ... 0 0

... ... ... ... ... ....

−kn−2 0 0 ... 0 0

k1 0 0 ... 0 0





N(s)

N1(s)

N2(s)

...

Nn−2(s)

T (s)


, (8.3)

{T,N,N1, ..., Nn−2} çat�s�, γ(s) =
∫
N(s)ds direction e§risi üzerinde �Rotation

Minimizing Çat� (RMF)� olarak adland�r�l�r. k1, k2, ..., kn−2 ve k1, γ(s) =∫
N(s)ds e§risinin Rotation minimizing e§rilikleridir.

Teorem 8.1 α : I → Rn1 e§risi spacelike e§ri (ya da timelike e§ri) ve {T,N, V3, ..., Vn}

çat�s� da bu e§rinin Frenet çat�s� olsun. {T,N,N1, ..., Nn−2} çat�s� γ =
∫
N(s)ds

direction e§risi üzerinde Rotation minimizing çat�d�r.

�spat. Bu teoremin ispat�, Denklem (8.1), Denklem (8.2) ve Denklem (8.3) den

aç�kt�r.

Teorem 8.2 γ =
∫
N(s)ds direction e§risi timelike küresel e§ri (ya da spacelike

küresel e§ri) gerek ve yeter ³art λ1k1 + λ2k2 + ... + λn−2kn−2 + λn−1k1 + 1 = 0

d�r. k1, k2, ..., kn−2 ve k1, Rotation minimizing e§riliklerdir ve λ1, λ2, ..., λn−1

sabittir.

�spat. Teorem (7.2) nin ispat�nda yap�ld�§� gibi, ispat� yap�l�r.

8.1.2 Rekti�yan E§riler

�imdi, Rn1 de Rotation minimizing çat�y� e§rinin spacelike veya timelike olmas�na

göre genelle³tirece§iz. Ard�ndan da rekti�yan e§riler üzerinde bu çat�y� uygula-

yaca§�z.
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Teorem 8.3 Rn1 de, α herhangi bir timelike e§ri ve γ(s) =
∫
N(s)ds direction e§-

risi üzerinde {T,N,N1, N2, ...Nn−2} çat�s� Rotation minimizing çat� (RMF) olsun.

α e§risi timelike rekti�yan e§ridir gerek ve yeter ³art,

µ1k1 − (
n−2∑
i=2

µiki) = (s+ b)k1,

ki, i = 1, 2, ..., n − 1, k1 Rotation minimizing e§rilikler ve µi, i = 1, 2, ..., n

sabitlerdir.

�spat. (⇒) α=α(s) e§risi timelike rekti�yan e§ri olsun. Bu durumda,

α(s) = λ1T + µ1N1 + µ2N2 + ....+ µn−2Nn−2,

dir. Her iki taraf�n türevi al�n�r ve Denklem (8.1) den, T ′ = k1N , N ′1 = −k1N ,

N ′2 = k2N ,..., N ′n−2 = kn−2N e³itlikleri yerine yaz�l�rsa,

T = α′ = λ′1T + (λ1k1 − µ1k1 + µ2k2 + ...+ µn−2kn−2)N

+µ′1N1 + µ′2N2 + ...+ µ′n−2Nn−2, (8.4)

elde edilir. Ayr�ca, Denklem (8.4) de gerekli i³lemler yap�l�rsa,

λ′1 = 1, µ′1 = 0, µ′2 = 0, ..., µ′n−2 = 0,

ve

λ1k1 − µ1k1 + µ2k2 + ...+ µn−2kn−2 = 0,

bulunur. Sonuç olarak, λ′1 = 1 ve µ′1 = 0, µ′2 = 0, ..., µ′n−2 = 0 oldu§undan dolay�,

λ1 = s+ b, µ1, µ2, ..., µn−2 ∈ R dir. Böylece,

µ1k1 − µ2k2 − ...− µn−2kn−2 = (s+ b)k1,

elde edilir.

(⇐)

µ1k1 − µ2k2 − ...− µn−2kn−2 = (s+ b)k1,

µ1, µ2, ..., µn−2 ∈ R ve ki, i = 1, 2, ..., n− 1, k1 Rotation minimizing e§rilikler

olsun.

d

ds
(α(s)− (s+ b)T − µ1N1 − µ2N2 − ...− µn−2Nn−2) = 0,

159



oldu§undan dolay�, bu durumda, Rn1 de,

α(s) = (s+ b)T + µ1N1 + µ2N2 − ...+ µn−2Nn−2 + ~C,

e§risi timelike rekti�yan e§ridir. Böylece ispat tamamlanm�³ olur.

Teorem 8.4 Rn1 de, α herhangi bir spacelike e§ri (V4, timelike birim normal

vektör alan�) ve γ(s) =
∫
N(s)ds direction e§risi üzerinde {T,N,N1, N2, ...Nn−2}

çat�s� Rotation minimizing çat� (RMF) olsun. α e§risi spacelike rekti�yan e§ridir

gerek ve yeter ³art

n−2∑
i=1

µiki = (s+ b)k1,

ki, i = 1, 2, ..., n − 1, k1 Rotation minimizing e§rilikler ve µi, i = 1, 2, ..., n

sabitlerdir.

�spat. Teorem (8.3) ün ispat�nda yap�ld�§� gibi, ispat� yap�l�r.

Teorem 8.5 Rn1 de, α herhangi bir spacelike e§ri (N timelike birim normal vek-

tör alan�) ve γ(s) =
∫
N(s)ds direction e§risi üzerinde {T,N,N1, N2, ...Nn−2}

çat�s� Rotation minimizing çat� (RMF) olsun. α e§risi spacelike rekti�yan e§ridir

gerek ve yeter ³art

−µ1k1 + (
n−2∑
i=2

µiki) = (s+ b)k1,

ki, i = 1, 2, ..., n − 1, k1 Rotation minimizing e§rilikler ve µi, i = 1, 2, ..., n

sabitlerdir.

�spat. Teorem (8.3) ün ispat�nda yap�ld�§� gibi, ispat� yap�l�r.

Teorem 8.6 Rn1 de, ki, i = 1, 2, ..., n − 1 ve k1, s�f�rdan farkl� Rotation mini-

mizing e§riliklerine sahip α=α(s) birim h�zl� timelike rekti�yan e§ri olsun. Bu

durumda, a³a§�daki ifadeler sa§lan�r.

(i) 〈α(s), T 〉 = −(s + b) dir, yani, α=α(s) birim h�zl� timelike rekti�yan e§ri

te§etseldir.
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(ii) ρ(s) = ‖α(s)‖ uzakl�k fonksiyonu,

‖α(s)‖2= −(s+ b)2 +
n−2∑
i=1

µ2
i = −s2 + as+ c,

a, b, c, µ1, µ2, ..., µn−2 ∈ R ifadesini sa§lar.

(iii) 〈α(s), Ni〉 = µi, i = 1, 2, ..., n− 2, µi ∈ R dir.

�spat.

(i) α(s) = (s+ b)T +µ1N1 +µ2N2 + ....+µn−2Nn−2 oldu§undan dolay�, her iki

yan�n T te§et vektörü ile iç çarp�m� al�n�rsa,

〈α(s), T 〉 = (s+ b)〈T, T 〉+ µ1〈N1, T 〉+ µ2〈N2, T 〉+ ...+ µn−2〈Nn−2, T 〉,

elde edilir. 〈T, T 〉 = −1 ve 〈N1, T 〉 = 〈N2, T 〉 = ... = 〈Nn−2, T 〉 = 0

oldu§undan dolay�, 〈α(s), T 〉 = −(s + b) e³itli§i bulunur. Bu durumda,

α=α(s) e§risinin te§etsel oldu§unu gösterir.

(ii) ρ(s) = ‖α(s)‖ uzakl�k fonksiyonunu elde etmek için, α(s) = (s + b)T +

µ1N1 + µ2N2 + .... + µn−2Nn−2 e³itli§inin her iki yan�n�n α(s) e§risi ile iç

çarp�m� al�n�r. Sonuç olarak,

〈α(s), α(s)〉 = ‖α(s)‖2= −(s+ b)2 +
n−2∑
i=1

µ2
i ,

b, µ1, µ2, ..., µn−2 ∈ R bulunur.

(iii) �spat� yapabilmek için α(s) = (s + b)T + µ1N1 + µ2N2 + .... + µn−2Nn−2

e§risinin s�ras� ile N1, N2, ...Nn−2 ile iç çarp�m� al�n�r. N1 ile iç çarp�m�,

〈α(s), N1〉 = (s+ b)〈T,N1〉+ µ1〈N1, N1〉+ µ2〈N2, N1〉+ ...+ µn−2〈Nn−2, N1〉,

ve

〈T,N1〉 = 〈N2, N1〉 = ... = 〈Nn−2, N1〉 = 0, 〈N1, N1〉 = 1,

oldu§undan dolay�,

〈α(s), N1〉 = µ1 = sabit,

tir. Ayr�ca,

〈α(s), N2〉 = µ2 = sabit, ..., 〈α(s), Nn−2〉 = µn−2 = sabit,

tir.
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Teorem 8.7 Rn1 de, ki, i = 1, 2, ..., n− 1 ve k1, s�f�rdan farkl� Rotation minimi-

zing e§riliklerine sahip α=α(s) birim h�zl� spacelike rekti�yan e§ri (V4, timelike

birim normal vektör alan�) olsun. Bu durumda, a³a§�daki ifadeler sa§lan�r.

(i) 〈α(s), T 〉 = (s + b) dir, yani, α=α(s) birim h�zl� spacelike rekti�yan e§ri

te§etseldir.

(ii) ρ(s) = ‖α(s)‖ uzakl�k fonksiyonu,

‖α(s)‖2= (s+ b)2 + µ2
1 −

n−2∑
i=2

µ2
i = s2 + as+ c,

a, b, c, µ1, µ2, ..., µn−2 ∈ R ifadesini sa§lar.

(iii) 〈α(s), Ni〉 = µi, i = 1, 2, ..., n− 2, µi ∈ R dir.

�spat. Teorem (8.6) n�n ispat�nda yap�ld�§� gibi, ispat� yap�l�r.

Teorem 8.8 Rn1 de, ki, i = 1, 2, ..., n − 1 ve k1, s�f�rdan farkl� Rotation mini-

mizing e§riliklerine sahip α=α(s) birim h�zl� spacelike rekti�yan e§ri (N timelike

birim normal vektör alan�) olsun. Bu durumda, a³a§�daki ifadeler sa§lan�r.

(i) 〈α(s), T 〉 = (s + b) dir, yani, α=α(s) birim h�zl� spacelike rekti�yan e§ri

te§etseldir.

(ii) ρ(s) = ‖α(s)‖ uzakl�k fonksiyonu,

‖α(s)‖2= (s+ b)2 +
n−2∑
i=1

µ2
i = s2 + as+ c,

a, b, c, µ1, µ2, ..., µn−2 ∈ R ifadesini sa§lar.

(iii) 〈α(s), Ni〉 = µi, i = 1, 2, ..., n− 2, µi ∈ R dir.

�spat. Teorem (8.6) n�n ispat�nda yap�ld�§� gibi, ispat� yap�l�r.

Sonuç 8.1 α(s) = (s + c)T + µ1N1 + .... + µn−2Nn−2 rekti�yan e§risini ifade

eden denklemdeki µi katsay�lar�n�n sabit oldu§una dikkat ediniz. Ayr�ca, R4 de,

(�larslan ve Ne²ovi¢ 2008) deki çal�³mada al�nan B1, B2 katsay�lar�n�n fonksiyon

oldu§una ve Rn de, (Cambie vd. 2016) deki çal�³madaki B1, B2, ..., Bn−2 katsay�-

lar�n�n da fonksiyonlar oldu§una dikkat ediniz.
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9. TARTI�MA VE SONUÇ

Diferensiyel Geometri de çat�lar ve çat�lar�n e§rilere ve yüzeylere uygulanmas�

önemli bir yer tutar. Çat�lar� döndürerek, çat� vektörlerini de§i³tirerek yeni kav-

ramlar tan�mlayabiliriz. Tez çal�³mas�n�n ilk bölümünde, R3 de, üç boyutlu Öklid

uzay�nda, Fermi-Walker türevinde Frenet çat�s�n�n te§et vektörü kullan�l�rken,

benzer ³ekilde Frenet çat�s�n�n normal vektörü kullan�larak yeni bir türev tan�m-

lanm�³t�r. Ayn� ³ekilde, di§er çat�lar�n ilk vektörlerini kullanarak yeni türevler

tan�mlanabilir. Buna ek olarak, normal direction e§rileri için, {N,C,W} çat�s�

normal vektör alan� boyunca key� aç� kadar döndürülerek N-Bishop çat�s� ifade

edilmi³tir. Di§er çat�lar� da kendi vektör alanlar� boyunca s�ras�yla döndürerek

yeni çat�lar elde edebiliriz. Bu elde edilen çat�lara göre de küresel görüntüler, Dar-

boux vektörü, striksiyon çizgisi vs. incelenebilir. Ayr�ca, yüzey çat�s�n�n normal

vektör alan� boyunca herhangi bir aç� kadar döndürülerek bir Rotation minimi-

zing çat� elde edilmi³tir. Bu e§rinin çe³idine göre, Rotation minimizing çat�lar�n

neler oldu§u ile ilgili sonuçlar verilmi³tir. Dahas�, bu çat�n�n yard�m�yla aç�labi-

lir regle yüzeyler elde edilmi³tir. Silindir, koni,...vs. gibi aç�labilir yüzeyler için

gerek ve yeter ko³ullar ifade edilmi³tir. Bu çat� yard�m�yla herhangi bir yüzey

üzerindeki e§ri, bu yüzeydeki e§rilik çizgisi oldu§unda, ba³ka bir aç�labilir regle

yüzey elde edilebilece§i gösterilmi³tir. Elde edilen bu yüzey ve (e§rinin üzerinde

oldu§u) yüzey aras�ndaki ili³kiler ifade edilmi³tir. Ba³ka bir deyi³le, Joachimsthal

teoremi do§rulanm�³t�r. Son olarak, herhangi bir yüzey üzerindeki e§rilik çizgile-

rinin evolütlerinin, kar³�l�k gelen regle yüzeyin striksiyon çizgisi oldu§u ispatlan-

m�³t�r. Bunlara ek olarak, herhangi bir yüzey üzerinde bir e§rilik çizgisi alarak,

bu e§rilik çizgisinin yard�m�yla ba³ka bir aç�labilir yüzey bulunmu³tur. Bu e§rilik

çizgisinin ayn� zamanda elde edilen yüzeyin de e§rilik çizgisi oldu§u gösterilmi³tir.

Öte yandan, bu e§rilik çizgisinin Mannheim e§ri çifti yada Bertrand e§ri çifti olup

olmad�§� ara³t�r�labilir. Sonuç olarak, tan�mad�§�m�z yüzeylerin e§rilik çizgilerini

bildi§imiz yüzeylerin e§rilik çizgilerinden yararlanarak belirleyebiliriz. Buna ek

olarak, R4 de, dört boyutlu Öklid uzay�nda ve Rn de, n boyutlu Öklid uzay�nda

Rotation minimizing çat�n�n uygulamas� verilmi³tir. Bu elde edilen çat� yard�-

m�yla küresel e§ri olma ko³ulu tan�mlanm�³t�r. Bunun yan� s�ra, bu elde edilen
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Rotation minimizing çat� rekti�yan e§rilere uygulanm�³t�r. Bu çat�lar yard�m�yla

elde edilen rekti�yan e§rilerin te§et vektör alan� hariç di§er vektör alanlar�n�n

katsay�lar�n�n ³u ana kadar yap�lan çal�³malar�n aksine fonksiyonlar de§il sabit

reel say�lar oldu§u gösterilmi³tir (Cambie vd. 2016, �larslan vd. 2003). Bu çat�lar

ba³ka özel e§rilere uygulanarak farkl� sonuçlar elde edilebilir. Ayn� zamanda, R4

de, birim kuaterniyonik direction e§ri kullan�larak elde edilen Rotation minimi-

zing çat� kuaterniyonik rekti�yan e§rilere de uygulanm�³t�r ve sonuçlar�n direction

e§ri kullan�larak elde edilen Rotation minimizing çat�lar�ndakilerle benzer oldu§u

görülmü³tür.

Myller Kon�gürasyonu kullan�larak Rotation minimizing çat�n�n bir di§er uygu-

lamas� verilmi³tir. Rekti�yan tipli e§riler n-boyutlu Öklid uzay�na Rn e genelle³ti-

rilmi³tir. Ayr�ca, bu çat� yard�m�yla özel e§rilerin kolayl�kla karakterize edilebile-

ce§i görülmü³tür. "Rekti�yan tipli e§rilerin türevleri de rekti�yan tipli e§rilerdir"

hipotezi küresel e§rilerin s�n��and�r�lmas�nda önemli bir katk� sa§lar. n-boyutlu

Öklid uzay�nda Rn de, Rotation Minimizig çat� yard�m�yla helislerin, rekti�yan

e§rilerin ve küresel e§rilerin yeni karakterizasyonlar� incelenmi³tir. H.A. Hayden

(Hayden 1931) tek boyutlu uzaylar için helislerin eksenlerinin Frenet vektörleri ile

sabit bir aç� yapt�§�n� söylemi³tir. Ancak, çift boyutlu uzaylarda, H.A. Hayden,

bunu anlaman�n zor oldu§unu da ayr�ca belirtmi³tir. �lk kez bir helisin ekseninin

bu e§rinin Rotation minimizing çat� vektörleri ile sabit bir aç� yapt�§� bu çal�³ma

da söylenmektedir. Bunun yan�s�ra, n boyutlu Öklid Uzay�nda Rn de, bir Rota-

tion minimizing çat�ya göre (k + 1) boyutlu kapal� bir regle yüzeyin aç�l�m aç�s�

ve aç�l�m uzunlu§u verilmi³tir.

R3
1 de, üç boyutlu Lorentz-Minkowski uzay�nda, genel bir çat�, çat�n�n vektör

alanlar� boyunca döndürülerek üç tip Rotation minimizing çat� elde edilmi³tir.

Bu üç tür Rotation minimizing çat� için, üç tür pseudo küresel Lorentzian Dar-

boux vektör alan� ve Lorentzian Darboux gösterge e§rileri incelenmi³tir ve onlar�n

singüler noktalar� bulunmu³tur. Dahas�, genel çat� e§ri yüzey çat�s� seçilerek Izu-

miya ve di§erleri taraf�ndan elde edilen sonuçlar�n gerçeklendi§i gösterilmi³tir

(�to ve �zumiya 2016). Burada, sonuçlar spacelike yüzeyler için elde edilmi³tir.
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Gelecekteki çal�³malarda farkl� yüzeyler al�narak (timelike ya da lightlike yüzey-

ler gibi) farkl� sonuçlar elde edilebilir. Rotation minimizing çat�n�n baz� önemli

uygulamalar�, R4
1 de dört boyutlu Lorentz-Minkowski uzay�nda verilmi³tir ve bu

sonuçlar Rn1 e n-boyutlu Lorentz-Minkowski uzay�na genelle³tirilmi³tir. Bu çat�-

lar yard�m�yla elde edilen rekti�yan e§rilerin te§et vektör alan� hariç di§er vektör

alanlar�n�n katsay�lar�n�n ³u ana kadar yap�lan çal�³malar�n aksine fonksiyonlar

de§il sabit reel say�lar oldu§u gösterilmi³tir (Cambie vd. 2016, �larslan vd. 2003).
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