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Bu tez dokuz béliimden olugsmustur.

Tk boliim giris kismina ayrilmigtir.

Ikinci boliimde, én bilgiler ile diger béliimlerde kullamlacak olan bazi tanim ve teorem-
ler verilmigtir.

Uciincii boliimde, ii¢ boyutlu Oklid uzayinda, Fermi-Walker tiirevi herhangi bir egri-
nin Frenet ¢atisinin normal vektorii yardimiyla yeniden tanimlanmigtir. Daha sonra,
{N,C, W} catis1 herhangi bir ac: kadar normal vektorii etrafinda dondiiriilerek normal
direction egriler icin N-Bishop Catisi ve dzellikleri ifade edilmigtir. Ardindan, Rotation
minimizing ¢ati, yiizey catisinin normal vektor alani boyunca herhangi bir ag kadar
dondiirtilmesiyle elde edilmigtir. Bu boélimiin son kisminda ise, Myller konfigiirasyonu
kullanilarak Rotation minimizing ¢atinin uygulamas: verilmisgtir.

Dérdiincii béliimde, dért boyutlu Oklid uzayinda, J N(s)ds direction egrisi iizerinde
Rotation minimizing cat1 elde edilmigtir. Ardindan, birim kuaterniyonik egri kullani-
larak [ N(s)ds direction egrisi tizerinde Rotation minimizing cat1 ve ozellikleri ifade
edilmigtir. Devaminda, (k 4+ 1) boyutlu kapali regle yiizeylerin agihm agis1 ve agihm
uzunlugu, Rotation minimizing catiya gore hesaplanmigtir. Ayrica, Myller konfigiiras-
yonu kullanilarak Rotation minimizing ¢atinin uygulamasi verilmigtir. Bu béliimiin son
kisminda ise, Rotation minimizing ¢at1 yardimiyla helisler, rektifiyan egriler ve kiiresel
egriler igin yeni karakterizasyonlar elde edilmistir.

Besinci béliimde, n boyutlu Oklid uzayinda, [ N(s)ds direction egrisi iizerinde Rota-
tion minimizing cat1 elde edilmigtir. Ardindan, (k 4+ 1) boyutlu kapal regle yiizeylerin
acilim acis1 ve agilim uzunlugu, Rotation minimizing ¢atiya gére hesaplanmigtir. Ayrica,
Myller konfigiirasyonu kullanilarak Rotation minimizing ¢atinin uygulamasi verilmigtir.
Bu boliimiin son kisminda ise, Rotation minimizing ¢at1 yardimiyla helisler, rektifiyan
egriler ve kiiresel egriler icin yeni karakterizasyonlar elde edilmigtir.

Altincr béliimde, {i¢ boyutlu Lorentz-Minkowski uzayinda, Fermi-Walker tiirevi her-
hangi bir egrinin Frenet catisinin normal vektorii yardimiyla yeniden tanimlanmigtir.
Daha sonra, genel ¢atinin ¢at1 vektor alanlart boyunca sirasiyla dondiiriilmesiyle ii¢ tip
Rotation minimizing cati elde edilmigtir.

Yedinci ve sekizinci béliimlerde, sirasiyla dort boyutlu Lorentz-Minkowski uzayinda ve
n boyutlu Lorentz-Minkowski uzaymnda [ N(s)ds direction egrisi iizerinde Rotation mi-
nimizing ¢at1 elde edilmistir.

Son boliimde ise tezden elde edilen sonuclara ve cesitli 6nerilere yer verilmistir.

Mayis 2020, 178 sayfa

Anahtar Kelimeler: Rotation minimizing ¢ati, kuaterniyonik cati, Fermi-Walker
tiirevi, genel helis, slant helis, regle yiizey, rektifiyan egri, acilim acis1 ve uzunlugu.
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ABSTRACT
Ph.D. Thesis
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This thesis consists of nine chapters.

The first chapter is devoted to the introduction.

The second chapter, concepts, and definitions which are needed in the further chapters
are given.

In the third chapter, in 3-dimensional Euclidean space, the Fermi-Walker derivative is
redefined with the help of the normal vector of the Frenet frame of any curve. Next,
the N-Bishop frame and its properties are expressed for the normal direction curves
by rotating the frame {N,C,W} along its normal vector field by any angle. Then, a
Rotation minimizing frame is obtained by rotating any angle along the normal vector
field of the surface frame. In the last part of this chapter, using the Myller configuration,
an application is given for the Rotation minimizing frame (RMF).

In the fourth chapter, in 4-dimensional Euclidean space, an RMF is obtained on [ N(s)ds
direction curve. Then, using the unit quaternionic curve, RMF, and its properties are
expressed on the [ N(s)ds direction curve. Subsequently, the pitch and the angle pitch
of a closed ruled surface of dimension (k + 1) are calculated according to an RMF.
Also, an application of RMF using the Myller configuration is given. In the last part of
this chapter, new characterizations are obtained for helix curves, rectifying curves, and
spherical curves with the help of an RMF.

In the fifth chapter, in n-dimensional Euclidean space, an RMF is obtained on [ N(s)ds
direction curve. Then, the pitch and the angle pitch of a closed ruled surface of dimen-
sion (k+1) are calculated according to an RMF. Also, an application of RMF using the
Myller configuration is given. In the last part of this chapter, new characterizations are
obtained for helix curves, rectifying curves, and spherical curves with the help of RMF.
In the sixth chapter, in 3-dimensional Lorentz-Minkowski space, the Fermi-Walker deri-
vative is redefined with the help of the normal vector of the Frenet frame of any curve.
Then, three types of RMFs are obtained by rotating in sequence along with the frame
vector fields of the general frame.

In the seventh and the eighth chapters, respectively, in 4 and n dimensional Lorentz-
Minkowski spaces, an RMF is obtained on [ N(s)ds direction curve.

In the last chapter, the results which are obtained from the thesis, and some proposals
are discussed.

May 2020, 178 pages

Key Words: Rotation minimizing frame, quaternionic frame, Fermi-Walker derivative,
general helix, slant helix, ruled surface, rectifying curve, angle of pitch and pitch.
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SIMGELER DiZziNi

>>  Toplam

R3  3-boyutlu Oklid uzay:

R*  4-boyutlu Oklid uzay:

R”  n-boyutlu Oklid uzay1

() Oklid i¢ carpimi

Oklid vektorel carpimi
Norm

Lorentz-Minkowski 3-uzayi
R}  Lorentz-Minkowski 4-uzay1
R?  Lorentz-Minkowski n-uzay
S? Lorentzian kiiresi

X Lorentz vektorel carpimi
kg  Geodezik egrilik

kn  Normal egrilik

Tg Geodezik burulma

A
|
IRl

D,  Pseudo-kiiresel normal spacelike Darboux gostergesi
ETS Pseudo-kiiresel rektifiyan spacelike Darboux gostergesi
Ef Pseudo-kiiresel oskiilator spacelike Darboux gostergesi
Wx 1. tip RMF nin Darboux vektor alani

Wy 2. tip RMF nin Darboux vektor alam

W, 3. tip RMF nin Darboux vektér alam

Wx 1. tip RMF nin kiiresel Darboux gostergesi

Wy 2. tip RMF nin kiiresel Darboux gostergesi

W 3. tip RMF nin kiiresel Darboux gostergesi
Kisaltmalar

RMF Rotation minimizing cat1
RM  Rotation minimizing
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1. GIRIS

Catilar, diferensiyel geometrinin 6nemli bir konusudur. Bu yiizden ilk yapilan ca-
lismalarda uzaylar catilarina gore isimlendirilmistir. Ornegin, Oklid catis1 Oklid
uzayda ifade edilmigtir. Daha sonra, bir uzayda bir tane catinin olmadigi go-
riillmiigtiir. Bu c¢atilar da bulan kigilerin ismine gore isimlendirilmigtir. Buna ek
olarak, bulunan catilarin vektorleri kullanilarak, bulunan catilar dondiiriilerek
veya bu yeni elde edilen kavramlar farkl yiizeylere uygulanarak ilging sonuclar
elde edilmistir. Ornegin, Fermi-Walker tiirevi, Frenet catisiin teget vektorii kul-
lanilarak ifade edilmigtir. Bishop catis1 ve Tip-2 Bishop catisi sirasiyla Frenet
catisinin teget vektorii ve binormal vektorii etrafinda keyfi bir ag1 kadar dondii-
riilerek elde edilmigtir. Son yillarda, Bishop ¢atisi bilgisi bilgisayar destekli dizayn
da sikca kullanilmaktadir. Bu ¢atilarin en 6nemli 6zelligi non-rotating ¢at1 olma-
laridir. Bu bakimdan ¢ok uygulamalar1 meveuttur. Ornegin, egrinin &£ = 0 oldugu
noktalarinda Frenet hareketinde sikint1 yagsanmaktadir. Fakat, Bishop catisi bu
problemi ¢ozerek ¢ok kullanmigh bir ¢at1 oldugunu gostermektedir. Ayrica, Bishop
catisinin ortaya ¢iktigi yillarda genellenerek bu tiir catilara Rotation minimizing

¢at1 denilmigtir (Bishop 1975).

Giiniimiizde, Oklid uzayinda herhangi bir + egrisi boyunca Rotation minimizing
catilar (RMF) olarak adlandirilan yapi ilk kez Bishop tarafindan tamitilmigtir.
Frenet hareketli catisma bir alternatif olarak ifade edilmistir. Oklid uzayinda,
hem Frenet gatisi hemde Rotation minimizing ¢at1 (RMF) her ikisi de ortonor-
mal catidir. Oklid uzayinda herhangi bir 3 = 3(s) egrisi boyunca Rotation

/

minimizing catilar (RMF) N,

'(s), B(s) ile orantih olmak iizere (n — 1) tane

normal vektorler N; ve teget vektor ile tanimlanir. Bu sekilde herhangi bir egri
boyunca tanimlanan herhangi bir normal vektor alan1 Rotation minimizing vek-
tor alam olarak adlandirilir. Herhangi bir + egrisi boyunca ve herhangi bir
B(so) noktasinda herhangi bir {3'(s¢), N1(s0), ..., Nn_1(S0)} ortonormal bazi bir
tek Rotation minimizing cat1 ifade eder. Bu yiizden, (n — 1) boyutlu Oklid uza-
yinda bdyle bir Rotation minimizing c¢at1 egsiz bir donme modiilii tasarlamigtir

(Etayo 2016, Etayo 2018, Farouki 2016, Jiittler 1998, Wang vd. 2008).
1



Kiiresel kinematigin konusu icerisinde olan bu hareketlerin detayl bir tartigmasi
verilmigtir. Daha sonra, rasyonel spin hareketleri tarafindan elde edilen yakla-
sim tartigilmigtir. Bu sonuclar, bilgisayar destekli dizayn verisinden robot ha-
reketlerini otomatik iiretmek ve siipiiriilen yiizeyleri olugturmak icin uygulan-
migtir. Egri boyunca herhangi bir normal vektor alaninin Rotation minimizing
(RM) olmasi icin gerek ve yeter sartin normal konneksiyona gore paralel ol-
dugu ispatlanmigtir. Bu yiizden, Rotation minimizing vektorleri ve catilarinin
biitiin sonuglari Riemann manifoldlarina gomiilmiis egriler icin de iiretilmigtir.
Riemann manifoldlarina gomiilmiis egriler boyunca Rotation minimizing vektor
alanlar1 3-boyutlu Oklid uzayini, 3-boyutlu Hiperbolik uzay1 ve Kihler manifol-
dunu gevreleyen manifold oldugu zaman da ¢aligilmigtir (Etayo 2016, Etayo 2018,
Farouki 2016, Jiittler 1998, Wang vd. 2008).

Son zamanlar da, Rotation minimizing ¢ati, siipiiriilen ve biikiilen yiizey modelleri
dahil bilgisayar grafiklerinde, bilgisayar animasyonlarinda ve robotiklerde hare-
keti dizayn etmede ve kontrol etmede, ...vs yaygin bir gekilde kullanilmaktadair.
Bu konu aragtirmacilar arasinda dikkat ¢ekmeye baglamigtir. Onlardan bazilarini
kisaca ifade edelim. 3 boyutlu uzayda herhangi bir egrinin Rotation minimizing
catisinin tam hesabi icin yeni, etkili ve basit bir yontem verilmigtir. Tam bir Ro-
tation minimizing cat1 elde etmek icin catilarin bir dizisini iireten ve kendisinden
bir once gelen her bir catiy1 hesaplayan ¢ift yansima yontemi olarak adlandi-
rilan bu yontem iki yansimayi kullamir. Yiizey egrilerinin Rotation minimizing
catilar siipiiriilen yiizeyleri modelleme i¢in de kullanihir. Ayrica, Rotation mini-
mizing vektor alanlar: birim tanjant demeti iizerindeki Legendre egrilerine uygu-
lanmigtir. Bu Legendre egrilerine kargilik gelen regle yiizeyler verilmigtir. Sonug
olarak da bu regle yiizeylerin singiileriteleri arastirilmigtir. Bir egrinin paralel
transport catisi, Rotation minimizing catis1 ve Ferenet catisi arasindaki iligki
dort boyutlu Oklid uzaymda verilmistir. Ayrica, iic boyutlu uzayda bilinen bu
iligki ilk defa dort boyutlu uzaya genellegtirilmigtir. Herhangi bir hareketli ca-
tinin egrilik fonksiyonunun skaler acisal hizini minumum yapmak i¢in Rotation
minimizing c¢at1 kullanilmigtir. Kiiresel ve diizlem egrileri Rotation minimizing
cat1 kullanilarak karakterize edilmigtir. Ayrica, Rotation minimizing catiya gore

stipiiriilen yiizeyin olugturulmasinda Frenet ¢atisindan farkh yonii Sekil (1.1) ve
2



Rotation minimizing ¢atiya gore masa modellemesi de Sekil (1.2) de gosterilmis-
tir (Jiittler 1998, Wang vd. 2008, Gokeelik vd. 2014, Farouki 2016, Etayo 2016,
Da Silva 2017, Da Silva vd. 2018, Da Silva 2019, Bekar vd. 2018, Etayo 2018). Buna
ek olarak, Sekil (1.2) deki Rotation minimizing ¢atiya gore masa modellemesine

glinliik hayattan 6rnek Sekil (1.3) de verilmigtir.

Sekil 1.1 Bir uzay egrisinin normal diizleminde kalan bir elips tarafindan iireti-
len stipiiriilen yiizeyler (sag), Frenet ¢atis1 tarafindan normal diizlem belirlendigi
zaman (orta) ve Rotation minimizing gat1 tarafindan normal diizlem belirlendigi

zaman (sol) (Farouki 2016).

iy

= 5
R

y_

Sekil 1.2 Rotation minimizing catiya gore bilgisayar yardimiyla masa modellemesi

(Wang vd. 2008).

Bu tez calismasinda, ilk olarak, ii¢ boyutlu Oklid uzayinda R* de, Fermi-Walker
tiirevi herhangi bir egrinin Frenet ¢atisinin normal vektorii yardimiyla yeniden
tanimlanmistir. Bu yeni tiirevede Normal Fermi-Walker Tiirevi denilmistir.

Daha sonra bu yeni tiirev alternatif hareketli catiya uygulanmig, normal Fermi-
3



Sekil 1.3 Rotation minimizing ¢atiya gore giinliik hayattan masa modellemesine

ornek (Germir Koyii/KAYSERI-2018)

Walker paralelizm, normal non-rotating ¢ati, normal Fermi-Walker tiirevinin Dar-
boux vektorii alternatif hareketli ¢cati icin verilmistir. Dahasi, Frenet ve alternatif
hareketli catinin non-rotating cati olup olmadigi ve olmasi i¢in hangi kogullarin
gerekli oldugu gosterilmigtir. Ardindan, herhangi bir egrinin asli normalinin in-
tegral egrisi olarak tanimlanan normal direction egrisi icin N-Bishop Catis1 ve
ozellikleri ifade edilmistir. S? birim kiiresinin merkezine N-Bishop cat1 vektorleri
yerlegtirilip dondiiriilerek cati vektorlerinin kiiresel goriintiileri elde edilmigtir.
Yeni kiiresel goriintiiler N-Bishop Kiiresel Goriintiiler olarak adlandirilmig-
tir. Bu yeni kiiresel goriintiilerin Frenet-Serret denklemleri hesaplanmigtir. Slant
helislerin N-Bishop kiiresel goriintiilerinin integral egrilerinin yine slant helisler
oldugu ornekler kullanilarak gésterilmigtir. Devaminda, Rotation minimizing cati,
yiizey c¢atisinin normal vektér alani1 boyunca herhangi bir aci kadar déndiiriilme-
siyle elde edilmistir. Bu cat1 yardimiyla acilabilir regle yiizeyler inga edilmigtir.
Bu agilabilir regle yiizeyin silindir, koni,...vs. olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul-
lar verilmigtir. Herhangi bir yiizey iizerindeki egrinin, egrilik cizgisi oldugu bagka
acilabilir yiizeyler bulunmustur. Bu yiizeyler arasindaki iligkiler ifade edilmig-
tir. Diger bir ifadeyle, Joachimsthal teoremi dogrulanmigtir. Herhangi bir yiizey
izerindeki egrilik cizgilerinin evoliitlerinin bu yiizeye karsilik gelen regle yiize-
yin striksiyon cizgisi oldugu gdosterilmistir. Bu béliimiin son kisminda ise, Myller
konfigiirasyonu kullanilarak Rotation minimizing ¢atinin uygulamasi verilmigtir.
Bu cat1 yardimiyla Rektifiyan tipli egriler tanimlanmig ve 6zel egriler karakterize

edilmistir. Ayrica, rektifiyan tipli egrilerin tiirevleride rektifiyan tipli egrilerdir hi-
4



potezi dogrulanmigtir. Bu hipotez ise, kiiresel egrilerin siniflandirilmasina biiyiik
katkilar saglamigtir.

Ikinci olarak, dért boyutlu Oklid uzaymda R* de, J N(s)ds direction egrisi iize-
rinde Rotation minimizing cati elde edilmigtir. Bu Rotation minimizing ¢atinin
ozellikleri ifade edilmigtir. Ayrica kiiresel olma kogulu bu ¢at1 yardimiyla verilmig-
tir. Diger taraftan, bu Rotation minimizing cati rektifiyan egrilere uygulanmistir.
Bu konu da yapilan diger caligmalarda rektifiyan egrinin katsayilari fonksiyonlar
olmasina ragmen, bu caligmada bu katsayilarin sabit oldugu goriilmiigtiir. Son
olarak, kiiresel egri ile rektifiyan egri arasindaki iligki verilmigtir. Ardindan, bi-
rim kuaterniyonik egri kullamlarak [ N(s)ds direction egrisi iizerinde Rotation
minimizing ¢at1 ve ozellikleri ifade edilmistir. Kuaterniyonik rektifiyan egri ve kii-
resel egri olma kosgullar1 bu ¢at1 i¢in belirlenmigtir. Kuaterniyonik rektifiyan egri
ve kiiresel egri arasindaki iligki verilmigtir. Devaminda, (k 4+ 1) boyutlu kapali
regle yiizeylerin agilim acis1 ve agilim uzunlugu, Rotation minimizing catiya gore
hesaplanmigtir. Myller konfigiirasyonu kullanilarak Rotation minimizing catinin
uygulamasi verilmigtir. Bu cat1 yardimiyla Rektifiyan tipli egriler tanimlanmig
ve Ozel egriler karakterize edilmistir. Ayrica, rektifiyan tipli egrilerin tiirevleride
rektifiyan tipli egrilerdir hipotezi dogrulanmisgtir. Bu hipotez ise, kiiresel egrile-
rin siniflandirilmasina biiyiik katkilar saglamigtir. Bu boliimiin son kisminda ise,
Rotation minimizing cat1 yardimiyla helisler, rektifiyan egriler ve kiiresel egriler

icin yeni karakterizasyonlar elde edilmigtir.

Uciincii olarak, n boyutlu Oklid uzayinda R” de, [ N(s)ds direction egrisi iize-
rinde Rotation minimizing cati elde edilmigtir. Bu Rotation minimizing ¢atinin
ozellikleri ifade edilmigtir. Ayrica kiiresel olma kogulu bu ¢at1 yardimiyla verilmig-
tir. Diger taraftan, bu Rotation minimizing cati rektifiyan egrilere uygulanmigtur.
Bu konu da yapilan diger caligmalarda rektifiyan egrinin katsayilari fonksiyonlar
olmasina ragmen, bu caligmada bu katsayilarin sabit oldugu goriilmiigtiir. Son ola-
rak, kiiresel egri ile rektifiyan egri arasindaki iligki verilmigtir. Ardindan, (k + 1)
boyutlu kapali regle yiizeylerin acilim acis1 ve agilim uzunlugu, Rotation mini-
mizing catiya gore hesaplanmigtir. Myller konfigiirasyonu kullanilarak Rotation
minimizing ¢atinin uygulamasi verilmisgtir. Bu cat1 yardimiyla Rektifiyan tipli

egriler tanimlanmig ve 6zel egriler karakterize edilmistir. Ayrica, rektifiyan tipli
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egrilerin tiirevleride rektifiyan tipli egrilerdir hipotezi dogrulanmigtir. Bu hipotez
ise, kiiresel egrilerin simiflandirilmasina biiyiik katkilar saglamigtir. Bu béliimiin
son kisminda ise, Rotation minimizing cati yardimiyla helisler, rektifiyan egriler
ve kiiresel egriler icin yeni karakterizasyonlar elde edilmigtir.

Dérdiincii olarak, ii¢ boyutlu Lorentz-Minkowski uzaymda R de, Fermi-Walker
tiirevi herhangi bir egrinin Frenet ¢atisinin normal vektorii yardimiyla yeniden
tanimlanmigtir. Bu yeni tiirevede Normal Fermi-Walker Tiirevi denilmistir.
Daha sonra bu yeni tiirev alternatif hareketli ¢atiya uygulanmig, normal Fermi-
Walker paralelizm, normal non-rotating ¢ati, normal Fermi-Walker tiirevinin Dar-
boux vektorii alternatif hareketli ¢cati i¢in verilmistir. Dahasi, Frenet ve alternatif
hareketli catinin non-rotating cati olup olmadigl ve olmasi icin hangi kogullarin
gerekli oldugu gosterilmigtir. Ardindan, genel catinin ¢ati vektor alanlar: boyunca
sirasiyla dondiiriilmesiyle ii¢ tip Rotation minimizing cati elde edilmistir. Bu iig
tip RMF nin Lorentz Darboux vektor alanlari bulunmugtur. Bu {i¢ tip RMF nin
pseudo-kiiresel Lorentz Darboux gosterge egrilerinin singiiler noktalar: aragtiril-
migtir.

Beginci olarak, dért boyutlu Lorentz-Minkowski uzaymda R} de, [ N(s)ds direc-
tion egrisi lizerinde Rotation minimizing c¢ati elde edilmigtir. Bu Rotation minimi-
zing catinin ozellikleri ifade edilmigtir. Ayrica kiiresel olma kogulu bu cat1 yardi-
miyla verilmigtir. Diger taraftan, bu Rotation minimizing cati rektifiyan egrilere
uygulanmigtir. Bu konu da yapilan diger calismalarda rektifiyan egrinin katsa-
yilar1 fonksiyonlar olmasina ragmen, bu caligmada bu katsayilarin sabit oldugu

goriilmiigtiir. Son olarak, kiiresel egri ile rektifiyan egri arasindaki iligki verilmigtir.

Son olarak, n boyutlu Lorentz-Minkowski uzaymmda R} de, [ N(s)ds direction
egrisi ilizerinde Rotation minimizing cati elde edilmigtir. Bu Rotation minimizing
catinin Ozellikleri ifade edilmistir. Ayrica kiiresel olma kosulu bu cati yardimiyla
verilmigtir. Diger taraftan, bu Rotation minimizing cati rektifiyan egrilere uy-
gulanmigtir. Bu konu da yapilan diger caligmalarda rektifiyan egrinin katsayilar
fonksiyonlar olmasina ragmen, bu ¢aligmada bu katsayilarin sabit oldugu goriil-
miigtiir. Ayrica, kiiresel egri ile rektifiyan egri arasindaki iligki verilmistir. Dahasi,

en son olarak ise tezden elde edilen sonuglara ve cesitli 6nerilere yer verilmistir.



2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR
Bu béliimde, tez boyunca kullanilacak olan bazi temel tamim ve kavramlardan
sOz edilecektir.
2.1 Oklid Uzayinda Temel Tanim ve Kavramlar
Tanim 2.1 R reel sayilar cismi ve V' de bir vektor uzayr olmak iizere,

(y:VxV =R,
Yu,w € V icin, V de bir, i¢ carpim fonksiyonu,

(v,w) = () (v,w) = (v,w) € R,

bigiminde tanimlanabilirse, V' vektor uzayna i¢ ¢arpim uzay: denir (Hacisalihoglu 1980).

Tanim 2.2 7 boyutlu Oklid uzay1 R" de, V& = (z1, 22, ..., Zn), ¥ = (Y1, Y2, -, Yn) €
R™ icin,

<$7 Z/> = Z TiYi,
=1

seklinde tamimlanan fonksiyona standart i¢ carpum veya Oklid i¢ carpyme denir

(Hacisalihoglu 2000).

Tanmim 2.3 n boyutlu Oklid uzay1 R™ de, V z = (21, 29, ..., 2,) € R" icin,
lzll= V/{z, ),

seklinde tanmimlanan fonksiyona x vektorinin normu denir (Hacisalihoglu 2000).

Tanmim 2.4 3 boyutlu Oklid uzay1 R de, V z = (21,29, 23), ¥ = (y1, y2,y3) € R3
icin Oklid vektorel carpimu,

T ANy = (T2ys — YaT3, T3Y1 — Y3T1, T1Y2 — Y1Z2),
seklinde tamimlanir (Hacisalihoglu 2000).

Tamim 2.5 I, R nin bir acik araligi olmak iizere, o : I C R — R™*! biciminde

C* smifindan bir déniigiime, R™** uzay1iginde bir egri denir (Sabuncuoglu 2001).
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Tanim 2.6 (n+ 1) boyutlu Oklid uzayr R"*! de, M egrisi (I, ) koordinat kom-
sulugu ile verilsin. o : I € R — R"! in Oklidiyen koordinat fonksiyonlar:
aq, (g, ..., iy, olmak tizere av = (ay, g, ..., vy p1), at) € M egrisinin diferensiyeli,

dOél dOéQ dOén_H
/ _
Oé(t)—( dt ) dt PRRES) dt )7

(2.1)

bigimindedir. o/(t) tanjant vektoriine, M egrisinin ¢ € I parametre degerine kar-
silik gelen a(t) noktasinda, (I, «) koordinat komguluguna gore hiz vektori denir

(Hacisalihoglu 2000).

Tanim 2.7 (n+ 1) boyutlu Oklid uzay1 R**! de, M egrisi (I, ) koordinat kom-

sulugu ile verilsin. Eger Vs € I icin,
lo’(s)l|= 1,

ise M egrisi (I, «) koordinat komsuluguna gore birim hizle egridir denir. Bu du-

rumda, egrinin s € [ parametresine yay-parametresi adi verilir (Hacisalihoglu 2000).

Tanim 2.8 Her noktasindaki hiz vektorii sifirdan farkl olan egriye regiler egri

denir (Hacisalihoglu 2000).

Tanim 2.9 3 boyutlu Oklid uzay1 R* de, X bir vektor alani ve (3(s) birim hizh

bir egri olsun. Bu durumda,

VX  dX
VA _ SR XYM 4 (M, X)T, (2.2)
\V&] dS
VX T
VN— tiirevine Fermi- Walker tirevi denir. Burada, T:d—a ve M:d— dir. Ayrica,
Vs ds ds
v X
VA,
VS

ise, X vektor alani, 5(s) egrisi boyunca, Fermi-Walker tiirevine gore Fermi- Walker

paraleldir denir (Benn ve Tucker 1989).

Tanim 2.10 3 boyutlu Oklid uzay1 R?® de, 3(s) birim hizh bir egri ve {P, R, Z}
catist ortonormal ¢at1 olsun. Bu durumda, {P, R, Z} ¢atisindaki, ortonormal vek-

torlerin Fermi-Walker tiirevleri

v P Z

VP o, YE_,  ¥Z_,

Vs \& Vs

bigiminde ise, { P, R, Z} catisina non-rotating ¢ati denir (Balakrishnan 2005).
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Tanim 2.11 «: I — R3 regiiler egrisinin birim normal vektorii N(s), sabit bi-
rim vektor w ile sabit bir ac1 yaparsa bu « egrisine slant helis denir. Matematiksel

olarak ifade edilirse,
(N(s),u) = cosb,

Vs € I olmasi gerekir (Biikgii ve Karacan 2009).

Teorem 2.1 «(s) regiiler bir egri olsun. « egrisi iki boyutlu kiire S? iizerinde
yatar ancak ve ancak bu « egrisinin egriligi ve torsiyonu arasinda agagidaki iligki

vardir:

T =0,

T K

(Do Carmo 1976, Izumiya ve Takeuchi 2004).

Teorem 2.2 (Lancret Teoremi) «(s) regiiler bir egri olsun. a(s) egrisi genel

helisdir ancak ve ancak Z(s) sabittir (Do Carmo 1976, Izumiya ve Takeuchi 2004).
K

Teorem 2.3 «f(s) regiiler bir egri olsun. a(s) egrisi slant helisdir ancak ve ancak

Ii2(£)/

(k2 + 72)%

o(s) =

)

sabittir (Do Carmo 1976, Izumiya ve Takeuchi 2004).

Tamim 2.12 (Involiit-Evoliit Egri Ciftleri) a—a(s) uzay egrisinin tegetleri
bir yiizey iiretir. Uretilen teget dogrularini sabit acilarla kesen bu yiizey iizerindeki

egriler a—=a(s) egrisinin involiitleridir. Bu involiit egrilerinin denklemi,

B(s) = a(s) + (¢ — s)t, Ve € R,

egrilere de C' egrisinin evoliitleri denir. Evoliit egrilerinin tegetleri C'(«) nin nor-

malidir ve evoliit egrilerinin denklemleri agagidaki gibidir:
1

B(s) = a(s) + =[N + cot(/ Tds + ¢) B,
K

ve burada ¢ sabittir (Struik 1961).



3 boyutlu Oklid uzayr R de, 3 : I € R — R? birim hizli egri olsun. 3(s) egrisi
boyunca, {N,C, NAC = W} hareketli ¢atisina alternatif hareketli ¢ati denir.
Burada, N, asli normal vektor, C', asli normal vektoriin tiirevi ve W, 5(s) egrisinin

Darboux vektoriidiir. Bu alternatif hareketli ¢atinin denklemleri,

N'(s) 0 fls) O N(s)
cs) [ =] =15 0 g || ce | 2.3)
W'(s) 0 —g(s) O W (s)
N
:W7
w=TEE8B w Nac

f=vV2t, (2.4)

9=m3ia=-h

seklindedir. Ayrica, burada, k, Frenet catisina gére § egrisinin egriligi ve 7, Fre-
net catisina gore [ egrisinin torsiyonudur. f ve g, [ egrisinin alternatif hareketli

catiya gore egrilikleridir (Uzunoglu vd. 2016).

3 boyutlu Oklid uzay1 R? de, 8 : I C R — R? birim hizh egri olsun. §(s) egrisi
boyunca, {T, N, B} hareketli catisina Frenet-Serret ¢atisi denir. Burada, ((s)
egrisi boyunca, T', teget, N, asli normal ve B binormal vektor alanlaridir. Ayrica,

Frenet-Serret denklemleri agagidaki gibidir:

T'(s) 0 w O T(s)
NGy |=|-k 0 71 N(s) | (2.5)
B'(s) 0 —7 0 B(s)

Burada, (T,T) = (N,N) = (B,B) = 1ve (I,N) = (T,B) = (N,B) = 0 dur.
k(s) = ||T"(s)|, B egrisinin egriligi ve 7(s) = —(N, B’), [ egrisinin torsiyonudur.
Buna ek olarak, {T', N, B} ¢atisinin Darboux vektérii W = 77 — kB ve Darboux
vektoriiniin normu |[W| = v/k2 + 72 dir (Do Carmo 1976).
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Bishop catist (diger adiyla paralel transport cati) bir altenatif ¢atidir. Bu cati
egrinin ikinci tiirevi olmadiginda bile iyi tanimlidir. Egri boyunca ortonormal bir
catinin paralel taginmasini bu catinin her bir bilegenini paralel tagiyarak basit bir
sekilde ifade edebiliriz. Bishop ¢atist {T', My, M5} nin tiirev formiilleri agagidaki

gibi verilir:

T/(S) 0 ]{?1 k’g T(S)
M{(S) = —]'1’}1 0 0 M1<S) s (26)
Mé(S) —k‘z 0 0 MQ(S)

burada k; ve ky ye Bishop egrilikleri denir. Bishop catisinin Daboux vektorii

W = koM, + ki My ve Darboux vektoriiniin normu |W| = || dir (Bishop 1975).

Frenet ¢atisi ve Bishop catis1 arasindaki iligki asagidaki matris ile verilir:

T(s) 1 0 0 T(s)
N(s) | = | 0 cosp(s) sinp(s) M (s) | (2.7)
B(s) 0 —sinp(s) cosp(s) My(s)

k
burada, cp(s):arct(m(kﬁ), 7(s)=-¢'(s) (vani, ¢ = — [7ds) ve K(s)=+/k? + k3
1
dir. Ayrica, ki(s) = kcosp(s) ve ka(s) = ksing(s) (Bishop 1975). Sonug olarak,
Bishop ¢atisi, Frenet catisinin ¢ = — [ 7ds agis1 kadar dénmiig halidir.

3 boyutlu Oklid uzay1 R® de, M, n birim normaline sahip herhangi bir yiizey ve

Oé/

B: I CR — M, M yiizeyi lizerinde herhangi bir egri olsun. 7" = m, teget
vektor alam ve Y = nAT dir. Vektorel ¢arpimin 6zelliklerinden dolayr, {7,Y,n}
hareketli ¢atis1 T R® iin ortonormal catisidir. {7,Y,n} catisma (3, M) egri-
yiizey ¢iftinin, Darbouz ¢atist yada Yizey ¢atisi adi verilir (Sabuncuoglu 2001).

Bu yiizey catisinin denklemleri,

T'(s) 0 kg kn || T(s)
Y'(s) | =| =k, 0 79 Y(s) | (2.8)
n'(s) —kn —19 O n(s)

burada, £, ye verilen yiizeyin normal egriligi, k, ye verilen yiizeyin geodezik egriligi

ve 7, ye de verilen yiizeyin geodezik torsiyonu denir. Verilen yiizeyin normal
11



egriligi, geodezik egriligi, geodezik torsiyonu ve S(s) egrisinin Frenet ¢atisina gore

egriligi x, torsiyonu 7 arasindaki iligki asagidaki gibidir:

k, = ksin@,
ky = K cos 0,

Tg=T— —

g ds’
Burada, 6, verilen yiizeyin normal vektorii 77 ve [(s) egrisinin binormal vektorii

B arasmndaki acidir (Sabuncuoglu 2001).

Teorem 2.4 (Joachimsthal Teoremi) 3 boyutlu Oklid uzay1 R® de, M; ve M,
iki diizgiin ve yonlendirilmis yiizey olsun. Bu durumda, M; N My = ~, diizgiin
bir egridir ve bu v egrisi boyunca (N1(y(s)), Na(v(s))) =sabittir. Burada, N; ve
Ny vektorleri, sirasiyla My ve M yiizeylerinin birim normal vektor alanlaridir.
Ayrica, v, M, ylizeyinin asli egrilik ¢izgisidir ancak ve ancak 7, M, yiizeyinin de

egrilik ¢izgisidir (Garcia 2005).

3 boyutlu Oklid uzay1 R? de, M regle yiizeyi diizgiin dogrularin en az bir para-
metreli ailesini kapsayan bir yiizeydir. Bu yiizden, X : I x R — R3 olmak iizere,

regle yiizey,

X(s,0) = B(s) + v3(s),

seklinde tanimlanir. 3 ve v egrileri, R? de egrilerdir. X (s, v) ye regle yiizey yamas:
denir. [ egrisi, regle yiizeyin dogrultman ya da dayanak egrisi ve ~ egrisine de
regle yiizeyin yonetici egrisi adi verilir. v : I — B(u)+vy(u) bi¢iminde olan dogru
parcalan diizgiin dogrulardir. Ayrica, 3 min tiirevi 4" hicbir zaman sifir olmadig

gibi v da benzer bigimde sifir degildir (Wilczynski 1906).

Striksiyon noktasi, regle yiizeydeki iki ardigik iireteni (veya pargalari) arasindaki
ortak normalin ayagidir. Bu noktalara Bogaz noktas: da denir. Striksiyon nokta-

lar1 kiimesi tarafindan olusturulan Striksiyon egrisi,

o(u) = Blu) — Lu Tl .

Vas Yu
bigiminde gosterilir (Do Carmo 1976).
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Tanim 2.13 (Egrilik Cizgisi) M, R" de bir hiperyiizey ve M {izerinde bir egri
« olsun. o nin teget vektor alan1 7' ve M nin gekil operatorii S olsun. Eger T
vektor alani « egrisi boyunca S nin karakteristik vektorlerine kargilik geliyorsa o

egrisine M iizerinde egrilik ¢izgisidir denir (Yiice 2013).

Tanim 2.14 n boyutlu Oklid uzay1 R" de, a = af(t) egrisi iizerindeki normal
vektor alam V' = V(t) olsun. Eger bu vektdr alanmm tiirevi V'(t), egrinin te-
get vektorii 7/(¢) ile orantihi ise bu vektor alanina nispeten paralel veya Rotation

minimizing (RM) denir (Etayo 2016, Etayo 2018).

Uyar1 2.1 (i) 3 boyutlu Oklid uzay1 R3 de, a = a(t), V = V (¢) Rotation mi-
nimizing normal vektér alanina sahip herhangi bir egri olsun. Bu durumda,

flE, ) =~(t) + )\V(t) regle yiizeyi acgilabilirdir ¢iinkii,
det [y (£), V(1), V()] = 0,
dir.

(ii) 3 boyutlu Oklid uzayr R® de, V., herhangi bir RM vektér alani olsun bu

durumda ||V || sabittir. Ayrica, T, o nmn teget vektorii olsun. O halde,

V) =0,

<l

. L L. d
V’:)\T:>V’LV:>£(

dir (Etayo 2016, Etayo 2018).

Tanim 2.15 (Rotation Minimizing Cat1) n boyutlu Oklid uzay1 R™ de, o =
a(t) herhangi bir egri olsun. « egrisi boyunca {T'(t), N;(t)}, i = 1,..,n — 1,
hareketli ortonormal ¢atisina, Rotation minimizing (RM) ¢ati, Paralel ¢ati veya

Bishop ¢atisy denir. Burada, T'(t), a(t) noktasindaki o mn teget vektérii ve
Ni(t) € {Ny(t), No(t), ..., No_1 (1)},
RM vektor alanlaridir (Etayo 2016, Etayo 2018).

4 boyutlu Oklid uzay1 R* de, {T, N, Vs, V4} catisi birim hizh o egrisi boyunca

Frenet catisi olsun. Bu takdirde, Frenet-Serret formiilleri agagidaki gibidir:

(s) | 0 k0 o] T
'(s) —k 0 kg O (s)
(s) (s)
(s) | (s) |

/

~

S

N N
- , (2.9)
‘/3/ S 0 —k’g 0 kg ‘/3

S

N

0 0 —ks O

=

13



Burada, (I,7) = (N,N) = (V3 Va) = (Vi,Vi) = 1 ve (T,N) = (T,Va) =
(T, Vy) = (V3,Vy) = 0 dir.Ayrica, ky, ke ve k3, « egrisinin asli egrilikleridir.
by = a(s) = (T'(5), N), by = J(s) = —(Vi(s), N) ve ks = hy(s) = —(Vi(5), V&)
dir (Do Carmo 1976).

Tanim 2.16 N(s) asli normal vektoriiniin ortogonal egi biitiin s € [ igin, sabit

bir nokta igerirse, o : I — R™ egrisine rektifiyan egri denir (Harslan ve Negovi¢ 2008).

Teorem 2.5 o, R* de yay parametresi ile parametrelendirilmis sifirdan farkl
egriliklere sahip bir egri olsun. Bu durumda, « rektifiyan bir egridir ancak ve
ancak

(s + ¢)k1(s)ks(s) 1 (s+c)ki(s)

kQ(S) + (kg(S) ( k‘Q(S) )I)/ — O’ (210)

¢ € R dir (Ilarslan ve Negovié¢ 2008).

Teorem 2.6 k egriligi ve 7 torsiyonuna sahip, s yay parametresi ile parametre-
lendirilmig C* smmfindan = = x(s), s € [0, L] egrisi, kiiresel bir egridir gerek ve

yeter gsart

(Acos/ Tds+Bsin/ Tds) =k 1(s), (2.11)
0 0

A, B sabittir. Dahasi, (2.11) kogulunu saglayan bir egri (A? —1—32)% yaricapl kiire
tizerinde yatar (Yung-Chow 1972).

Teorem 2.7 ky egriligi ve ky torsiyonuna sahip s yay parametresi ile paramet-
relendirilmig C* smifindan = = z(s), s € [0, L] egrisi, kiiresel bir egridir gerek ve

yeter sart

(A cos/ kods + Bsin/ kods) = ki '(s),
0 0
A, B sabittir (Yung-Chow 1972).

Dért boyutlu Oklid uzay1r R*, birim kuaterniyonlarin uzay1 olarak ifade edilir.
I =1[0,1], R reel sayilar dogrusunda bir aralik ve

4
YiICR=Q, s =7(s) = Y ails)es, ea = +1,
=1
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R* de sifirdan farkh {K, k,r — K} egriliklerine sahip olan diizgiin bir egri olsun
ve {T(s), N(s), Ny(s), N5(s)}, v(s) kuaterniyonik egrisinin Frenet catismi olug-

tursun. Bu durumda, 7(s) kuaterniyonik egrisinin Frenet-Serret denklemleri:

)| [0 K o o || 76 |
N'(s) _ -K 0 k 0 N(s) | (2.12)
Nj(s) 0 —k 0 r—K Ny(s)

I Ni(s) | 00 —(r—K) 0 | [ Nj(s) .

Burada K (s), k(s) ve (r—K)(s), sirasiyla vy(s) kuaterniyonik egrisinin asli egriligi,
torsiyonu ve bitorsiyonudur (Bharathi ve Nagaraj 1987).

Teorem 2.8 5 = f((s), Q da sifirdan farkh K(s), k(s) ve [r(s) — K(s)] egrilik-
lerine sahip birim hizli kuaterniyonik egri olsun. Bu durumda, / kuaterniyonik
rektifiyan egridir gerek ve yeter sart

K(s)lr(s) — K(s)l(s +¢) [K(S)k(S) + (s + ) [K(s)k(s) — K(S)k’(S)]],
k(s) k2(s)[r(s) — K(s)]

¢ € R dir (Giingor ve Tosun 2011).

Tanim 2.17 R” de, Ej(t) uzayi regle yiizeyin iiretici uzayr ve M = J,o; Ex(t),
(k+1) boyutlu regle yiizey olsun. Bu durumda, her bir Fj(¢) uzayim dik kesen egri
ortogonal yoringe olarak adlandirilir (Altin 1996, Altin ve Turgut Vanl 2000).

Teorem 2.9 R" de, M, (k + 1) boyutlu regle yiizey olsun. Bu durumda, M
yiizeyinin her bir noktasinda tek bir ortogonal yoriinge vardir  (Altin 1996,

Altm ve Turgut Vanli 2000).

Teorem 2.10 R" de, n : I — R™ herhangi bir egri ve {e1(t), ea(t), ..., ex(t) }, n(t)

nin her noktasinda tanimlanmig ortonormal vektor alani olsun. Eger
{e1(to), ea(to), .., ex(to) },
baglangi¢c baz verilmigse, bu durumda
{e1(t), ea(t), ..., ex(t)},

bazinin sagladig

(i), (1)) = 45,
15



ve
<€;(t),€](t)> =0, 1< Z)J < ka
esitlikleri tek bir gsekilde belirlenir (Juza 1962).

Tanim 2.18 R” de, (k + 1) boyutlu

k
o(t,v1, ..., v5) = n(t) + Zviei(t),
i=1

regle yiizeyini gézoniine alalim. Eger p > 0 reel sayilar1 i¢in n(t+p) = n(t) kosulu
saglanirsa, bu durumda bu yiizey kapalr regle yiizey olarak adlandirilir. Ayrica,
n(t + p) = n(t) kogulunu saglayan en kiiciikk p > 0 reel sayisina bu kapali regle
yiizeyin periyodu denir (Altin 1996, Altin ve Turgut Vanli 2000).

Tanim 2.19 R" de, M kapah regle yiizey ve {ey,es,...,ex}, n(t) nin her nok-
tasinda Teorem (2.10) gibi tamimlanmig M nin ortonormal ¢atisi olsun. 5 eg-
risi de n(t) de ortogonal yoriinge olsun. [(t) ve [(t + p) arasmdaki uzakhk
M yiizeyinin ag¢ilim uzunlugu olarak adlandirilir. Sekil (2.1) de gosterilmigtir

(Altin 1996, Altin ve Turgut Vanh 2000).

;(t+p)

e (t4p) =4

e [t+p)

&,(t+p]

&y.2(t+p)

Sekil 2.1 M kapali regle yiizeyinin acilim uzunlugu ve agilim agisi

16



Tanim 2.20 R" de, M, (k + 1) boyutlu kapal regle yiizey ve {ei,es,...,€x},
n(t) noktasinda iireteglerin birim yon vektorleri olsun. Buna ek olarak, eq(?)
ve ery1(t + p), swasiyla n(t) ve n(t + p) de ortogonal yoriingenin birim teget
vektorii ve p de Tamim (2.18) deki gibi periyod olsun. Bu durumda, ejq(t) ve
er+1(t + p) arasindaki agiya ¢, ye, M yiizeyinin ag¢ilsm agise denir. Sekil (2.1) de
gosterilmigtir (Altin 1996, Altin ve Turgut Vanh 2000).

Tamim 2.21 {£,,&,,&,}, RF Frenet tipli cati olsun. Bu durumda,

T = A(5)&1(s) + n(s)€5(s), (2.13)

A ve u fonksiyonlar olmak {izere, bigiminde tanimlanan 7 ye, Rz Frenet tipli cati-

daki rektifiyan tipli egri (ya da basit bir sekilde rektifiyan egri) denir (Macsim vd. 2019).

Teorem 2.11 R® de, {¢,,£,,€,), Ry Frenet tipli cat1 olsun. 7(s) : I — R Rx
Frenet tipli ¢atida ifade edilen herhangi bir egri olsun. Bu egri, K;(s) > 0 olmak

iizere,

%s) = a1(5)€, () + aa(s)€5(s) + az(s)€5(s), (2.14)

seklindedir. Bu durumda, asagidaki kosullardan biri saglanir:

(i) Denklem (2.14) iin her iki tarafinin &, (s) ile i¢ arpim alinirsa,

d _
25 (7(5),64(5))) = ar(s),

elde edilir.

(ii) Ky(s) # 0 igin, Denklem (2.14) iin her iki tarafinin &,(s) ile i¢ carpimi

alinirsa,

bulunur.

Bu takdirde, 7(s) egrisi rektifiyan tipli egridir. Tam tersine, eger 7(s) rektifiyan

tipli egri ise, bu durumda (i) ve (ii) kogullar1 saglanir (Macsim vd. 2019).
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2.2 Lorentz-Minkowski Uzayinda Temel Tanim ve Kavramlar

3 boyutlu Lorentz-Minkowski uzay1 R3, ii¢ boyutlu bir afin uzaydir. Bu uzaym

tanimh olmayan i¢ ¢arpimi,
(,) = —da? + da3 + dx3,

bi¢imindedir. Burada, (z1,zs,73), R} uzaymdaki herhangi bir noktanin koordi-
natlandir. Ayrica, t = (t1,t,t3) ve k = (ki, ko, k3), R} uzayinda keyfi vektorler
olsun. Bu durumda, t ve k keyfi vektorlerinin Lorentz-Minkowski vektorel carpimi
agagidaki gibi tanimlanir:
i j ok
txXk=| 1t ty tg
ki ko ks

(,), belirsiz metrik oldugundan dolay1, k& € R} i¢in miimkiin olan ii¢ durum vardir:
k € R? vektorii, spacelike vektor ise (k, k) > 0 ya da k = 0, timelike vektor ise
(k,k) < 0 ve lightlike vektor ise (k,k) = 0 ve k # 0 dir. k vektoriiniin normu,
|k||=+/(k, k) dir. Buna ek olarak, (k,t) = 0 ise, k ve t vektérleri ortogonal vek-
torlerdir (Lopez 2014).

3 boyutlu Lorentz-Minkowski uzay1 R? de, 3 : I C R — R} birim hizh egri
olsun. R} de, B(s) egrisi boyunca, {N,C, NAC = W} hareketli ¢atisina alterna-
tif hareketli ¢ati denir. Burada, N, asli normal vektor, C', asli normal vektoriin

tiirevi ve W, (s) egrisinin Darboux vektoriidiir. Bu alternatif hareketli ¢atinin

denklemleri,
N'(s) 0 f(s) 0 N(s)
C'(s) | = | —eoerf(s) 0 g(s) c(s) | (2.15)
W'(s) 0 —€169g9(s) 0 W (s)

ve alternatif hareketli cat1 vektorlerinin Lorentzian vektdrel carpimlari,

NAC =W,
CAW = —€1N,
WAN = —GOC,
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seklindedir. Burada, (N, N) = ¢y = £1, (C,C) = ¢; = £1, (W, W) =€, = 1 ve
f,g, B egrisinin alternatif hareketli catiya gore egrilikleridir (Karakug ve Yayh 2016).

4 boyutlu Lorentz-Minkowski uzay1 R}, R* reel vektor uzayidir ve asagida verilen

standart metrigi saglar.

g = —dxz} + daj + dal + daj, (2.16)

(71, T2, 3, 74), R} uzayindaki herhangi bir noktanin koordinatlaridir. g belirsiz
metrik oldugundan dolay1, v € R} vektorii i¢in miimkiin olan ii¢ durum vardr:
v € R} vektorii i¢in, v # 0 vektorii spacelike vektor ise g(v,v) > 0, timelike
vektor ise g(v,v) < 0 ve lightlike (null) vektor ise g(v,v) = 0 dir. Ozellikle, v = 0
vektorii olursa spacelike vektordiir. v vektériiniin normu, |[v]|= /|g(v,v)| dir. v
ve w vektorleri g(v,w) = 0 oldugu zaman ortonormal vektorler olarak adlandiri-
lir. Ayrica, eger o/(s) nin biitiin hiz vektorleri sirasiyla spacelike, timelike ya da
null olursa, o = «(s) keyfi egrisi de lokal olarak spacelike, timelike ya da null

(lightlike) olabilir (Walrave 1995).

{T, N, V3, V4}, Rt de « birim hizh timelike egrisi boyunca Frenet catisi olsun. Bu

durumda, Frenet-Serret formiilleri agagidaki gibidir:

s ] o om0 o] 7]

N'(s) _ kt 0 ke O N(s) | (2.17)
Vi(s) 0 —ks 0 ks || W

Vi | Lo 0 koo ]| v

(T,T) = =1, (N,N) = (V3,V3) = (V}, Vi) = 1, (T,N) = (T, V) = (T, Vy) =
(V3,Vy) = 0. Ayrica, kq, ko ve ks, « egrisinin asli egrilikleridir. k; = kqi(s) =
(T'(s), N, ko = kao(s) = —(V{(s),N) ve ks = k3(s) = —(V/(s), V5) (Walrave 1995).

{T,N,V3,V4}, R} de « birim hizli spacelike egrisi boyunca Frenet catis1 ve Vj

timelike birim vektor alani olsun. Bu durumda, Frenet-Serret formiilleri agagidaki
19



gibidir:

T'(s) 0 Kk 0 0 T(s)

N/(S) _ —kl 0 kg 0 N(S) (2 ]_8)
Vi(s) 0 —ky 0 K v |

Vi(s) 0 0 ks O Vi

(I,T) = (N,N) = (V3,V3) = 1, (Vi, Vo) = =1 (I,N) = (I, V) = (T, V) =
(V3,Vy) = 0. ky, ko ve ks, a egrisinin asli egrilikleridir. k; = ki(s) = (T(s), N),
ko = kao(s) = —(V{(s), N) ve k3 = ks(s) = —(V/(s), V3) (Walrave 1995).

{T,N,V3,V4}, R} de o birim hizli spacelike egrisi boyunca Frenet gatist ve N

timelike birim vektor alani olsun. Bu durumda, Frenet-Serret formiilleri agagidaki

gibidir:
T'(s) 0 k 0 O T(s)
N'(s kk 0 k 0 N(s
B |k ? (5) , (2.19)
‘/3/(8) 0 kQ 0 kg ‘/3
Vi(s) 0 0 —k3 O V,

(V3,Vy) = 0. ky, ko ve ks, a egrisinin asli egrilikleridir. k; = ki(s) = (T(s), N),
ko = ka(s) = —(V{(s), N) ve ks = ks(s) = —(V/(s), V3) (Walrave 1995).

Teorem 2.12 @, R} de sifirdan farkhi ky(s), ko(s) ve k3(s) egriliklerine sahip
birim hizli spacelike bir egri olsun. Bu durumda, @ rektifiyan spacelike egridir

gerek ve yeter sart,

(s + c)k1(s)

= ¢(A cosh kds—i—Bsinh/kds,
o [ )
dir. Ozellikle, R} de, @ rektifiyan spacelike egrisinin k;(s), ka(s) ve ks(s) egrilik

fonksiyonlarinin sabit ve sifirdan farkli oldugunu varsayacagiz (Ilarslan ve Negovié 2008).

Teorem 2.13 ki(s), ko(s) ve ks(s) sifirdan farkl sabit egriliklere sahip R{ de

uzanan rektifiyan spacelike egriler yoktur (Ahmad ve Onder 2012).

Teorem 2.14 R? de k # 0 egriligine ve T # 0 torsiyonuna sahip x = z(s) birim

hizli timelike egri Lorentzian kiiresi lizerine uzanir gerek ve yeter sart A, B € R
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olmak {izere,

(A COS/ Tds + Bsin/ Tds) = k'(s),
0 0
s € L C R denklemi saglanir (Yung-Chow 1972).
Teorem 2.15 R? de, N timelike asli normaline sahip x = z(s) birim hizh spa-

celike egri Lorentzian kiiresi {izerine uzanir gerek ve yeter sart A, B € R olmak

iizere,

(A sinh/ Tds — Bsinh/ rds) = k1(s),
0 0
s € L C R denklemi saglanir (Yung-Chow 1972).

Tamim 2.22 v : [ — S? bir regiiler egri olsun. ~(so) noktasinda, r,(sy) =
0 ve ry(so) # 0 ise, y(so) noktasma ~ nin ordinary inflection noktasi denir

(Hananoi vd. 2015).

Onerme 2.1 Lorentzian kiiresi (S?) iizerindeki herhangi bir v egrisi ordinary
geodezik inflection noktasina sahiptir ancak ve ancak ~Y(s) dir. Ayrica, v nin
dual egrisi de ayni noktada ordinary cusp noktasma sahiptir (Porteous 1999,

Ito ve Izumiya 2016).

Onerme 2.2 7V (s) dual egrisi sy noktasinda ordinary cusp noktasina sahiptir

ancak ve ancak k4 (sg) = 0 ve k7 (so) # 0 dir (Porteous 1999, fto ve Tzumiya 2016).
Onerme 2.3 Spacelike uzaklik fonksiyonu H® : I x $?2 5 R

H%(s,0) = (1(s),v),

seklinde tanimlansin. Herhangi bir sabit v € S? noktasi igin uzaklik fonksiyonu

h5(s) = H(s,v) ise, bu durumda, asagidaki durumlar vardir.
(i) h3(s) = (h5)(s) = 0 dir ancak ve ancak v = 47" (s) dir.

(ii) hS(s) = (h))(s) = (h3)"(s) = 0 dir ancak ve ancak v = £7"(s) ve r,(s) = 0
dir.

(iii) Ao (s) = (k) (s) = (h9)"(s) = (h2)"(s) = 0 dir ancak ve ancak v = £7"(s)
ve riy(s) = Ky (s) = 0 dir (Sato 2012, Hananoi vd. 2015, Ito ve Izumiya 2016).
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3. R?® OKLID UZAYINDA CATI HAREKETLERI

3.1 Fermi-Walker Tiirevi ve Cat1 Hareketleri

Fermi-Walker tiirevi egrinin teget vektorii kullamilarak verilmigtir. Cat1 vektorii
degigtirilerek, egrinin normal vektorii yardimiyla asagidaki tanim verilecektir. Bu

tiirev ise Normal Fermi-Walker Tiirevi olarak adlandirilacaktir.

Tanim 3.1 3 boyutlu Oklid uzay1 R? de, X, bir vektor alani ve 3(s) de birim

hizli bir egri olsun. Bu durumda,

DX dX
—— = = _(N,X)N'+ (N, XN,
Ds ds

!
—— tiirevi Normal Fermi-Walker Tiirevi olarak adlandirilir. Burada, N=

Ds 17|
Frenet catisinin normal vektoriidiir.
Eger,
DX
TR — 0,
Ds
ise X vektor alani, $(s) egrisi boyunca normal Fermi-Walker tiirevine gore nor-

mal Fermi-Walker paralel’dir denir.

3.1.1 Alternatif Hareketli Cat1 ve Normal Fermi-Walker Tiirevi

Bu boliimde, ilk olarak alternatif hareketli cat1 yardimiyla normal Fermi-Walker
tiirevi farkl bir sekilde tanimlanacaktir. Daha sonra, alternatif hareketli ¢ati icin
normal Fermi-Walker paralel, normal non-rotating cati ve normal Fermi-Walker
tiirevinin Darboux vektorii verilecektir. Ayrica, Frenet catisimin normal Fermi-
Walker tiirevine gore non-rotating cati oldugu bunun aksine alternatif hareketli

catinin non-rotating ¢at1 olmadig1 gosterilecektir.

Lemma 3.1 X, 3(s) uzay egrisi boyunca bir vektor alan1 olsun. Normal Fermi-
Walker tiirevi alternatif hareketli catiya gore agagidaki gibi tanimlanir:
DX dX
—_—= X AW). 3.1
X peaw) 1)
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ispat.

DX dX dN  dN
— = — — (N, X)— — XON
Ds ds (N, >ds+<ds’ A
esitligi normal Fermi-Walker tiirevinin tamimidir. Bu egitlikte, i fC tiirevi
s
yerine konulur ve gerekli iglemler yapilirsa,
DX dX
5. a5 T f( ),

elde edilir. m

Simdi zamanla degisen bir uzay egrisini X = X (s,u) goz 6niine alacagiz. Burada,
s yay parametresi ve u zaman parametresidir. Alternatif hareketli ¢at1 denklem-
lerinden dolayi, f ve ¢ her ikisi de hem s parametresine hem de u parametresine
baghdir. {N,C, W} iiglisiiniin zaman degisiminin kinematigini olugturan denk-
lemleri yazabiliriz. (Balakrishnan 2005) deki alternatif hareketli ¢at1 denklemle-

rine benzeyen c¢at1 denklemleri agagidaki gibidir:
N, =rC + hW, C,=—rN + gW, Wu(s) = —=hN — goC. (3.2)

Burada, r, h ve go katsayilart hem s parametresine hem de u parametresine bagh
fonksiyonlardir.

Ayrica, u parametresi ile parametrelendirilmis zamanla degisen egri boyunca nor-
mal Fermi-Walker tiirevini tekrar ifade edebiliriz. Denklem (3.2) yi kullanarak

Sonug (3.4) de elde edilen sonucu ve Denklem (3.1) e benzeyen ifadeleri elde

edecegiz:
DX dX
—_—=——r(WAX h X
= = o = (W AX) +h(C A X)
ve
DN DC DW
Du Du g0 Du g0

Boylece, normal vektor, sabit bir s parametresi i¢in u dan u + du ya hareket et-
tiginden dolay1, {C, W} diizlemi de godu agis1 kadar doner.
Simdi, bir vektor alaninin normal Fermi-Walker tiirevine gore normal Fermi-

Walker paralel olma kogulunu verecegiz.
23



Teorem 3.1 [(s) birim hizhi bir egri olsun. X = AN + AoC' + A\3W vektor alani
B(s) egrisi boyunca normal Fermi-Walker tiirevine gére normal Fermi-Walker

paraleldir ancak ve ancak

A1(s) = sabit,
Aao(s) = ¢ cos(/1 g(s)ds) + co s.in(/1 g(s)ds),

Ns(s) = ¢ cos( /1 " g(s)ds) — ¢ sin /1 T (s)ds),

seklindedir. Burada, A;, Ay ve A3 reel parametreleri siirekli diferensiyellenebilir

fonksiyonlardir.

Ispat. =: X, ((s) egrisi boyunca normal Fermi-Walker tiirevine gére normal

Fermi-Walker paralel olsun. Normal Fermi-Walker tiirevi,

DX dX
seklindedir. X vektor alani normal Fermi-Walker tiirevinde yerine yazilir ve denk-

lem diizenlenirse,

DX d\ ) dAs
e (E)N + <E —9(5)A3)C + <E + g(s)A2) W,

elde edilir. X vektor alan1 3(s) egrisi boyunca normal Fermi-Walker tiirevine gore

DX
normal Fermi-Walker paralel oldugundan dolayi, D—zO dir.

s
Béylece,
d)\
s
d\
d—; —g(s)A3 =0,
dA
d—; +9(s)A2 =0,

diferensiyel denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi ¢oziiliirse,
A1(s) = sabit,
Ao(s) =1 cos(/ g(s)ds) + co Sin(/ g(s)ds),
1 1

A3(s) = e cos(/lsg(s)ds) - sin(/lsg(s)ds),
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elde edilir.
—: X = M N + XC + AW vektor alam, 6 = (] g(s)ds) ve

A1(s) = sabit,
Ao(s) = ¢ cos 0 + cosin b,

A3(s) = cacos — ¢ sin b,

olsun. Normal Fermi-Walker tiirevi,
DX dX

B d8+f( ),

seklindedir. X vektor alani normal Fermi-Walker tiirevinde yerine yazilir ve denk-

lem diizenlenirse,

DX _ iy
Ds

d)\g d)\3

elde edilir. 8 acisi, Ay, Ay ve A3 reel parametreleri yerine konulursa,

DX
e — 0,
Ds

(N + (7 = 9(5)2)C + (= + g(s) X)W,

elde edilir. Bu durumda, X vektor alaninin 5(s) egrisi boyunca normal Fermi-

Walker tiirevine gore normal Fermi-Walker paralel oldugunu gosterir. Boylece

ispat tamamlanmig olur. m

Teorem 3.2 [(s) genel helis olsun. Bu durumda, X = A\ N + A\C + AW vek-

tor alani (s) egrisi boyunca normal Fermi-Walker tiirevine gore normal Fermi-

Walker paraleldir. A\;, Ay ve A3 reel parametreleri sabittir.

ispat. Normal Fermi-Walker tiirevi,

DX dX
oldugundan,
DX

= g()\QW - )\30)7

elde edilir. B(s) genel helis oldugundan dolayi, ¢ = 0 dir. Boylece,

DX
=0

bulunur. Sonug olarak, X vektor alani 3(s) egrisi boyunca normal Fermi-Walker

tiirevine gore normal Fermi-Walker paraleldir. m
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Sonug 3.1 {N,C, W} vektorleri genel helis boyunca normal Fermi-Walker tiire-

vine gore normal Fermi-Walker paraleldir.

Ispat. Teorem (3.2) den dolayn,

(G)X =N ’iSG,)\l = 1,)\2 = )\3 = 0,
(b)X = CiSG,)\g = 1,)\1 = )\3 = 0,
(C)X =W ise,)\g = 1,)\1 = )\2 = 0,

elde edilir. m
Simdi, Oklid paralelizm ile normal Fermi-Walker paralelizm arasindaki iligkiyi

tanimlayacagiz.

Sonug 3.2 X, ((s) uzay egrisi boyunca bir vektor alam olsun. (3(s) uzay eg-
risi boyunca X vektor alaninin, normal Fermi-Walker tiirevi ile Oklid tiirevinin

cakigmasi igin gerek ve yeter sart

X =W,
olmasidir. Burada \ sabittir.
ispat. Lemma (3.1) den dolayn,
DX dX
dir. Burada,
DX dX
f)s B ds’
olmasi igin
X =W,
olmalidir. Tam tersine, eger,
X =\,
ise bu durumda da
DX dX
Ds ds’
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elde edilir. m
Frenet catisi, Fermi-Walker tiirevine gore non-rotating cati degildir. Fakat, simdi
Frenet catisinin normal Fermi-Walker tiirevine goére normal Fermi-Walker non-

rotating cat1 oldugunu gosterecegiz.

Sonug 3.3 [(s) birim hizh bir egri ve {T, N, B}, [(s) egrisinin Frenet ¢atisi
olsun. {7, N, B} catisi, uzay egrileri boyunca normal Fermi-Walker tiirevine gore

normal Fermi-Walker non-rotating ¢atidir.

ispat. Normal Fermi-Walker tiirevine gore,

DX dX
—_— = — X
ve
DX dX

=== (N, X)N' + (N, X)N,

seklinde yazilir. {7, N, B} catisinin, normal Fermi-Walker tiirevine gére normal
Fermi-Walker non-rotating cati oldugunu gostermek icin asagidaki denklemleri
hesaplayacagiz. {T, N, B} catis1 vektorleri sirasiyla normal Fermi-Walker tiire-

vinde yerine konursa,

DT dT
= _(N.TVN'+ (N'.T\N
Pe _ ds (N,T)N"+ (N',T)N,
ve
DT
D—:T/—<N,T>N/+<NI,T>N,
S

denklemleri elde edilir. (N,T) = 0, T" = kN ve N' = —kT + 7B oldugundan

dolayn,
DT
— =kN -0+ (—kT +7B,T)N,
Ds
ve
DT
= = O,
Ds

bulunur. Benzer gekilde, diger ¢at1 vektorleri konursa,

DN _dN N NYN'+ (N, NYN =0,
Ds ds
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ve

DB dB
— =——(N,B)N'"+(N',B)N =0
= = Z— (N BN+ (V. B)N =0,
DT DN DB
bulunur. Sonug olarak, — =0, — = 0 ve —— = 0 elde edilir. Bu durumda,
Ds Ds Ds

{T, N, B} ¢atisi, normal Fermi-Walker tiirevine gére normal Fermi-Walker non-

rotating catidir. m

Sonug 3.4 {N,C, W} catisi, 5(s) uzay egrisinin alternatif hareketli ¢atisi olsun.
Bu durumda, {N, C, W} catisi, normal Fermi-Walker tiirevine gére normal Fermi-

Walker non-rotating ¢atidir ancak ve ancak g = 0 dir.

Ispat. Normal Fermi-Walker tiirevine gore,

DX dX
s "~ XAW
ve
DX dX

o= = (N, X)N' + (N, X) N,

dir. {N, C, W} catisinin, normal Fermi-Walker tiirevine gére normal Fermi-Walker
non-rotating cati olup olmadigini veya hangi sartla olacagini géstermek icin asa-
gidaki denklemleri hesaplayacagiz. {N,C, W} catis1 vektorleri sirasiyla normal

Fermi-Walker tiirevinde yerine konursa,

DN  dN

— = =" _(N,NYN'+ (N'.N\N

Pe s (N,N)N"+(N',N)N,
ve

DN

—— =N —(N,N)N'+ (N',N)N,
Ds

bulunur. (N, N) =1 ve N’ = fC oldugundan dolay,

DN
— = fC — fC+ (fC,N)N,
Ds
ve
DN
—= :07
Ds

bulunur. Benzer sekilde, diger cat1 vektorleri icin hesaplanirsa,

DC  dC
=g~ (NON'+ (N )N = gW,
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ve

DW  dw
— = — — (N,B)N' + (N’ N =—
—— = o — (VBN + (N W)N = ~C.
DN D D
elde edilir. Sonug olarak, — = 0, ~—C = gW ve ~W = —gC oldugundan do-
Ds Ds Ds

lay1, g # 0 i¢in, {N,C, W} catisinin, normal Fermi-Walker tiirevine gore normal
Fermi-Walker non-rotating ¢ati olmadigy goriiliir. Fakat, g = 0 i¢in, {N,C, W}
catisi, normal Fermi-Walker tiirevine gére normal Fermi-Walker paraleldir ve ayn
zamanda da normal Fermi-Walker non-rotating ¢atidir. Bu durumda, £(s) egri-
sinin genel helis oldugunu gosterir. Ayrica, elde ettigimiz sonu¢ Teorem (3.2) den
tekrar dogrulanir. m

Bu boliimde, son olarak, {N,C, W} catisina gore normal Fermi-Walker tiirevi-
nin Darboux vektoriinii ifade edecegiz. Buna ek olarak, Teorem (3.3) de, normal
Fermi-Walker tiirevinin Darboux vektoriiniin normal Fermi-Walker tiirevine gore

normal Fermi-Walker paralel oldugunu gosterecegiz.

Sonug 3.5 {N,C, W} catis1 5(s) egrisinin alternatif hareketli ¢atisi olsun. { N, C, W}

catisina gore normal Fermi-Walker tiirevinin Darboux vektori,
w, = gN,
dir.

Ispat. Darboux vektérii bulmak icin,

DN
,.,—:(A)*/\N,
Ds
DC
~—:w*/\c,
Ds
ve
DW
Ds

denklemleri hesaplandiginda elde edilen w, vektorii, { N, C, W} catisina gore nor-
mal Fermi-Walker tiirevinin Darboux vektoriidiir. Sonug¢ olarak, w, = g/N olarak
bulunur. m

Simdi, yeni bir teorem ifade edecegiz.
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Teorem 3.3 [(s) birim hizh bir egri ve w,=gN, { N, C, W} ¢atisina gére normal
Fermi-Walker tiirevinin Darboux vektorii olsun. Normal Fermi-Walker tiirevinin
Darboux vektoérii, normal Fermi-Walker tiirevine gére normal Fermi-Walker pa-

raleldir ancak ve ancak g sabittir.

Ispat. B(s) birim hizli bir egri ve w,=¢gN, {N, C, W} catisina gére normal Fermi-
Walker tiirevinin Darboux vektorii olsun. Darboux vektoriiniin normal Fermi-

Walker tiirevini hesaplayalim.

w* dw*

= AW
dw* _d(gN) _ d(g) ,,  d(N)

= = N B
ds ds ds + ds 9,

ve
dw* — d(g)
_ Ny
ds ds + /4G,

*

D d
elde edilir. Aynica, f(w* A W) = —fgC oldugundan dolay, D—w = %N bulu-
S S

*

w
nur. Sonug olarak, 7 = 0 olmasi i¢in ancak ve ancak g sabittir. m
s

Sonug 3.6 [(s) egrisi sabit presesyon egri ve w,=¢gN, {N,C, W} catisina gore
normal Fermi-Walker tiirevinin Darboux vektorii olsun. Bu durumda, w*, normal

Fermi-Walker tiirevine gore normal Fermi-Walker paraleldir.

Ispat. (s) egrisi sabit presesyon egri ve w,=gN, {N,C, W} catisina gore normal
Fermi-Walker tiirevinin Darboux vektorii olsun. [(s) egrisi sabit presesyon egri
oldugundan dolay1, f ve o sabittir. Bu yiizden, g de sabittir. Sonug olarak, Teorem
(3.3) den dolay1 w*, normal Fermi-Walker tiirevine gore normal Fermi-Walker

paraleldir. m
3.2 N-Bishop Catis1 ve Kiiresel Goriintiileri
3.2.1 Regiiler Bir Egrinin N-Bishop Catis1

3 boyutlu Oklid uzayr R® de, 3 egrisi birim hizli bir egri ve {N,C, W} da 3
egrisinin alternatif hareketli catisi olsun. Ilk olarak, {N, C, W} alternatif hareketli

catisim keyfi bir 0 agis1 kadar § egrisinin normal vektorii boyunca dondiirelim.
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Burada, 6 acis1 N ve C vektorleri arasindaki acidur. {N,C, W} alternatif hareketli

catisinin donme matrisi,

N(s) 0 0 1 Ni(s)
C(s) | = | cosf(s) sinf(s) 0 No(s) |
W (s) —sinf(s) cosf(s) 0 N(s)

bicimindedir. Simdi, yeni catinin tiirev denklemlerini elde edecegiz. Ilk olarak,
{N,C, W} alternatif hareketli ¢atisinin dénme matrisinden agagidaki denklemleri

yazabiliriz.

N = N,
C = cosO(s) Ny + sin 0(s) Ny,
W = —sin(s) Ny + cos0(s) Ns.

{N,C, W} alternatif hareketli ¢atisindaki N normal vektor alaninm tiirevi yeni

catinin N, ve Ny vektor alanlarma gore,
N' = fC =k N, + ko Ny,
bi¢iminde elde edilir. Egitligin her iki tarafinin normu alnirsa,
f=/k+k,

bulunur. Ayrica, {N,C, W} alternatif hareketli ¢atisinin 6zelliklerinden ( yani,
Denklem (2.4) den)

f=1k2+Kk%=Vr2+712 (3.3)

bulunur. Buna ek olarak, {/NV,C, W} alternatif hareketli gatisindaki W vektor

alani,
W = —sinf(s)N; + cos 0(s) Ny,
oldugundan, bu denklemin her iki tarafinin s ye gore tiirevi alinarak,

W'=—gC

= —0/(s) cosO(s)Ny — 6'(s)sin 0(s) Ny — sin 8(s) N, + cos 0(s) N3, (3.4)
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bulunur. N| = —k; N ve N}, = —k, N denklemleri Denklem (3.4) yerine yazilirsa,
—gC = —0/(5)(cos O(s) Ny + sin0(s)Ny), (3.5)
elde edilir. Ayrica, Denklem (3.5) de 6'(s) = g yazilirsa,
C = cos 0(s)Ny + sin(s) Ny,

bulunur. Denklem (3.3) den, k; = fcosf(s) ve ky = fsinf(s) yazilir. Ayrica,
s k
gerekli iglemler yapilirsa, 6(s) = st g(t)dt:arctan(k—z) bulunur.
1

Sonug olarak, yeni catinin denklemleri,

N'(s) 0 k; ke N(s)
Ni(s) | =] -k; 0 0 Ni(s) |, (3.6)
Né(S) —kg 0 0 NQ(S)

seklinde yazilir. Bu yeni catiya, 8 egrisinin “N-Bishop Catis1” denir. Buna ek
olarak, k; ve ko egriliklerine 3 egrisinin N-Bishop Egrilikleri denir. Onerme (3.1)
de k; ve ko nin ilk defa geometrik uygulamas: verilecek ve bunun yani sira, kii-
resel olmay1 kullanarak lineerlik ifade edilecektir. Onceki yapilan calismalarda
(Yung-Chow 1972), A1k + A2k + 1 = 0 denklemi herhangi bir egrinin kiireselli-
gini ifade ederken, simdi, A\1k; + Aoks + 1 = 0 denklemi normal direction egrinin

kiireselligini ifade eder.

Onerme 3.1 3={(s) regiiler bir egri ve ki (s) , ky(s) egrilikleri 3=0(s) egrisinin
N-Bishop egrilikleri olsun. Bu durumda, normal direction egri v(s) = [ N(s)ds
kiiresel bir egridir ancak ve ancak Aik; + Aoks + 1 = 0 dir. Burada, Ay ve Ay

sabittir.

ispat. Normal direction egri y(s) = [ N(s)ds kiiresel egri ve P, S? kiiresi iizerinde

herhangi bir nokta olsun. v(s) egrisi kiiresel egri oldugundan dolay,
<’7_P7’7_P> :T27
bi¢ciminde yazilir. Her iki tarafinin tiirevi alinirsa,

(N,v— P) =0,
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elde edilir. Buradan, N 1 v— P dir. N 1 v— P oldugundan, y—P = MM+ AN,

yazilir. Bu kez de, (N, — P) = 0 i¢ carpimimin her iki tarafinin tiirevi alinirsa,
(N',v — P)+ (N,~") =0, (3.7)

elde edilir. N’ = k;N; + ksN, ve 4/ = N oldugundan, Denklem (3.7) de yerine
yazilirsa, A1k; +Aoko+1 = 0 bulunur. Buradan, v— P = A1 N1+ Ay Ny denkleminin
N; ve Ny ile i¢c carpimlar alindiginda A, ve Ao nin sabit oldugu goriiliir. Tam

tersine,
Ak 4+ Xoko +1 =0,

ve A1, Az sabit olsun. Bu durumda ise, kiiresel egri oldugu agiktir (Yung-Chow 1972).

Teorem 3.4 [=[((s) regiiler bir egri ve ki (s) , ko(s) egrilikleri =0(s) egrisinin
N-Bishop egrilikleri olsun. Eger, /3 slant helis ise, bu takdirde [ egrisinin N-Bishop
egrilikleri agagidaki esitligi saglar.

= sabit.

Bishop catisimin egrilikleri arasindaki iligkinin aynisinin N-Bishop catisinin egri-

likleri arasinda olmasi dikkat cekicidir.

Sonug 3.7 o(s) sifira egittir ancak ve ancak

k
k—i = sabit,

tir.

Sonug 3.8 [=0(s) regiiler bir egri ve ki(s), ko(s) egrilikleri 5=/(s) egrisinin
N-Bishop egrilikleri olsun. 5 genel helisdir ancak ve ancak

k
2 = sabit,
1

tir.
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Sonug 3.9 [=/(s) regiiler bir egri, f=/(s) egrisinin {ki(s),ka(s)} egrilikleri
N-Bishop egrilikleri ve {x(s),7(s)} egrilikleri Frenet catis1 egrilikleri olsun. Bu

durumda,
k
=2 = sabit,
ki

tir ancak ve ancak
.
— = sabit,
K

tir.

Sonug 3.10 5=pf(s) regiiler bir egri ve ki(s), ko(s) egrilikleri f=/(s) egrisinin
N-Bishop egrilikleri olsun. Bu durumda, 6(s)=sabittir ancak ve ancak f=p(s)

egrisi helisdir.
3.2.2 Regiiler Egrinin N-Bishop Catis1 Kiiresel Goriintiileri

Bu béliimde, {N, Ny, Ny} kiiresel goriintiilerini (veya kiiresel gostergelerini) he-
saplayacagiz. Bu hesaplamalar sayesinde, N-Bishop egrilikleri ve Frenet egrilikle-
rinin ayni olmadig1 halde, k; ve ko N-Bishop egriliklerinin davraniglarinin s ve 7

Frenet egriliklerinin davranigina benzer oldugunu gérecegiz.

N Kiiresel Goruntiisi

3 boyutlu Oklid uzay1 R® de, 3—3(s) egrisi regiiler bir egri olsun. S? birim kii-
resinin merkezinde N-Bishop catisinin ilk vektor alanimi dondiiriirsek, a=a(s,)
kiiresel goriintiisiinii elde ederiz. Bu egriye, f=0(s) egrisinin N Kiiresel G6-

riintiisii veya N Kiiresel Gostergesi denir.

Simdi, N-Bishop ve Frenet-Serret degismezleri arasindaki iligkileri inceleyecegiz.
a=a(s,), f=p(s) regiiler egrisinin N kiiresel goriintiisii olsun. « egrisinin tiirevi
alinirsa,

do ds ~ ~
Oé/ = __Ot = klNl +k2N27
ds, ds
elde edilir. Burada, s ye gore tiirevi ¢izgi tiirevi, s, ya gore tiirevi nokta tiirevidir.

Esitligin her iki tarafinin normu almirsa,
klNl + ngg
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ve

dse

Ts ki +k; = f(s),

bulunur. o nin ilk egriligini belirlemek icin s, ya gore tiirevi T,

k3 ko

K Kk (e
B (k3 + k3)? "k

T, = ——2——(— 'Ny, — N
0+ 17 &, SR

-
)N+
hesaplanir. 7T, tiirevinin normu,

o = Il= |l (ELY 2 4 [ s (272 41,
CEraE R e

ilk egriligi verir. Ayrica, o nin asli normal vektorii,

T, 1 ki ki, - k} ko, o
No=—"=—]—F525=(=)Ni + —5—5=(—) Ny — NJ,
ARG A A

seklindedir. T, AN, vektorel carpimi hesaplanarak, o nin binormal vektorii,

Bo= L=ty b ki, kg kg,
TR @)k @ik VR VR

elde edilir. Su ana kadar elde ettigimiz denklemler yardimiyla, N kiiresel goriin-

tisiiniin torsiyonu,

I 316, e, + bak) — (i} + D[] — IO+ )]}
Hea {316l + kok) — ( + ) — (i + K3}
]k I
RGP + (i + )8

bigiminde bulunur. Denklem (3.8) de, ki(s) = fcosf(s) ve ky(s) = fsinf(s)

(3.8)

Ta =

yerine yazilirsa 7, = 0 olarak bulunur.

Sonug 3.11 [=0(s) regiiler bir egri ve kq(s), ka(s) egrilikleri 5=/4(s) egrisinin N-
Bishop egrilikleri olsun. ki (s) ve ko(s), N-Bishop egrilikleri sabit ise, bu durumda

N kiiresel goriintiisii geodeziktir.

N, Kiiresel Goriintiisii

3 boyutlu Oklid uzay1 R? de, 8- ((s) egrisi regiiler bir egri olsun. S? birim kiire-
sinin merkezinde N-Bishop catisinin ikinci vektor alanmi doéndiiriirsek, y=v(s.)
kiiresel goriintiisiinii elde ederiz. Bu egriye, 5=0(s) egrisinin N; Kiiresel G&-

riintiisii veya N; Kiiresel Gostergesi denir.
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v=7(s4), B=p(s) regiiler egrisinin N kiiresel goriintiisii olsun. ilk olarak, ~ egri-
sinin tiirevi alinirsa,

oDy ds

= . = -k N
" ds, ds S

bulunur. 4/ niin her iki tarafinin normu alinirsa,

T, = N, (3.9)
ve
ds.,
i R
dS 1,

elde edilir. Denklem (3.9) un tiirevi hesaplanirsa,

. ds = ~
T =152 = kN + ko ¥,

bulunur. Ayrica, bu denklemden TW,

elde edilir. Buna ek olarak, v nin ilk egriligi ve asli normali,

) ks
ty = IT5]I= 1+ (k—l)Q, (3.10)

ve

seklindedir. T, AN, vektorel ¢arpim yardimiyla §—/3(s) regiiler egrisinin N kii-

resel goriintiisiiniin binormal vektor alani,

ke, -~ N
B’Y = k 2 N]. - 27
1K~ R~y
elde edilir. Ayrica, v nmin torsiyonu,
k
kg,
1
= — 3.11
T (3.11)

bulunur.

Sonug 3.12 y=v(s,), B=0(s) regiiler egrisinin N kiiresel goriintiisii olsun. S=0(s)

k
k—2:sabit ise), bu durumda,
1

y=n(s,), Ny kiiresel goriintiisii oskiilator diizlemde bir cemberdir.
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Ispat. v=7(8y), B=P(s) regiiler egrisinin N, kiiresel goriintiisii olsun. S=3(s)
egrisinin N-Bishop egrilikleri orani sabit ise, Denklem (3.10) ve Denklem (3.11) e
gore, k,=sabit ve 7, = 0 dir. Sonug olarak, v, oskiilator diizlemde bir cemberdir.

[
Sonug 3.13 y=v(s,), f=05(s) regiiler egrisinin N; kiiresel goriintiisii olsun. N
kiiresel goriintiisii genel helisdir ancak ve ancak S=[(s) egrisi slant helisdir.

ispat. Denklem (3.10) ve Denklem (3.11) e gore,

Ty
Ky

:—O"

dir. =p(s) egrisi slant helis oldugundan dolay1, Teorem (3.4) e gore o sabittir.
Bu yiizden, Ty sabittir. Sonug olarak, N, kiiresel goriintiisii genel helisdir. Ayrica,

"%
N kiiresel goriintiisii genel helis ise, bu durumda, 5=p(s) egrisi slant helisdir. =

N, Kiiresel Goriintiisii

3 boyutlu Oklid uzay1 R® de, 3—/3(s) egrisi regiiler bir egri olsun. S? birim kiiresi-
nin merkezinde N-Bishop catisinin {igiincii vektor alanim déndiiriirsek, ¢=¢(sy)
kiiresel goriintiisiinii elde ederiz. Bu egriye, f=/(s) egrisinin N, Kiiresel G-

riintiisii veya N, Kiiresel Gostergesi denir.

d=0¢(s4), B=B(s) regiiler egrisinin Ny kiiresel goriintiisii olsun. ¢ egrisinin tiirevi

alinirsa,

do ds,
L R W
dsy ds 20

bulunur. N; kiiresel goriintiisiine benzer olarak,

T, =N, (3.12)
ve
d8¢
i Q%
dS 2

elde edilir. Boylece, Denklem (3.12) nin tiirevi alinirsa,

. d - N
T(; = T¢% = klNl -+ ﬂ(gNQ,
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ve bagka bir sekilde ifade edilirse,
ky -

T,=——N, — N
¢ k2 1 2
bulunur. Ayrica, ¢ egrisinin egriligi,

. k;
to = [IToll= /1 + (k—2)2,

ve ¢ egrisinin asli normal vektor alani,

N, = — N, — 2
¢ ﬂ(g/id) ! /€¢,

elde edilir. T,AN, vektorel ¢carpimi yardimiyla, ¢ egrisinin binormal vektor alani,

bi¢imindedir.

Sonug 3.14 ¢=0¢(s,), 5=/(s) regiiler egrisinin N, kiiresel goriintiisii olsun. 3=/4(s)
k
egrisinin N-Bishop egrilikleri oram sabit ise (yani, k—lzsabit ise), bu durumda,
2

d=0(s4), N, kiiresel goriintiisii oskiilator diizlemde bir cemberdir.

Teorem 3.5 ¢=¢(s,), f=PF(s) regiiler egrisinin N, kiiresel goriintiisii olsun. 3,

genel helis ise, bu durumda [ egrisinin N-Bishop egrilikleri,

ky
kQ R
r, B

——=—— = —0 = sabit,
f (ki +k3)?

esitligini saglar.
Sonug 3.15 ¢=¢(s,), f=/0(s) regiiler egrisinin N, kiiresel goriintiisii olsun. Ny

kiiresel goriintiisii genel helisdir ancak ve ancak S=[(s) egrisi slant helisdir.

Sonug 3.16 (5—[(s) egrisi slant helisdir ancak ve ancak [ N(s)ds, [ Ni(s)ds ve
[ Na(s)ds direction egrileri slant helisdir.

Sonug 3.17 a: I — R® herhangi bir egri ve {T, N, B} catis1 da « egrisinin
Frenet catisi olsun. Ayrica, 8 = f N(s)ds, o nin normal direction egrisi olsun. Bu

durumda, {T, N, B} gatisi, 8 egrisi iizerinde Bishop ¢atisidir.
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3.2.3 Ornekler

Bu béliimde, ilk olarak, regiiler bir egrinin N-Bishop iicliisiinii nasil bulacagimizi

gosterecegiz. Daha sonra da, farkli egriler i¢in kiiresel goriintiileri hesaplayacagiz.

Ornek 3.1 3 boyutlu Oklid uzay1 R? de, birim hizhi dairesel helis egrisi,

S s s
= = (24 — 24sin —., —
o= pls) = (24cos -, 24sin -, 7).

seklinde verilsin. = p(s) egrisinin grafigi Sekil (3.1) de gosterilmigtir.
{N, C, W} alternatif hareketli ¢atisinin elemanlar,

( 1
f——,
25
g0,
N ( s : 0)
—(—cos —, —sin —
cos 5=, —sin 5, 0),
.S s
Cf(sm2—5, —cosr, 0),
| W=(0,0,1),

seklindedir. Doniiglim matrisi (3.13) i olugturmak icin, ilk olarak, #(s) agst,

0(s) = / g(s)ds = / Ods =r, r € R,
0 0

hesaplanir. Daha sonra, doniigiim matrisi,

N(s) 0 0 1 Ny(s)
C(s) | = | cosr sinr 0 No(s) | (3.13)
W {(s) —sinr cosr 0 N(s)

elde edilir. Doniigiim matrisi kullamlarak, p = p(s) dairesel helis egrisinin N-

Bishop iicliisii:

N, = (cosr.sin i, — COST. COS i, —sinr),
25 25

s . . S . S

Ny = (sinr.sin —, —sinr.cos —, cosr),
25 25

s s
N = (— —  _—qin —
(— cos 5y ~siloe, 0),

bulunur. Boylece, yeni kiiresel goriintiiler Sekil (3.2) de gosterilmis olur.
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Sekil 3.1 Dairesel helis u = p(s).

a) N gosterge egrisi. S - .. -
() Ng 86 °6 (b) N1 gosterge egrisi. (¢) Ny gosterge egrisi.

Sekil 3.2 1 = pu(s) egrisinin N-Bishop kiiresel goriintiileri.

Ornek 3.2 3 boyutlu Oklid uzay1 R® de, birim hizli slant helis egrisi n(s) =

(77177727773)7

(
nlzzsins—ﬁsin?)s,

Ng—— ZCOSS+ ECOS?)S,

e
L 7]3—781118,

seklinde verilsin. 7 = 7(s) egrisinin grafigi Sekil (3.3) de gosterilmigtir.

{N,C, W} alternatif hareketli ¢atisinin elemanlar1 ve n = n(s) egrisinin egrilik
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fonksiyonlar1 asagidaki gibidir:

f—/3,

g:_17

V3 V3 1

N:(TCOSQS, 7511125, —5),

C=(—sin2s, cos2s, 0),

1 1 V3

\ W:(§COSQS, §sin25, 7)

Buna ek olarak, n = n(s) egrisinin N-Bishop ¢atisi:

. 1 1 3
Ny = (—cos s.sin 2s + 3 sin s. cos 2s, cos s.cos 2s + 3 sin s. sin 2s, > sin s),

~ 1
Ny = (5 COS §. cos 2s + sin s. sin 2s, 3 COoS . 8in 2s — sin s. cos 2s, > cos ),

V3 V3 1

N = (7 COS2S, 78111257 _5)7

bulunur. Ayrica,

N(s) 0 0 1 Ni(s)
C(s) | = | coss —sins 0 Ny(s) |
W(s) sins coss 0 N(s)

elde edilir. Boylece, yeni kiiresel goriintiiler Sekil (3.4) de gosterilmis olur. Buna

ek olarak, N, N ve N, direction egrilerinin grafikleri Sekil (3.5) de verilmistir.
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Sekil 3.3 Slant helis n = n(s).

(a) N gosterge eg- (b) N, gosterge

risi. citzifl] (c) No gosterge egrisi.

Sekil 3.4 n = n(s) egrisinin N-Bishop kiiresel goriintiileri

. . 2
Ornek 3.3 3 boyutlu Oklid uzay1 R? de, s € (g, %) icin, birim hizli slant helis

egrisi 1(s) = (1, ¥y, 3):

(), 2sin2s— —sing
1—5SIH S 4OSIH S,

0 2 28+ L 8
—— —COS4S+ —COSsS
2 5 40 ’

4 .
\ 7,[13—1—5811138.

1 = 1)(s) egrisinin grafigi Sekil (3.6) da gosterilmigtir.

{N,C, W} alternatif hareketli ¢atisinin elemanlar1 ve ¢ = 1(s) egrisinin
egrilik fonksiyonlar1 agagidaki gibidir.
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(b) [ Ni(s)ds (€ [ Ny(s)ds
(a) [ N(s)ds slant helis egrisi. slant helis egrisi.

helis egrisi.

Sekil 3.5 n = n(s) egrisinin N-Bishop direction egrileri.

f—4,
g=3,

4 3
N:(_chSE)Sa —gSiHE)S, 5)7

C—(sin5s, —cosbs, 0),

3 3 4
W:(gcos’és, gsinE)s, 5)

\
1 = 1)(s) egrisinin N-Bishop ¢atisi:

- . 3 . 3 . . 4

N1 = (cos 3s.sinbs — 7 sin 3s.cosbs, —cos3s.cosbhs — 7 sin 3s.sin bs, —gsin 3s),
> : . 3 . 3 . 4

Ny = (sin 3s.sin bs + s cos 3s.cos Hs, — sin 3s.cos dHs + s sin 5s. cos 3s, H cos 3s),

4 3
N = (—gCOS53, _g Sin537 g>7

bulunur. Ayrica,



ve dOniigiim matrisi,

N(s) 0 0 1 Ny(s)
C(s) | = | cos3s sin3s 0 No(s) |
Wi(s) —sin3s cos3s 0 N(s)

elde edilir.
Boylece, yeni kiiresel goriintiiler Sekil (3.7) de gosterilmis olur. Ayrica, N, Ny ve
N, direction egrileri grafikleri Sekil (3.8) de verilmistir.

Sekil 3.6 Slant helis ¢ = 1(s).

(b) N; gosterge (c) Ny gosterge
(a) N gosterge egrisi. egrisi. egrisi.
Sekil 3.7 1 = 1 (s) egrisinin N-Bishop kiiresel goriintiileri.
g g
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(b) [ Ni(s)ds slant (c) [ Nay(s)ds slant

(a) [ N(s)ds helis eg- helis egrisi. helis egrisi.
risi.
Sekil 3.8 1 = 1(s) egrisinin N-Bishop direction egrileri.

o e 2
Ornek 3.4 3 boyutlu Oklid uzay1 R3 de, s € (g, g) icin, birim hizli slant helis

egriSi qb(s) = (¢1a ¢27 ¢3):

25
¢ —=——=sinl8s—

in50
612 1700° OV
25
¢2:—6ECOSI8S+ 1700 cosdUs,

15
\ ng:ﬁSinlfSS.

Y = 1)(s) egrisinin grafigi Sekil (3.9) da gosterilmistir.

{N,C, W} alternatif hareketli ¢atisinin elemanlar1 ve ¢ = 1(s) egrisinin egri-
lik fonksiyonlar1 agagidaki gibidir.

(

=30,
g:_167
15 15 8
N—(2cos3ds, —sindds, — —
£ (170053 s, 17Sln3 S, 17),

C=(—sin34s, cos34s, 0),

8 8 15
\ W:(1—7COS34S, 1—75in34s, 1—7)
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¢ = ¢(s) egrisinin N-Bishop c¢atisi:

- 8 8
N; = (— cos 16s. sin 34s + T sin 16s. cos 34s, cos 16s. cos 34s + 7 sin 16s. sin 34s,

15
— sin 16s),

17
N : . 8 : 8 .
Ny = (sin 16s. sin 34s + T cos 16s. cos 34s, —sin 16s. cos 34s + T sin 34s. cos 16s,

15

7 08 16s),
15 15 8
N = (ﬁ cos 34s, ﬁsin34s, _ﬁ)’

bulunur. Ayrica,

N(S) 0 0 1 Nl(S)
C(s) | = | coslbs —sinl6s 0 No(s) | - (3.14)
W(s) sinl6s cos16s 0 N(s)

elde edilir. Boylece, yeni kiiresel goriintiiler Sekil (3.10) da gosterilmis olur. Ayrica,
N, Ni ve N, direction egrileri grafikleri Sekil (3.11) de verilmigtir.

3.3 Rotation Minimizing Cat1 ve Regle Yiizeyler
3.3.1 Yiizeyler Uzerinde RMF nin Inga Edilmesi

3 boyutlu Oklid uzay1 R® de, a—a(s) herhangi bir egri ve Denklem (2.8) de bu
egrinin yiizey ¢atisi olsun. {7T,Y,n} yiizey catisim teget vektor alani boyunca
6 = — [1,ds agst kadar dondiirelim. Bu durumda, {7,Y,n} yiizey catisinin

donme matrisi,

T(s) 10 0 T(s)

Y(s) | =] 0 cosf(s) —sinf(s) N

n(s) 0 sinf(s) cosf(s) N,
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(a) N gosterge egrisi. (¢) Ny gbsterge egrisi.

(b) N, gosterge egrisi.

Sekil 3.10 ¢ = ¢(s) egrisinin N-Bishop kiiresel goriintiileri.

dir. 11k olarak, {T,Y,n} yiizey ¢atisinin donme matrisinden agagidaki denklemleri
yazabiliriz.
T=T,
Y = cosf(s)Ny — sinf(s) N, (3.15)
n = sinf(s) Ny + cos 0(s)N,.
(3.15) denklemleri diizenlenirse,
T=T,
Ny = cosf(s)Y +sinf(s)n,
Ny = —sinf(s)Y + cosf(s)n,
bulunur. {T,Y,n} yiizey ¢atisindan 7', Y ve n vektor alanlarmin tiirev denklem-
lerinin,

T =k, +kyn, Y =—kT+7m, n=-kT-r1,Y,
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(b) le(s)ds slant (c) sz(s)ds Slant
(a) [ N(s)ds helis egrisi.

helis egrisi.
helis egrisi.
Sekil 3.11 ¢ = ¢(s) egrisinin N-Bishop direction egrileri.
oldugunu biliyoruz. Simdi yeni ¢atinin tiirev denklemlerini elde edelim.

N = —0'sin0Y + cos Y’ + &' cos On + sin On/,

bulunur. Burada, {T,Y,n} yiizey catisinin, Y’ ve n’ tiirev denklemleri ve § =

— [ 74ds, 8" = —1, yerine konulursa,

Ny = (=kycos0 — k, sin0)T,
elde edilir. Aym gekilde,
Ny = =0 cos Y —sin Y’ — @' sin On + cos On’,

bulunur. Burada, {T,Y,n} yiizey catisinin, Y’ ve n’ tiirev denklemleri ve § =

— [714ds, 0" = —7, yerine konulursa,

Ny = (kysin6 — k,, cos )T,
elde edilir. Burada, k; = kg cos @ + ky, sin6 ve ko = —kgsin 6 + k,, cos 0 alinirsa,
T = kY + knn,

denkleminde Y, n (Denklem (3.15) den) ve k1, ko yerine yazilirsa,

T' = k1 Ny + ko Ny,
48



bulunur. Béylece yeni ¢atinin tiirev denklemleri elde edilmis olur. Ayrica, x%(s) =

~2 2
ki” + ks = k7 4 k7. dir. Boylece, yeni catinin tiirev denklemleri,

T'(s) 0 ki ke T(s)
N/(s) | =] -k 0 0 Ni(s) |, (3.16)
No'(s) —ky 0 0 Ny(s)

seklindedir. Dikkat edilirse, yiizey ¢atis1 yardimiyla elde edilen bu yeni ¢at1 Denk-
lem (2.6) da gosterilen Bishop catisindan farkh degildir. Yiizey ¢atis1 yardimiyla
elde edilen bu catinin Darboux vektoriiniin boyu Frenet catisinin Darboux vek-
toriinin boyundan kiiciiktiir. Bu yiizden, bu cati, Frenet catisina gére Rotation

minimizing catidir.

Sonug 3.18 «, geodezik bir egri ise, bu durumda {7,Y,n} = {7, —B, N} dir.
ks = 0 oldugundan, k, = Fx dir. Buna ek olarak, ky = kysinf = Frsinb,
ky = kypcos® = Frcosh ve = — [ 7ds dir. Geodezik bir egri iizerinde, Bishop
catist ile {7, Y, n} yiizey catisi cakigir.

Sonug 3.19 «, asimptotik bir egri ise, bu durumda {7,Y,n} = {T, N, B} dir.
k,, = 0 oldugundan, k;, = Fx dir. Ayrica, /51 = kycos0 = Frcosb, k~2 = —kysint =
Frsinf ve = — [ ky,ds = F [ kds dir. Asimptotik bir egri iizerinde, Tip 2 Bishop
catisi ile {7, Y, n} yiizey catisi gakigir (Keskin ve Yayl 2017).

Sonug 3.20 «, egrilik ¢izgisi ise, bu durumda 7, = 0 dir. 7, = 0 oldugundan,
6 = [7ds dir. Boylece, egrilik cizgisi iizerinde, {T,Y,n} yiizey catis1 Bishop
catisidir. Dahasi, {T,Y,n} yiizey catist Rotation minimizing ¢atidir.

3.3.2 Acilabilir Yiizeyde Egrilik Cizgilerinin Olusturulmasi

Bu boliimde, Rotation minimizing catinin yardimiyla farkli acilabilir yiizeylerin
nasil inga edilecegini gésterecegiz. Ayrica, parametre egrilerini egrilik ¢izgisi olarak

kabul eden regle yiizeyleri Rotation minimizing ¢atinin yardimiyla olugturacagiz.

Teorem 3.6 o : I C R — R? herhangi bir egri ve bu egrinin {T, Ny, No},
Rotation minimizing catisi, X = A\ N7 + Ay Ny Rotation minimizing vektor alani
olsun. Buna ek olarak, ®(s,u) = a(s) +u(A\ Ny +AaNo), A, da €R, A2+ =1,

regle yiizey olsun. Bu durumda,
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(ii)
(i)

(s, u) regle yiizeyi agilabilirdir.
u = sabit parametre egrileri, @(s,u) regle yiizeyinin egrilik ¢izgileridir.

&(s,u) regle yiizeyi koni yiizeyidir ancak ve ancak «(s) egrisi kiiresel bir

egridir.

(s, u) regle yiizeyi silindir yiizeyidir ancak ve ancak

_— = = sabit,
tir.
@(s,u) regle yiizeyi tegetseldir ancak ve ancak Ajky + Aoks # 0 dur.

M, herhangi bir yiizey ve o« C M, herhangi bir egri olsun. o = «(s) egrisi,
M yiizeyi tizerinde egrilik ¢izgisi ise, Teorem (2.4) (Joachimsthal Teoremi),

M yiizeyi ve @(s,u) regle yiizeyi i¢in saglanir.

Ispat. a : I ¢ R — R3, herhangi bir egri ve bu egrinin {T, N1, N>}, Rotation

minimizing catisy, X = A\;N; + A2 Ny de Rotation minimizing vektor alani olsun.

Buna ek olarak, (s, u) = a(s) + uw(A Ny 4+ XaNo), A, da €R, A2+ A2 =1, regle

yiizey olsun.

(1)

(i)

det(T, X, X") = det(T, X, (—Aiky — Moko)T) = 0,
oldugundan dolay1, @(s,u) regle yiizeyi agilabilir yiizeydir.
&(s,u) regle yiizeyinin, s ve u parametrelerine gore tiirevi alinirsa,

Dy(s,u) = (1 — ulky — u)\gk;g)T,
ve
Dy (s,u) = (A N1 + A2 Na),
elde edilir.  @,(s,u) ve @, (s, u) tiirevlerinin vektorel ¢arpima,

@s(S, u)/\@u(s, U) == (1 — U)\ll{’;l - U)\ngg)(/\lNg — )\2N1),
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(iif)

bulunur. Daha sonra,

—

N = (MN2 — A Ny),

vektorii @(s,u) regle yiizeyinin birim normal vektoriidiir. N vektériiniin s

parametresine gore tiirevi,

—

dN ~ ~
s = (—=Miko + Xoky)T,

oldugundan dolay1, sekil operatorii,

() = =

N, = A\, = \T,

elde edilir. Boylece, u = sabit parametre egrileri, @(s,u) regle yiizeyinin

egrilik ¢izgileridir.
&(s,u) regle yiizeyinin striksiyon ¢izgisini hesaplayalim. Striksiyon ¢izgisi,

<0/7 (A N7 + /\2N2)/>

W = afs) — X
2 (a1 1 AaNa), OaN: + daNo))

(3.17)

seklinde bulunur. Denklem (3.17) de, Ny’ = —kyT ve Ny’ = —k,T esitlikleri

yerine yazilirsa,

1

L_U == Oé(S) + ————=—
(Ak1 + A2ko)

)

elde edilir. ¥, striksiyon ¢izgisinin tiirevi alinirsa,

1

f)/X,
Ak1 + Aoks

= (

bulunur. Sonug olarak, (s, u) regle yiizeyi koni yiizeyidir < ¥’ = 0 ve bu
durumda,

1

— = = Sabit,
Aky + Aoks

ve dolayisiyla da,
)\1]51 + )\2]52 = sabit,
tir. Farzedelim ki,

)\1]{71 + /\2]{?2 =C,
o1



A A
¢ € R olsun. Esitligin her iki tarafi ¢ € R ile boliiniir ve 2= L, 22 = Lo
c c

denilirse,
M1k~1 + ,uzk?Q = 1,

elde edilir. Bu durum da, o = «a(s) egrisinin kiiresel egri oldugunu gosterir.

Tersinin ispat1 da benzer gekilde gosterilir.
X = AN Ni + ANy ile X vektoriiniin tiirevinin vektorel carpimi,
XAX" = (A Ny + M No)A(A N7 + Ao NS),
bicimindedir. Burada, Ny’ = —k;T ve Ny’ = —k,T esitlikleri yerine yazilirsa,
XAX" = (=Aik1 — Aok2) (= ANy + Ao V1),
elde edilir. Silindir yiizeyi olmasi i¢in,
XAX" = (=Ak1 — Aoko) (=M Ny + Ao Np) = 0 & — Ak — Aoky = 0,
olmasi gerekir.
—Mik1 — Aoky = 0,
oldugundan dolay1,

EI(S) = —)\2(8) = sabit

]52(3) Ai(s)
tir. O halde, @(s,u) regle yiizeyi silindir yiizeyidir ancak ve ancak
fils)  als)
]52(8) Ai(s)

= sabit,
tir.

(iii). maddeye gore, @(s,u) regle yiizeyinin striksiyon ¢izgisi ve striksiyon

¢izgisinin tiirevi agsagidaki gibidir:

1
Lp - Oé(S) + — == 5
(Ark1 + Aako)
ve
1
W/ — (f /X
Ak + Agks

Bu durumda, &D’//X dir ancak ve ancak A\ k; + Aoko £ 0 dir.
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(v1) a = a(s) egrisi, M yiizeyinin egrilik ¢izgisi ise, § =0 ve
{T7 Y7 TL} = {T7 N17 NQ} = {T7 M17 M2}7

dir. @(s,u) = a(s) + u(AM Ny + AaNo), A A € Ry AT+ A2 = 1, regle
ylizeyi ve M yiizeyinin normalleri arasindaki ag1 A; dir ve sabittir. Boylece,
Teorem (2.4) (Joachimsthal Teoremi), M yiizeyi ve &(s, u) regle yiizeyi i¢in

saglanir.

Uyar1 3.1 Teorem ((3.6) /v1) ya gore, &(s, u) regle yiizeyinde Ay = 0 ise,
B(s,u) = afs) +uY (s) = P(s,u),

ve @(s,u) regle yiizeyinde A\; = 0 ise,
D(s,u) = afs) + ufi(s) = Pi(s,u),

yiizeyleri elde edilir (Li vd. 2013).

Ornek 3.5 «(s) = (coss,sins, 0) egrisi, M = S? birim kiiresi iizerinde egrilik
cizgisidir. Simdi, a(s) egrisinin yiizey ¢atisindan elde edilen Rotation minimizing
catisini ve «(s) egrisinden tiretilen @(s,u) regle yiizeyini bulahm. «(s) egrisinin

yiizey c¢atisi ve Rotation minimizing catis1 vektor alanlari,

.
T=(—sins, coss, 0),

n=(—coss, —sins, 0),

Y=nAT= (0,0,—1),

N1=(—sinfcoss, —sinfsins,—cosf),

| No=(—cosfcoss, —cosfsins,sinf),

bicimindedir. (s, u) = a(s) +u(A Ny +AsNs), 6, A1, Ay € R oldugundan dolayn,
D(s,u) = (cos s — uA; sinf cos s — uy cos  cos s,

sin s — uA; sinfsin s — udg cos@sins, —uA; cosf + ulysinf),

53



regle yiizeyi bulunur. Dikkat edilirse, «(s) egrisi geodezik egridir (yani, k, = 0)
ve M = S? birim kiiresi iizerinde egrilik ¢izgisidir. Dahasi, Teorem ((3.6) /v1) ya
gore, «(s) egrisi ayn1 zamanda @(s,u) regle yiizeyi iizerinde de egrilik ¢izgisidir.

&(s,u) regle yiizeyi, Sekil (3.12) de gosterildigi gibi koni yiizeyidir.

00 T

Sekil 3.12 @(s, u) regle yiizeyi iizerinde «(s) egrisi egrilik ¢izgisi,
)\1:2, )\2:3V69:0.

Ornek 3.6 of(s) = (sin’s,sin scos s, cos s) egrisi, M = S? birim kiiresi iizerinde
egrilik ¢izgisidir. Simdi, a(s) egrisinin yiizey c¢atisindan elde edilen Rotation mi-

nimizing ¢atisini ve «a(s) egrisinden iiretilen,
@(5, u) = (¢1(57 u)7 ¢2(37 u)? gpi’)(s? u))a

regle yiizeyini bulahm. a(s) egrisinin yiizey catis1 ve Rotation minimizing ¢atist
vektor alanlar,

1
T = ——— (sin2s, cos2s, —sins),

V1 +sin’s

1
n=——-—(2cos2s, —2sin2s, —coss),

V4 + cos?s
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1 1
Y=nAT= (2sin 2s. sin s 4 cos 2s. cos s,

V4 + cos?s /1 +sin’s

2 cos 2s. sin s — sin 2s. cos s, 2),

1 1
Ny = ————(2sinf. cos 2s + ——cosf (2sin 2s.sin s + cos 2s.cos s),
! \/4+COSQS( V1 +sin?s ( )

1
—2sin 6 sin 25 + ————=cos (2 cos 2s.sin s — sin 2s. cos ),

V1 +sin’s

—sinf cos s + ————==rcosb),
1 +sin?s
N. ! (2cosf. cos2 in# (2sin2s.sin s + cos 2s. cos s)
= ——(2cosf.cos2s — sin sin 2s. sin : ,
2 VAt cos?s 1 +sin®s
—2cos 0 sin 2s — ————=5sin (2 cos 2s. sin s — sin 2s. cos s),

V1+sin?s

2
—cosf cos s — ———==-sinb),

1+sin’s

bigimindedir. @(s,u) = a(s)+u()\1]\71+)\2]\72), 0, A\, \o € R oldugundan dolay1,

@y (s,u) = sin? s + ul ( 2 sin f cos 2s + = ! cos 6
s,u) = sin” s + u\; (————==sin
' N VA + costs V4 + cos? sV/1 +sin’ s
. . 2
(2sin2ssin s + cos 25 cos §)) + Uy (—==—=== cos f cos 2s

V4 + cos? s

1
V4 + cos?sv/1 +sin’s

sin @ (2sin2ssin s + cos 2s cos s)),

1 1
Dy(s,u) = sin s. cos § + uA; (———=———===sinfsin2s + cos

V4 + cos? s V4 + cos? s /1 +sin’s

(2cos2ssins —sin2scos s)) + udy(———=——== cos fsin 2s

V4 4+ cos? s

1
VA4 + cos? s /1 +sin?s

sinf (2 cos 2ssin s — sin 2s cos s)),
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1 1 2

P3(s,u) = cos s + ul(———=———=—===-sinbfcoss + cos 6
a(s,4) 1 V4 + cos? s V4 + cos?s+/1 + sin’ s )
1 1 2
FuUMy(———=cos bl cos s — sinf),

2 V4 +cos?s V4 + cos?sv/1 +sin’ s )

regle yiizeyi bulunur. Dikkat edilirse, a(s) egrisi M = S? birim kiiresi iizerinde
kiiresel egridir (yani, k, # 0, fakat k, sabit degildir) ve ayni zamanda da «(s)
egrisi M = S? birim kiiresi iizerinde egrilik ¢izgisidir. Dahasi, Teorem ((3.6) /v1)
ya gore, a(s) egrisi bunun yam sira da @(s,u) regle yiizeyi iizerinde de egrilik

cizgisidir. @(s, u) regle yiizeyi, Sekil (3.13) de gosterilmigtir.

05 e N

Sekil 3.13 &(s,u) regle yiizeyi iizerinde «(s) egrisi egrilik ¢izgisi,
/\1:2, /\2:3V69:45.

. 1
Ornek 3.7 a(s) = (— oS 8, sms s) egrisi, silindir {izerindedir. Simdi,

a(s) egrisinin yiizey (;atlslndan elde edilen Rotation minimizing ¢atisini ve «fs)

egrisinden iiretilen
D(s,u) = (D1(s,u), Po(s,u), P3(s,u)),
regle yiizeyini bulahm. a(s) egrisinin yiizey catis1 ve Rotation minimizing ¢atist

vektor alanlar,
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—(——=sins, —=coss —)

7 75 )

n—(—coss, —sins, 0),

1
Y=n AT= (——=sins,—=coss,—

s )

1
Ni= (——=cosf sins—sinf coss, —cosf coss—sinf sins,———cosh),

V2 V2 V2

1 1 1
Ny= (—=sinf sins—cosf coss, -—=sinf coss—cost sins,ﬁ sinf),

( V2 V2
bi¢imindedir. (s, u) = a(s)+u()\1j\71+)\2]\72), 0, A1, A2 € R oldugundan dolay,

( 1
cosf sins—sinf coss)+udy(—=sinf sins—cosf coss),

V2

1
——cosst+ul; (—

451(8,15):\/§

V2

1 1 1
Dy (s, u)=—=sins+ul; (—=cosf coss—sinf sins)+udy(——=sinf coss—cosf sins),

V2 V2 V2

1
u)\16089+ uasing,

V2

\ D3(s,u)= \/_ 7

regle yiizeyi bulunur. Dikkat edilirse, «(s) egrisi helis egrisidir. Teorem ((3.6) /v1)
ye gore, a(s) egrisi aym zamanda @(s,u) regle yiizeyi iizerinde egrilik ¢izgisidir.
Baylece, herhangi bir egrinin egrilik ¢izgisi oldugu yiizey bulunabilir. @(s, u) regle
yiizeyi, Sekil (3.14) de gosterilmigtir.

3.3.3 Egrilik Cizgisinin Evoliitii Ile Ilgili Ozellikler

Bu boliimde, egrilik cizgilerinin evoliitlerinin egrilik ¢cemberlerinin merkezlerinin

geometrik yeri oldugunu gosterecegiz. Onceki cahgmalardan,
1
B(s) =a(s)+ —[N + Cot(/ Tds + ¢) B,
K
egrisinin, o = «(s) egrisinin evoliitii oldugunu biliyoruz.

Onerme 3.2 o = a(s) C M egrilik cizgisi ve M yiizeyi iizerinde, {T,Y,n},
o7



Sekil 3.14 &(s,u) regle yiizeyi iizerinde «(s) egrisi egrilik ¢izgisi,
)\1:2, )\2:3V69:45.

Darboux ¢atist (yiizey ¢atis1) olsun. Bu durumda, « egrisinin evoliitlerinden ikisi

agagidaki gibidir:

(i) ¢=0 igin,
1.
Bl(s) = OJ(S) =+ k_na
ve
7 p—«a
||51 - Of”’
dir.
(ii) = g icin,
1 -
als) = als) + .
g
ve
V= By —
185 — al|’
dir.

Ispat. o = a(s) € M egrilik cizgisi ve M yiizeyi iizerinde, {T,Y,n}, Darboux

catisi (ylizey ¢atisi) olsun. Sonug (3.20) den, {7, Y, n}, yiizey ¢atis1 aym zamanda
o8



Bishop catisidir. Bir bagka deyisle, {T,Y,n} = {T, Ny, No} = {T, M;, M} dir.
Bu durumda, [ 7ds = 6 dir. Dahasi,

1
B(s) = as) + =[N + cot(/ Tds + ¢) B, (3.18)
K
egrisinin o = «(s) egrisinin evoliitii oldugunu biliyoruz.

(i) ¢=0ve [7ds =6 esitlikleri Denklem (3.18) de yerine konulursa,

B1(s) = als) + ~ [N + 27

K sin 8

B, (3.19)

elde edilir. {T,Y,n} yiizey catis1 Bishop ¢atisi {7, N1, N} oldugundan, Fre-

net catisi ile arasindaki iligki matrisi,

Ni(s) cosf(s) —sinf(s) N(s)
Ny(s) sinf(s) cosf(s) B(s)
bigimindedir. Burada, N{ = —kcosf0T ve Ny = —ksinfT olarak bulunur.

Dahasi, k~1 = Kkcosb, 152 = ksinf ve dikkat edilirse, 151 = ky ve 152 =k,

oldugu da kolayca goriiliir. Denklem (3.19) diizenlenirse,

Bi(s) = a(s) + 1 H[SinGNnLcosHB],

K sin
bulunur ve Ny = sin ON+cos 0B, ks = k, = r sin 0 esitlikleri yerine yazilirsa,

B1(s) = a(s) + — Ny,
2

B,(5) = a(s) + kin

ve

B —a

F=_1"%

18y —all

elde edilir. Bu yiizeyin singiiler noktalarinin geometrik yerleri o = «(s)

egrisinin diger evoliit egrileridir.
(i) c= g ve [ 7ds = 0 esitlikleri Denklem (3.18) de yerine konulursa,

cos T +46
By(s) = afs) + l[N + #
k sin(= + 6)

2
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elde edilir. {T',Y,n} yiizey catis1 Bishop catist {7', Ny, Ny} oldugundan, Fre-

net catisi ile arasindaki iligki matrisi,

Ni(s) cosf(s) —sinf(s) N(s)
Ny(s) sinf(s) cosf(s) B(s)
bigimindedir. Burada, N{ = —kcosf0T ve Nj = —ksinfT olarak bulunur.

Dahasi, /51 = Kkcosb, /52 = ksinf ve dikkat edilirse, 151 = k4 ve /52 =k,

oldugu da kolayca goriiliir. Denklem (3.20) diizenlenirse,

Pa(s) = als) +

[cosON — sin 6B,
K COS

bulunur ve Ny = cosN — sinéB, k; = ky = Kk cos @ esitlikleri yerine yazi-

lirsa,
1 —
By(s) = al(s) + =Ny,
k1
1 —
62(8) = OK(S) + ]{?_Y,
g
ve
vV — By — ’
18y — all
elde edilir. Ayrica, a = «a(s) egrisinin evoliit egrisi 85(s), M yiizeyinin striksiyon
¢izgisidir. Sonug olarak, § = 0 ise, & = «(s) egrisi asimptotik egri ve 6 = g

ise, & = «(s) egrisi geodezik egridir. Ayrica, egrilik ¢izgilerinin merkezlerinin

geometrik yeri v = «(s) egrisinin evoliit egrisidir. m

Sonug 3.21 a = «(s) egrisi, M C R? iizerinde egrilik ¢izgisi ve 3,(s) ve B4(s)
egrileri de o = a(s) egrisinin iki evoliit egrisi olsun. Bu durumda, (,(s) ve (85(s)

egrileri ortogonaldir.

Ispat. a = a(s) egrisi, M C R? iizerinde egrilik cizgisi ve ,(s) ve By(s) egrileri
de a = a(s) egrisinin iki evoliit egrisi olsun. Bu durumda, §,(s) ve £5(s) egrileri

agagidaki gibi yazilir:

B1(s) = als) + 77
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ve

—

By(s) = als) + kigy,

dir. 5,(s) ve By(s) egrilerinin tiirevi alinirsa ve Y’ = —k,T" ve n' = —k,T yerine
konulursa,
1 -
6/1 = <l€_)/ )
ve
1.
/ /
— ()Y
/62 (kg) )

bulunur. Sonug olarak,

(81, 83) = 0,

dir. Boylece, a = «(s) egrisinin evoliit egrileri olan (,(s) ve [,(s) egrileri orto-

gonaldir. m

Teorem 3.7 o = «fs) C M egrilik ¢izgisi ve M yiizeyi itizerinde, {T,Y,n},
Darboux catisi (yiizey catisi) olsun. Ayrica, (,(s) ve By(s) egrileri de @ = «(s)

egrisinin iki evoliit egrisi olsun. Bu durumda, 3, ve [, egrileri, sirasiyla
Pi(s,u) = a(s) + uri(s),

ve

—

P(s,u) = a(s) + u¥ (s),
regle yiizeylerinin striksiyon cizgileridir.

Ispat. o = a(s) € M egrilik cizgisi ve M yiizeyi iizerinde, {T,Y,n}, Darboux
catis1 (ylizey catisi) olsun. Ayrica, (3,(s) ve [4(s) egrileri de o = a(s) egrisinin

iki evoliit egrisi olsun. @(s,u) = a(s) +uY (s) = P(s,u) ve bu yiizeyin striksiyon

¢izgisi,
(oY) &
U =as) — VY Y,
seklinde yazilir. Y' = —k,T ve n' = —k,T yerine konulursa,
1 —
U =a(s)+—Y,
kg



elde edilir. Dahasi, (5(s), «(s) egrisinin evoliitiidiir, bu durumda,

15
62(8) = Oé(S) + k_Y,
9
dir. Yani, fy(s) =¥ dir. Ayrica,
1
B1(s) = (o) + 27

ve (1(s) egrisi aynm zamanda @(s,u) = a(s) + uni(s) = P;(s,u) yiizeyinin striksi-

yon ¢izgisidir (Li vd. 2013). =

Sonug 3.22 P(s,u) = as) + u(A Ny + XaNs), A, A € R, A2+ A3 =1, regle
yiizey olsun. Bu regle yiizeyde, A\ = 0 ise, @(s,u) = a(s) + ufi(s) = Pi(s,u) dir
(Li vd. 2013). «(s) egrisi bu yiizeyin egrilik ¢izgisi ve 5, (s) egrisi de a(s) egrisinin

evoliit egrisidir. Boylece,
(a) B,(s) egrisi, (s,u) = Pi(s,u) regle yiizeyinin striksiyon ¢izgisi,
(b) By(s) egrisi, @(s,u) = P(s,u) regle yiizeyinin striksiyon ¢izgisi,
dir.
3.4 Rektifiyan Tipli Egriler ve Rotation Minimizing Cati

Bu béliimde, R Oklid uzayinda rektifiyan tipli egrilerin Rotation minimizing ca-
tinin yardimiyla yeni bir karakterizasyonu verilecektir.
X/
{X, m =Y, Z}, a egrisi tizerinde Frenet tipli ¢ati olsun. Bu durumda, bu

catimin formiilii agagidaki gibidir:

X'(s) 0 Kk O X(s)
Y'(s) | = | k1 0 ko Y(s) |- (3.21)
Z'(s) 0 —ky O Z(s)

Buna ek olarak, bu cati denklemleri diizenlenirse,

€1(s) 0 ki ko &1(s)
&) | =| -k 0 0 &(s) | (3.22)
§3(5) ~ks 00 || &s)
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olarak elde edilir. {£;,&,, &5} catisy, [ & ds direction egrisi iizerinde Rotation mi-

X/
nimizing cat1 olarak adlandirilir. Burada, £, = M, &y = Z ve & = X dir.
Ayrica, k1 = ko ve ky = —kq, f &,ds direction egrisi iizerinde Rotation minimi-

zing egriliklerdir.

Tamim 3.2 {{;,&,, &3} catisy, o = [ &;ds direction egrisi lizerinde, Rotation mi-
nimizing ¢at1 (yani Frenet tipli ¢at1) olsun. A(s), u(s) de diferensiyellenebilir fonk-

siyonlar olmak iizere, rektifiyan tipli egri,

B(s) = A(s)E2(s) + pu(s)E3(s),
agagidaki gibi simiflandirilabilir:

(i) Eger pu(s) sabitse, yani, u(s) =¢, ¢ € R ise,

B1(s) = A(s)6a(s) + c€3(s),
egrisine 1.tip rektifiyan tipli egri denir.

(ii) Eger A(s) sabitse, yani, A(s) =¢, ¢ € R ise,

By(s) = c€y(s) + n(s)&s(s),
egrisine 2.tip rektifiyan tipli egri denir.

Teorem 3.8 {&,&,,&5} catisy, a = [ ds direction egrisi iizerinde, Rotation
minimizing ¢at1 (yani Frenet tipli ¢ati) ve A(s), diferensiyellenebilir fonksiyon

olmak {izere,

By =A(s)y + €3, c€R,

1.tip rektifiyan tipli egri olsun. Eger (3 rektifiyan tipli egri ise, bu durumda,

agagidaki maddeler saglanir:

k
(i) A= —cE—Q, ¢ € R ve boylece, 5, 1.tip rektifiyan tipli egrisi rektifiyan egridir.
1
(ii) Eger

)\:—(cg)zs—i—b, c,beR,
k1

ise, bu durumda, 3, (s) = [ &,ds egrisi rektifiyan egridir.
63



(iii) Eger

k
A= _(CE_Q) = ¢y = sabit, ¢y € R,
1

ise, bu durumda, §,(s) = U = ¢5€, + ¢&, sabit vektérdiir. Dahasi, [ &yds

ve f &sds direction egrileri, eksenleri U olan helislerdir.
(1v) Eger
A= ——2 —tan s,
ise, bu durumda,
B1(s) = csec sY (s),

ve Y (s) € S% dir. Boylece, 3, 1.tip rektifiyan tipli egrisi kiiresel egriden
elde edilir (yani, Y'(s) kiiresel egrisinden). Bu durum, Chen’in kogullariyla

tutarhdir (Chen 2003, Chen ve Dillen 2005, Chen 2017, Chen 2016).
ispat.

(1) By = N& + (=Mky — cky)€, oldugundan, 3, egrisi rektifiyan tipli egridir

ancak ve ancak

—)\El - CEQ = 0,
ve
k
A= _( E_Q)J
1
dir. Boylece,
ks
B = _(CE_)§2 +c5, c€ER,
1

Np, = &, seklindedir. 3, egrisi ve §; vektoriiniin i¢ carpimi (3,,&;) =0 ( ya
da (3, egrisi ve Ny, normal vektoriiniin i¢ ¢arpim (3,, Ng,) = 0) oldugun-

dan, 3, 1.tip rektifiyan tipli egrisi rektifiyan egridir.
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(iif)

(v)

ko

A=—(c=)=s5+0b, c,beR,

1

icin,
Bi(s) = (s +b)&y + &3, c,beR,

olarak elde edilir. Boylece, 3 rektifiyan egrisi ile [ &,ds direction egrisi
cakigir.

k
A= —(c=2) = ¢y = sabit, ¢y € R,
1

icin, U= o€, + &4 sabit vektorii elde edilir.
—02E1 =3 CEQ = O,

oldugundan,

dU

E = (-Cg%l — CEQ)gl = O,

bulunur. Dahasi, [&,ds ve [&;ds direction egrilerinin teget vektorleri U
ekseni ile sabit a¢1 yapar. Bu durumda, [ &,ds ve [ &sds direction egrileri

eksenleri U olan helislerdir.

A= 2 = tan s,

i¢in,

(sin s, + cos s€;) = csecsY (s),

Bi(s) = cltam s, + &) = ——

ve Y(s) € S? dir.

Onerme 3.3 (Bishop 1975) de, eger ak, + bky +1 = 0, a,b € R ise, bu

durumda [ & ds direction egrisi kiiresel bir egridir denilmigtir. Hakikaten, eger
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[ &1ds direction egrisi kiiresel bir egri ise, bu durumda [ &;ds direction egrisi
f£1d5 = a&, + b&;, a,b € R, seklinde yazilabilir. Bu esitligin her iki tarafinin

tiirevi alinirsa, bu durumda,
& = (—aky — Dk2)&y,

elde edilir. Boylece, ak; + bky + 1 = 0, a,b € R esitligi bulunur. Ayrica,
| [ &ds|>=r? = a* + b* dir. Burada, r, kiirenin yaricapidr.

2.tip rektifiyan tipli egriler i¢cin de benzer sonuclar yazilabilir.

Teorem 3.9 {&,&,,&5} catisy, a = [ ds direction egrisi iizerinde, Rotation
minimizing ¢at1 (yani Frenet tipli cati) ve u(s), diferensiyellenebilir fonksiyon

olmak {izere,

By =&y + pu(s)€3, c€ER,

2.tip rektifiyan tipli egrisi olsun. Eger (3, rektifiyan tipli egri ise, bu durumda,

asagidaki maddeler saglanir:

k
(i) p = _CE_I’ ¢ € R ve boylece, ,, 2.tip rektifiyan tipli egrisi, rektifiyan
2
egridir.
(ii) Eger

,u:—(c@):s—kb, c,beR,
ko

ise, bu durumda, 8,(s) = [ &5ds egrisi rektifiyan egridir.
(iii) Eger

k
= —(c_—l) = c3 = sabit, c3 € R,
2

ise, bu durumda, [,(s) = U= €y + c3€5, sabit vektordiir. Dahasi, [ &,ds

ve [ &4ds direction egrileri, eksenleri U olan helislerdir.
(wv) Eger

p=—= =tans,
2
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ise, bu durumda,
By(s) = csec sY (s),

ve Y(s) € S? dir. Boylece, 3, 2.tip rektifiyan tipli egrisi kiiresel egriden
elde edilir (yani Y(s) kiiresel egrisinden). Bu durum, Chen’in kogullariyla

tutarhdir (Chen 2003, Chen ve Dillen 2005, Chen 2017, Chen 2016).
Ispat. Ispat, Teorem (3.8) in ispatmdaki gibi verilebilir. m

Ornek 3.8 a(s) herhangi bir egri ve {T, N, B} catist bu egrinin Frenet catisi
olsun. Bu Frenet catisi, [ N(s)ds direction egrisi iizerinde, Rotation minimizing

catidir ve bu catinin formiilii agagidaki gibidir:

N'(s) 0 7 —k N(s)
B(s) |=|-7 0 0 B(s)
T'(s) k 0 0 T(s)

Burada, ky =7, ko = —k, £, = N, &, = B ve & = T dir. Boylece,
T
y=cB+c-T, celR,
K

2.tip rektifiyan tipli egridir. Bu durumda, =, 2.tip rektifiyan tipli egrisi i¢in, aga-

gidaki durumlar vardir:
(i) 7, 2.tip rektifiyan tipli egrisi, rektifiyan egridir (Modifiye Darboux) (Yayh vd
(ii) Eger
el =s+0b, cbeR,
K

ise, bu durumda (s) = (s + b)T + ¢B = [Tds = a(s) egrisi rektifiyan
egridir (Chen 2003, Chen ve Dillen 2005, Chen 2017, Chen 2016).

(iii) Eger
T sabit,
K

ise, bu durumda ~y(s) = ¢3T + ¢B, «¢3,¢ € R, sabit vektordiir. des ve

[ Bds direction egrileri ekseni U = cos T + sin 0B olan helislerdir.
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(1v) Eger
.
— = tans,
K

ise, bu durumda

v(s) =B + ctansT = (cos sB + sin sT') = csec sY (s),

COS s
ve Y(s) € S? dir. Boylece, vy, 2.tip rektifiyan tipli egrisi kiiresel egriden
elde edilir (yani, Y'(s) kiiresel egrisinden). Bu durum, Chen’in kogullariyla

tutarhdir (Chen 2003, Chen ve Dillen 2005, Chen 2017, Chen 2016).

(v) Eger ak; +bks +1=0, a,b€ Rise, bu durumda [ Nds direction egrisi
kiiresel egridir. Burada, k1 = 7 ve ko = —x oldugundan dolay1, o egrisi

Bertrand egrisidir.
Uyar:1 3.2 1.tip rektifiyan tipli egrisi,
T
y=c-B+cl, celR,
K
icin de, Ornek (3.8) deki gibi, benzer sonuclar kolayca elde edilebilir.

Ornek 3.9 3 boyutlu Oklid uzay1 R? de,

7
p(s) = (24 cos 2i5, 24 sin %, %),

helis egrisi verilsin. Ayrica, {T', N1, Na} catisi, p(s) helis egrisi tizerinde Rotation
minimizing ¢ati olsun (Bu ¢ati1 aym zamanda Bishop ¢atisidir). Bu egrinin, 1.tip

rektifiyan tipli egrisini ve 2 tip rektifiyan tipli egrisini gdsterecegiz.

Bunu yapmak i¢in, ilk olarak, {T", N, B} Frenet ¢atisi vektor alanlarini ve
{T, N1, N>} Rotation minimizing ¢atis1 vektor alanlarmi ve bu ¢atilarin egrilikle-

rini bulalim.

ro Mg s s T
= (—=—sin —, — cos —, —
25 "M 25725 “® 257257

s s
N = (— — . —sin —
(— cos 5e ~ Sin 25,0),

7T s 7T s 24
BoTAN=(gnl L os s 22
(5557 557 ~55 % 557 55
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( 7s s 7 . Ts s
Ni=(—cos—— cos —+—sin— sin —,
625 25 25 625 25
7s S S 7s 24 . 75)
—C0S—— Sin — ——cosS— sin —, —sin —
COSag S 55 7550855 S o5 9551 G5
Ny ( 7s S n 7 7s S
Sin—— €o0S —+—Ccos—— sin
625 25 25 625 25
7s S 7 7s s 24 7s
+8in—— 8in — ———C0S—— €08 —, — COS —— ),
\ 625 25 25 625 257 25 625
ve
( u
625’
7
=
625’
7
Hs)=— [ —d
24
klf@cosﬁ( s),
24
\ kﬁg—@Slnﬁ(S),

seklinde bulunur. g helis egrisinin, 1.tip rektifiyan tipli egrisi ve 2 tip rektifiyan

tipli egrisi asagidaki gibidir:

ko
B1=-¢ — Nj+c No,
ka1
k1
52:C Nl—C -— NQ
ka

Burada, eger ¢ = 1 alinir, k; ve ky Rotation minimizing egrilikleri ve Ny, N,

69



Sekil 3.15 (a),,, 1.tip rektifiyan tipli egri ve (b),3,, 2.tip rektifiyan tipli egri

Rotation minimizing c¢ati vektorleri yerine konulursa,

,
7s 7s 7s s 7 7s
B1=(— tan625 COSg5: COS +25tan625sm625 sin +sm625 COS 5=+5:C0Sgge SIN 25,
—tan-2 cos-LE T tan-L5 cos< in &£ —Lcog-S
tan6,25(:os625 sin 25 tan625c0525 sin 625—|—sm625 SIN 5= —5-COSg5: COS 25,
24 7s 24 7s
Sstanggs sin g +35 cos ),
3
By=(—cosgs cos £+Lsinisin £+cotisings cos £+ coticos sin
2 625 625 625" 625 25777625 " 625 25
—COSE sin £ —Lcos sin ot Lisin s sin = — = cot 2t cos cos
625 25 257725 625 6257625 25 2507625625 35
7s 7s
{ 3351 g5+ 55C0t o €08 gox),

1 helis egrisinin, 1.tip rektifiyan tipli egrisi ve 2 tip rektifiyan tipli egrisi elde edilir
1.tip rektifiyan tipli egrisi ve 2 tip rektifiyan tipli egrisi sirasiyla Sekil (3.15a) ve

Sekil (3.15b) de gosterilmigtir.
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4. R* OKLID UZAYINDA CATI HAREKETLERI

4.1 Rektifiyan Egriler ve Rotation Minimizing Cati
4.1.1 Rotation Minimizing Cat

4 boyutlu Oklid uzay1 R* de, {T, N, Vs, V,}, birim hizli o egrisinin Frenet catist

olsun. Bu durumda, Frenet-Serret denklemleri:

T'(s) 0 %k 0 O T(s)

N/(S) _ —]{?1 0 k‘g 0 N(S) (4 1)
Vi(s) 0 —ks 0 ks Vs |

Vi(s) 0 0 —k3 O Vi

Buradaa <T7 T>:<N7 N>:<‘/E’n ‘/3>:<‘/;17 ‘/21>:17 <T7 N>:<T7 ‘/3>:<T7 ‘/;L>:<‘/:Qn ‘/;L>:07
dir. ky, ko ve k3, o egrisinin asli egrilikleridir. ki(s)=(T"(s), N), ka(s)=(V5(s), N)
ve ks(s)—(V/(s),V3) (Do Carmo 1976).

4 boyutlu Oklid uzay1 R* de, a—a(s) birim hizh regiiler egri olsun. Denklem (4.1)
bu egrinin Frenet catisidir. V3 ve Vi, Sp{Vj,Vy} diizleminde dondiiriiliirse,

Ni(s) cosf(s) —sinf(s) V3(s)
Ny(s) sinf(s) cosf(s) Vi(s)

Burada, 0(s) = [ ks(s)ds dir. N{, N tiirevleri hesaplandiginda, N| = —ks cos 0(s)N
ve Nj = —kysinf(s)N elde edilir. Ayrica, k; = kycosf(s) ve ky = ko siné(s) ise,

— — — - k
Nj = —k1N ve N}, = —koN dir. Buna ek olarak, k?—i—k; = k3 ve G(S)Zarctan(E—z)
1
yazilir. Simdi yeni catinin denklemlerini agagidaki gibi verecegiz.

[ N/(S) ] [ 0 El EQ —k’l 11 N(S) |
Nis) | _ _fl 0 0 0 Ni(s) (42)
Nj(s) —ky 0 0 O Ny(s)

I T'(s) | | k00 0 || T(s) |

Yukaridaki ¢at1 denklemleri gozoniine alindiginda, {7, Ny, Ny} tiirevleri ' yo-

niinde (yani v nin tegeti yoniinde) oldugundan dolay1, {T', N, Ny, Ny} catis1 y(s) =
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J N(s)ds direction egrisi iizerinde “Rotation Minimizing Cat1 (RMF)” ola-
rak adlandirihr. ki, ky ve Ky, v(s) = f N(s)ds egrisinin Rotation minimizing
egrilikleridir.

Agagidaki teoremleri verelim.

Teorem 4.1 « : [ — R* herhangi bir egri ve {T, N, V3, V,} bu egrinin Frenet
catisiolsun. {T, N, N1, N>} catisi v = [ N(s)ds direction egrisi iizerinde Rotation

minimizing catidir.

Ispat. {T, N1, N2} catismin tiirevleri N normal yoniinde oldugundan dolay1, bu

cat1 v = [ N(s)ds direction egrisi iizerinde Rotation minimizing ¢atidir. m

Teorem 4.2 v = [ N(s)ds direction egrisi kiiresel egridir gerek ve yeter sart
Mk1 + Xoks + Asky +1 = 0 dir. Burada, ki, ks ve ki, Rotation minimizing
egrilikleridir ve A;, Ao, A3 sabittir.

Ispat. y(s) = [ N(s)ds egrisi kiiresel egri olsun. Bu durumda,
Y(8) = ANt + AaNa + AsT,

bi¢ciminde yazilir. Her iki tarafin tiirevleri alinir ve gerekli iglemler yapilirsa, Miki+
Aok + Ak +1 =0 oldugu kolayca goriiliir. A;, Ao ve A3 sabittir. Tam tersine,
Mkt + Aoka + Ask1 +1 =0, k1, ko, ki, Rotation minimizing egrilikler ve A, Ao,
A3 sabit olsun. Bu durumda, kiiresel egri oldugu aciktir (Yung-Chow 1972). =

4.1.2 Rektifiyan Egriler

3 boyutlu Oklid uzay1 R? de, rektifiyan egriler, egrinin T teget vektor alanlar ve
B binormal vektér alanlar: tarafindan iiretilen kendisinin rektifiyan diizleminde
uzanan yer vektorii olan bir uzay egrisi olarak Chen (Chen 2003) tarafindan ta-

nitilmigtir. Bu yiizden, rektifiyan egrinin & yer vektori,
G(s) = A()T(s) + u(s) B(s),

denklemini saglar. Burada, s yay uzunlugu fonksiyonu olmak iizere \(s) = s—+b
ve u(s) = ¢ € R diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. Dahasi, Chen (Chen 2003)

de, s yay uzunlugu fonksiyonu olmak iizere, R® de x > 0 olan herhangi bir egri
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rektifiyandir gerek ve yeter sart egrinin % orani sabit olmayan lineer bir fonksiyon-
dur. (Chen 2003, Chen ve Dillen 2005) de, Oklidiyen rektifiyan egriler caligilmis-
tir. Ozellikle de, (Chen ve Dillen 2005) de, sabit presesyon egrileri tanimlamada
diferansiyel geometrinin yani sira mekanik ve kinematikte de 6nemli rol oynayan
rektifiyan egriler kullanilmig, rektifiyan egriler ve centroidler arasinda basit bir
iligkinin var oldugu gosterilmigtir. Ayrica, (Chen ve Dillen 2005) de, yiizeysel eg-
riler olarak rektifiyan egriler ¢aligilmigtir. Buna ek olarak, (Chen 2017) de, koni
tizerindeki biitiin geodezikler (dairesel olmasi sart degil) rektifiyan egriler ara-
cihgiyla simiflandirlmistir. R® de koni iizerindeki herhangi bir egrinin geodezik
olmasi i¢in ya rektifiyan egri olmasi ya da bu egrinin agik bir parcasi olmasi ge-

rektigi gosterilmigtir.

4 boyutlu Oklid uzay1 R* de, rektifiyvan egri N asli normal vektoér alaninim N+
ortogonal eginde uzanan yer vektoriine sahip bir egri olarak tanimlanmigtir. Sonug

olarak,
Nt = {W € RY| (W, N) =0},

seklinde verilmistir. Burada, (,), R* de, standart skaler carpimi olusturur. Bu
sebepten, N+, T teget, B, ilk binormal ve B, ikinci binormal vektor alanlari
tarafindan iiretilen R* {in 3-boyutlu alt uzayidir. R* de, o rektifiyan egrisinin

baz1 secilmis orijinlere gore yer vektorii,

—

a(s) = A(s)T(s) + u(s)Bi(s) + n(s) Ba(s),

denklemini saglar. Burada, s yay uzunlugu fonksiyonu olmak iizere A(s), p(s) ve
n(s) diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. Rektifiyan egriler ky(s), ka(s) ve ks(s)
egrilik fonksiyonlarina gore karakterize edilmistir ve keyfi bir egrinin rektifiyan
olmast icin gerek ve yeter kogullar R* de verilmistir. Buna ek olarak, R* de, rekti-
fiyan egrinin acik bir denklemi elde edilmigtir (Harslan ve Nesovi¢ 2008). Ayrica,
(Cambie vd. 2016) de, keyfi boyutlu Oklid uzaylarda rektifiyan egriler verilmistir,
R™ de genellestirilmigtir ve bu egrilerin 6zellikleri ve karakterizasyonlar: incelen-
migtir.

Simdi, R* de, Rotation minimizing catiy1 kullanarak rektifiyan egrilerin yeni bir

karakterizasyonunu verecegiz.
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Teorem 4.3 R* de, o herhangi bir egri ve {T, N, N1, No}, v(s) = [ N(s)ds di-
rection egrisi iizerinde Rotation minimizing ¢at1 (RMF) olsun. «, R* de, rektifiyan
egridir gerek ve yeter sart Ak, + Bky = (s+b)ki, A, B € R, k1, ko ve k1, Rotation
minimizing egriliklerdir.
ispat. (=) a=a(s), R de rektifiyan egri olsun. Bu durumda,

Oé(S) = )\1T + >\2N1 + )\3N2,
yazilir. Her iki tarafin tiirevi alinirsa,

T = O/ = )\llT + )\1T, + )\/2N1 + )\QN{ + )\éNQ + )\3N£, (4.3)
elde edilir. 7" = kN, N| =~k N ve Nj = —kyN ifadeleri, Denklem (4.3) de
yerine konulur ve gerekli iglemler yapilirsa,

N=1, Ny =0, X, =0,
ve
Ak1 = Aaky — Aska = 0,

bulunur. Sonug olarak, A} = 1, A\, = 0 ve \; = 0 oldugundan dolay1, \; = s + b,
Ay = Ave A3 = B, A, B € R. Bu yiizden, Ak, + Bky = (s + b)k; elde edilir.

(<) Aky + Bky = (s + bk, A,B € R ve ky, ky ve k; Rotation minimizing
egrilikler olsun.

d
ds
oldugundan, bu durumda R?* de a(s) = (s 4+ b)T + AN; + BN, + C rektifiyan

(a(s) — (s +b)T — ANy — BN,) =0,

egridir. Boylece, ispat tamamlanmigtir. m
Kiiresel egrinin karakterizasyonunda oldugu gibi Rektifiyan egrinin bagka bir ka-

rakterizasyonunu da asagidaki teorem ile verecegiz.

Teorem 4.4 R* de, ki, ky ve ks egriliklerine sahip, s yay parametresi ile para-
metrelendirilmis C* smifindan o = a(s), s € [0, L] egrisi, rektifiyan bir egridir

gerek ve yeter sart,

S S k
(A cos/ ksds + Bsin/ ksds) = (s + b)k—l, (4.4)
0 0 2
A, B sabittir.
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Ispat. R* de, ki, ko ve ks egriliklerine sahip, o = a(s) egrisi rektifiyan bir egri
olsun. Bu durumda, Teorem (4.3) saglanir. Boylece, Ak, + Bky = (s + b)ky,
A, B € R elde edilir. Ayrica, ky = kycos0(s), ky = kasin0(s) ve 0(s) = [ ks(s)ds
oldugundan dolay1,

(Acos/ ksds + Bsin/ ksds) = (s + b)@,
0 0 ke

dir ve A,B sabittir.

Tam tersine,

S S k
(A cos/ ksds + B sin/ ksds) = (s + b)—,
0 0 ko

A, B sabit olsun. fos ksds = 6 oldugundan, bu takdirde,
(Acosf + Bsinf) = (s + b)k—,
2

elde edilir. Gerekli igslemler yapilirsa,
(Aks cos @ + Bkysin®) = (s + b)ky,

bulunur. k; = ky cos 0(s) ve ky = kysin §(s) oldugundan, Teorem (4.3) elde edilir.
Yani, Aky+Bky = (s+b)k1, A, B € Rdir. Ayrica, ky = ky cos 0(s), ko = kysin 0(s)
ve 0(s) = [ k3(s)ds dir. Bu teorem, bu egrinin rektifiyan egri oldugunu gosterir.

Sonug 4.1 Eger k3 = 0 ise, bu durumda @ = 0 dir. k; = kycosf(s) ve ky =
kysinf(s) oldugundan dolayl, k; = ky ve ky = 0 bulunur. Béylece, Ak, =
(s + b)ky dir. Buna ek olarak, Aks = (s + b)k; oldugundan dolayu,

ko 1
[ Z(S +0),
elde edilir. Bu durumda, verilen egri R? de rektifiyan egridir (Chen’in sonucundan

dolay1 (Chen 2003)).

Teorem 4.5 R* de, ky, ky ve ks egriliklerine sahip, a = a(s) ve R3 de, 7 = k3
ka

k1<8 + b)
Boylece, R* de, o = «(s) egrisi rektifiyan bir egridir gerek ve yeter sart R3 de,

torsiyonuna ve kK = egriligine sahip, 5 = ((s) herhangi iki egri olsun.

f = B(s) egrisi kiiresel bir egridir.
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Ispat. R de, a = a(s) rektifiyan bir egri olsun. Bu durumda, Teorem (4.4) e

gore,
S ) S kl
(Acos/ ksds + Bsm/ ksds) = (s +b)—,
0 0 ks
yazilabilir. 7 = k3 ve Kk = W:b) oldugundan,

Acos/ Tds—I—Bsin/ rds = k7,
0 0

dir. Teorem (2.6) dan dolay1, [(s) kiiresel bir egridir.

ks

m egriligine Sahip /B(S)

Tam tersine, R3 de, 7 = ks torsiyonuna ve x =

kiiresel bir egri olsun. Bu durumda,
(A cos/ Tds + Bsin/ Tds) = k™ '(s), (4.5)
0 0

dir. 7 = k3 torsiyonu ve Kk = egriligi Denklem(4.5) de yerine yazihir ve

ko
kl (S Sl b)
gerekli iglemler yapilirsa,

Ky

(Acos/ ksds + Bsin/ ksds) = (s +b)—,
0 0 ko

elde edilir. Ayrica, dikkat edilirse, bu sonucun Teorem (4.4) i verdigi goriiliir.
Sonug olarak, o = «(s) egrisi rektifiyan bir egridir. m

4.2 Kuaterniyonik Rektifiyan Egriler ve Rotation Minimizing Cat1

Simdi, birim kuaterniyonik egriyi kullanarak Rotation minimizing catiy1 elde ede-

cegiz. Ardindan da rektifiyan egriler iizerinde bu c¢atiy1 uygulayacagiz.
4.2.1 Rotation Minimizing Catinin Bir Karakterizasyonu

R* de, a—a(s) birim hizh kuaterniyonik egri olsun. Denklem (2.12) bu egrinin

Frenet ¢atisidir. Ny ve N3, Sp{Ns, N3} diizleminde dondiiriiliirse,
M (s) cosf(s) —sinf(s) Ny(s)
Ms(s) sinf(s) cosf(s) Ns(s)

0(s) = [(r — K)(s)ds. M, M} tiirevleri hesaplandiginda, M| = —kcosf(s)N

ve M}, = —ksinf(s)N elde edilir. Ayrica, k; = kcos0(s) ve ky = ksinf(s) ise,
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~ ~ o k
M} = —kyN ve M, = —kyN. Buna ek olarak, &%+ k2 =k2 ve 6(s)—arctan(=)

ki
dir.
Simdi yeni ¢atinin denklemlerini agagidaki gibi verecegiz.
N'(s) 0 k ky —K N(s)
Mj(s ~k 0 0 0 M (s
(o) | _| () | "
Mé(S) _kQ 0 0 0 MQ(S)
T'(s) K 0 0 0 T(s)

Yukaridaki c¢ati denklemleri gozoniine alindiginda, {7, My, My} tiirevleri ' yo-
niinde (yani v nin tegeti yoniinde) oldugundan dolay1, {7, N, My, My} catis1 y(s) =
| N(s)ds direction egrisi iizerinde “Rotation Minimizing Cat1 (RMF)” ola-
rak adlandirilir. ki, ky ve K, 7(s) = [ N(s)ds egrisinin Rotation minimizing
egrilikleridir.

Asagidaki teoremleri verelim.

Teorem 4.6 o« : I C R — () herhangi bir birim hizli kuaterniyonik egri ve
{T, N, Ny, N3} bu egrinin Frenet catis1 olsun. {T', N, My, Ms} catis1 v = [ N(s)ds

direction egrisi iizerinde Rotation minimizing ¢atidir.
Ispat. {T, My, M,} catisinm tiirevleri N normal yoniinde oldugundan dolayn,

bu ¢att v = [ N(s)ds direction egrisi iizerinde Rotation minimizing catidir. m

Teorem 4.7 v = [ N(s)ds direction egrisi kiiresel egridir gerek ve yeter gart
)\1121 + )\21%2 + MK +1=0 dir. l~€1, l~€2 ve K, Rotation minimizing egrilikler ve
A1, Ay ve A3 de sabittir.

Ispat. y(s) = [ N(s)ds egrisi kiiresel egri olsun. Bu durumda,
’}/(S) = )\1M1 + )\2M2 + )\37_77

bi¢ciminde yazilir. Her iki tarafin tiirevleri alinir ve gerekli islemler yapilirsa, ki +

)\2122 + A3K + 1 = 0 oldugu kolayca goriiliir. A;, Ay ve A3 sabittir. Tam tersine,
Aky + Agky + MK +1=0,

olsun. Burada, 1231, 122 ve K Rotation minimizing egrilikleridir ve Ay, Ay ve A3
sabittir. Bu kosul saglandigindan dolay1, v(s) = [ N(s)ds egrisinin kiiresel egri

oldugu aciktir (Yung-Chow 1972). m
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4.2.2 Kuaterniyonik Rektifiyan Egriler

Rotation minimizing catiy1 kullanarak kuaterniyonik rektifiyan egrilerin yeni bir

karakterizasyonunu verecegiz.

Teorem 4.8 R*de, a herhangi bir kuaterniyonik egri ve {T, N, My, M5}, v(s) =
[ N(s)ds direction egrisi iizerinde Rotation minimizing ¢at1 (RMF) olsun. «,
kuaterniyonik rektifiyan egridir gerek ve yeter sart Ak, + Bk, = (s+b)K, A, B €

R, l~€1, ko ve K , Rotation minimizing egriliklerdir.

ispat. R* de, (=) a=a(s), kuaterniyonik rektifiyan egri olsun. Bu durumda,
a(s) = MT + Mo My + A3 Mo,
seklinde yazilir. Her iki tarafin tiirevi alinirsa,
T=ao =NT+ M+ NyMy + Mo M] + Ny My + A3 M,

elde edilir. 7" = KN, M| = —kyN ve N} = —k,N esitlikleri yukaridaki esitlikte

yerine konulur ve gerekli iglemler yapilirsa,
N=1, A,=0, \; =0,
ve
ME — Aoky — Msky = 0,

bulunur. Sonug olarak, A} = 1, A\, = 0 ve \; = 0 oldugundan dolay1, \; = s + b,
Ao = Ave A3 = B, A, B € R dir. Bu yiizden, Ak, + Bk, = (s + b)K elde edilir.

(<) Aky4Bky = (s+b)K, A, B € Rve ky, ks ve K Rotation minimizing egrilikler

olsun.

d
d—(Oé(S) — (8 + b)T - AMl - BMQ) = 07

s
oldugundan bu durumda, a(s) = (s+b)T + AM; + BM, kuaterniyonik rektifiyan
egridir. Boylece, ispat tamamlanmigtir. m

Kiiresel egrinin karakterizasyonunda oldugu gibi kuaterniyonik rektifiyan egrinin

bagka bir karakterizasyonunu agagidaki teorem ile verecegiz.
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Teorem 4.9 R* de, K, k ve (r — K) egriliklerine sahip s yay parametresi ile
parametrelendirilmis C* simfindan o = a(s), s € [0, L] egrisi, kuaterniyonik

rektifiyan bir egridir gerek ve yeter sart
S S K
(A cos/ (r— K)ds + B Sin/ (r — K)ds) = (s + )+ (47)
0 0
A, B sabittir.
ispat. R* de, K, k ve (r — K) egriliklerine sahip o@ = () egrisi kuaterniyonik
rektifiyan bir egri olsun. Bu durumda Teorem (4.8) saglanir. Boylece,
Aky + Bky = (s+b)K,A, B € R,
elde ediliv. Ayrica, k; = kcos(s), ky = ksind(s) ve 0(s) = [(r — K)(s)ds
oldugundan dolay1,
S ) S K
(Acos/ (r— K)ds + Bsm/ (r = K)ds) = (5 + ) 7
0 0
dir ve A,B sabittirler.

Aksine,

(Acos/os(r—K)ds—i-Bsin/Os (T—K)ds):(s—i-b)%, (4.8)

A,B sabit olsun. [ (r — K)ds = 6 oldugundan, bu takdirde,

K
(Acosf + Bsinf) = (s—i—b)z, (4.9)
elde edilir. Gerekli iglemler yapilirsa,
(Ak cos@ + Bksind) = (s + b) K, (4.10)

bulunur. k; = kcos(s) ve ky = ksinf(s) oldugundan, Teorem (4.8) elde edilir.
Yani, Aky + Bky = (s+b)K, A, B € R dir. Bu teorem bu egrinin kuaterniyonik

rektifiyan egri oldugunu gosterir. m

Sonug 4.2 Eger (r — K) = 0 ise, § = 0 dir. k; = kcosf(s) ve ky = ksinf(s)
oldugundan dolay1, &, =k ve ky = 0 dir. Boylece, Ak = (s +b)K dir. Buna ek
olarak, Ak = (s + b)K oldugundan dolayz,

k 1
T =710,
elde edilir. Bu durumda, verilen egri R? de rektifiyan egridir (Chen’in sonucundan

dolay1 (Chen 2003)).
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Teorem 4.10 R* de, K, k ve (r — K) egriliklerine sahip o = «(s) herhangi bir
k
K(s+0b)
egriligine sahip 8 = [(s) herhangi bir egri olsun. Boylece, R* de, a = a(s)

kuaterniyonik egri olsun. Ayrica, R3 de, 7 = (r — K) torsiyonuna ve x =

kuaterniyonik rektifiyan bir egridir gerek ve yeter sart R? de, 3 = j(s) kiiresel
bir egridir.
Ispat. R* de, & = a(s) kuaterniyonik rektifiyan bir egri olsun. Bu durumda,

Teorem (4.9) a gore,
S ) S K
(Acos/ (r— K)ds + Bsm/ (r — K)ds) = (s —i—b)?,
0 0

yazilabilir. 7= (r — K) ve k= oldugundan,

K(s+0b)
Acos/ Tds—l—Bsin/ rds = k1,
0 0

dir. Teorem (2.6) dan dolay1, [(s) kiiresel bir egridir.

Tam tersine, R® de, 7 = (r — K) torsiyonuna ve k = egriligine sahip

K(s+b)
B(s) kiiresel bir egri olsun. Bu durumda,

(A COS/ Tds + Bsin/ Tds) = K 1(s),
0 0

dir. 7 = (r — K) torsiyonu ve k = egriligi yukaridaki egitlikte yerine

k
K(s+b)
yazilir ve gerekli iglemler yapilirsa,

S S K
(Acos/ (r—K)ds+Bsin/ (r— K)ds) = (s—i—b)?,
0 0
elde edilir. Ayrica, dikkat edilirse, bu sonucun Teorem (4.9) u verdigi goriiliir.

Sonug olarak, o = a(s) egrisi kuaterniyonik rektifiyan bir egridir. m

Teorem 4.11 R* de, ki, ks ve K sifirdan farkl Rotation minimizing egrilikle-
rine sahip a=a(s) birim hizli kuaterniyonik rektifiyan egri olsun. Bu durumda

agagidaki ifadeler saglanir.

(i) h(a(s),T) = (s + b) dir, yani, a=a(s) birim hizli kuaterniyonik rektifiyan
egri tegetseldir.

(i) p(s) = ||a(s)|| uzaklik fonksiyonu,
ha(s),a(s)) = la(s)|P= (s +b)* + A + B2 = 8 +-as +c.

a,b,c, A, B € R ifadesini saglar.
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(i)

h(a(s), My) = A, h(a(s),My) = B, A,B € R dir.

Ispat. Simdi bu ifadelerin saglandigim gosterelim.

(1)

(i)

(i)

a(s) = (s +b)T + AM; + BM, oldugundan dolayi, her iki yanin 7' teget

vektorii ile i¢ ¢carpimi alinirsa,
h(a(s),T) = (s+b)h(T,T) + Ah(M;,T) + Bh(M,,T),

elde edilir. h(T,T) =1 ve h(M;,T) = h(Ms,T) = 0 oldugundan dolay,
h(a(s), T) = (s+0) esitligi bulunur. Bu durumda, a=a(s) egrisinin tegetsel

oldugunu gosterir.

p(s) = ||a(s)]] uzaklik fonksiyonunu elde etmek icin, a(s) = (s + 0)T +
AM; + BM, esitliginin her iki yaninin «a(s) egrisi ile i¢ garpimi alinir. Sonug

olarak,
h(a(s),a(s)) = [la(s)|’= (s +b)* + A* + B?,
b,A,B € R bulunur.

Ispat1 yapabilmek icin a(s) = (s + b)T + AM; + BM, egrisinin sirasi ile
My, M, ile i¢ carpimi alinir. M ile i¢ ¢arpima,

h(Oé(S), M1) = (S + b)h(T, Ml) + Ah(Ml, Ml) + Bh(MQ, Ml),
ve h(T, M) = h(My, My) =0, h(M,;, M;) =1 oldugundan dolay,
h(a(s), My) = A = sabit ve h(a(s), My) = B = sabit,

tir.

Sonug 4.3 a(s) = (s+c¢)T + AM, + BM, kuaterniyonik rektifiyan egrisini ifade

eden denklemdeki A, B katsayilarinin sabit olduguna dikkat ediniz. Ayrica, R*

de, (Ilarslan ve NeSovi¢ 2008) deki calismada alman B, B, katsayilarinm fonk-

siyon olduguna ve R™ de, (Cambie vd. 2016) deki ¢aligmadaki By, B, ..., B,_2

katsayilarinin da fonksiyonlar olduguna dikkat ediniz.
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4.3 RMF ye gore Acilim Acisi ve Agilim Uzunlugu

Bu béliimde, R* de, Rotation minimizing catiya gére kapal regle yiizeylerin aci-
Iim agis1 ve acihm uzunlugu incelenecektir. Ilk olarak (k+ 1) boyutlu kapali regle
yiizeyin acilim uzunlugu ve a¢ilim agisin1 hesaplamak i¢in Rotation minimizing

catinin tiirev formiillerini verecegiz.

R* de, a = a(s) birim hizli regiiler bir egri olsun. [ T(s)ds direction egrisi iize-

rinde, Rotation minimizing ¢atinin tiirev formiilleri asagidaki gibidir:

T'(s) 0 ki ko ks T(s)
N(s) | | =k 0 0 0 || N(s) | @)
Ni(s) -k 0 0 O Ny (s)

| N3(s) | | —ks 0 0 0 | | Ns(s) |

Burada, ki, ko ve ks, [ T(s)ds direction egrisinin, Rotation minimizing egrilikle-

ridir.

4
Uzayin boyutu gozoniine alindiginda, (2) = 6 farkli regle yiizey elde edilir. Ayri
ayri, bu alt1 regle yiizeyi inceleyecegiz. Daha sonra, bu durumlar1 dikkate aldigi-

mizda bu durumlarm iki farkh gruba ayrildigini gérecegiz.

Durum 1. R* de, o = a(s) birim hizh regiiler bir egri ve [ T'(s)ds direction egrisi

tizerinde, {T, N1, N3, N3} Rotation minimizing ¢at1 olsun.
¢ =a(s) +ul + vy,

kapali regle yiizeyi verilsin. Bu durumda, bu kapali regle yiizeyin ortogonal yo-

riingesi,
B =al(s)+ fi(s)T + fa(s) Vi, (4.12)

seklindedir. Burada, f; ve fs, reel degerli fonksiyonlardir. Denklem (4.12) nin her

iki tarafinin tiirevi alinirsa,

B'= 1+ fi = k1fo)T + (fy + ki f1) N1 + ko fi Ny + ks f1 N3,
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olarak elde edilir. {T', Ny, N2, N3} RMF ye, /3 yoriingesi dik oldugundan,

(8, T) =0,
ve
(8',N1) =0,
bulunur. Dahasi,
(i) (8',T) =0 oldugundan, 1 + f] — ki1 fo =0 ve f| = kifo — 1 dir.
(i) (B, Ni) = 0 oldugundan, f} + ki f1 =0 ve fi = —k; f1 dir.
Buna ek olarak,

fi=kifo — 1,

fo=—kif1,
lineer diferensiyel denklem sistemi elde edilir. Bu lineer diferensiyel denklem

sistemi ¢oziilerek, fi(s) ve fa(s) reel degerli fonksiyonlari bulunur. Eger

1 1
ki(s) = —— 1ise, bu durumda s) = ¢, ¢ € R dir. §) = —— ve
1( ) fé(S) f&( 1 jb( ) kl(S)
fi(s) = ¢, ¢ € R yerine konulursa, (——)" = —cki(s) olarak elde edilir. So-

kl(S)

nu¢ olarak, bu lineer diferensiyel denklem sistemi ¢oziimiinden,

:j:\/ﬁvd_FCS

k
() 2d + 2¢s’

olarak hesaplanir. Burada, ¢,d € R dir. Buna ek olarak, bu kapal regle yiizeyin

acilim uzunlugu,

f@%m:f@jmﬁ+f@wmmw

ve

L:%%@ﬂ@ﬁﬂ%@NMW:fw,

seklindedir.

Simdi, bu kapali regle yiizeyin acilim acgisini bulacagiz.
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.
T ve Nj vektorleri sabit vektorler,

Ny (s)=cos ONo(t) + sin ON3(t),

Ng(S):— sin eNg(t) -+ cos thg(t),

bi¢iminde tanimlansin. Ny, RMF vektoriiniin, s parametresine gore tiirevi alinirsa,
Ny(s) = —0' sin ONy(t) + cos ON,(t) + 6’ cos ON3(t) + sin O N5 (t),

bulunur. Ny(t) ve N3(t) vektorleri, ¢ parametresine bagh oldugundan s paramet-

resine gore tiirevleri sifirdir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa,
Ni(s) = 0'(—sinONy(t) + cos ON5(t)),

ve

Ni(s) = 0'N3(s),
hesaplanir. Sonug olarak, acilim agisi,

(N3(s), N3(s)) = 0",

ve

t+p

= [ Ny(s). Na(s)ds =

olarak elde edilir.
Durum 2. R* de, & = a(s) birim hizli regiiler bir egri ve [ T'(s)ds direction egrisi

tizerinde, {T', Ny, N3, N3} Rotation minimizing ¢at1 olsun.
¢ = a(s) +ul + vN,,

kapali regle yiizeyi verilsin. Bu durumda, bu kapal regle yiizeyin ortogonal y6-

riingesi,
B =al(s)+ fils)T + fa(s)Na, (4.13)

seklindedir. Burada, f; ve f, reel degerli fonksiyonlardir. Durum 1. de yapildig:

gibi, Denklem (4.13) iin her iki tarafinin tiirevi alindiginda ve ayrica, (5 yoriingesi
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ortogonal yoriinge oldugundan,

f{:kaQ - 17

f2,:_k2 f17
lineer diferensiyel denklem sistemi elde edilir. Bu lineer diferensiyel denklem sis-

temi ¢oziilerek, fi(s) ve fa(s) reel degerli fonksiyonlar: bulunur. Eger ky(s) =

1 1
—— ise, bu durumda s)=c¢, ce R dir. §) = ——ve s)=c¢, ceER
fQ(S) 1 fl( ) f2( ) kQ(S) fl( )
yerine konulursa, (——)" = —cka(s) olarak elde edilir. Sonug olarak, bu lineer

kz(S)

diferensiyel deklem sisteminin ¢éziimiinden,

_ . pYdtes

k
2(5) 2d + 2cs’

olarak hesaplanir. Burada, ¢,d € R dir. Buna ek olarak, bu kapal regle yiizeyin

acilim uzunlugu,

f{da,X> = f(T, T>dsf+jl{(T, Ny)dsNs,

ve

L= \/(f@, T)ds)® + (7§<T, Ny)ds)? — Ja{ds,

seklindedir. Bu kapali regle yiizeyin acihim acisi ise,

et:/t " (NI(s), Ny(s))ds = 0,

olarak elde edilir.
Durum 3. R* de, &« = a(s) birim hizli regiiler bir egri ve [ T'(s)ds direction egrisi

tizerinde, {T', N1, N5, N3} Rotation minimizing ¢at1 olsun.
¢ = a(s) +uT + vN3,

kapali regle yiizeyi verilsin. Bu durumda, bu kapali regle yiizeyin ortogonal yo-

riingesi,
B =a(s)+ fi(s)T + f2(s)Ns, (4.14)

seklindedir. Burada, f; ve f, reel degerli fonksiyonlardir. Durum 1. de yapildig:

gibi, Denklem (4.14) iin her iki tarafinin tiirevi alindiginda ve ayrica, (5 yoriingesi
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ortogonal yoriinge oldugundan,

f{:k3f2 - 17

féz_k?)fb
lineer diferensiyel denklem sistemi elde edilir. Bu lineer diferensiyel denklem sis-
temi ¢oziilerek, fi(s) ve fa(s) reel degerli fonksiyonlar: bulunur. Eger ks3(s) =

% ise, bu durumda fi(s) = ¢, c € Rdir. fy(s) = m ve fi(s)=¢c, cER

yerine konulursa, (k—())’ = —cks(s) olarak elde edilir. Sonug olarak, bu lineer
3\ S

diferensiyel denklemin ¢6ziimiinden,

:iﬂ\/d+cs

k
3(5) 2d + 2cs’

olarak hesaplanir. Burada, ¢,d € R dir. Buna ek olarak, bu kapalh regle yiizeyin

acilim uzunlugu,

f (da, X) = f (T, TYdsT + 7{ (T, N3)dsNy,

g \/(j[m T)ds)? + (7{<T, Ny)ds)? = j[ds,

seklindedir. Bu kapali regle yiizeyin agilim acisi,

ve

et:/t " (NI(s), No(s))ds = 0,

olarak elde edilir.
Durum 4. R* de, &« = a(s) birim hizli regiiler bir egri ve [ T'(s)ds direction egrisi

tizerinde, {T, N1, N3, N3} Rotation minimizing ¢at1 olsun.
¢ = a(s) + ulNy + vy,

kapali regle yiizeyi verilsin. Bu durumda, bu kapali regle yiizeyin ortogonal yo-

riingesi,
ﬁ = Oé(S) + fl(S)Nl + f2<S)N2, (415)

seklindedir. Burada, f; ve fo, reel degerli fonksiyonlardir. Denklem (4.15) in her

iki tarafinin tiirevi alinirsa,

B'=1—=kifi —kafo)T + fiN1 + foNo,
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olarak elde edilir. {T', Ny, N2, N3} RMF ye, /3 egrisi dik oldugundan,
<5/7 N1> =0,
ve
<B/7 Na) =0,
bulunur. Dahasi,
(i) (B, N1) =0 oldugundan, f{ =0ve f; = A, A€ R dir.
(i) (B, N2) = 0 oldugundan, f; =0ve fo =B, B € R dir.

Sonug olarak, kapal regle yiizeyin agilim uzunlugu,

7{ (da, X) = ?{ (T, Ny)ds N, + ?{ (T, Ny)dsNy,

L= \/(7{@, Ny)ds)® + (7{<T, Ny)ds)? = 0,

Simdi, bu kapali regle yiizeyin acilim acgisini1 bulacagiz.

ve

seklindedir.

.
Ny ve Ny vektorleri sabit vektorler,

T(s)=cos 0T '(t) + sin ON5(t),

N3(s)=—sin0T'(t) 4+ cos O N5(t),

\

bi¢iminde tanimlansin. 7', RMF vektoriiniin, s parametresine gore tiirevi alinirsa,
T'(s) = —0'sin0T'(t) + cos OT"(t) + 0" cos ON3(t) + sin O N5 (1),

bulunur. 7'(t) ve N3(t) vektorleri, ¢ parametresine bagh oldugundan s paramet-

resine gore tiirevleri sifirdir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa,
T'(s) = 60'(—sin 0T (t) + cos ON3(t)),
ve

T'(s) = 6'N3(s),
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hesaplanir. Sonug olarak, bu kapali regle yiizeyin acilim agisi,
(T"(s), Ns(s)) = 0/,
ve

b= [ s = [ hte)as,

olarak elde edilir.
Durum 5. R* de, &« = a(s) birim hizli regiiler bir egri ve [ T'(s)ds direction egrisi

tizerinde, {T', N1, N3, N3} Rotation minimizing ¢at1 olsun.
¢ = a(s) + ulNy + vNs,

kapali regle yiizeyi verilsin. Bu durumda, bu kapal regle yiizeyin ortogonal yo-

riingesi,
B =a(s)+ fi(s)N1 + fa(s)Ns,

seklindedir. f; ve fs, reel degerli fonksiyonlardir. Durum 4. de yapildig1 gibi
hesaplanirsa, f; = A, A € R ve f, = B, B € R bulunur. Sonu¢ olarak, kapal

regle yiizeyin acilhim uzunlugu,

%(da, X) = ]§<T, Ny)dsN, + ]§<T, N3)dsNs,

ve

L= \/(7{@, Ny)ds)? + (7{<T, Ny)ds)? = 0,

seklindedir. Bu kapali regle yiizeyin agilim acisi,

b= [ s = [ ot

olarak elde edilir.
Durum 6. R* de, &« = a(s) birim hizli regiiler bir egri ve [ T'(s)ds direction egrisi

tizerinde, {T', Ny, N3, N3} Rotation minimizing ¢at1 olsun.
¢ = a(s) + ulNy + vNs,

kapali regle yiizeyi verilsin. Bu durumda, bu kapal regle yiizeyin ortogonal yo6-

riingesi,

ﬁ = Oé(S) + fl(S)NQ + f2(S)N3,
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seklindedir. Burada, f; ve fy, reel degerli fonksiyonlardir. Durum 4. de yapildigi
gibi hesaplanirsa, fj = A, A € Rve f, = B, B € R bulunur. Sonug olarak,

kapali regle yiizeyin agilim uzunlugu,

7{ (dov, X) = 7§ (T, N)dsN, + 7{ (T, N3)dsNs,

ve

L= \/(7{@, Ny)ds)® + (7{<T, Ny)ds)? = 0,

seklindedir. Bu kapali regle yiizeyin agilim acisi,

= [ M = [ ks

olarak elde edilir.
Ornek 4.1 R* de,

a(s) = (sin — sin s, — cos s),

\/_ f\/_ f

egrisi verilsin. §imdi, bu egrinin {7, N7, N2, N3} Rotation minimizing ¢at1 vektor-

lerini bulalim ve ayrica, bu egriden @(s,u,v) regle yiizeyini elde edelim.

1 1
T = (—cosi cos s, ——=sins),

.o s 1
2 VR TR VR VR V2

1 2 2

Ny = ( sin —— ! i
=(——= , ,——=sins, ——
UV VBTV G V6

oS S),

5v6 s (2v6—6)s 2v2 . s . (2/6—6)s

5 = (———= cos —= cos — sin — sin ———,

18 2 9 3 V2 9

5V6 . s (2v6 —6)s  2v/2 s . (26 —6)s

S111 —= COS — COS —=Ssimn ——,

1872 9 3 V2 9

56 (2v6—6)s 1 . . (26 —6)s
— g

—COSSCOS——FgSlHSSIH

(2v6 —6)s 1 . (26 —6)s

sin s cos ——— + 3 cosssin T),
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2v/6 — 24/2 2v/6 —
NS—(_%ECOS%&H( Ve 6)S+ \/_SinicOs(\/é—(s)S,

9 3 V2 9
5V6 . s . (2v6—6)s 22 s (2v/6 — 6)s

18 sin E sin 9 + 3 Cos E Cos 9
5v6 (2v6 —6)s 1 . (26 — 6)s
—— cos $sin ———— — —sin —_—

13 Cosss 9 7 Sins cos 9 ,
5V6 . . (2v6—6)s 1 (26 — 6)s
——{g Sinssin ——5—— — 7 cos s C08 ——5—— ),

Simdi, &(s,u,v) = a(s) + ulNy + vNy kapal regle yiizeyini ve bu kapali regle
yiizeyin ortogonal yoriingesi 5(s) = a(s) + AN; + BNy, A, B € R yi bulalim.

S 1 S
D(s,u,v) = a(s) + uNy; + vNy = (sin —= + u(——=sin —=
(5,1,0) = a(s) 4 uNy +vNy = (sin =+ u(——=sin )
5V6 s 2v6—6)s 2v2 . s . (2V/6—6)s
+v(——— cos — cos - sin — sin ————),
18 V2 9 3 V2 9

sy (_L i)_|_ <i€ . (2\/6—6)5_2\/§ s . (26 —6)s
cos\/5 u \/§COS\/§ v(=g s ﬂcos 5 3 0 —

1 26 — 1 2v6 —
ﬂsms +u(— \/6 sin s) + v(% COS S COS ( \/69 6)s n gsinssin ( \/(_39 6)5)7

1 2 2 26 —
ECOSS—FU(—%COSS)—f—v(—%ESlnSCOS( \/_9 6)s -}-gcosssm( \/69 6)8))’

regle yiizeyi ve

B(s) = a(s) + ANy + BN, = (sin \;_ A(— \/_ \/_)

—l—B(——5\/6 coS = coS (2\/6 —6)s — 2v2 sin S sin —<2\/6 _ 6>8)
18 P2 9 3 A 9

1 2v/6 — 2v2 2v/6 —
COSi+A(——COS%)—|—B(51\2_SH%COS( \/69 6)s _ \?)/_cos%sin(\/gT&S),
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1 2 5v/6 2v/6 — 1 26 —
Esins + A(—% sin s) + B(F COS 5 COS ( \/69 6)s L ; sin s sin ( \/(_39 6)5)7

1 2 26 —6)s 1 9/ —
E cos s + A(—% cos s) + B(_1_8 SiI S COS ( \/_9 )s n ; cos $ sin ( \/69 6)3))’
A, B € R ortogonal yoriingesi elde edilir. Dahasi, bu kapali regle yiizeyin a¢ilim
uzunlugu,

L= \/(j{@, N1)ds)? + (7{<T, Ny)ds)? = 0,
2v/6 — 6

ve kg = —< \/_9 ) oldugundan bu kapali regle yiizeyin agihim agisi,
0, = / (T'(s), Ni(s))ds = / ka(s)ds = / ( \/_9 ) s — \/59 6),

bulunur. Ayrica, @(s, u,v) kapali regle yiizeyi ve bu kapal regle yiizeyin ortogonal

yoriingesi 3(s), Sekil (4.1), Sekil (4.2) ve Sekil (4.3) de verilmistir.

Sekil 4.1 &(s, u,v) kapal regle yiizeyi iizerinde ((s) ortogonal yoriingesi,
{s,—m2n},{v,—m 21}, u=3 A=3ve B=1.
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Sekil 4.2 &(s,u,v) kapah regle yiizeyi iizerinde [(s) ortogonal yoriingesi,
{s,—mdn},{v,—m dr}, u=30, A=30ve B =10.

Sekil 4.3 &(s,u,v) kapah regle yiizeyi iizerinde [(s) ortogonal yoriingesi,
{s,—mdr},{u,—mdr}, v=10, A =3 ve B = 10.
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4.4 Rektifiyan Tipli Egriler ve Rotation Minimizing Cati

R* de, {X1, Xy, X3, X4} catis1, a(s) egrisi iizerinde Frenet tipli ¢ati olsun. Bu

durumda, Frenet tipli catinin tiirev formiilleri agsagidaki gibidir:

x| [ o om0 o] xe]
X5(s) _ -k 0 ke O Xo(s) | (4.16)
Xi(s) 0 —ka 0 ks Xs(s)
Xi(s) | 0 0 —ks 0 || Xa(s) |

burada, ki, ks ve k3, a(s) egrisinin asli egrilikleridir.

Kabul edelim ki R* de, o = «(s) birim hizhi regiiler egri olsun. Bu durumda,
Denklem (4.16) bu egrinin Frenet tipli catisidir. Eger X3 ve X, cati vektorleri
Sp{ X3, X4} diizleminde dondiiriiliirse, bu takdirde

&5(s) cosf(s) —sinf(s) X3(s)

&4(9) sinf(s) cosf(s) Xy(s)

Y

elde edilir. Burada, 0(s) = [ ks(s)ds dir. &5 ve &, cat1 vektorlerinin tiirevleri
hesaplanirsa, £ = —ky cos0(s) Xy ve &, = —kosinf(s)X, bulunur. Ayrica, eger
k1 = kocosO(s), ky = kosinf(s) ve ks = —k; ise, bu durumda &, = —ElXZ_ve
¢ = —k» X, olarak elde edilir. Buna ek olarak, k. -+ & = k2 ve G(S)arctan(%)

1
yazilabilir.

{€1,65,85, &4} catisy, @ = [ & ds direction egrisi iizerinde Rotation minimizing

catidir ve bu catinn tiirev formiilleri agagidaki gibidir:

£1(s) 0 ki ks ks -51(3)-
&s) | _ | =R 00 0 || &)

£(s) e 00 0 || &) |
&) | [ Rk 000 0 ]| &(s) ]

burada, kq, ks ve ks, [ &,ds direction egrisinin Rotation minimizing egrilikleridir.

Tamm 4.1 {£,&,,83,&,} catisy, a = [ ds direction egrisi {izerinde, Rotation
minimizing ¢at1 (yani Frenet tipli ¢at1) olsun. f(s), g(s) ve h(s) de diferensiyelle-
nebilir fonksiyonlar olmak {izere, rektifiyan tipli egri,

v = f(5)€(s) + 9(5)E3(s) + h(s)€a(s),
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agagidaki gibi simiflandirilabilir:
(i) Eger g(s) = a1 = sabit ve h(s) = ay = sabit ise,
o1 = [(5)&(8) + ar&s(s) + azdy(s), ar,a2 €R,
egrisine 1.tip rektifiyan tipli egri denir.
(ii) Eger f(s) = by = sabit ve h(s) = by = sabit ise,
Py = 0185(5) + g(5)&5(s) + 028a(s), b1, b2 €R,
egrisine 2.tip rektifiyan tipli egri denir.
(iii) Eger f(s) = ¢; = sabit ve g(s) = co = sabit ise,
3 = c1€5(s) + ab3(s) + h(s)u(s), 1,2 €R,
egrisine 3.tip rektifiyan tipli egri denir.

Teorem 4.12 {,&,,&5,&,} catisy, o = [ &, ds direction egrisi iizerinde, Rota-
tion minimizing ¢at1 (yani Frenet tipli ¢cat1) ve f(s), diferensiyellenebilir fonksiyon

olmak {izere,

p1 = [(s)65(s) + ar&3(s) + asdy(s), a1, a2 €R,

1.tip rektifiyan tipli egri olsun. Eger ¢! rektifiyan tipli egri ise, bu durumda,

agagidaki maddeler saglanir:

(1)

Y1 = _(M%la%)@ + a1y + a2fy, a,a2 €R,
egrisi rektifiyan egridir.
(i) Eger
f(s) = —(M) =s+b, aj,aa ve beR,
1

ise, bu durumda, ¢, = [ &,ds egrisi rektifiyan egridir.
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(iii) Eger

CL1E2 + G/QE:}

f(S) :_( El

) = c3 = sabit, ay,as,c3 €R,

ise, bu durumda, ¢, (s) = U = c3€, + a1€5 + as€y, sabit vektordiir. Dahast,
[ &yds, [&sds ve [ €,ds direction egrileri eksenleri U olan helislerdir.

(1v) Eger

flay = (et esks

) = tans,
ki

ve a? + a2 = 1 ise, bu durumda
o1(s) = secsY (s),

ve Y(s) € S? dir. Boylece, p,, 1.tip rektifiyan tipli egrisi, kiiresel egriden
elde edilir (yani, Y'(s) kiiresel egrisinden). Bu durum, Chen’in kogullariyla

tutarhdir (Chen 2003, Chen ve Dillen 2005, Chen 2017, Chen 2016).
ispat.

(1) o = f'(8)Ex(8)+(—f(8)k1 —arky—agks)€, oldugundan, ¢ egrisi rektifiyan

tipli egridir ancak ve ancak
—f(S)El — CL1E2 — CLQEg = 0,

ve

CLlEQ + (lQEg

f:_( El )7

dir. Boylece,

CL1E2 + CLQEg

2 )6o + a1€3 + azly, ai,az €R,
1

o1 =—(

N, =&, dir. ¢, egrisi ve §; vektoriiniin i¢ carpimi (p;,&;) = 0 ( ya da ¢,
egrisi ve N, normal vektoriiniin i¢ carpimi (¢, N,, ) = 0) oldugundan, ¢,

1.tip rektifiyan tipli egrisi, rektifiyan egridir.
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(i)

(iii)

OJ1E2 + a2E3

(s) = ~(

)=s+b, ay,a ve beR,
i¢in,
©; = (S + b)§2 + CL1€3 + CZ2§4, ay,ag,b e R,

olarak elde edilir. Boylece, ¢, rektifiyan egrisi ile [ &,ds direction egrisi

cakigir.

a1E2 + ClQEg

ls) = ("

) = c3 = sabit, ay,as,c3 €R,
icin, U = 56, + a1€5 + ao, sabit vektorii elde edilir.

—csky — arky — asks = 0,
oldugundan,

dU W

ds = (—c3ky — arks — agks)&; =0,

bulunur. Dahasi, [&,ds, [&sds ve [&,ds direction egrilerinin teget vek-
torleri U ekseni ile sabit ac1 yapar. Bu durumda, [ &ods, [&sds ve [&,ds

direction egrileri eksenleri U olan helislerdir.

arks + asks
——————") =tans,

fs) = —(

ki

24 2
ve ay +a; = 1,

<P1(5) = tan s§y + a18§3 + a2, =

s S(sin s€, + ay cos s€4 + ascos ) = sec sY(s),

ve Y(s) € S? dir.
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Onerme 4.1 (Bishop 1975) de, eger arky + asky+asks+1 = 0, a;,as ve az € R
ise, bu durumda [ &, ds direction egrisi kiiresel egridir denilmigtir. Hakikaten, eger

[ &1ds direction egrisi kiiresel bir egri ise, bu durumda [ &, ds direction egrisi,

/ﬁlds = a1y + agly + as€y, ar,as veaz € R,

seklinde yazilabilir. Bu esitligin her iki tarafinin tiirevi alinirsa, bu durumda,
& = (—ark1 — asks — azhs)&s,

olarak elde edilir. Boylece, arki1+askotasks+1 = 0, a,as, a3 € Resitligi bulunur.

Aynica, || [ &ds|*=r? = af + a3 + a3 dir. Burada, r, kiirenin yarigapidir.

Uyar1 4.1 2.tip rektifiyan tipli egriler icin,

g= (Lt boks
ks ’
ve 3.tip rektifiyan tipli egriler igin,
ClEl + CQEQ
h=—(——),
ks

olarak elde edilir. Teorem (4.12) de, 1.tip rektifiyan tipli egriler i¢in verilen so-

nuclar rektifiyan tipli egrilerin diger tipleri icinde kolayca verilebilir.

4.5 Rotation Minimizing Cat1 ve Helisler

R* de, o : I C R — R?* herhangi bir birim hizh egri ve {T, N, Vs, V,}, a birim
hizli egrisi boyunca Frenet c¢atisi olsun. Bu durumda, Frenet-Serret formiilleri

agagidaki gibi verilir:

!

T'(s 0 Kk 0 O T(s)
N N(s)

= : (4.17)
alS 0 _kQ 0 kg VE), S

0 0 —k3 O

=

S

(s) |

/(S) —k’l 0 k‘g 0
(s)

(s) |

(s)
(s) |

AN

Burada, (I, T) = (N,N) = (V3,V3) = (V4, Vi) = 1, (T, N) = (T, Vs) = (T, Vy) =
(V3,Vy) = 0 ve ky, ko ve k3, a nin asli egrilikleridir. Ayrica, k;(s) = (T"(s), N),

ko(s) = —(V4(s), N) ve ks(s) = —(V,(s), V3) dir (Do Carmo 1976).
97



R* de, o : I C R — R* herhangi bir birim hizli egri ve Denklem (4.17) de, bu
egrinin Frenet ¢atist olsun. V3 ve Vy, Sp{V3, V,} diizleminde dondiiriiliirse,
Ni(s) cosf(s) —sinf(s) V3(s)
Ny(s) sinf(s) cosf(s) Vi(s)

Y

elde edilir. Burada, 0(s) = [ k3(s)ds dir. Nj ve NJ tiirevleri hesaplanwrsa, N| =
—kycosO(s)N ve N} = —kysinf(s)N bulunur. Ayrica, ki = kycosf(s) ve ky =
kysinf(s), N| = —kiN ve £V2, = —koN olarak elde edilir. Buna ek olarak,
Ef +E§ = k3 ve Q(S)arctan(%) dir.

1

| N(s)ds direction egrisi boyunca, Rotation minimizing ¢at1 formiilleri agagidaki

gibidir:
N’(S) 0 El Eg —kl N(S)
N! ~k 0 0 0 N
1(s) _ 1 1(s) ’ (4.18)
Né(S) —k’g 0 0 0 NQ(S)
T'(s) kk 0 0 O T(s)

Burada, k1, k2 ve ki, [ N(s)ds direction egrisinin, Rotation minimizing egrilikle-
ridir.

Simdi, agagidaki teoremleri verebiliriz.

Teorem 4.13 R* de, ki, ko ve ks sifirdan farkli Frenet egriliklerine ve k1, ko ve
ky sifirdan farkli Rotation minimizing egriliklerine sahip o : I C R — R* herhangi
bir birim hizl egri olsun. Bu durumda, ﬁ = MT 4+ Ay N7 + A3y eksenine sahip
« egrisi genel helisdir ancak ve ancak

k
)xlk—l = Ay cosf + A\3sin b,
2

veya
Ak = Aok + Asko,
esitlikleri saglanir. Burada, Ay, Ay ve A3 sabittir.

Ispat. R* de, a(s), ekseni sabit birim vektor ﬁ olan genel helis olsun. Bu du-

rumda, «(s) egrisi boyunca,

(T, U) = sabit,
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yazilabilir. Eger bu egitligin her iki yaninin s ye gore tiirevi alinir ve Denklem

(4.18) deki Rotation minimizing formiilleri yerine konulursa,

0= dii((T, U)) = (T',U) + (T, U") = (T',U) = ky (N, U),

elde edilir. Ayrica, ﬁ birim vektorii asagidaki gibi yazilabilir:
T = M (s)T(5) + Aa()Ni(5) + As(5) Na(s),
ve burada,
(U, T) = M\ (s) = sabit, (U, N1) = Xo(s), (U, Na) = A3(s),
dir. ﬁ birim vektoriiniin tiirevi,
U' = XNT + MT' + XyNy + XNy + A5Na + A3 Ny,

olarak hesaplanir. Burada, U vektorii sabit vektor oldugundan, U’ = 0 dir. Bu
tiirevde, T" = k1N, N| = —k1N ve N5 = —kyN yerine konulur ve gerekli islemler

yapilisa,
k1 = Aoky + Aska,

oldugu kolayca goriiliir ve burada, Ay =sabit, A3 = sabittir.
Tersine, A\ k1 = Aok1+As3ka, A1, A2 ve Ag sabit olsun. Bu durumda, (T, U) = sabit

esitligini saglayan ﬁ sabit birim vektoriinii her zaman bulabiliriz.
U = )\1T(8) + )\QN]_ (8) + )\3N2(8),

seklinde ifade edilen birim vektorii gézoniine alacagiz. ﬁ birim vektoriiniin tii-
revini hesaplayip, bu tiirevde, 77 = kN, N| = —k;N ve N, = —koN yerine

konulursa,
U/ — (/\1]{?1 - )\2%1 - )\3%2)]\[,

oldugu goriiliir. \k; = Aok1 4+ Asko oldugundan, U’ = 0 bulunur. Bu durum ise,
ﬁ vektoriiniin sabit vektor oldugunu gosterir. Sonug olarak, R* de, a(s) egrisi
genel helisdir. m

Asagidaki sonucu kolayca gorebiliriz.
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Sonug 4.4 (Deshmukh vd. 2017) deki, Onerme(5.1), Teorem (4.13) iin 6zel
halidir. Gergekten, Teorem (4.13) deki,

k
)\lk—l = Ay cosf + A3sin b,
2

esitliginde, \y = 1, Ay = 0 ve A3 = a, a € R almirsa, (Deshmukh vd. 2017) deki
Onerme(5.1) elde edilir.

Sonug 4.5 Eger r — K = k3 alinirsa, (Yoon 2012) deki, Teorem (3.3) elde

edilir.
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5. R" OKLID UZAYINDA CATI HAREKETLERI

5.1 Rektifiyan Egriler ve Rotation Minimizing Cati
5.1.1 Rotation Minimizing Cati

Denklem (4.2) de elde ettigimiz gatiy1 agagidaki gibi genellegtirecegiz.

N/(S) 0 k?l kn_g —]{71 N(S)

Ni(s) ~k 0 0 0 Ni(s)

Ni(s) _ —ky 0 0 0 No(s) (5.1)
N! ,(s) ~kpo 0 .. 0 0 N, _o(s)

T'(s) | |k 0 .. 0 0 || T(s) |

Bu genellegtirdigimiz ¢ati, ~(s) = [ N(s)ds egrisi lizerinde Rotation minimizing

cati (RMF) dur. ky, ko, ..., kn_o ve ki, Rotation minimizing egriliklerdir.

Teorem 5.1 v = [ N(s)ds direction egrisi kiiresel egridir gerek ve yeter sart

)\1%1 +)\2E2 +...+ )\n72En72 + An,1k1 +1=0 dir. El; EQ, ceey En,Q ve k’l, Rotation
minimizing egriliklerdir ve A\j, Ao, ..., A,_1 sabittir.

ispat. Teorem (4.2) nin ispatinda yapildigi gibi, ispat1 yapilir. m
5.1.2 Rektifiyan Egriler

Teorem 5.2 R" de, a herhangi bir egri ve v(s) = [ N(s)ds direction egrisi
tizerinde {T', N, Ny, Ny, ...N,,_»} Rotation minimizing ¢at1 (RMF) olsun. R" de, «

rektifiyan egridir gerek ve yeter sart,
n—2
S, = (s + bk
i=1

dir. k;, i =1,2,...,n—1ve k; Rotation minimizing egriliklerdir, y;, i =1,2,....n

sabitlerdir.

ispat. (=) R” de, a—a(s) rektifiyan bir egri olsun. Bu durumda,

a(s) = )\1T —+ :ulNl + ,UzQNQ + ...+ ,LLn_QNn—27
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dir. Her iki tarafin tiirevi alimir ve Denklem (5.1) den, 7" = k;N, N| = —k; N,
N} = —kyN,..., N' , = —k,_oN esitlikleri yerine konulursa,

T = Oé/ = )\IIT + (/\1]{?1 - ,lLlEl — ,LL2E2 — ... ,un_QEn_g)N

+1y Ny + p Ny + o+ 1,y Ny—o,

elde edilir. Ayrica, yukaridaki egitlikte gerekli islemler yapilirsa,

ve
Aiky — pky — poky — ... — /~Ln—2En—2 =0,

bulunur. Sonug olarak, \] = 1 ve uf =0, ph =0,..., 5 = 0 oldugundan dolay1,
A =S8+b, py, o,y by € R dir. Boylece,

pky + pioks + o+ iy _okn_o = (5 + k1,

bulunur.

(<)
pky + pioks + o+ i _okno = (5 +D)ky,

[y, foy ooy [l o € Rvek; i=1,2,...n—1, k Rotation minimizing egrilikler

olsun.

d
%(&(5> — (s +0)T — py Ny — pigNo — .. — 1, 9Ny _9) =0,
oldugundan dolay1, R™ de, a(s) = (s 4+ b)T + pu; Ny + p15No — ... + 1, oNp_o + C

rektifiyan bir egridir. Boylece, ispat tamamlanmigtir. m

Teorem 5.3 R" de, k;, i=1,2,....n—1 ve ky, sitfirdan farkli Rotation minimi-
zing egriliklerine sahip a=a(s) birim hizli bir rektifiyan egri olsun. Bu durumda

agagidaki ifadeler saglanir.

(i) (a(s),T) = s+ b dir, yani, a—a(s) egrisi tegetseldir.
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(ii) p(s) = |Ja(s)|| uzaklik fonksiyonu,

n—2

la(s)|P= (s +0)* + > i =s>+as+c,
=1

a,b,c, iy, tho, ..., i,_o € R ifadesini saglar.
(i) (a(s),N;) =p;, i =1,2,...,n—2, u;, € R dir.
ispat.
(i) a(s) = MT + pyNv + poNy + ... + p,_oNy,—o oldugundan dolayi, her iki
yanin 7T teget vektorii ile i¢ carpimi alinirsa,
(a(s), T) = (s + b)(T,T) + py (N1, T) + po{No, T) + .. + 1, _o(N—2, T),

elde edilir. (T,7) =1 ve (N, T) = (No,T) = ... = (N,—2,T) =0
oldugundan dolay1, («(s),T") = (s+b) esitligi bulunur. Bu durumda, a=a/(s)

egrisinin tegetsel oldugunu gosterir.

(i) p(s) = ||a(s)| uzaklik fonksiyonunu elde etmek igin, a(s) = M7 + py Ny +
toNo + ... + p,, 9Ny _o esitliginin her iki yaniin «(s) egrisi ile i¢ ¢arpimi

alinir. Sonug olarak,

=2
(a(s),a(s)) = a(s)|P= (s +b)*+ > _ pi,
i=1
b, py, foy ..oy Hy,_o € R bulunur.

(iii) Ispati yapabilmek icin a(s) = AT + iy Ny 4 prgNo + ...+ ft,, 5N, _o egrisinin

sirast ile Ny, Ny, ...N,_5 ile i¢ carpimi alinir. N ile i¢ ¢arpimu,
{a(s), Ni) = (s 4+ b)(T, N1) + puy (N1, N1) 4 po(Na, N1) + oo+ iy, o (No—2, N1),
ve (T, N7) = (No, Ny) = ... = (N,,_o, N7) =0, (Ny, Ny) = 1 oldugundan
dolay1, (a(s), N1) = p, = sabit elde edilir. Ayrica,
(a(s), No) = o = sabit, ..., {a(s), Ny_2) = p,,_o = sabit,
tir.
|
Sonug 5.1 a(s) = (s+¢)T + puy N1+ ... + pt,,_oN,—o igin p,; katsayilari sabittir.

Fakat, R? de, (Ilarslan ve Negovi¢ 2008) cahismasindaki B, By katsayilari ve R”

de, (Cambie vd. 2016) deki, By, B, ..., B, _» katsayilar1 fonksiyonlardir.
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5.2 RMF ye gore Acilim Acis1 ve Ag¢ilim Uzunlugu

Bu boliimde, R™ de, Rotation minimizing catiya gore kapal regle yiizeylerin aci-

lim agis1 ve agilim uzunlugu hesaplanacaktir.

R™ de, v = a(s) birim hizh regiiler bir egri olsun. [ 7T'(s)ds direction egrisi iize-
rinde, Rotation minimizing ¢atinin tiirev formiilleri agagidaki gibi genellestirilir:

T/(S) 0 ]{?1 ]{?2 k’n_g kn—l T(S)
Nys) | | ke 00 0 0 Ny(s) 52)
N;_2(8> —k‘n_g 0 0 0 0 Nn_z S)
| N;zfl(s) —k?n,1 0 0 0 0 anl(S)

Burada, ki, ..., k,—1, | T(s)ds direction egrisinin, Rotation minimizing egrilikleri-

dir.

Simdi, n-boyutlu Oklid uzayinda kapali regle yiizeyin acilim uzunlugu ve acilim

agisini hesaplayalim. Uzayin boyutu dikkate alinirsa,

(nﬁ2> :@’

farkl regle yiizey elde edilir. n-boyutlu Oklid uzayinda, ayr1 ayr1, biitiin regle yii-
zeyleri incelemek miimkiin olmadigindan bu durumlari iki farkl gruba ayiracagiz.
Durum 1. R" de, @ = «(s) birim hizh regiiler bir egri ve [ T(s)ds direction egrisi

tizerinde, {T, Ny, ..., N,,_1} Rotation minimizing ¢ati olsun.
¢ =a(s) +uT 4+ usNy + ... + up_oN,_3,
kapali regle yiizeyi verilsin. Bu durumda, kapali regle yiizeyin ortogonal yoriingesi,
B=a(s)+ fils)T+ fa(s)Ni + ... + fu-2(8) N3, (5.3)

seklindedir. Burada, fi, fa, ...,fn_2, reel degerli fonksiyonlardir. Denklem (5.3)

in her iki tarafinin tiirevi alindiginda ve ayrica, § yoriingesi ortogonal yoriinge
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oldugundan,

f{:klfQ + ...+ kn—3fn—2 - 17
fé:_klfh
fé:_kah

7/172:_kn73f17

\

lineer diferensiyel denklem sistemi elde edilir. Sonug olarak, bu kapali regle yiize-

yin a¢ilim uzunlugu,

f{ (do, X) = 7{ (T, T)dsT + 7{ (T, Ny)dsNy + ... + 7{ (T, Nn_3)dsN,_s,

ve

L= \/(7{@, T)ds)? + (f@, NyYds)? + . + (j{(_r, N, _)ds)? = fds,

elde edilir. Bu kapali regle yiizeyin agilim agisi,

6, = / "INy (5), N () ds = 0,

olarak elde edilir.

Uyar1 5.1 Dikkat ediniz ki, eger verilen kapali regle yiizey T teget vektor alanini

igeriyorsa, acilim uzunlugu her zaman L = § ds ve agilim agis1 0 dur.

Durum 2. R" de, @ = a(s) birim hizh regiiler bir egri ve [ T(s)ds direction

egrisi iizerinde, {T, Ny, ..., N,,_1} Rotation minimizing ¢at1 olsun.
¢ = Oé(S) + U1N1 + ...+ Uananm

kapali regle yiizeyi verilsin. Bu durumda, bu kapal regle yiizeyin ortogonal yo6-

riingesi,
B = a(s) + fi(s)N1 + fo(s)Na + oo+ foa(s) Vo, (5.4)

seklindedir. Burada, f1, fa, ...,fn_2, reel degerli fonksiyonlardir. Denklem(5.4) iin
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her iki tarafinin tiirevi alindiginda ve 3 yoriingesi ortogonal yoriinge oldugundan,

/

f1=0,
f2=0,
f5=0,

/ .
n72_07

\

lineer diferensiyel denklem sistemi elde edilir. Buradan,
fl - A17 f2 - AZ; f3 - A37 D) fn—2 = An—Qa A17A27A37 "'7ATL—2 € R7

oldugunu lineer diferensiyel denklem sisteminden kolayca gorebiliriz. Sonug ola-

rak, bu kapal regle yiizeyin acilim uzunlugu,

f{ (dov, X ) = f (T, Ny)dsN, + f (T, No)dsNy + ... + 7{ (T, Ny_s)dsN,_o,

ve

L= \/(]&T, Ny)ds)? + (%(T, Ny)ds)? + .. + (%(T, N, o)ds)? = 0,

elde edilir. Bu kapali regle yiizeyin a¢ilim agisi,

0, = /t p(T’(s), No_1(s))ds = ky_1,

olarak bulunur.

Uyar:1 5.2 Dikkat ediniz ki, eger verilen kapali regle yilizey T teget vektor alanini
icermiyorsa, a¢ilim uzunlugu her zaman L = 0 ve acilhm acist k;,7:1,2,...,n — 1
dir.
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5.3 Rektifiyan Tipli Egriler ve Rotation Minimizing Cati

[ &ds tizerinde, {&;,£,, .., &, } Rotation minimizing ¢atisinin genellegtirilmig hali

agagidaki gibidir:

A0 H R T A e B S

&(s) k1 0 ... 0 0 €5(s)

Gs) | _| —k 0 U L
5271(5) _Enﬂ 0 .. 0 0 fn—1(5)

&) | [ “Faa 0 0 00 || &(s)

burada ki, ka, ..., kn_1, J &1ds direction egrisinin Rotation minimizing egrilikleri-
dir.
Simdi, bu n boyutlu Rotation minimizing ¢atiy1 kullanarak rektifiyan tipli egrileri

genellestirecegiz.

Tanim 5.1 {&;,&,,...,&,} catisy, @ = [ & ds direction egrisi iizerinde, Rotation
minimizing ¢at1 (yani Frenet tipli ¢at1) ve fi(s), fo(s), ..., fu_1(s), diferensiyelle-

nebilir fonksiyonlar olmak iizere, rektifiyan tipli egri,

Uy = fi(s)€a(s) + f2€s(s) + . + fu1&(s),
agagidaki gibi simiflandirilabilir:
(i) Eger fo(s) = ay = sabit, ..., fn_1(s8) = a,_o = sabit ise,
01 = fi&s(s) + a1&s(s) + ... + an—2&,(8), @a1,...,an_2 € R,
egrisine 1.tip rektifiyan tipli egri denir.
(i) Eger fi(s) = by = sabit, f3(s) = by = sabit, ..., f_1(s) = b,_o = sabit ise,
g = 0185(8) + fa€3(5) + 0264(8) + ... + bn2,(5),  b1,.,0p 2 ER,

egrisine 2.tip rektifiyan tipli egri denir.
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(iii)

Eger fi(s) = ¢1 = sabit, ..., fr_o(s) = cp_o = sabit ise,
Pn = 6152(‘9) + 0253(8) +...+ fn—lgn(8)7 C1y..sCn—2 € Ra

egrisine (n-1).tip rektifiyan tipli egri denir.

Teorem 5.4 {,&,,....¢,} catisy, = [ & ds direction egrisi iizerinde, Rotation

minimizing ¢ati (yani Frenet tipli ¢at1) ve fi(s), diferensiyellenebilir fonksiyon

olmak {izere,

= [1(8)E(8) + a1&5(8) + .. + an—28,(8), a1, ...,a, 2 € R,

1.tip rektifiyan tipli egri olsun. Eger ¢ rektifiyan tipli egri ise, bu durumda,

agagidaki maddeler saglanir:

(1)

(i

(iii)

&1%2 + ...+ a,n_QEn_l

E )§2+a1§3+...—|—an_2§n, A1y .oy Qp_9o € R,
1

¢1:_(

egrisi rektifiyan egridir.

Eger

GIEQ + ...+ CLn_QEn_l
ks

fi=—(

)=s4+0b, a1,...ap_o ve beER,
ise, bu durumda, ¢, = f &,ds egrisi rektifiyan egridir.

Eger

CL1E2 + ...+ &n,QEn,1

flz_( El

) = c3 = sabit, c3 € R,

ise, bu durumda, ¢,(s) = U = ¢3€y + a15 + ... + an_&,,, sabit vektordiir,
Dahasy, [&,ds, [&sds,..., [ €,ds direction egrileri eksenleri U olan helisler-
dir.

Eger

a1E2 + ...+ (ln_gEn_l

f1:_< El

) = tans,

ve al +a3+ ...+ ai_g =1 ise, bu durumda

() = sec Y (s),
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ve Y (s) € S"! dir. Boylece, 9, 1.tip rektifiyan tipli egrisi, kiiresel egriden
elde edilir (yani, Y'(s) kiiresel egrisinden). Bu durum, Chen’in kogullariyla

tutarhdir (Chen 2003, Chen ve Dillen 2005, Chen 2017, Chen 2016).
Ispat. Ispat, Teorem (4.12) nin ispatindaki gibi yapilir. m
Onerme 5.1 (Bishop 1975, Da Silva 2019) da, eger
arky 4 .+ ap1kpq+1= 0, a,...,a,_1 € R,

ise, [&,ds direction egrisi kiiresel egridir denilmigtir. Gergekten, eger [ ds di-

rection egrisi kiiresel bir egri ise, bu durumda [ &;ds direction egrisi,

/flds =&y + axls+ ... +an1&,, a1,...,a,-1 €R,

seklinde yazilabilir. Bu esitligin her iki tarafinin tiirevi alinirsa, bu durumda
61 = (—G/lEl — G/QEQ e 3 an_lEn_l)fl,

elde edilir. Boylece, arki+...+an_1kp1+1 = 0, ay,...,a, 1 € Resitligi bulunur.

Ayrica, || [ & ds||*=r? = af + ... + a2_, dir. Burada, r, kiirenin yarigapidir.

Uyar: 5.3 2.tip rektifiyan tipli egriler igin,

biki+ .. 4 byokn_1

fo = -

),

ve (n — 1). tip rektifiyan tipli egriler igin,

01E1 + ...+ Cn,QEn,Q
Enfl

fnfl :_( )7

olarak elde edilir. Teorem (4.12) de, 1.tip rektifiyan tipli egriler i¢in verilen so-

nuclar rektifiyan tipli egrilerin diger tipleri i¢inde kolayca verilebilir.
5.4 RMF nin Yardimiyla Ozel Egrilerin Karakterizasyonu
5.4.1 Rotation Minimizing Cat1 ve Helisler

a: I C R — R" herhangi bir birim hizli egri ve {T, N, V3, ..., V,,}, a birim hizh

egrisinin Frenet catisi olsun. ky, ks,..., ve k,_1, « egrisinin asli egrilikleri olsun. «
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T'(s) 0 kk 0 0 .. 0 0 T(s)
N'(s) —ki 0 ke O .. 0 0 N(s)
Vi(s) B 0 —ky 0 ks 0 0 V3(s)
V! i(s) 0 0O 0 0 .. 0 kn_1 Vio1(s)
VI(s) | 0 0 0 0 .. =kt 0 || Via(s)

[ N(s)ds direction egrisi boyunca Rotation minimizing ¢atimn genel hali agag-

daki gibidir:

NI(S) 0 El . En_g —]{51 N(S)
Nj(s) —k 0 0 0 Ni(s)
Né(S) v —k’g 0 0 0 NQ(S)
N!_,(s) ~kno O .. 0 0 N, _2(s)
T'(s) k1 0 .. 0 0 T(s)
Burada, k1, ks, ..., kn_o ve k;, Rotation minimizing egriliklerdir. Ayrica,

Sk =k R
1=1

dir ve kq, ko sirasiyla « egrisinin egriligi ve torsiyonudur.

Teorem 5.5 R™de, ky, ko, ... k,_1 sifirdan farkli Frenet egriliklerine ve El, Y
ve k; sifirdan farkhh Rotation minimizing egriliklerine sahip o : I C R — R" her-
hangi bir birim hizli egri olsun. Bu durumda, 7 =MT + XNy + oo + MmNy

eksenine sahip « egrisi genel helisdir ancak ve ancak
Mk = daki + .+ Ac1kn_o,
esitligi saglanir. Burada, A;, Ao, ..., A\, 1 sabittir.
ispat. Teorem (4.13) iin ispatinda yapildigi gibi ispatlanir. =

Uyar:1 5.4 H.A. Hayden (Hayden 1931), tek boyutlu uzaylar i¢in helisin ekse-

ninin Frenet vektorleri ile sabit aci yaptigini soylemektedir. Fakat, ¢ift boyutlu
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uzaylarda bunu sylemenin zor oldugunu ifade etmektedir. Ilk defa, burada, R"
de, helisin ekseninin egrinin Rotation minimizing c¢at1 vektorleri ile sabit ag1 yap-

t1g1 sOylenmigtir.

Teorem (5.5) i gostermek i¢in, alt uzaydan R® den bir 6rnek verebiliriz.

Ornek 5.1 R? de, a—a(s), birim hizli egri olsun.

N'(s) 0 7 —k N(s)
B'(s) |=| -7 0 0 B(s) |,
T'(s) k 0 0 T(s)

{N, B, T} catisi, a=a(s), birim hizhi egrisi iizerinde Frenet catisidir. Ayrica, bu
cat1 [ Nds direction egrisi iizerinde Rotation minimizing ¢atidir. Dahasi, « egrisi

helisdir ancak ve ancak
(T',U) = sabit,
ve ekseni
7 = cosT + sin 6B,

dir. Burada, \; = cosf ve Ay = sinf dir. Gergekten, ki =T ve k; = k aliirsa,
Mok1 — Mk1 = 0 bulunur. Bu esitlik, o egrisinin helis oldugunu ve ekseninin de

U= MT + Ao B oldugunu gosterir.
5.4.2 Rotation Minimizing Cat1 ve Rektifiyan Egriler

Bu béliimde, R™ de, Rotation minimizing ¢atiy1 kullanarak rektifiyan egrilerin

yeni bir karakterizasyonunu verecegiz.

Teorem 5.6 R" de, a herhangi bir egri, {T, N, V;, ...,V } ¢atis1 bu egrinin Fre-
net catisi ve ki, ko de sirasiyla bu egrinin egriligi ve torsiyonu olsun. Ayrica,
{N,Ni,..;N,—2,T} catis1 da [ N(s)ds direction egrisi iizerinde Rotation mini-

mizing cat1 (RMF), {ki, ..., k,_o, k1}, Rotation minimizing egrilikleri,

[\

R =Kk

(2

@
Il
—
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olsun ve « egrisi helis olmasin. Bu takdirde,

Mk1+ oo+ Apokn_o
k1

B(S) = ( )T+)\1N1—|—...+)\n_2Nn_2,
R"™ de, rektifiyan bir egridir. Burada, Ai, \o, ..., A\, sabittir.

ispat.

oldugundan, S, =T ve By = FN, (8, 8y) = 0 olarak elde edilir. Yani, 5 egrisi
rektifiyan bir egridir. Ote yandan, s parametresi 3 egrisinin yay parametresi olsun.

Eger

Mk + ..+ Ap_okno
s = + ¢,
Ky
ise, [|5]|= v/s? + c18 + co = f(s) bulunur. Bu durum, yine, § egrisinin rektifiyan

bir egri oldugunu gosterir. m

Sonug 5.2 n =4 igin,

>\1E1 + )\2%2

5(8) = ( L )T+)\1N1—|—)\2N2,
1

olarak bulunur. Bu egitlikte, \; = 0 ve Ay = 1 alinirsa, (Deshmukh vd. 2017) deki

Teorem(3.1) bulunur.

Sonug 5.3 R" de, o herhangi bir egri, {T, N, V3, ..., V,} catis1 bu egrinin Fre-
net catisi, ki, ko de sirasiyla bu egrinin egriligi ve torsiyonu ve s parametresi
egrisinin yay parametresi olsun. Ayrica, {N, Ny, ..., N,,_5, T} catist da [ N(s)ds

direction egrisi iizerinde Rotation minimizing cati (RMF), {k1, ..., kn_2, k1}, Ro-

tation minimizing egrilikleri,

olsun. Ayrica, [ egrisi,

MkEi 4 oo+ Mokno

() = ( .

)T + M Ny + oo+ Ao N,y o,

seklinde verilsin. Aq, A, ..., \,_1 sabittir. Bu durumda, § egrisi icin agagidakiler

sOylenir.
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(2)

Eger

M1+ oo+ Ap_okn_o

i = sabit,

ise, bu takdirde, 5(s) egrisi rektifiyan egridir.

Eger

Mki 4 o+ Aok
k1

= sabit =c¢, c € R,

ise, bu takdirde, 5(s) = ¢I' + ANy + ... + A\,_2N,,_2 oldugundan sabit
vektordiir. Sonug olarak, a(s) egrisi 8(s) = U eksenine sahip bir helisdir.
Bu U ekseni, {N, Ny, ..., N,,_o, T} ortonormal ¢atismin her bir vektorii ile

sabit ac¢1 yapar.

Eger

Mk1 oo + Ap—okn_o
Ky

=540,

ise, [ egrisi « egrisiyle aymidir. Yani, § = « dir. « egrisi rektifiyan egri ise,
a(s) = (s+b)T(s) + ANy + ... + A\p_aN,,_o seklindedir. Ayrica,

Mki+ oo+ Apokn_o

B= kr1

)T + )\1N1(S) + ...+ )\n_QNn_Q(S)),
oldugundan, boylece, o = [ olarak elde edilir.

Eger

Mk1+ oo+ Ap—okn_o
k1

= tan s,
ve
2 2
)\1 —|— e + >\TL72 == 17

ise,

1
p= (sin sT'(s) + Ay cos sNi(s) + ... + A2 cos sN,,_o(s)),
oS

olarak bulunur. Boylece,

Y (s) =sinsT(s) + A1 cos sSNi(s) + ... + A2 cos SN,,_»(s),

ve Y(s) € St dir.
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5.4.3 Kiiresel Egrilerin RMF nin Yardimiyla Karakterizasyonu

Teorem 5.7 R" de, a herhangi bir egri, {T, My, ..., M,,_1} catisi, a egrisi bo-
yunca Rotation minimizing ¢ati1 (RMF) ve my, ..., m,_; Rotation minimizing eg-

rilikler olsun.
a(s) = MM+ ...+ N\ M, g,
egrisi, R" de, kiiresel egridir ancak ve ancak
Amy 4 o+ Apomy_1+1 =0,
A € R dir.
Ispat. R" de,
als) = MMy + ...+ A1 Mo, (5.6)
kiiresel bir egri olsun. Denklem (5.6) nin her iki tarafinin tiirevi hesaplanirsa,
T=XNM + ..+ XN, M, 1+ (=Ximi — ... — Ap_1my_1)T,
bulunur. A\; € R oldugundan dolayn,
NMy+ ..+ N, M, =0,
ve
—Amy — .. — Ao 1Myq = 1,
olarak elde edilir. Boylece, R™ de, «(s) egrisi kiiresel bir egridir. Tersine,
Amy 4 o+ Apimy—1 +1 =0,
ve \; € R ise,

OZ(S) = /\1M1 + ...+ )\n—an—la

kiiresel bir egridir. Ciinkii, ||a(s)|]*= \/Af + ...+ A2, = r? dir. Ispat tamamlan-

mig olur. m
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Ornek 5.2 {N, Ny, N,, T} catisi, | Nds direction egrisi boyunca Rotation mini-
mizing ¢atidir. \;7 + Aok = 1 dir ancak ve ancak [ Nds direction egrisi kiiresel
egridir.

n = 3 i¢in, kiiresel egrilerin bir uygulamasini sonug olarak yazabiliriz.

Sonug 5.4 R?® de, a herhangi bir egri, {T, N, B} catis1 bu egrinin Frenet ¢a-
tis1 olsun. Bu cati, 5 = [ Nds egrisi boyunca Rotation minimizing catidir. Bu

durumda, « egrisi Bertrand egrisidir ancak ve ancak [ egrisi kiiresel egridir.

Ispat. o egrisi Bertrand egrisi olsun. Bu takdirde, A\{x 4+ \o7 = 1 geklinde yazilir.
{T, N, B} ¢atis, 8 = [ Nds egrisi boyunca Rotation minimizing ¢ati oldugundan
dolay1, m; = 7 ve my = —k bic¢iminde yazilabilir. Sonuc olarak, A\;ym; —Aamy =1
dir. A; ve Ay sabit oldugundan dolay1r A\ym; + Aamo = 1 yazilabilir. Yani, 3 egrisi
kiiresel egridir. m

Simdi, kiiresel egrilerden Izumiya tarafindan elde edilen Bertrand egrilerini kul-

lanarak yukaridaki teoremi dogrulayacagiz.

Ornek 5.3 7(t) egrisi birim hizli herhangi bir kiiresel egri olsun.
t t
at) = a/ y(t)dt + acot@/ s(t)dt + c,

50 50
egrisi Bertrand egrisidir (Izumiya ve Takeuchi 2004). Burada a, 6 sabit sayilar
ve ¢ sabit vektordiir. N vektorii normal vektor olsun. Bu durumda, § = [ Nds
egrisinin kiiresel egri oldugunu gosterelim. Sagirtic1 bir gekilde, bu egrinin v egrisi
oldugunu goérecegiz.

Bertrand egrisi icin, « egrisinin normal vektoriinii hesaplayacagiz.
o' = ay+acotfs,

ve kiiresel egri i¢in Sabban catist (yani, S? nin),

/

7(s) 0 1 0 (s)
Vi) | = -1 0 k Y(s) |
S(s) 0 —k, O S(s)

seklindedir.Teget vektorii,
o 1

T pr— p—
/|l 1+ cot?6

(7 4 cot 0S) = sinO(y + cot 05),
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ve normal vektorii,
T /
N = =7
bulunur. Sonug olarak, a = [ +/dt = ~(t) elde edilir. a egrisinin birim hizh kiiresel
bir egri oldugunu biliyoruz. Herhangi bir egri Bertrand egrisi ise, bu durumda,
onun normal vektoriiniin integral egrileri kiiresel egrilerdir. Tam tersine, Izumiya
kiiresel egriden Bertrand egrisi elde etmigtir. Burada ise, Bertrand egrisinden

kiiresel bir egri elde edilmistir. Boylece, Sonug (5.4) dogrulanmig olur.
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6. R} MINKOWSKI UZAYINDA CATI HAREKETLERI

6.1 Fermi-Walker Tiirevi ve Cat1 Hareketleri

Ik olarak, 3 boyutlu Lorentz-Minkowski uzay1 R3 de, Normal Fermi-Walker tii-
revinin Fermi-Walker tiirevi yardimiyla tanimini verecegiz. Ardindan, Normal
Fermi-Walker tiirevini spacelike egriler, timelike egriler ve lightlike egriler i¢in

inceleyecegiz.

Tanim 6.1 3 boyutlu Lorentz-Minkowski uzay1 R? de, 8 : M C R — R} birim

hizh egri ve X, ((s) egrisi boyunca bir vektor alani olsun. Bu durumda,

DX dX

= — —¢(N,X)N' +¢(N', X)N,

Ds ds

I

%—X tiirevi Normal Fermi-Walker Tiirevi olarak adlandirilir. Burada, N:m,
s

Frenet ¢atisinin normal vektoriidiir ve (N, N) = ¢ = +1 dir.
6.1.1 Alternatif Hareketli Cat1 ve Normal Fermi-Walker Tiirevi

Lemma 6.1 3 boyutlu Lorentz-Minkowski uzay1 R de, 3 : M C R — R3 bir
uzay egrisi ve X, ((s) uzay egrisi boyunca bir vektor alani olsun. Bu durumda,

Normal Fermi-Walker tiirevi alternatif hareketli ¢atiya gore agagidaki gibi tanim-

lanir. R
DX dX
— = e (W AX)
ispat.
DX dX dN dN
— = — — (N, X)— —, XO)N
e~ ds 6<’>d3+€<ds’>’

dN
esitligi normal Fermi-Walker tiirevinin tamimidir. Bu egitlikte, i fC tiirevi
s

yerine konulur ve gerekli iglemler yapilirsa,

DX dx
- = — WAX
elde edilir. m
Bir vektor alaninin normal Fermi-Walker tiirevine gore normal Fermi-Walker pa-

ralel olma kogullarini inceleyecegiz.
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Teorem 6.1 3 boyutlu Lorentz-Minkowski uzay1 R? de, 5(s) birim hizh spacelike
egri ve N, C' ve W vektor alanlart sirasiyla timelike asli normal vektor, spacelike
vektor ve spacelike Darboux vektor olsun. X = A\ N + A\C + AW, 5(s) egrisi
boyunca vektor alani olsun. Bu X vektor alani, () egrisi boyunca normal Fermi-

Walker tiirevine gore normal Fermi-Walker paralel’dir ancak ve ancak,

A1(s) = sabit,

Ao(8) =1 cos(/lsg(s)ds) + ¢ Sin(/lS g(s)ds),
A3(s) = e cos(/lsg(s)ds) - sin(/lsg(s)ds),

dir. Burada, \;, Ay ve A3 reel parametreleri siirekli diferensiyellenebilir fonksiyon-

lardar.

Ispat. =: 3 boyutlu Lorentz-Minkowski uzay1 R? de, X vektor alani, 5(s) egrisi
boyunca normal Fermi-Walker tiirevine gore normal Fermi-Walker paralel olsun.
N, C ve W vektor alanlart sirasiyla timelike asli normal vektor, spacelike vektor

ve spacelike Darboux vektor oldugundan dolayz;

N'(s) = f(s)C(s),
C'(s) = f(s)N(s) + g(s)W (s),

ve
NAC =W,
CAW = —N,
WAN = C,
dir. Ayrica,
(N,N) =€=—1,
dir. Normal Fermi-Walker tiirevi,
DX dX
—_—=— WAX
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seklinde ifade edilir. X vektor alani normal Fermi-Walker tiirevinde yerine yazilir

ve denklem diizenlenirse,

DX  d\ dXo d)s
T ()N (222 8 W.
B (ds) + ( s 9(8)A3)C =+ ( 7 + g(s) X)W,

elde edilir. R? de, X vektdr alan1 3(s) egrisi boyunca normal Fermi-Walker tiire-

DX
vine gore normal Fermi-Walker paralel oldugundan dolayz, ﬁ—:O dir.

s
Boylece,
dX\;
1
ds ’
dNs
— — A3 =0
ds g(S) 3 ;
d3
— A =0
o + g(S) 2 )

diferensiyel denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi ¢oziiliirse,

A1(s) = sabit,
Ao(s) = cos(/1 g(s)ds) + co S.in(/1 g(s)ds),
A3(s) = ¢ Cos(/lsg(s)ds) - sin(/lsg(s)ds),

elde edilir.

<=: 3 boyutlu Lorentz-Minkowski uzay1 R? de, X = \{N + \C + A\3W vektor
alani, 0 = ([ g(s)ds),

A1(s) = sabit,
Ao(s) = ¢1cos B + cosin b,

A3(s) = cacos — ¢ sin b,

olsun. Normal Fermi-Walker tiirevi,

DX dX
- = WAX

dir. X vektor alant normal Fermi-Walker tiirevinde yerine yazilir ve denklem

diizenlenirse,
DX  d\ d)o d)\s
T ()N (222 8 W.
P (ds) + ( T 9(s)A3)C + ( 7 + g(s)A2) W,
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elde edilir. 8 agisi, A\;, Ao ve A3 reel parametreleri yerine konulursa,
DX
—= = 0,
Ds

bulunur. Bu durumda, X vektor alanimin [3(s) egrisi boyunca normal Fermi-

Walker tiirevine gore normal Fermi-Walker paralel oldugunu gosterir. Bdylece

ispat tamamlanmig olur. m

Teorem 6.2 3 boyutlu Lorentz-Minkowski uzay1 R? de, 3(s) birim hizli timelike
egri ve N, C' ve W vektor alanlar: sirasiyla spacelike asli normal vektor, spacelike
vektor ve timelike Darboux vektor olsun. X = AN + X\C + AW, (B(s) egrisi
boyunca vektor alani olsun. Bu X vektor alani, 5(s) egrisi boyunca normal Fermi-

Walker tiirevine gore normal Fermi-Walker paralel’dir ancak ve ancak,

A1(s) = sabit,
Aao(8) =1 cosh(/1 g(s)ds) + c2 sinh(/1 g(s)ds),
A3(s) = —¢4 sinh(/lS g(s)ds) — co COSh(/IS g(s)ds),

dir. Burada, A;, Ay ve A3 reel parametreleri siirekli diferensiyellenebilir fonksiyon-

lardar.

Teorem 6.3 3 boyutlu Lorentz-Minkowski uzay1 R? de, 3(s) birim hizh lightlike
egri ve N, C ve W vektor alanlart sirasiyla spacelike asli normal vektor, lightlike
vektor ve lightlike Darboux vektor olsun. X = AN + \C + AW, B(s) egrisi
boyunca vektor alani olsun. Bu X vektor alani, 5(s) egrisi boyunca normal Fermi-

Walker tiirevine gore normal Fermi-Walker paralel’dir ancak ve ancak,

Ai(s) = —c1gsinh(y/gs) — cag cosh(\/gs) + cs,
A2(s) = \/g(c1 cosh(y/gs) + casinh(,/gs)),
A3(s) = ¢q sinh(y/gs) + ¢z cosh(1/gs),

dir. Burada, \;, Ay ve A3 reel parametreleri siirekli diferensiyellenebilir fonksiyon-

lardar.

Simdi, yeni bir teorem verecegiz.
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Teorem 6.4 3 boyutlu Lorentz-Minkowski uzay1 R? de, 3(s) spacelike genel helis
ve X = M N+ XC + AW, B(s) egrisi boyunca vektor alani olsun. Bu durumda,
X vektor alani, 3(s) egrisi boyunca normal Fermi-Walker tiirevine gore normal

Fermi-Walker paralel’dir. A\, Ay ve A3 reel parametreleri sabittir.

Ispat. 3 boyutlu Lorentz-Minkowski uzayr R? de, [3(s) spacelike genel helis
ve X = M N 4+ XC + AW, B(s) egrisi boyunca vektor alani olsun. Ayrica, N,
C ve W vektor alanlar sirasiyla timelike asli normal vektor, spacelike vektor ve
spacelike Darboux vektor olsun. Elde edilen alternatif hareketli cati denklemleri
ve alternatif hareketli catinin Lorentzian vektorel carpimi normal Fremi-Walker
tiirevinde yerine konulursa, bu durum da,

DX dX

e — X
Be — a5 W AX),
DX
S
= g()\2W - )\30),

elde edilir. B(s) egrisi spacelike genel helis oldugundan dolay1, g = 0 dir. Boylece,
DX
Ds
Fermi-Walker tiirevine gore normal Fermi-Walker paralel oldugunu gosterir. m

= 0 bulunur. Bu durumda, X vektor alaninin, §(s) egrisi boyunca normal

Dahasi, 3 boyutlu Lorentz-Minkowski uzay1 R$ de, 3(s) egrisi timelike genel helis,
N, C' ve W vektor alanlar: sirasiyla spacelike asli normal vektor, spacelike vektor
ve timelike Darboux vektor oldugunda, bu durum da, yine X vektor alam, 5(s)
egrisi boyunca normal Fermi-Walker tiirevine gore normal Fermi-Walker paralel-

dir.

Teorem 6.5 3 boyutlu Lorentz-Minkowski uzay1 R? de, 3(s) lightlike genel helis
ve X = M N + XC + A\3W, 5(s) egrisi boyunca vektor alani olsun. Bu durumda,
X vektor alani, 5(s) egrisi boyunca normal Fermi-Walker tiirevine gére normal

Fermi-Walker paralel degildir. A\, A\ ve A3 reel parametreleri sabittir.

Ispat. 3 boyutlu Lorentz-Minkowski uzay1 R? de, ((s) lightlike genel helis ve
X = MN + \C + A3W, [B(s) egrisi boyunca vektor alani olsun. Ayrica, N, C
ve W vektor alanlar1 sirasiyla spacelike asli normal vektor, lightlike vektor ve

lightlike Darboux vektor olsun. Elde edilen alternatif hareketli ¢cat1 denklemleri
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ve alternatif hareketli ¢atinin Lorentzian vektorel garpimi Lemma (6.1) de yerine
konulursa, bu durum da,
DX

= g()\QN — )\30) — )\QI/I/,
Ds

elde edilir. B(s) egrisi lightlike genel helis oldugunda, yani g = 0 olsa bile, yine de

DX
o # 0 bulunur. Bu durumda, X vektor alaninin, 8(s) egrisi boyunca normal
s

Fermi-Walker tiirevine gore normal Fermi-Walker paralel olmadigini gosterir. m

Ornek 6.1 3 boyutlu Lorentz-Minkowski uzay1 R? de, {N,C, W} alternatif ha-
reketli ¢at1 vektorleri timelike ya da spacelike genel helis boyunca normal Fermi-

Walker tiirevine gore normal Fermi-Walker paraleldir.

Simdi, 3 boyutlu Lorentz-Minkowski uzayr R3 de, Oklid paralelizm ile normal

Fermi-Walker paralelizm arasindaki iligkiyi tanimlayacagiz.

Sonug 6.1 3 boyutlu Lorentz-Minkowski uzay1r R? de, X, 3(s) uzay egrisi bo-
yunca bir vektor alani olsun. X vektor alanimin 3(s) uzay egrisi boyunca, normal

Fermi-Walker tiirevi ile Oklid tiirevinin cakigmasi icin gerek ve yeter sart

X =W,
olmasidir. Burada \ sabittir.
Ispat. Lemma (6.1) den dolayn,

DX dX

dir. Burada,

DX dX

Ds B ds’
olmast igin,

X =W,
olmalidir. Tam tersine, eger,

X =W,



ise, bu durumda da,
DX _dX
Ds  ds’

elde edilir. m

Ayrica, Sonug (6.1) e dikkat edilirse, Sonug (6.1) in hem timelike, hem spacelike

hem de lightlike egriler icin saglandigy goriiliir.

{T, N, B} ¢atisi, Fermi-Walker tiirevine gore non-rotating ¢at1 degildir.
Fakat simdi, R? de, hem timelike, hem spacelike hem de lightlike egriler i¢in,
{T, N, B} catisinin normal Fermi-Walker tiirevine gére normal Fermi-Walker non-

rotating cat1 oldugunu gosterecegiz.

Sonug 6.2 3 boyutlu Lorentz-Minkowski uzay1 R? de, 3(s) birim hizl spacelike
egri ve {T',N, B} catist 3(s) egrisi boyunca Frenet ¢atisi olsun. {7 N, B} ¢a-
t1s1, spacelike egriler boyunca normal Fermi-Walker tiirevine gére normal Fermi-

Walker non-rotating c¢atidir.

Ispat. R? de, normal Fermi-Walker tiirevi Tamm (6.1) ve Lemma (6.1) de ve-
rilmigtir. Burada, £(s) birim hizli spacelike egri, T" spacelike vektor, N timelike
asli normal vektor ve B spacelike vektordiir. Tanim (6.1) den, gerekli iglemler
yapilirsa,
DT
— =T —¢(N,T)N' +€¢(N',T)N,
Ds
bulunur. (N,T) =0, T = kN, N' = kT + 7B ve (N, N) = ¢ = —1 oldugundan,
DT
= = O7
Ds

elde edilir. Benzer iglemler diger ¢at1 vektorleri icin yapilirsa,

DN

- — 07
Ds

DB

- — 0,
Ds

bulunur. Boylece, {1, N, B} ¢atisinin normal Fermi-Walker tiirevine gére normal

Fermi-Walker non-rotating cat1 oldugu goriiliir. m
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Ote yandan, R? de, $(s) birim hizh spacelike egri olmasina ragmen, {7, N, B}
catisi, spacelike egriler boyunca normal Fermi-Walker tiirevine gére normal Fermi-
Walker non-rotating cati degildir. Bunun sebebi; 1" spacelike vektor, N spacelike

asli normal vektor ve B timelike vektor olmasidir.

Sonug 6.3 3 boyutlu Lorentz-Minkowski uzayr R? de, 5(s) birim hizhi timelike
egri ve {T, N, B} catis1 3(s) egrisi boyunca Frenet catis1 olsun. {T', N, B} ¢atist,
timelike egriler boyunca normal Fermi-Walker tiirevine gére normal Fermi-Walker
non-rotating catidir. Burada, 7' timelike vektor, NV spacelike asli normal vektor

ve B spacelike vektordiir.

Ayrica, R? de, 3(s) birim hizli lightlike egriyse, {T', N, B} gatis1, bu lightlike egriler
boyunca normal Fermi-Walker tiirevine gére normal Fermi-Walker non-rotating

cat1 degildir.

Sonug 6.4 3 boyutlu Lorentz-Minkowski uzayr R? de, ((s) birim hizhi space-
like egri ve {N,C, W} catis1 53(s) egrisi boyunca alternatif hareketli ¢at1 olsun.
{N,C, W} catisi, bu spacelike egriler boyunca normal Fermi-Walker tiirevine gore

normal Fermi-Walker non-rotating ¢atidir ancak ve ancak g = 0 dir.

Ispat. R? de, B(s) birim hizh spacelike egri, N spacelike asli normal vektor, C
timelike vektor ve W spacelike Darboux vektér oldugundan dolayi, elde edilen
alternatif hareketli ¢atinin denklemleri ve Lorentzian vektorel carpimini Tanim
(6.1) de yerine koyarak, { N, C, W} ¢atisinin, bu spacelike egriler boyunca normal
Fermi-Walker tiirevine gore normal Fermi-Walker non-rotating cati olup olmadi-
g1 gostermek igin agagidaki denklemleri hesaplayacagiz. Tanim (6.1) den, gerekli

islemler yapilirsa,

DN

— = fC — fC+ (fC,N)N,

Ds 3
DN
~—:0,
Ds

bulunur. Benzer iglemler diger cati vektorleri igin yapilirsa,

DC

- = W,
bs "
DW

—_— = C,
Ds g
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bulunur. Burada, { N, C, W} catisinin normal Fermi-Walker tiirevine gore normal
Fermi-Walker non-rotating ¢at1 olmasi igin ¢ = 0 olmasi1 gerekir. Boylece, (5(s)
birim hizli spacelike egrisinin spacelike genel helis olmasi gerektigi goriiliir. Bu

sonug ise, Teorem (6.4) ile aynmidir. =

R3 de, B(s) birim hizli spacelike egri, fakat, N timelike asli normal vektor, C
spacelike vektor ve W spacelike Darboux vektor ise, { N, C, W} ¢atisi, bu spacelike
egriler boyunca normal Fermi-Walker tiirevine gore normal Fermi-Walker non-

rotating gat1 degildir. Ciinkii, {N,C, W} cat1 vektorlerinin tiirev denklemleri,

N'(s) = f(s)C(s),
C'(s) = f(s)N(s) + g(s)W (s),
W'(s) = —g(s)C(s),

seklinde bulunur. N timelike asli normal vektor oldugundan,
(N,N) =€¢= -1,

dir. Normal Fermi-Walker tiirevi

DY _apc,

Ds

dir. Benzer gekilde diger cati vektorlerinin normal Fermi-Walker tiirevleri hesap-

lanirsa,
DC
—= — W,
3 Ds J
DW
—_— = —907
Ds

bulunur. Burada, g = 0 olsa bile, {N,C, W} catisinin spacelike egriler boyunca
normal Fermi-Walker tiirevine gore normal Fermi-Walker non-rotating ¢ati olma-

digr goriiliir.

Sonug 6.5 3 boyutlu Lorentz-Minkowski uzayr R} de, 3(s) birim hizh time-
like egri ve {N,C, W} catis1 5(s) egrisi boyunca alternatif hareketli gat1 olsun.
{N,C, W} catisi, normal Fermi-Walker tiirevine gére normal Fermi-Walker non-
rotating ¢catidir ancak ve ancak g = 0 dir. Burada, N spacelike asli normal vektor,

C spacelike vektor ve W timelike Darboux vektordiir.
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Diger taraftan, 3 boyutlu Lorentz-Minkowski uzay1 R? de, 5(s) birim hizli timelike
egri, NV spacelike asli normal vektor, C' timelike vektor ve W spacelike Darboux
vektor oldugu halde, yine {N,C, W} catisi, normal Fermi-Walker tiirevine gore
normal Fermi-Walker non-rotating ¢atidir. Aksine, 5(s) birim hizh lightlike egri
ise, {N,C, W} catisi, normal Fermi-Walker tiirevine gore normal Fermi-Walker

non-rotating cati degildir.

Sonug 6.6 3 boyutlu Lorentz-Minkowski uzay1 R? de, { N, C, W} catis1, 3(s) bi-
rim hizli spacelike egrisinin alternatif hareketli catis1 olsun. Bu alternatif hareketli
catiya gore, Normal Fermi-Walker tiirevinin Darboux vektori w, = g/N dir. Bu-
rada, IV spacelike asli normal vektor, C' timelike vektor ve W spacelike Darboux

vektordiir.

ispat. 3 boyutlu Lorentz-Minkowski uzay1 R? de, 3(s) birim hizh spacelike egri,
N spacelike asli normal vektor, C' timelike vektor ve W spacelike Darboux vektor
oldugundan dolay1, elde edilen alternatif hareketli ¢catinin denklemleri ve Lorent-

zian vektorel ¢arpimi Tanim (6.1) de yerine konur ve gerekli iglemler yapilirsa,

DN
~—:(JJ*/\N,
Ds
DC
N—:w*/\C,
Ds
DW
— =w, AW,
Ds

elde edilir. Fakat, NV timelike asli normal vektor, C spacelike vektor ve W spacelike

Darboux vektor olursa, bu denklemler saglanmaz. m

Sonug 6.7 3 boyutlu Lorentz-Minkowski uzay1 R? de, { N, C, W} catis1, 3(s) bi-
rim hizh timelike egrisinin alternatif hareketli ¢atisi olsun. Bu alternatif hareketli
catiya gore, normal Fermi-Walker tiirevinin Darboux vektoérii w, = gN dir. Bu-
rada, IV spacelike asli normal vektor, C' spacelike vektor ve W timelike Darboux

vektordiir.

Buna ek olarak, R} de, N spacelike asli normal vektor, C' timelike vektor ve W
spacelike Darboux vektor ise, alternatif hareketli ¢atiya gore, [(s) birim hizh
timelike egrisi boyunca, normal Fermi-Walker tiirevinin Darboux vektérii w, =

gN dir.
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Teorem 6.6 3 boyutlu Lorentz-Minkowski uzay1 R? de, 5(s) birim hizh spacelike
egri, {N,C, W} catisi, B(s) egrisinin alternatif hareketli ¢atisi ve bu alternatif
hareketli ¢atiya gore, normal Fermi-Walker tiirevinin Darboux vektori w, = gN
olsun. Normal Fermi-Walker tiirevinin Darboux vektorii normal Fermi-Walker

tiirevine gére normal Fermi-Walker paraleldir ancak ve ancak g sabittir.

Ispat. Normal Fermi-Walker tiirevinde, w, = gN, Darboux vektorii yerine konu-

lursa,
%: = ddf +ef(W AW,
%‘f - %N +N'g,

elde edilir. NV spacelike asli normal vektér, C' timelike vektor ve W spacelike
Darboux vektor oldugundan dolayi, elde edilen alternatif hareketli ¢atinin denk-
lemleri ve Lorentzian vektorel garpimi Denklem (6.1) de yerine konur ve gerekli

islemler yapilirsa,

fWAWT) = fF(WAgN) = —fgC,

ve
D *
W d(g) N,
Ds ds
Duw* o T .
bulunur. Bu durumda, 5 = 0 dir ancak ve ancak g sabittir. NV timelike asli
s

normal vektor, C' spacelike vektor ve W spacelike Darboux vektor oldugu zaman,

wy # gN dir. Boylece, Teorem (6.6) saglanmaz. m

Teorem 6.7 3 boyutlu Lorentz-Minkowski uzay1 R} de, 3(s) birim hizh timelike
egri, {N,C, W} catisi, B(s) egrisinin alternatif hareketli ¢atisi ve bu alternatif
hareketli ¢atiya gore, normal Fermi-Walker tiirevinin Darboux vektori w, = gN
olsun. Normal Fermi-Walker tiirevinin Darboux vektorii normal Fermi-Walker
tiirevine gore normal Fermi- Walker paraleldir ancak ve ancak g sabittir. Bu-
rada, IV spacelike asli normal vektor, C' spacelike vektor ve W timelike Darboux

vektordiir.
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Bunun yani sira, N spacelike asli normal vektor, C' timelike vektor ve W spacelike

Darboux vektor ise, Teorem (6.7) yine saglanir.

Ornek 6.2 3 boyutlu Lorentz-Minkowski uzayr R? de, {N,C, W} catisi, ((s)
egrisinin alternatif hareketli catisi ve bu alternatif hareketli ¢atiya gore, normal
Fermi-Walker tiirevinin Darboux vektorii w, = gN olsun. [3(s) spacelike ya da
timelike sabit presesyon egri ise, w,, normal Fermi-Walker tiirevine gére normal
Fermi-Walker paraleldir. Aciktir ki, 3(s) sabit presesyon egriyse, f ve o sabittir.
Boylece, g de sabittir.

6.2 Rotation Minimizing Catinin Lorentz Darboux Gostergelerinin

Singiileriteleri

U¢ boyutlu Lorentz-Minkowski uzayr R? de, Izumiya vd. tarafindan egri-yiizey
. . . . . =S =5
catisi i¢in {i¢ tip pseudo-kiiresel Lorentzian Darboux vektor alanlart D, , D, ve

D’ ifade edilmistir (Ito ve Izumiya 2016). Fakat, onlarm bu pseudo-kiiresel Lo-

rentz Darboux vektor alanlarini se¢cmelerinin sebebi belli degildir. Bu boliimde,
ii¢ boyutlu Lorentz-Minkowski uzay1 R? de, pseudo-kiiresel Lorentz Darboux vek-
tor alanlarinin ii¢ tipi Rotation minimizing ¢at1 yardimiyla elde edilmigtir. Bunu
yapmak icin, ilk olarak, genel bir cat1 i¢in eksenleri dondiirerek ii¢ tip Rotation
minimizing catiy1 ve bu ii¢ tip catinin Lorentz Darboux vektor alanlarini elde

edecegiz. Ayrica, bu ii¢ tip catinin Lorentz kiiresel Darboux gosterge egrilerini ve

bu egrilerin singiiler noktalarini inceleyecegiz.

{X(5),Y(s),Z(s)} gatist, v : I — R? birim hizh spacelike egrisi boyunca ortonor-
mal ¢ati olsun. Bu catinin, X ve Y vektor alanlar1 spacelike vektor alanlar: ve 2
vektor alan1 da timelike vektor alanidir. Bu durumda, ¢atinin tiirev denklemleri

agagidaki gibidir:

X'(s) 0 a b X(s)
Y'(s) | =] —a 0 ¢ Y (s)
Z'(s) b ¢ 0 Z(s)

Boylece, {X(s),Y (s), Z(s)} catisinin Darboux vektorii,

Wi(s) =—cX(s)+bY(s) +aZ(s),
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dir. Dahasi, X, Y, Z eksenleri etrafinda bu c¢atinin dondiiriilmesiyle elde edilen

ii¢ tip Rotation minimizing ¢atinin Darboux vektorleri sirasiyla, Wy, Wy ve Wy

dir.

(1)

(i)

X spacelike vektor alanina dik diizlemde, X vektor alaniin etrafinda {Y, 7}
vektor alanlarim (sirasiyla, spacelike ve timelike vektor alanlari) dondiire-
rek, [ Xds direction egrisi iizerinde bir Rotation minimizing ¢at elde ede-

cegiz ve bu catimin Darboux vektorii Wy asagidaki sekildedir.

Wx(s) =bY (s) + aZ(s),

Y spacelike vektor alanina dik diizlemde, Y vektor alamnin etrafinda { X, Z}
vektor alanlarim (sirasiyla, spacelike ve timelike vektor alanlari) dondiire-
rek, [Yds direction egrisi iizerinde bir Rotation minimizing cati elde ede-

cegiz ve bu catinin Darboux vektérii Wy agagidaki gsekildedir.

Wy (s) = —cX(s) + aZ(s),

Z timelike vektor alanima dik diizlemde, Z vektor alaninin etrafinda {X,Y'}
vektor alanlarni (spacelike vektor alanlari) dondiirerek, [ Zds direction
egrisi iizerinde bir Rotation minimizing cati1 elde edecegiz ve bu catinin

Darboux vektorii W, asagidaki sekildedir.

Wy(s) = —cX(s) +bY (s).

Bu sekilde, elde ettigimiz ¢atilar sirasiyla 1.tip RMF, 2.tip RMF ve 3.tip RMF

olarak adlandiracagiz. Daha sonra, bu catilarin kiiresel Darboux gdsterge egrile-

rini tanimlayip onlarin singiiler noktalarini belirleyecegiz.

6.2.1

1.Tip RMF

{X(s),Y(s), Z(s)} catisi, X (s) vektor alani etrafinda saat yoniinde 6(s) = — [ cds

acist kadar dondiiriilsiin. Burada, bu catinin X ve Y vektor alanlar: spacelike vek-

tor alanlar1 ve Z timelike vektor alanidir. Bu durumda,

Pi(s) = cosh0Y (s) +sinh 07 (s),
129



ve
Py(s) = sinh 0Y (s) + cosh 0Z(s),
yazilir. P, ve P nin tiirevleri hesaplanirsa,
P|(s) = (—acosh 6 + bsinh ) X (s),
ve
Pj(s) = (—asinh @ + bcosh ) X (s),

bulunur. Ayrica, burada, p; = —acoshf + bsinh# ve py = —asinh 6 + bcosh 6

alinirsa,
Pi(s) =p1X(s),  Py(s) = p2X(s),
ve
py—pi =b"—a,

elde edilir. Bu ¢atinin tiirev formiilleri:

X'(s) 0 —p1 p2 X(s)
Pl(s) | =|m 0 0 Pi(s) | (6.2)
P;(s) p2 0 0 Py(s)

ile verilir. {X(s), Pi(s), P»(s)} ortonormal ¢atis;, @ = [ X (s)ds egrisi (yani, spa-
celike direction egrisi) iizerinde bir Rotation minimizing ¢atidir ve pq, p2, Rotation

minimizing egriliklerdir. Bu ¢atinin Darboux vektorii,
Wx(s) = paPi(s) — p1Pa(s) = bY (s) + aZ(s),

ve kiiresel Darboux gdstergesi,

= pePi(s) —p1Pa(s)  bY(s) +aZ(s)

WX = - 9
N =

(6.3)
seklindedir. Buradan,

(X, Wx) =0,
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ve
(X', Wx) =0,
oldugundan,
XY =Wg,

elde edilir. Béylece, { X, Wx AX = Uy, W x} catisi elde edilmig olur. X, W € S?
i¢in, bu ¢at1 bir spacelike birim hizli egri olan o = [ X (s)ds egrisi iizerinde bir
Frenet ¢atisidir. Burada,

_ p2Pa(s) — p1Pi(s) _ aY (s) +bZ(s)
Ve e

seklindedir. Buna ek olarak,

Ux

Pi(s) =p1X(s),  Py(s) = p2X(s),

oldugundan,

Pip2 — Papr

W=
X p3 — p}

UX7

elde edilir. Ayrica, burada,

_ PPz — Do

dx
p3 — P}

alinirsa,
W,X = _5XUX7

yazilabilir. Denklem (6.4) de p; ve po Rotation minimizing egriliklerinin tiirev-

lerini yerine koyarak,

ab’ — ba’

6X = —Cc+ m,
bulunur. Boylece, {X, Wx A X = Ux, Wx} catisina gore o = [ X (s)ds spacelike

direction egrisinin egrilik ve torsiyonu,
X — 2 2 _ /12 2
Ko = [|[X'|l=1/p3 — pf = Vb* — a?,

ve

/ o/ ab/_ba/
gy B g b —bd

3 = pi b? —a?
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elde edilir. Dahasi, X spacelike kiiresel egrisi bir birim hizl egri olmadigindan,

{X,Wx ANX =Uyx, Wx} Frenet catisina gore bu egrinin geodezik egriligi,

1
Re|X] = <U ,WX> <UX,W )
X = 1 “y e W
1 5)( Ta
- Ux, —0xUy) = — X = Ta
~y Ve U = T = T

olarak bulunur. Ayrica, o = [ X(s)ds spacelike direction egrisi iizerinde

{X(s),Ux(s), Wx(s)} Frenet catisinin tiirev formiilleri agagidaki gibi verilir:

X'(s) 0  Ka 0 X(s)
Ue(s) | =] ke 0 —74 Ux(s) |- (6.5)
W;(S) 0 —Ta O Wx( )

Frenet catisinin tiirev formiilleri diizenlenirse, bu durumda {Ux (s), X (s), W x(s)}

catist elde edilir. Bu ¢atinin tiirev formiilleri agagidaki gibidir:

Ul (s) 0 Ko —Ta Ux(s)
X'(s) | =] ka 0O 0 X(s) |- (6.6)
W (s) 7o 0 0 Wx(s)

Denklem (6.6) de verilen bu cat1 [ Ux(s)ds timelike direction egrisi iizerinde bir

Rotation minimizing catidir.

Sonug 6.8 {X(s), Pi(s), Ps(s)} ortonormal ¢atisi, [ X(s)ds spacelike direction
egrisi iizerinde bir Rotation minimizing ¢at1 ve p;, ps, Rotation minimizing eg-
rilikleri olsun. Ayrica, bu ¢atinin tiirev formiilleri ve Wx(s) kiiresel Darboux
gostergesi sirasiyla Denklem(6.2) ve Denklem (6.3) de verilmigtir. Bu durumda,

agagidaki durumlar saglanir:

(i) P2 orani sabittir ancak ve ancak W x(s) kiiresel Darboux gdstergesi sabittir.
P o
Buna ek olarak, Wx(s) eksenli [ Pi(s)ds ve [ Py(s)ds spacelike direction

egrileri helisdir.
(ii) po = 0 ancak ve ancak P; biiyiik ¢emberdir.
(iii) p; = 0 ancak ve ancak P, biiyiik ¢emberdir.

Boylece, agagidaki teoremler verilebilir.
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Teorem 6.8 Kabul edelim ki, {Ux(s), X(s), Wx(s)} catist [ Ux(s)ds timelike
direction egrisi iizerinde bir RMF olsun. k. ve 7o, @ = [ X(s)ds spacelike di-
rection egrisi iizerinde {X(s), Ux(s), Wx(s)} Frenet catismin sirasiyla egrilik ve

torsiyonu olsun. Bu durumda,

Ta

Ko
oraninin sabit olmasi i¢in gerek ve yeter kosul [ X(s)ds ve [Wx(s)ds spacelike
egrilerinin,

ToX 4+ koW x

/-2 2
T + KZ

I =

eksenli helis olmasidir.

ispat. Kabul edelim ki, ol sabit olsun. [ X (s)ds ve f W x(s)ds spacelike egrile-
Ra

rinin ekseni,
TaX + koW x

/2 2
T+ KZ

olarak yazilabilir. L ekseninin tiirevi hesaplandiginda,

L =

L R e T e
elde edilir. X' = k,Ux ve W/X = —7,Ux oldugundan, I/ = 0 bulunur. Boylece,
[ X (s)ds ve [ W x(s)ds spacelike egrilerinin ekseni [ Ux(s)ds timelike direction
egrisinin ekseni ile sabit bir ag1 yapar. Sonug olarak, [ X(s)ds ve [Wx(s)ds
egrileri helisdir. Tersine, kabul edelim ki, [ X(s)ds ve [Wx(s)ds egrileri helis
olsun. Bu durumda, [ X(s)ds ve [ Wx(s)ds egrilerinin ekseni (yani, L ekseni)
sabittir. Ayrica, L ekseni sabit oldugundan, L' = 0 oldugu goriiliir. Buradan,

Ta

Y
Ka

orani sabittir. m

Teorem 6.9 Kabul edelim ki, {Ux(s), X(s), W x(s)} ortonormal catis1 [ Ux/(s)ds
timelike direction egrisi iizerinde 1.tip RMF ve k,, 7., Rotation minimizing eg-
rilikler olsun. Varsayalim ki, (ko,7o) # (0,0) olsun. Bu durumda asagidakiler

gerceklenir:
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(i) so noktasmda W x(s) singiiler degildir ancak ve ancak &x(sq) # 0 dir.

(ii) Wx(s) in goriintiisii so noktasinda C' ordinary cusp noktasima lokal olarak
diffeomorfiktir ancak ve ancak dx(sg) = 0 ve §'(sg) # 0 dir. Bu durumda,

X (s0) noktasi bir ordinary inflection noktadir.
ispat.

(i) Farzedelim ki, Wx(s) bir sy noktasinda singiiler olmasin. Bu durumda,
W/X(so) = —0x(s0)Ux(s0) oldugundan, Wi(so) # 0 ve dx(so) # 0 sag-
lanir. Aksine, kabul edelim ki dx(s) # 0 olsun. Bu durumda, Wy (so) =
—6x(50)Ux(80) # 0 dir. Boylece, Wx(s) so noktasmda singiiler degildir.

(ii) Kabul edelim ki W x(s) in goriintiisii sp noktasinda C ordinary cusp nokta-
sina diffeomorfik olsun. X ve Wy egrileri dual egriler oldugundan, Onerme
(2.2) den, biliyoruz ki W x(sq) noktasi sy noktasinda C ordinary cusp nok-
tasma lokal olarak diffeomorfiktir. Ayrica, X (sg) noktasi bir ordinary inf-

lection nokta oldugundan,

dx
’Lig[X] = _li_a =0,
ve
8 ke — Ox KL,
K[ X] = —XT # 0,

saglanir. Boylece, dx(sg) = 0 ve 0’y (s0) # 0 elde edilir. Tersine, dx(sg) = 0
ve ' (s0) # 0 olsun. Bu durumda, ,4[X] = 0 ve #}[X] # 0 bulunur. Bu ise,
X (sp) noktasmin bir ordinary inflection noktasi oldugunu gosterir. Sonug
olarak, Onerme (2.2) den, W x(sq) noktasi sy noktasinda C' ordinary cusp

noktasina lokal olarak diffeomorfiktir. Boylece ispat tamamlanmig olur.

Teorem 6.10 Kabul edelim ki, {Ux(s), X(s), W x(s)} ortonormal atis1 [ Ux/(s)ds
timelike direction egrisi iizerinde 1.tip RMF ve k., 7, Rotation minimizing eg-
rilikler olsun. Varsayalim ki (kq,7) # (0,0) olsun. Bu durumda, asagidakiler

denktir:

(i) Wx(s) sabittir.
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(i) dx(s) =0 dur.
(i) o= [ X(s)ds spacelike direction egrisi diizlemsel bir egridir.

(1v) S? de, X(s) biiyiik gemberin pargasidir.

ispat. Eger Wy (s) sabit ise, bu takdirde W' (s) = 0 dir. Wy (s) = —8x(s)Ux(s)
oldugundan dolay1, dx(s) = 0 dir. Boylece, (i) kosulu saglandiginda, (ii) kogulu
saglanir. Eger dx(s) = 0 ise, dx(s) = 74(s) oldugundan 7,(s) = 0 dir. Bu
durumda, (ii7) kogulu da saglanir. Eger dx(s) = 0 ise, k,[X]| = —i—X oldugundan

ke[ X] = 0 elde edilir. Bu takdirde, X (s) in biiyiik gemberin parcas: oldugu agiktar.

Sonug olarak, (iv) kogulu da saglanmig olur. m

Ornek 6.3 MM, R3 de herhangi bir spacelike yiizey ve v : I — M birim hizh
spacelike egri olsun. Bu durumda, {t(s), g(s),n,(s)} Darboux ¢atisinin tiirev for-

miilleri agagidaki sekilde verilir:

t'(s) 0 Ry(s) mnls) t(s)
gs) | = | —rals) 0 7y(s) 9(s) (6.7)
n,(s) fin(s)  Ty(s) 0 14(5)

Burada, bu c¢atmin ¢(s) ve g(s) vektor alanlari spacelike vektor alanlar: ve n.(s)
de bir timelike vektor alamdir. {t(s), g(s),n,(s)} Darboux catisi saat yoniinde
0(s) = — [ 1,ds ags: kadar ¢(s) spacelike vektor alani etrafinda dondiiriilsiin.
Baylece, {t(s), Pi(s), P2(s)} ortonormal catisi elde edilir. Bu cat1 [ tds spacelike

direction egrisi iizerinde bir RMF dir. Bu ¢atinin Darboux vektorii,

Wi(s) = paPr(s) — p1Pa(s),

ve kiiresel Darboux gostergesi,
. p2Pi(s) — p1Pa(s)

W ,
t Vs — i

seklindedir. Burada,
tV = Wt;

dir. Boylece, {t, W; At = U, W;} catis1 elde edilir. ¢, W, € S? icin, bu cat1 bir
spacelike birim hizli egri olan o = [ ¢(s)ds egrisi iizerinde Frenet ¢atisidir. Dahasu,

T D2 — Py
Wy=—-—"—"3 — 2

p; — D1
oldugundan, Teorem (6.9) a gore, singiiler noktalar karakterize edilebilir.
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Uyar1 6.1 Ornek (6.3) e gore elde edilen W, kiiresel Darboux gostergesinde, py,

p2 Rotation minimizing egrilikleri ve P, ve P, vektorleri yerine konuldugunda,

W, — KgNy + Kng
t — 5 5
VEn — K

bulunur. Bu durum pseudo-kiiresel normal spacelike Darboux gostergesi Di ile

cakisir (Ito ve Izumiya 2016). Ayrica, &, degismezi,

olarak elde edilir. (Sato 2012) de, H® spacelike uzaklik fonksiyonunun op degis-
mezi §; degismezi yardimiyla kolaylikla ifade edilir. Boylece,

esitligi bulunmus olur.

Ornek 6.4 v : I — R3 spacelike birim hizh egri ve {T'(s), N(s), B(s)} catisi
bu egrinin Frenet catisi olsun. {T'(s), N(s), B(s)} Frenet gatisi saat yoniinde
6(s) = — [7ds ags: kadar T'(s) spacelike birim teget vektor alani etrafinda
dondiiriilsiin. Boylece, 1.tip RMF elde edilir. Elde edilen {7T'(s), Ni(s), Na(s)}
catist Bishop catisidir. Bu cati aym zamanda [ T'(s)ds spacelike direction egrisi
iizerinde bir RMF dir. k; = —kcoshf ve ky = —ksinh @, Bishop egrilikleridir.
{T'(s), N1(s), Na(s)} Bishop catisinin tiirev formiilleri:

T'(s) 0 —ki(s) kao(s) T(s)
Ni(s) | = | ki(s) 0 0 Ni(s)
Nj(s) ko (s) 0 0 Ny(s)

Bu catinin Darboux vektorii,
WT(S) = _klNQ(S) + ]{?QNl(S),

ve kiiresel Darboux gostergesi,
W . _klNQ(S) -+ kQNl(S)
T — )
N

bigimindedir. Burada, Denklem (6.8) de k; ve ks yerine yazilirsa,

(6.8)

Wr(s) = —sinh N, (s) + cosh O Ny(s),
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elde edilir. Frenet ve Bishop catilar1 arasindaki iligki matrisi:

T(s) 1 0 0 T(s)

N(s) | =1 0 coshf —sinh6 Ni(s) |

B(s) 0 —sinhd cosh@ Ny
seklindedir. Boylece,

B = —sinh ON; + coshONy = W =TV,
bulunur.
Wy =B =7N,

oldugundan dolay1, W gostergesinin singiilerligi 7 ya gére belirlenir.
Onerme 6.1 H%: I x S? — R spacelike uzaklik fonksiyonu,

H(s,v) = (X(s),v),

seklinde tanimlansin. Eger, herhangi bir sabit v € S% igin, hJ(s) = H(s,v) ise,

bu takdirde, agagidaki durumlar vardir.
(i) hS(s) = (h5)'(s) = 0 dir ancak ve ancak v = £W x(s) dir.

(ii) hd(s) = (hS)(s) = (h5)"(s) = 0 dir ancak ve ancak v = £Wx(s) ve
dx(s) =0 dir.

(iii) h(s) = (h)(s) = (hS)"(s) = (h9)"(s) = 0 dir ancak ve ancak v =
+Wx(s) ve 0x(s) = &'y (s) = 0 dir.

ispat. h3(s) = H5(s,v) = (X(s),v) oldugundan,

(hf)/ = (—p1 P + pa P2, v),

(h3)" = (=1 P+ o P2 + (15 — p}) X, v),
ve
(h2)" = (=P + i = p1p3) P + (py + 13 — Dip2) P + 3(papy — p1p1) X, v),
seklindedir. {X (s), Pi(s), P2(s)} ¢atist ortonormal ¢at1 oldugundan dolayi,
v =X + puP, +nh,

bi¢iminde yazilabilir.
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(1)

(iif)

h¥(s) = 0 oldugundan, A\ = 0 dir. Béylece,
v=pubP +nk,,
bulunur. Ayrica, v € S? oldugundan dolay1, (v,v) = u? —n? = 1 dir. Dahast,
(h%) = 0 oldugu zaman,
(=p1PL + paPo, uPy +1Py) = —pijt — pon = 0,

elde edilir. Bu durumda,

v = prpPy + pinPe = —panPr + pinPy = n(—p2 Py + p1 ),

ve

bulunur. Boylece,

P1
V3 —pi
ve 2 —n? = 1 oldugundan dolay1,
—p2Pi(s) + p1Pa(s)

e

n==

v==+ = +Wy,

elde edilir.

Ikinci tiirevin sifir olma kosulu eklenirse (yani, (h5)"(s) = 0),

—p2Pi(s) +P1P2(8)> _ ipﬁm — p1ph

p3 — D Vs — pi

(—pi Py + ph P+ (p5 — p1) X, £

—0,
hesaplanir. Boylece, 6 x = 0 bulunur.
Ugiincii tiirevin sifir olma kosulu eklenirse (yani, (h5)"”(s) =0 ),

((=p{ + P} = p1py) Py + (1 + p3 — pip2) P + 3(p2ply + p1py) X,

—p2P1(s) + p1Pa(s)

Vs —pi

p2p] — P1pPh

Vs —pi

+ )=+ =0,

hesaplanir.

p; — i (P} — p1)?
oldugundan dolay1 % = 0 elde edilir.

5. = P+ papt  2(=papi + paph) (P — piph)
o=

Y
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6.2.2 2.Tip RMF

{X(s),Y(s), Z(s)} catis1 Y (s) vektor alam etrafinda saat yoniinde ¢(s) = [ —bds
acist kadar dondiiriilsiin. Burada, bu catinin X ve Y vektor alanlar1 spacelike
vektor alanlar: ve Z timelike vektor alamidir. 1.tip RMF gibi gerekli hesaplamalar

yapilirsa, 2.tip RMF nin tiirev formiilleri agagidaki gibi elde edilir:

Y'(s) 0 r —ry Y (s)
Ri(s) |=|m 0 0 Ri(s) |, (6.9)
Ry(s) 00 Ry(s)

bulunur. Buna ek olarak, bu cat1 8 = [Y'(s)ds spacelike direction egrisi iizerinde

bir Rotation minimizing c¢atidir. Bu ¢atinin Darboux vektorii,
Wy (s) = —r1Ra(s) + 12R1(s) = —cX(s) +aZ(s),

ve kiiresel Darboux gdstergesi,

r — —cX A
W, - r1R2(5)2 + 7’22R1(5) _ ¢ (52) " a2 (5)’ (6.10)

bulunur. Burada, YV = Wy dir. Bu durumda, {Y,Wy A Y = Uy, Wy} catist
elde edilir. Y, Wy € S§? icin, bu cat1 spacelike birim hizli direction egri olan

B = [Y(s)ds egrisi iizerinde Frenet catisidir. R|(s) = 1Y (s) ve Ry(s) = Y (s)

oldugundan,
— TiT2 — 5T
WY = — 2 __ .2 UY,
T — T3
bulunur. Ayrica, burada,
riry — rhry
1 2
T T
alinirsa,
-/
Wy = =iy Uy,

yazilir. Denklem (6.11) de, r; ve 75, Rotation minimizing egriliklerinin tiirevleri

yerine konulursa,



elde edilir. Béylece, {Y, Wy AY = Uy, Wy} catisina gore 3 = [ Y (s)ds spacelike

direction egrisinin egrilik ve torsiyonu,

o = V= \/rt = r§ = V@ =,

ve
r're — rhry ac —d'c
1 2
Tp =y 2 2 b+ 2 20
ri—15 c2—a

olarak elde edilir. Dahasi, Y spacelike kiiresel egrisi birim hizli egri olmadigindan,

{Y,Wy AY = Uy, Wy} Frenet catisina gore bu egrinin geodezik egriligi,

1 — —
KglV] = o Uy, Wy) = ———(Uy, Wy)
g [yt [yt
1 5y T3
= ————(Uy, —0yUy) = —75= = ==,
[y Y Y] kg

bulunur. Ayrica, = [ Y (s)ds spacelike direction egrisi {izerinde

{Y (s), Uy (s), Wy(s)} Frenet catisinin tiirev formiilleri asagidaki gibi verilir:

Y'(s) 0 kg 0 Y (s)
Up(s) | = | ks 0 —7p Uy(s) |- (6.12)
Wy (s) 0 —15 0 || Wy(s)

Denklem (6.12) de uygun diizenlemeler yapilirsa, bu durumda, {Uy (s), Y (s), Wy (s)}

catisi elde edilir. Bu ¢atinin tiirev formiilleri agagidaki gibidir:

Uy (s) 0 kg —Tg Uy (s)
Y'(s) |=1] kg 0 0 Y(s) |- (6.13)
Wy (s) —75 0 0 Wy (s)

Denklem (6.13) de verilen bu ¢at1 [ Uy (s)ds timelike direction egrisi iizerinde bir

Rotation minimizing catidir.

Uyar: 6.2 1.tip Rotation minimizing cati i¢in elde edilen biitiin teoremler ve
biitiin sonuglar 2.tip Rotation minimizing c¢at1 i¢in de kolaylikla verilebilir. Bu
nedenden dolay1, bu béliimde bu sonuclar ve teoremler tekrar edilmeyecektir.

Sadece kullanacagimiz teoremleri ifade edecegiz.
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Teorem 6.11 Kabul edelim ki, {Uy (s), Y (s), Wy (s)} ortonormal atis1 [ Uy (s)ds
timelike direction egrisi iizerinde 2.tip RMF ve kg, 73 Rotation minimizing eg-
rilikler olsun. Varsayalim ki (kg,75) # (0,0) olsun. Bu durumda agagidakiler

gerceklenir:
(i) so noktasmda Wy (s) singiiler degildir ancak ve ancak dy (so) # 0 dir.

(ii) Wy (s) in goriintiisii so noktasmnda C' ordinary cusp noktasima lokal olarak
diffeomorfiktir ancak ve ancak dy(sq) = 0 ve §y(sg) # 0 dir. Bu durumda,

Y (s0) noktas1 bir ordinary inflection noktadir.
Ispat. Ispat, Teorem (6.9) un ispatindaki gibi verilebilir. m

Ornek 6.5 M, R? de herhangi bir spacelike yiizey ve v : I — M birim hizh
spacelike egri olsun. Denklem (6.7) deki, {t(s), g(s),n,(s)} Darboux ¢atis1 saat
yoniinde p(s) = — [ kpds ags1 kadar g(s) spacelike vektor alani etrafinda don-
diiriilsiin. Burada, ¢(s) ve g(s) vektor alanlari spacelike vektor alanlar: ve n,(s)

vektor alani timelike vektor alamidir. Bu durumda,

Ry (s) = cosh pn,(s) + sinh pt(s),

Ry (s) = sinh pn.,(s) + cosh pt(s),
ve

r1(s) = 74 cosh ¢ + K, sinh g,

ro(s) = 74sinh ¢ + K, cosh g,

elde edilir. Boylece, {g(s), Ri(s), Ra(s)} ortonormal ¢atis1 [ gds spacelike direc-

tion egrisi iizerinde bir Rotation minimizing catidir. Bu catinin Darboux vektorii,
Wy(s) = —riRa(s) + r2Ra(s),

ve kiiresel Darboux gostergesi,

W . —TlRQ(S) +7’2R1(S)

g )
/i —r3
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seklindedir. Burada,

gv = Wg7

dir. Béylece, {g,W, A g = U,,W,} catis1 elde edilir. g,W, € S? igin, bu cati
spacelike birim hizli egri olan 8 = [ g(s)ds egrisi lizerinde Frenet ¢atisidir. Dahasi,

/ /
— TiT9 — T9T1
W= 27 7ol

g

Ug = _59Ugv

2 2
rH—r3

oldugundan, Teorem (6.11) e gore, singiiler noktalar karakterize edilebilir.

Uyar1 6.3 Ornek (6.5) e gore elde edilen W, kiiresel Darboux géstergesinde,
r1, 7o Rotation minimizing egrilikleri ve R; ve R, cati vektorleri yerine konuldu-
gunda,

bulunur. Bu durum pseudo-kiiresel rektifiyan spacelike Darboux gostergesi D, in

ters isaretlisini verir (Ito ve Izumiya 2016). Ayrica, §, degismezi, (Ito ve Izumiya 2016)

daki (5;? degismezi ile cakisir. Yani, , = (55 dir.
6.2.3 3.Tip RMF

{X(s),Y(s),Z(s)} catis1 Z(s) vektor alan etrafinda saat yoniinde ¢(s) = [ ads
acis1 kadar dondiiriilsiin. Burada, bu catinin X ve Y vektor alanlar1 spacelike
vektor alanlar: ve Z vektor alani timelike vektor alanidir. 1.tip RMF de yapildigi
gibi gerekli hesaplamalar yapilirsa, 3.tip RMF nin tiirev formiilleri agagidaki gibi
elde edilir:

Z'(s) 0 s1 89 Z(s)
Si(s) | = 1| s 0 0 Si(s) |, (6.14)
Sé(S) s 0 0 SQ(S)

burada s; = bcosy — csin ve sy = bsiny + ccos dir. Ayrica,
sT+ 55 = b+,

bulunur. Buna ek olarak, bu ¢at1 £ = [ Z(s)ds timelike direction egrisi iizerinde

bir Rotation minimizing catidir. Bu ¢atinin Darboux vektortii,

Wy(s) = s15(s) — s251(s) = —cX(s) + bY (s),
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ve kiiresel Darboux gostergesi,

= 5159(s) —5251(5)  —cX(s) + DY (s)
W, = Ve B (6.15)

bulunur. Burada, ZV = W dir. Bu durumda, {Z, WA Z = Uz, Wz} catis1 elde

edilir. Uz, W7 € S? igin, bu ¢at1 timelike birim direction egri olan & = [ Z(s)ds
egrisi tizerinde Frenet catisidir. Si(s) = s1Z(s) ve Sh(s) = s9Z(s) oldugundan,

— $185 — S8
7 =—"——"% 5 Uz,
s? + 83

seklindedir. Ayrica, burada,

S156 — S35
- , 6.16
i s? + s2 (6.16)
alinirsa,
W', = —6,Uz,

yazilir. Denklem (6.16) da, s; ve s9, Rotation minimizing egriliklerinin tiirevleri

yerine konulursa,

cb—cb’

elde edilir. Béylece, {Z, Wz A Z = Uz, Wz} catisia gore & = [ Z(s)ds timelike

direction egrisinin egrilik ve torsiyonu,
Ke = |1Z']|=1/57 + 53 = VI? + 2,

ve

5 5185 — 8287 db—clf
eS0T o Tty
1

bulunur. Dahasi, Z timelike kiiresel egrisi birim hizli egri olmadigindan, {Z, Wz A
7 = Uy, W 5} Frenet catisina gore bu egrinin geodezik egriligi,

1 _ 1
7l — — U, W
/i!][ ] HZ,||<UZ7WZ> HZ,||< Z Z>
52 7'5
- Uy, —0,Uy) = e
Vs ~9a) = =
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olarak elde edilir. Ayrica, £ = [ Z(s)ds timelike direction egrisi iizerinde

{Z(5),Uz(s), Wz(s)} Frenet catisinin tiirev formiilleri agagidaki gibi verilir:

Z'(s) 0 ke O Z(s)
Uys) | = | ke 0 7¢ Uz(s) |- (6.17)
Wy(s) 0 —71¢ O W4(s)

Denklem (6.17) de uygun diizenlemeler yapilirsa, bu durumda, {Uz(s), Z(s), W z(s)}

catisi elde edilir. Bu ¢atinin tiirev formiilleri agagidaki gibidir:

U/Z(S) 0 lig 7'5 Uz<8)
Z'(s) | =| ke 0 0 Z(s) |- (6.18)
Wy(s) —7¢ 0 0 W y(s)

Denklem (6.18) de verilen bu ¢at1 [ Uz(s)ds spacelike direction egrisi iizerinde

bir Rotation minimizing catidir.

Uyar: 6.4 1.tip Rotation minimizing cati icin elde edilen biitiin teoremler ve
biitiin sonuglar 3.tip Rotation minimizing c¢at1 icin de kolaylikla verilebilir. Bu
nedenden dolay1, bu béliimde bu sonuclar ve teoremler tekrar edilmeyecektir.

Sadece kullanacagimiz teoremleri ifade edecegiz.

Teorem 6.12 Kabul edelim ki, {Uz(s), Z(s), W z(s)} ortonormal gatist [ Uz(s)ds
spacelike direction egrisi iizerinde 3.tip RMF ve k¢, 7¢ Rotation minimizing eg-
rilikler olsun. Varsayalim ki (ke,7¢) # (0,0) olsun. Bu durumda asagidakiler

gerceklenir:
(i) so noktasinda Wy (s) singiiler degildir ancak ve ancak &(sg) # 0 dur.

(ii) Wy(s) in goriintiisii sy noktasinda C ordinary cusp noktasina lokal olarak
diffeomorfiktir ancak ve ancak dz(sg) = 0 ve d%(sg) # 0 dir. Bu durumda,

Z(sp) noktasi bir ordinary inflection noktadir.

Ispat. Teorem (6.9) un ispatindaki gibi verilebilir. m

Ornek 6.6 M, R3 de herhangi bir spacelike yiizey ve v : [ — M birim hizh

spacelike egri olsun. Denklem (6.7) deki, {t(s), g(s),n,(s)} Darboux catis1 saat
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yoniinde ¢(s) = [ k,ds agst kadar n,(s) timelike vektor alani etrafinda dondiiriil-
siin. Burada, t(s) ve g(s) vektor alanlar: spacelike vektor alanlar1 ve n.,(s) vektor

alan1 timelike vektor alanmidir. Bu durumda,

S1(s) = cost(s) — sin g (s),

Sy (s) = sint(s) + cosg(s),

ve

s1(s) = Ky cosy — T4 sinY,

S2(s) = Ky siney + 74 cos Y,

olarak elde edilir. Boylece, {n,(s), Si(s), S2(s)} ortonormal ¢atist [ n,(s)ds time-
like direction egrisi iizerinde bir Rotation minimizing ¢atidir. Bu ¢atinin Darboux

vektorii,
Wi (s)(8) = 5152(8) — 5251(5),
ve kiiresel Darboux gdstergesi,

W . 8152(8) — 8281(S>

" NEEr

seklindedir. Burada,
ny(5)" = Wa, (o),

dir. Boylece, {nv(s),Wm(s)/\nv(s) = Unw(s),Wm(s)} catisi elde edilir. Unw(s),W%
€ S% igin, bu cat timelike direction birim hizh egri olan [ n.(s)ds egrisi iizerinde
Frenet catisidir. Dahasi,

— S185 — S8
74 = ——Un s) — _571 s Un s)y
1y (s) S% + S% ~(s) ~(s) ~(s)

oldugundan, Teorem (6.12) ye gore, singiiler noktalar karakterize edilebilir.

Uyar1 6.5 Ornek (6.6) ya gore elde edilen W, () kiiresel Darboux gdsterge-
sinde, si, s Rotation minimizing egrilikleri ve S; ve S cat1 vektorleri yerine
konuldugunda,

Kng — Tgt

2 2
w/Tg-i-/ﬂn
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bulunur. Bu durum, (ito ve Izumiya 2016) daki, pseudo-kiiresel oskiilator space-
like Darboux gostergesi 505 nin ters isaretlisini verir. Ayrica, d,, (s) degismezi de,

(Ito ve Izumiya 2016) daki 67 degismezi ile cakigir. Yani, On(s) = 62 dir.

Aligtirma 6.1 M, R? de herhangi bir spacelike yiizey ve v : [ — M space-
like birim hizl egri olsun. §imdi, M yiizeyi iizerinde {t(s), g(s),n,(s)} Darboux

catisim1 gozoniine alalim. Yukarida goriildiigii gibi,

Kng — T4t
NGEIS

dir ve ayrica, (W, (s),n,(s)) egri ¢ifti dual egrilerdir (yani, Legendre egriler).

an (s) =

{n,(s), W, (s) Any(s) = U, (s), W, (s)} catis1 € = [n,(s)ds timelike direction
egrisi iizerinde, U, (s), W,, € S} i¢in, Frenet catisidir. £ = [n,(s)ds timelike
direction egrisi iizerindeki, {n,(s), W, (s) An,(s) = Uy, (s),W,_ (s)} Frenet ca-

tisinin tiirev formiilleri agagidaki gibi verilir:

n’ (s) 0 ke O N ()
U,IZ’Y(S) - KLE 0 Tf Unw(s) (619)
W, (s) 0 —7¢ 0 W, (s)
Dahasi, bu catiya gore,
Ke =1/T2+ Ka,
ve
Tgv\r 2
G
T2 Y
oldugundan dolay1,
(252
Tt 4 T (6.20)

elde edilir.

Uyar1 6.6 Denklem (6.20) ifadesi (Dogan ve Yayh 2018) deki Theorem 1 in

ifadesidir.
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Sonug 6.9 M, R} de herhangi bir spacelike yiizey ve v : I — M spacelike

birim hizh egri olsun. Dahasi, {n,(s), W, (s) An,(s) = U, (s),W,_ (s)} catisi,

Un () Wn, € S} igin, & = [n,(s)ds timelike direction egrisi iizerinde Frenet

catist olsun. Bu durumda,

(1)

(i)

(iii)

T&_
Ke¢

a,

oran1 sabittir ancak ve ancak [ n,(s)ds ve [ W, (s)ds egrileri (yani, sira-

siyla timelike ve spacelike egriler) eksenleri,

I —TeNy — f@anW,
2 2
Re = T¢
olan helislerdir.
.
e o,
K¢

orani sabittir ancak ve ancak ~ egrisi, (Dogan ve Yayh 2018) deki The-

orem 1 e gore, M {izerinde ekseni L olan izofoto egridir.

o o . .. . . o - T .
v egrisi, M {izerinde geodezik egri olsun. ~£ = & orani sabittir ancak ve
Ke

ancak R? de, v egrisi slant helisdir.
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7. R MINKOWSKI UZAYINDA CATI HAREKETLERI

7.1 Rotation Minimizing Cat1 ve Rektifiyan Egriler
7.1.1 Rotation Minimizing Cati

Bu béliimde dért durum igin Rotation minimizing gatiy1 inceleyecegiz. R} de, egri
degistikce Rotation minimizing catinin nasil degistigini gosterecegiz.

Durum 1. R} de a=a(s) birim hizli regiiler timelike egri olsun. Denklem (2.17),
bu egrinin Frenet ¢atisidir. V3 ve Vj iin gerdigi, Sp{V3, V4} diizleminde dondiirii-

liirse,

Ni(s) cosf(s) sinf(s) V3(s)
Ny(s) —sinf(s) cosf(s) Vi(s)

0(s) = — [ ks(s)ds dir. N{, N} tiirevleri hesaplanarak, N{ = —kycosf(s)N
ve Nb = kysinf(s)N elde edilir. Ayrica, k1 = kycosf(s) ve ky = kysinf(s)
oldugunda, Ni = —k; N ve Nj = k;N bulunur. Buna ek olarak, B+ Ty = k2 ve
G(S)arctan(%) yazilir.

1
Yeni ¢atinin denklemleri agagidaki gibi elde edilir.

N'(s) 0 ki —ky Kk N(s)

Ni(s) _ —_/ﬁ 0o 0 0 Ni(s) | (7.1)
Né(S) kQ 0 0 0 NQ(S)
I T'(s) | | k00 0 ]| T(s) |

Yukaridaki ¢at1 denklemi gozoniine alindiginda, {7, Ny, N2} tiirevleri 4/ niin yo-
niinde oldugundan dolay1 (yani v nin tegeti yoniinde oldugundan), {7, N, N1, N}
catist y(s) = [ N(s)ds direction egrisi iizerinde “Rotation Minimizing Cati
(RMF)” olarak adlandirilir. ki, ko ve ki, v(s) = [ N(s)ds egrisinin Rotation

minimizing egrilikleridir.

Durum 2. R} de, a=a(s) birim hizh regiiler spacelike egri olsun. Ayrica, Vj

timelike birim vektor alanidir. Denklem (2.18), bu egrinin Frenet ¢atisidir. V3 ve
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V, tin gerdigi, Sp{V3, V4} diizleminde déndiiriiliirse,

Ni(s)
NQ(S)

coshf(s) sinhf(s)
sinh f(s) coshf(s)

Vs(s)
Vi(s)

)

0(s) = — [ ks(s)ds dir. N{, N} tiirevleri hesaplandiginda, N| = —ky cosh6(s)N
ve Nj = —kysinh0(s)N elde edilir. Ayrica, k; = kycoshf(s) ve ko = ko sinh (s)
almirsa, N = :ElN ve N} = —koN bulunur. Buna ek olarak, E? - E; =k ve
0(s)=arctan h(%) elde edilir.

1
Yeni catinin denklemleri agagidaki gibi elde edilir.

N | [ 0 B =R =k || N ]
NI(s) R 00 0 NiGs) | -
Né(S) —]{32 0 0 0 NQ(S)

| T'(s) | k00 0 | T(s) |

Yukaridaki ¢at1 denklemi gozoniine alindiginda, {7, Ny, No} tiirevleri 4/ niin yo-
niinde oldugundan dolay1 (yani v nin tegeti yoniinde oldugundan), {7, N, Ny, N}
catist v(s) = [ N(s)ds direction egrisi iizerinde “Rotation Minimizing Cati
(RMF)” olarak adlandirilir. ky, ko ve ki, (s) = [ N(s)ds egrisinin Rotation
minimizing egrilikleridir.

Durum 3. R} de, a=a(s) birim hizh spacelike egri olsun. Ayrica, N timelike
birim normal vektor alanidir. Denklem (2.19) bu egrinin Frenet ¢atisidir. V3 ve

V, iin gerdigi, Sp{V3, V4} diizleminde déndiiriiliirse,

NI(S)
NQ(S)

cosf(s) sinf(s)
—sinf(s) cosf(s)
0(s) = — [ ks(s)ds dir. Nj, Nj tiirevleri hesaplandiginda, N| = kycosf(s)N
ve N} = —kysinf(s)N elde edilir. Ayrica, k; = kycosf(s) ve ky = kysinf(s)
oldugunda, N{ = kN ve Nj = —k; N bulunur. Buna ek olarak, k4T = k2 ve
G(S)arctan(%) bulunur.

1
Yeni ¢atinin denklemi,

N'(s) | 0 ki —Fs k|| N
Né(S) —kg 0 0 0 NQ(S)
| T'(s) | | k00 0 ]| T(s) |




seklinde bulunur. Yukaridaki ¢ati denklemi gozoniine alindiginda, {7', Ny, No} tii-
revleri 7/ niin yoniinde oldugundan dolay1 (yani v nin tegeti yoniinde oldugundan),
{T,N,Ni,No} catis1 y(s) = [ N(s)ds direction egrisi iizerinde “Rotation Mi-
nimizing Cat1 (RMF)” olarak adlandirilir. ki, ko ve ki, ~(s) = [ N(s)ds
egrisinin Rotation minimizing egrilikleridir.

Bdylece, asagidaki teoremleri verebiliriz.

Teorem 7.1 «: I — R} egrisispacelike egri (ya da timelike egri) ve {T, N, V3, V,}
catist da bu egrinin Frenet catisi olsun. {T, N, Ny, N>} catist v = [ N(s)ds direc-

tion egrisi ilizerinde Rotation minimizing catidur.

Ispat. Bu teoremin ispati, Denklem (7.1), Denklem (7.2) ve Denklem (7.3) den

aciktir. m

Teorem 7.2 v = [ N(s)ds direction egrisi timelike kiiresel egridir (ya da space-
like kiiresel egridir) gerek ve yeter sart Mkt + Aoko + Asky +1 =0 dir. ky, ko

ve k; Rotation minimizing egriliklerdir ve A;, Ay ve A3 sabittir.

Ispat. y(s) = [ N(s)ds egrisi timelike kiiresel egri (ya da spacelike kiiresel egri)

olsun. Bu durumda,
'}/(8) = )\1N1 + )\2N2 + )\3T,

dir. Her iki tarafin tiirevi alinir ve Rotation minimizing tiirev denklemleri yerine

konulursa,
Mk1+ Aoks + Asky +1 =0,
oldugu kolayca elde edilebilir. A, Ay ve A3 sabittir. Aksine,
Mkt 4 Aoka + A3k +1 =0,

ve A, Ay ve A3 sabit olsun. Bu durumda, v(s) = [ N(s)ds egrisinin timelike
kiiresel egri (ya da spacelike kiiresel egri) oldugu aciktir (Yung-Chow 1972). =

7.1.2 Rektifiyan Egriler

R} Lorentz-Minkowski uzaymda, rektifiyan egri N asli normal vektor alaninin

N+ ortogonal esinde uzanan yer vektoriine sahip bir egri olarak tanimlanmigtir.
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Sonug olarak,
N+ = {W e RY| (W, N) = 0},

seklinde verilmigtir. (,), R} de, standart pseudo skaler carpimi olugturur. Bu se-
bepten, N+, T teget, B; ilk binormal ve B, ikinci binormal vektor alanlar ta-
rafindan iiretilen, R} iin 3-boyutlu alt uzayidir. Béylece, R} Lorentz-Minkowski

uzayinda @ rektifiyan spacelike egrisinin bazi secilmis orijinlere gore yer vektorii,

—

a(s) = A(s)T(s) + u(s) Bi(s) + n(s) Ba(s),

denklemini saglar. Burada, s yay uzunlugu fonksiyonu olmak iizere A(s), u(s)
ve 1)(s) diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. Ayrica, bu rektifiyan spacelike egriler
sahip olduklart k;(s), ka(s) ve ks(s) egriliklerine gore karakterize edilmigtir ve
keyfi bir egrinin rektifiyan olmasi icin gerek ve yeter kosullar R{ de verilmistir

(Tlarslan vd. 2003).

Simdi, R{ de, Rotation minimizing ¢atiy1 kullanarak rektifiyan egrilerin yeni bir

karakterizasyonunu verecegiz.

Teorem 7.3 R{de, a herhangi bir timelike egri ve {T, N, Ny, No}, v(s) = [ N(s)ds
direction egrisi iizerinde Rotation minimizing ¢at: (RMF) olsun. « egrisi timelike
rektifiyan egridir (Boylece a(s) = (s +b)T + AN, + BN, dir) gerek ve yeter sart
Aky — Bky = (s +b)ky, A, B € R, ky, ks ve ky, Rotation minimizing egriliklerdir.

Ispat. (=) R? de, a—a(s) timelike rektifiyan egri olsun. Bu durumda,
a(s) = MT 4+ ANy + A3No,
denklemi saglanir. Her iki yanin tiirevi alinirsa,
T=a =NT+MT" 4+ NNy + X\aNj + A;Ny + A3 Ny, (7.4)

elde edilir. T" = kyN, N| = —kN ve N} = kyN, esitlikleri Denklem (7.4) de

yerine yazilip gerekli iglemler yapilirsa,

N, =1, \,=0, X, =0,
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ve
)\1]€1 - )\2%1 + )\3%2 - 0,

bulunur. Sonug olarak, A} = 1, A\, = 0 ve \; = 0 oldugundan dolay1, \; = s + b,
Ay = Ave \y = B, A, B € R dir. Boylece, Ak; — Bky = (s + b)k; elde edilir.
(<) Ak, — Bky = (s+b)k1, A, B € R, ky, ks ve ki, Rotation minimizing egrilikler
olsun.

d
%(a(s) — (s+b)T — ANy, — BN,) =0,
oldugundan dolay1, bu takdirde R? de, a(s) = (s 4+ b)T + AN, + BN, + C bir

timelike rektifiyan egridir. Boylece ispat tamamlanmig olur. m

Teorem 7.4 R} de, o herhangi bir spacelike egri (V; timelike birim vektdr alani)
ve v(s) = [ N(s)ds direction egrisi iizerinde {T', N, Ny, N>} Rotation minimizing
cat1 (RMF) olsun. « egrisi spacelike rektifiyan bir egridir (Boylece a(s) = (s +
b)T + AN, + BN, dir) gerek ve yeter sart Ak, + Bko = (s +b)k1, A, B € R, ki,

ks ve ki, Rotation minimizing egriliklerdir.
Ispat. Teorem (7.3) iin ispatinda yapildig: gibi, ispat1 yapilir. m

Teorem 7.5 R} de, o herhangi bir spacelike egri (N timelike birim normal vek-
tor alan1) ve v(s) = [ N(s)ds direction egrisi iizerinde {T, N, Ny, N} Rotation
minimizing c¢ati (RMF) olsun. « egrisi spacelike rektifiyan bir egridir (Boylece
afs) = (s +b)T + AN, + BN, dir) gerek ve yeter sart Bky — Ak; = (s + b)ky,
A, B € R, ki, ks ve ki, Rotation minimizing egriliklerdir.

Ispat. Teorem (7.3) iin ispatinda yapildig: gibi, ispat1 yapilir. m
Kiiresel egrinin karakterizasyonunda oldugu gibi Rektifiyan egrinin bagka bir ka-

rakterizasyonunu da agagidaki teorem ile verecegiz.

Teorem 7.6 R} de, ki, ko ve k3 egriliklerine sahip s yay parametresi ile para-
metrelendirilmis C* simifindan o = a(s) s € [0, L], timelike egrisi, rektifiyan bir
egridir gerek ve yeter sart

S S b k
(A cos /O ksds — Bsin /O kesds) = (Hk% (7.5)

A, B sabittir.
152



Ispat. R? de, ki, ky ve ks egriliklerine sahip o = a(s) egrisi timelike rektifiyan
bir egri olsun. Bu durumda Teorem 7.3 saglanir. Boylece, Aky — Bky = (s + b)ky,
A, B € R elde edilir. Ayrica, timelike egri igin, k; = kycos0(s), ky = kysin6(s)
ve 0(s) = [ k3(s)ds oldugundan dolay,

S S k
(A cos/ ksds — Bsin/ ksds) = (s +b)—,
0 0 ko

dir ve A,B sabittir.
Aksine,

S S k
(A cos/ ksds — Bsin/ ksds) = (5 + b)—,
0 0 ko

A,B sabit olsun. [ ksds = 0 oldugundan, bu takdirde,

(Acosf — Bsinf) = (s—i—b)%,
2

elde edilir. Gerekli iglemler yapilirsa,
(Akg cos@ — Bkysin®) = (s + b)ky,

bulunur. k; = kycosf(s) ve ky = kysinf(s) oldugundan, Teorem 7.3 elde edilir.
Yani, Ak, —Bky = (s+b)ki, A, B € Rdir. Ayrica, k; = kycos(s), ko = kysin 0(s)
ve O(s) = [ ks(s)ds dir. Bu teorem bu egrinin timelike rektifiyan egri oldugunu

gosterir. m

Sonug 7.1 Eger k3 = 0 ise, bu durumda @ = 0 dir. k; = kycosf(s) ve ky =
k, sin (s) oldugundan dolay1, k; = kg ve ky = 0 bulunur. Boylece, Aky = (s+b)k;
elde edilir. Ayrica, Aky = (s + b)k; oldugundan dolayn,

ko 1
o Z(S +b),
bulunur. Bu durumda, verilen egri R? de timelike rektifiyan egridir (Chen’in so-

nucundan dolay1 (Chen 2003)).

Teorem 7.7 R} de, ky, ko ve ks egriliklerine sahip s yay parametresi ile paramet-
relendirilmig C* simifindan o = a(s) s € [0, L] (V4 timelike birim vektér alam),
spacelike egrisi, rektifiyan bir egridir gerek ve yeter sart

(s +b)k;

— (7.6)

(A cosh/ ksds — Bsinh/ ksds) =
0 0

A, B sabittir.
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Ispat. Teorem (7.6) mn ispatinda yapildig: gibi, ispat1 yapilir. m

Sonug 7.2 Eger ks = 0 ise, bu durumda 6 = 0 dir. k; = kycosh6(s) ve kg =
ko sinh §(s) oldugundan dolayi, k; = ky ve ky = 0 dir. Béylece, Ak, = (s + b)k;
bulunur. Buna ek olarak, Aks = (s + b)k; oldugundan dolayi,

ky 1
2 _ b
2= (s,
elde edilir. Bu durumda, R? de, verilen egri spacelike rektifiyan egridir (Chen’in

sonucundan dolay1 (Chen 2003)).

Teorem 7.8 R de, ky, ko ve k3 egriliklerine sahip s yay parametresi ile paramet-
relendirilmig C* smifindan o = a(s) s € [0, L] (N timelike birim normal vektor

alani), spacelike egrisi, rektifiyan bir egridir gerek ve yeter sart

S S b k
(B sin/ —ksds — Acos/ —ksds) = %, (7.7)
0 0 2

A, B sabittir.

Ispat. Teorem (7.6) nmin ispatinda yapildigi gibi, ispat1 yapilir. =

Sonug 7.3 Eger ks = 0 ise, bu durumda § = 0 dir. k; = kycosf(s) ve ky =
kysin 0(s) oldugundan dolay1, k; = ky ve ky = 0 dir. Boylece, —Aky = (s 4 b)k;
dir. Dahasi, —Aks = (s + b)k; oldugundan dolayn,

ks 1

»_ - b

kl A<8 + )7
elde edilir. Bu takdirde, R de, verilen egri spacelike rektifiyan egridir (Chen’in
sonucundan dolay1 (Chen 2003)).

Simdi asagidaki teoremleri verebiliriz.

Teorem 7.9 R de, ki, ko ve k3 egriliklerine sahip o = «(s) herhangi bir timelike
ko
k‘l(S + b)
B = B(s) herhangi bir timelike egri olsun. Boylece, R} de, a = «a(s) herhangi bir

egri olsun. Ayrica, R? de, 7 = —k3 torsiyonuna ve x = egriligine sahip
timelike rektifiyan egridir gerek ve yeter sart R? de, 8 = 3(s) timelike kiiresel
egridir.
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Ispat. R? de, & = a(s) herhangi bir timelike rektifiyan egri olsun. Bu durumda,
Theorem (7.6) ya gore,

S S k
(A cos/ ksds — Bsin/ ksds) = (5 +b)—,
0 0 ko

yazillir. 7 = —ks ve Kk = oldugundan,

2
kl (S + b)

Acos/ —7ds — Bsin/ —7ds = k1,
0 0

olur. Kosiniis ¢ift fonksiyon ve siniis tek fonksiyon oldugundan dolay,
ACOS/ Tds + Bsin/ rds = k7,
0 0

dir. Boylece, Teorem (2.6) dan dolayi, [(s) egrisi timelike kiiresel egridir.

Tersine, R? de, 7 = —k3 torsiyonu ve k = egriligine sahip f(s) egrisi

ks
kl(S + b)
timelike kiiresel egri olsun. Bu durumda,

(A COS/ Tds + Bsin/ Tds) =k '(s),
0 0

ks

dir. Yukarnidaki esitlikte 7 = —k5 torsiyonu ve K = —————
; 3 WOTRLY k(s + b)

egriligi yerine yazilip
gerekli iglemler yapilirsa,

S S k:
(A cos/ —ksds + B sin/ —kads) = (s + b)—,
0 0 ks

elde edilir. Kosiniis ¢ift fonksiyon ve siniis tek fonksiyon oldugundan dolayi,

(A COS/ ksds — Bsin/ ksds) = (s + b)ﬁ,
0 0 ko

elde edilir. Ayrica, dikkat edilirse, bu sonucun Teorem (7.6) y1 verdigi goriiliir.

Sonug olarak, o = «a(s) egrisinin timelike rektifiyan egri oldugu goriiliir. m

Teorem 7.10 R{ de, ki, ko ve ks egriliklerine sahip o = «(s) herhangi bir spa-

celike egri olsun. Ayrica, R de, 7 = —kj3 torsiyonuna ve x = egriligine

ko
]{?1 (8 + b)
sahip 8 = (3(s) herhangi bir spacelike egri olsun (Durum 2 ye gore). Boylece, R}
de, a = a(s) herhangi bir spacelike rektifiyan egridir gerek ve yeter sart R3 de,

f = B(s) egrisi spacelike kiiresel egridir.

Ispat. Teorem (7.9) un ispatinda yapildiga gibi, ispat1 yapilir. =
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Teorem 7.11 R{ de, ky, ko ve k3 egriliklerine sahip o = a(s) herhangi bir spa-

celike egri olsun. Ayrica, R? de, 7 = k3 torsiyonuna ve x = egriligine

2

]{31 (S + b)
sahip 8 = B(s) herhangi bir spacelike egri olsun (Durum 3 e gore). Boylece, R}
de, a = a(s) herhangi bir spacelike rektifiyan egridir gerek ve yeter sart R3 de,

f = B(s) egrisi spacelike kiiresel egridir.

Ispat. Teorem (7.9) un ispatinda yapildiga gibi, ispat1 yapilir. =

156



8. R MINKOWSKI UZAYINDA CATI HAREKETLERI

8.1 Rotation Minimizing Cat1 ve Rektifiyan Egriler
8.1.1 Rotation Minimizing Cati

Bu béliimde, R} deki dért durum igin Rotation minimizing catiyr n-boyutlu
Lorentz-Minkowski uzayina genellestirecegiz.

Durum 1. a=a(s) birim hizh regiiler timelike egri olsun. {7, N, V3, ..., V,,}, a bi-
rim hizh egrisinin Frenet catisi olsun. Rotation minimizing ¢ati tiirev denklemleri

agagidaki gibi genellegtirilebilir.

NI(S> 0 El _EQ _En_Q ]{?1 N(S)
N!(s) ~k 0 0 0 0 Ni(s)
N/ (s k 0 0 0 0 Ns(s
2(s) | _ 2 2(s) @)
N! ,(s) kno O 0 ... 0 0 N, _o(s)
T'(s) k0 0 .. 0 0 T(s)

{T,N,Ny,....N,_5} catis, y(s) = [ N(s)ds direction egrisi iizerinde “Rotation
Minimizing Gat1 (RMF)” olarak adlandirilir. k1, ko, ..., k,_o ve ki, y(s) =
J N(s)ds egrisinin Rotation minimizing egrilikleridir.

Durum 2. a=a(s) birim hizh regiiler spacelike egri olsun. {T, N, V3, ..., V,,}, «

birim hizh egrisinin Frenet catisi olsun. Vj, timelike birim normal vektor alanidir.

Rotation minimizing cati agsagidaki gibi genellegtirilebilir.

N/(S) 0 k‘l —]{32 —k?n_g —k?l N(S

Nj(s) ~k 0 0 0 0 Ni(s)

Ny(s) | _| =k 0 0 0 0 No(s) 52)
N! _,(s) ~kns 0 0 .. O 0 N, _2(s)

T'(s) k1 o o0 .. 0 0 T(s)

{T,N,Ny,...,N, o} catisy, 7(s) = [ N(s)ds direction egrisi iizerinde “Rotation

Minimizing Cat1 (RMF)” olarak adlandirilir. ky, ks, ..., k.o ve ki, v(s) =
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J N(s)ds egrisinin Rotation minimizing egrilikleridir.
Durum 3. a=a(s) birim hizh spacelike egri olsun. {7, N, V3, ..., V,,}, a birim hizh
egrisinin Frenet ¢atisi olsun. N, timelike birim normal vektor alanidir. Rotation

minimizing cat1 agagidaki gibi genellegtirilebilir.

N/(S) 0 El _EQ —En_g kl N(S)

Ni(s) kk 0 0 .. 0 0 Ni(s)

Ny(s) | | =ka 0O 0O .. 0 0 Ny(s) 53)
N! ,(s) ~kpp 0 0 .. O 0 N, _o(s)

T'(s) k1 0o 0 .. 0 0 T(s)

{T,N, Ny, ..., N2} catisy, 7(s) = [ N(s)ds direction egrisi iizerinde “Rotation

Minimizing Cat1 (RMF)” olarak adlandirilir. ki, ks, ..., k,_o ve ki, v(s) =

J N(s)ds egrisinin Rotation minimizing egrilikleridir.

Teorem 8.1 «: [ — R} egrisi spacelike egri (ya da timelike egri) ve {T, N, V3, ..., V,,}
catist da bu egrinin Frenet catist olsun. {T', N, Ny, ..., N,,_o} catis1 v = [ N(s)ds

direction egrisi iizerinde Rotation minimizing ¢atidir.

Ispat. Bu teoremin ispati, Denklem (8.1), Denklem (8.2) ve Denklem (8.3) den

aciktir. m

Teorem 8.2 ~ = [ N(s)ds direction egrisi timelike kiiresel egri (ya da spacelike
kiiresel egri) gerek ve yeter sart Ak 4+ Aoka 4 ... + An_okp_o + A1k +1 =0

dir. k1, ko, ..., kn_o ve ki, Rotation minimizing egriliklerdir ve Ay, Ao, ..., An1

sabittir.
ispat. Teorem (7.2) nin ispatinda yapildig gibi, ispat1 yapilir. =
8.1.2 Rektifiyan Egriler

Simdi, R} de Rotation minimizing ¢atiy1 egrinin spacelike veya timelike olmasima
gore genellestirecegiz. Ardindan da rektifiyan egriler iizerinde bu catiy1 uygula-

yacaglz.
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Teorem 8.3 R de, a herhangi bir timelike egri ve y(s) = [ N(s)ds direction eg-
risi tizerinde {T', N, Ny, Na, ...N,,_5} catis1 Rotation minimizing ¢at1 (RMF) olsun.

« egrisi timelike rektifiyan egridir gerek ve yeter sart,

n—2
piky — (Z pik;) = (s +b)ki,
1=2

ki, i =1,2,..,n — 1, k; Rotation minimizing egrilikler ve p;, i = 1,2,...,n
sabitlerdir.
Ispat. (=) a=a(s) egrisi timelike rektifiyan egri olsun. Bu durumda,

a(s) = MT + iy Ny + p1gNa + oo + 1,5 Npoo,

dir. Her iki tarafin tiirevi ahnir ve Denklem (8.1) den, T’ = kN, N} = —k; N,
N} = kyN,..., N!_, =k, _oN esitlikleri yerine yazilirsa,

T =o = NT + (Mky — pyky + pioks + oo + p,,_okn_o)N

Ny A+ g No A+ oo gy, o Ny, (8.4)

elde edilir. Ayrica, Denklem (8.4) de gerekli iglemler yapilirsa,

ve
)\1k1 — ,U1E1 -+ ,U2E2 + ...+ Mn_zgn,Q = 0,

bulunur. Sonug olarak, A} = 1 ve u} =0, phy =0, ..., u,_, = 0 oldugundan dolay1,
M =8+0b, fig, g, ...y Hy,_o € R dir. Boylece,

k1 — fioky — .. — f,, _okn_g = (5 + b)ky,
elde edilir.
(<)

k1 — pioky — .. — f,,_okn_o = (5 + b)ky,

[y, flos ooy [l o € Rvek; i=1,2,...n— 1, k Rotation minimizing egrilikler
olsun.

d
—(a(s) = (s +0)T — py N1 — p1oNy — ... — p, 9Ny o) =0,

ds
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oldugundan dolayi, bu durumda, R? de,
a(s) = (s + )T + Ny + poNo — oo+ o Nyyoo + 6;

egrisi timelike rektifiyan egridir. Boylece ispat tamamlanmig olur. m

Teorem 8.4 R} de, o herhangi bir spacelike egri (Vj, timelike birim normal
vektor alani) ve y(s) = [ N(s)ds direction egrisi tizerinde {7, N, Ny, Ny, ...N,,_}
catist Rotation minimizing ¢at1 (RMF) olsun. « egrisi spacelike rektifiyan egridir

gerek ve yeter sart

Zu@ = (54 b)ki,

ki, ©=1,2,...,n — 1, k; Rotation minimizing egrilikler ve u;, ¢ = 1,2,...n

sabitlerdir.

ispat. Teorem (8.3) iin ispatinda yapildigi gibi, ispat1 yapilir. =

Teorem 8.5 R’ de, a herhangi bir spacelike egri (/N timelike birim normal vek-
tor alani) ve v(s) = [ N(s)ds direction egrisi iizerinde {T, N, Ny, Ny, ...N,_o}
catist Rotation minimizing ¢at1 (RMF) olsun. « egrisi spacelike rektifiyan egridir

gerek ve yeter sart

_M1k1+ Zﬂz i 3+b)kl>

ki, i =1,2,...,n —1, k; Rotation minimizing egrilikler ve u;, i = 1,2,...n

sabitlerdir.

Ispat. Teorem (8.3) iin ispatinda yapildig: gibi, ispat1 yapilir. m

Teorem 8.6 RY de, k;, i =1,2,...,n — 1 ve ky, sifirdan farkli Rotation mini-
mizing egriliklerine sahip a=a(s) birim hizli timelike rektifiyan egri olsun. Bu

durumda, agagidaki ifadeler saglanir.

(i) (a(s), Ty = —(s+ b) dir, yani, a=a(s) birim hizli timelike rektifiyan egri

tegetseldir.
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(i)

(iii)

p(s) = ||la(s)|| uzaklik fonksiyonu,
n—2
la(s)|lP= —(s +0)* + > _pf = —s* +as+c,
i=1
a,b,c, ly, fho, ..., 1,_o € R ifadesini saglar.

(a(s),N;) = p;, 1 =1,2,....n — 2, u; € R dir.

ispat.

(1)

(iif)

a(s) = (s+b)T + puy Ny + psNo + ... + 11, _o N5 oldugundan dolayn, her iki

yanin 7T teget vektorii ile i¢ carpimi alinirsa,
(), T) = (5 + DT, T) + (N1, T) + 1 No, T + oo+ iy (N, T,

elde edilir. (T,T) = —1 ve (N, T) = (No,T) = ... = (N2, T) =0
oldugundan dolay1, (a(s),T) = —(s + b) esitligi bulunur. Bu durumda,

a=a(s) egrisinin tegetsel oldugunu gosterir.

p(s) = |la(s)|| uzaklik fonksiyonunu elde etmek icin, a(s) = (s + )T +
Ny + poNo + oo + 1, 9N, o esitliginin her iki yaminin a(s) egrisi ile ig

carpimi alinir. Sonug olarak,

n—2
(a(s), a(s)) = [la(s)[’= =(s +0)* + > _ ui,
i=1
b, py, foy ey Hy,_o € R bulunur.

Ispat1 yapabilmek icin a(s) = (s + b)T + ;N1 + pigNo + oo + f1,,_oNpo

egrisinin sirasi ile Ny, N, ...N,,_5 ile i¢ ¢carpimi alimir. Ny ile i¢ ¢arpimi,
{a(s), N1) = (s + b)(T, N1) + puy (N1, N1) + g (No, N1} + oo+ 1,5 (Nn—2, N1),
ve

(T, N1) = (N3, Ny) = ... = (Ny_o, N1) =0, (N1, Nqy) =1,
oldugundan dolay1,

(a(s), N1) = p, = sabi,

tir. Ayrica,

(a(s), No)y = piq = sabit, ..., (a(s), Ny—2) = f1,,_o = sabit,

tir.
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Teorem 8.7 R7T de, ki, i=1,2,...,n—1 ve ky, sifirdan farkli Rotation minimi-
zing egriliklerine sahip a=a(s) birim hizh spacelike rektifiyan egri (V}, timelike

birim normal vektor alani) olsun. Bu durumda, asagidaki ifadeler saglanir.

(i) (a(s), Ty = (s + b) dir, yani, a=a(s) birim hizh spacelike rektifiyan egri

tegetseldir.

(ii) p(s) = |Ja(s)|| uzaklik fonksiyonu,

n—2
la(s)|P= (s +b)* + 1§ = > _pi =" +as+c,
=2

a,b,c, py, fho, ..., i,_o € R ifadesini saglar.
(i) (a(s),Ny) =p;,i=1,2,...,n—2, u, € Rdir.
Ispat. Teorem (8.6) min ispatinda yapildig: gibi, ispat1 yapilir. m

Teorem 8.8 R? de, k;, i =1,2,...,n — 1 ve ky, sifirdan farkhh Rotation mini-
mizing egriliklerine sahip a=a(s) birim hizh spacelike rektifiyan egri (N timelike

birim normal vektor alani) olsun. Bu durumda, agagidaki ifadeler saglanir.

(i) (a(s),T) = (s + b) dir, yani, a=a(s) birim hizh spacelike rektifiyan egri
tegetseldir.

(i) p(s) = ||a(s)|| uzaklik fonksiyonu,

n—2

la(s)|P= (s +0)* + > i =s*+as+e,
=1

a,b,c, liy, fhoy ..., i,_o € R ifadesini saglar.
(i) (a(s),Ny) =p;,i=1,2,...,n—2, pu, € R dir.

Ispat. Teorem (8.6) mn ispatinda yapildig: gibi, ispat1 yapilir. m

Sonug 8.1 a(s) = (s +¢)T + N1 + ... + pt,,_oN,,_o rektifiyan egrisini ifade
eden denklemdeki 1, katsayilarinin sabit olduguna dikkat ediniz. Ayrica, R* de,
(Harslan ve NeSovi¢ 2008) deki ¢alismada alinan By, By katsayilariin fonksiyon
olduguna ve R™ de, (Cambie vd. 2016) deki ¢alismadaki By, By, ..., B,_o katsayi-

larinin da fonksiyonlar olduguna dikkat ediniz.
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9. TARTISMA VE SONU(C

Diferensiyel Geometri de catilar ve catilarin egrilere ve yiizeylere uygulanmasi
onemli bir yer tutar. Catilar1 dondiirerek, cat1 vektorlerini degistirerek yeni kav-
ramlar tanimlayabiliriz. Tez calismasinin ilk béliimiinde, R? de, ii¢ boyutlu Oklid
uzayinda, Fermi-Walker tiirevinde Frenet catisinin teget vektorii kullanilirken,
benzer sekilde Frenet catisinin normal vektorii kullanilarak yeni bir tiirev tanim-
lanmigtir. Aym sekilde, diger catilarin ilk vektorlerini kullanarak yeni tiirevler
tanimlanabilir. Buna ek olarak, normal direction egrileri icin, {N,C, W} catist
normal vektor alani boyunca keyfi a¢1 kadar dondiiriilerek N-Bishop catisi ifade
edilmigtir. Diger catilar1 da kendi vektor alanlari boyunca sirasiyla dondiirerek
yeni catilar elde edebiliriz. Bu elde edilen catilara gore de kiiresel goriintiiler, Dar-
boux vektorii, striksiyon ¢izgisi vs. incelenebilir. Ayrica, yilizey ¢atisinin normal
vektor alam1 boyunca herhangi bir ag1 kadar dondiiriilerek bir Rotation minimi-
zing cat1 elde edilmigtir. Bu egrinin cegidine gore, Rotation minimizing ¢atilarin
neler oldugu ile ilgili sonuglar verilmistir. Dahasi, bu ¢atinin yardimiyla agilabi-
lir regle yiizeyler elde edilmistir. Silindir, koni,...vs. gibi acilabilir yiizeyler i¢in
gerek ve yeter kosullar ifade edilmigtir. Bu cati yardimiyla herhangi bir yiizey
tizerindeki egri, bu yiizeydeki egrilik ¢izgisi oldugunda, bagka bir acilabilir regle
yiizey elde edilebilecegi gosterilmistir. Elde edilen bu yiizey ve (egrinin iizerinde
oldugu) yiizey arasidaki iligkiler ifade edilmigtir. Bagka bir deyisle, Joachimsthal
teoremi dogrulanmigtir. Son olarak, herhangi bir yiizey iizerindeki egrilik cizgile-
rinin evoliitlerinin, kargilik gelen regle yiizeyin striksiyon ¢izgisi oldugu ispatlan-
migtir. Bunlara ek olarak, herhangi bir yiizey iizerinde bir egrilik ¢izgisi alarak,
bu egrilik ¢izgisinin yardimiyla bagka bir acilabilir yiizey bulunmustur. Bu egrilik
cizgisinin ayni zamanda elde edilen yiizeyin de egrilik ¢izgisi oldugu gosterilmigtir.
Ote yandan, bu egrilik ¢izgisinin Mannheim egri cifti yada Bertrand egri cifti olup
olmadigr aragtirilabilir. Sonug olarak, tanimadigimiz yiizeylerin egrilik ¢izgilerini
bildigimiz yiizeylerin egrilik cizgilerinden yararlanarak belirleyebiliriz. Buna ek
olarak, R* de, dort boyutlu Oklid uzayinda ve R” de, n boyutlu Oklid uzayinda
Rotation minimizing catinin uygulamasi verilmistir. Bu elde edilen cati yardi-

miyla kiiresel egri olma kogulu tanimlanmigtir. Bunun yam sira, bu elde edilen
163



Rotation minimizing cat1 rektifiyan egrilere uygulanmigtir. Bu catilar yardimiyla
elde edilen rektifiyan egrilerin teget vektor alani hari¢ diger vektor alanlarinin
katsayilarinin su ana kadar yapilan caligmalarin aksine fonksiyonlar degil sabit
reel sayilar oldugu gosterilmistir (Cambie vd. 2016, Ilarslan vd. 2003). Bu catilar
baska 6zel egrilere uygulanarak farkli sonuclar elde edilebilir. Ayn1 zamanda, R*
de, birim kuaterniyonik direction egri kullanilarak elde edilen Rotation minimi-
zing ¢at1 kuaterniyonik rektifiyan egrilere de uygulanmigtir ve sonuclarin direction
egri kullanilarak elde edilen Rotation minimizing ¢atilarindakilerle benzer oldugu

goriilmiigtiir.

Myller Konfigiirasyonu kullanilarak Rotation minimizing ¢atinin bir diger uygu-
lamasi verilmistir. Rektifiyan tipli egriler n-boyutlu Oklid uzayina R™ e genellesti-
rilmistir. Ayrica, bu ¢at1 yardimiyla 6zel egrilerin kolaylikla karakterize edilebile-
cegi goriilmiigtiir. "Rektifiyan tipli egrilerin tiirevleri de rektifiyan tipli egrilerdir"
hipotezi kiiresel egrilerin siniflandirilmasinda 6énemli bir katki saglar. n-boyutlu
Oklid uzaymnda R” de, Rotation Minimizig cat1 yardimiyla helislerin, rektifiyan
egrilerin ve kiiresel egrilerin yeni karakterizasyonlari incelenmistir. H.A. Hayden
(Hayden 1931) tek boyutlu uzaylar i¢in helislerin eksenlerinin Frenet vektorleri ile
sabit bir aci yaptigim soylemistir. Ancak, ¢ift boyutlu uzaylarda, H.A. Hayden,
bunu anlamanin zor oldugunu da ayrica belirtmistir. Ilk kez bir helisin ekseninin
bu egrinin Rotation minimizing ¢at1 vektorleri ile sabit bir ac1 yaptigi bu calisma
da s6ylenmektedir. Bunun yamsira, n boyutlu Oklid Uzaymda R” de, bir Rota-
tion minimizing ¢atiya gore (k + 1) boyutlu kapal bir regle yiizeyin agihim agisi

ve acilim uzunlugu verilmistir.

R? de, ii¢ boyutlu Lorentz-Minkowski uzayinda, genel bir cati, ¢atimin vektor
alanlar1 boyunca dondiiriilerek ii¢ tip Rotation minimizing cat1 elde edilmigtir.
Bu ii¢ tiir Rotation minimizing ¢ati igin, ii¢ tiir pseudo kiiresel Lorentzian Dar-
boux vektor alani ve Lorentzian Darboux gosterge egrileri incelenmistir ve onlarin
singiiler noktalar1 bulunmugtur. Dahasi, genel cat1 egri yiizey catisi secilerek Izu-
miya ve digerleri tarafindan elde edilen sonuclarin gerceklendigi gosterilmigtir

(Ito ve Izumiya 2016). Burada, sonuclar spacelike yiizeyler icin elde edilmistir.
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Gelecekteki ¢aligmalarda farkl yiizeyler alinarak (timelike ya da lightlike yiizey-
ler gibi) farkli sonuglar elde edilebilir. Rotation minimizing ¢atinin bazi énemli
uygulamalari, R} de dort boyutlu Lorentz-Minkowski uzayinda verilmistir ve bu
sonuglar R} e n-boyutlu Lorentz-Minkowski uzayina genellestirilmigtir. Bu ¢ati-
lar yardimiyla elde edilen rektifiyan egrilerin teget vektor alani hari¢ diger vektor
alanlarmin katsayilarinin su ana kadar yapilan calismalarin aksine fonksiyonlar

degil sabit reel sayilar oldugu gosterilmistir (Cambie vd. 2016, flarslan vd. 2003).
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