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OZET

Doktora Tezi

INTEGRO FARK DENKLEMLERININ ZAYIF LINEER OLMAYAN ANALIiZi

Musa Emre KAVGACI

Ankara Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Damisman: Prof. Dr. Hiiseyin BEREKETOGLU
Bu tez beg boliimden olugmaktadir.

IIk boliim giris kismina ayrilmistir.  Bu boliimde, matematiksel ekoloji alaninda
yapilan caligmalardan bahsedilmis ve tezde kullanilan bazi énemli tanim ve teorem-
lere yer verilmistir.

Ikinci boliimde, lojistik ve Ricker biiyiime fonksiyonlu integro fark denklem modeli
ve bir av-avc sistemi i¢in integro fark denklem sistemi modeli olusturulmustur.
Uctincii boliimde ise, ortaya c¢ikan modellerin lineer kararlilik analizleri yapilarak,
secilen cekirdek fonksiyonlar: yardimiyla, ¢oziimlerin davraniglar: incelenmistir.
Dordiincii boliimde, zayif lineer olmayan analiz yontemi icin gerekli olan coklu-6lcek
pertiirbasyon metodundan bahsedilmis ve zayif lineer olmayan analiz yontemiyle,
ortaya cikan genliklerin davranisi incelenmistir.

Son boliimde ise bu tezde yapilan caligmalar ve bu galigmalarin sonuclar ifade
edilmigtir.

Ocak 2020, 51 sayfa

Anahtar Kelimeler: Integro fark denklemleri, lokal olmayan etkilesimler, catallanma,
zayif lineer olmayan analiz, desen olusumu, kararllik.
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ABSTRACT

Ph.D. Thesis

WEAKLY NONLINEAR ANALYSIS OF INTEGRO DIFFERENCE EQUATIONS

Musa Emre KAVGACI

Ankara University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Hiiseyin BEREKETOGLU
This thesis consists of five chapters.

The first chapter is devoted to the introduction. In this section, studies on math-
ematical ecology are mentioned and some important definitions and theorems used
in the thesis are introduced.

In the second chapter, an integro-difference equation model with logistic and Ricker
growth functions and integro-difference equations system model for a predator-prey
system are created.

In the third chapter, linear stability analysis of the resulting models are done and
the behavior of the solutions are examined with the help of selected kernel functions.
In the fourth chapter, the multiple-scale perturbation method which is necessary
for the weakly nonlinear analysis method is mentioned and the behavior of the
amplitudes that occur with the weakly nonlinear analysis method is examined.

In the last chapter, results and conclusion of the thesis are expressed.

January 2020, 51 pages

Key Words: Integro difference equations, nonlocal interactions, bifurcation, weakly
nonlinear analysis, pattern formation, stability
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1. GIRIiS

Son zamanlarda matematiksel biyoloji ve ekoloji alaninda bircok model ortaya kon-
mustur. Onemli arastirmalarin ilgi odagi olan bu modeller, fark denklemleri yardimuyla,
ayrik zamanl sistemlerde de calisilmaya baglanmigtir. Bu ¢alismalar neticesinde
ozellikle matematiksel biyoloji ve ekoloji alanlari i¢cin énemli sonuglar elde edilmistir.
Matematiksel ekoloji, niifus artigini ve niifusta meydana gelen dalgalanmalar1 aragtiran
popiilasyon ekolojisinde ¢nemli bir yere sahiptir. Modern matematiksel ekoloji
alanindaki ilk orjinal ¢alisma, Lotka ve Volterra tarafindan yapilmistir (Lotka 1925,
Volterra 1926). Lineer olmayan diferensiyel denklemler yardimiyla, av-avc: ve re-
kabet modelleri iizerinde calisan Lotka ve Volterra, énemli sonuclar elde etmis ve
bu sonuclar neticesinde, av-avci ve rekabet modelleri literatiirde bircok caligmanin
konusu olmugtur (Maynard 1974, May 1976, 1977, Beverton ve Holt 1977, Kot 2001).
Bitkiler ve hayvanlar, bir¢ok karmasik yapidan meydana gelmektedir. Bundan
dolay1 fiziksel bilimlerde var olan yasalar, biyolojik bilimlerde yetersiz kalmaktadir.
Ornegin, bircok hayvan tiirii hareket secme yetenegine sahiptir ve bu durum, bir
sarkacin deterministik kurallara bagli olan hareketinden daha farklhidir. Ayrica,
biiyiik veya kiigiik boyuttaki tiim organizmalar yayilarak, gevreleriyle etkilesime
girmektedir. Bu yayilma, biyolojik bilimler acisindan biiyiik énem arz etmektedir
ve bu davranigi inceleyebilmek i¢in farkli matematiksel modellere ihtiya¢ duyulmus-
tur.

Fisher ve Kolmogorov’'un popiilasyon genetigindeki ¢ncii ¢aligmalarindan bu yana,
Turing gelisim biyolojisi alaninda, Skellam (1951) ve Kierstead ve Slobodkin (1953)
ekoloji dalinda yayilmay1 da g6z oniine alarak canlilarin kaynak rekabetini incelemisler-
dir. Bu yayilma, siirekli zamanli modellerde reaksiyon-difiizyon denklemleri ile for-
miilize edilmistir (Britton 1986, Conway and Smoller 1977, Fife 1979). Bir boyutlu

en basit reaksiyon-difiizyon denklemi genel olarak
O = DO*u + R(u)

seklinde tamimlanir (Kolmogorov vd. 1937). Burada, u(z,t),  konum ve ¢ za-

man parametrelerine bagh bir fonksiyon, D difiizyon katsayisi ve R ise, reaksiyon
1



terimidir.
Reaksiyon-difiizyon denklemlerinde difiizyonun kararsizliga yol actigi 1952 yilinda

Turing tarafindan ortaya konmustur. Turing yaptigi ¢caligmada, iki kimyasal bilesenli

90 = D4,V?A+ F(A, B),

98 = DpV*’B + G(A, B),
sisteminde difiizyonun olmamasi durumunda yani, D4 = Dg = 0 i¢in baz1 kogullar
altinda ¢oziimlerin kararli oldugunu gostermis ve aym tiirden etkilesimlerin difiizyon

ile birlikte denge durumunu kararsiz hale getirdigini ve modelin bir desen olusumu
ortaya ¢ikardigimi kanitlamigtir. Segel ve Stoeckly (1972) ise bu diisiinceyi ekolo-
jiye aktarmig ve reaksiyon-difiizyon denklemi yardimiyla bazi amiplerin davraniglar:
hakkinda onemli sonuglar elde etmiglerdir.

Stirekli zamanl sistemlerde desen olusumuna sebep olan bir diger 6nemli mekanizma
ise lokal olmayan etkilegimlerdir. Bu etkilesimler Britton (1989, 1990) ve Gourley (2000)
tarafindan ele alimmigtir. Britton (1989) yaptigi cahismada basit bir biyolojik popiilas-

yon modelini, ¢ zamani ve ¢ * u konvoliisyonu gostermek {izere,
uw=ul+au—(1+a)g*xu)+ Au

formunda tanimlamistir. Bu modelde, au terimi avantajhi lokal gruplasmay: goster-
mektedir. Bu gruplagmanin cgesitli sebepleri vardir. Birincisi, bazi hayvanlarin
ornegin balik veya kuslarin beraber hareket ederek avcilara karsi koruyucu bir 6nlem
almalaridir. Ikincisi, bazi hayvanlarin gruplar halinde gezerek, birey bagima diisen
arama siiresini azaltmak ve farkl gida kaynaklar: saglamalaridir. Uciinciisii ise, ar-
tan grup biiyiikliigiiniin iireme bagarisinda artiga neden olmasidir. —(1 + «a)g * u
terimi ise, lokal olmayan etkilegimleri tanimlamaktadir. Ayrica lokal olmayan etki-
legsim terimine sahip bir denklemin ¢oziimlerinin kararsizligi da birgok caligmanin
konusu olmustur (Fuentes vd. 2003, 2004, Genieys vd. 2006, 2009, Perthame vd.
2007, Banarjee ve Volpert 2016). Lokal olmayan rekabet ve etkilegimlerin reaksiyon-
difiizyon denklemlerindeki etkileri ise, Tanzy vd. (2013), Aydogmus (2015), Banerjee
vd. (2017) tarafindan aragtirilmigtir.

Maalesef, ayrik zaman araliginda, iyi tanimlanmig biiyiime ve dagilma evrelerine

sahip organizmalar ile ¢alisirken reaksiyon-difiizyon denklemleri uygun degildir. Nite-
2



kim, Neubert vd. (1995) yaptiklar: galigmada baz tiirlerin modellenmesinde reaksiyon-
difiizyon denklemlerinin uygun olmadigini ileri siirmiiglerdir. Bundan dolay1, ayrik
zaman araliginda reaksiyon-difiizyon denklemlerinin bir benzeri olan integro fark
denklemleri kullanilmigtir. Kot ve Schaffer (1986) ve Hardin vd. (1988) integro fark
denklemlerini popiilasyon ekolojisi literatiiriine kazandirmiglardir. Daha sonra, bu
denklemler, tiirlerin davramiglar1 ve hareketli dalgalar (travelling waves) agisindan
Kot (1992), yayilma ve istila bakimmndan Kot vd. (1996) ve desen olusumu agisin-
dan ise Neubert vd. (1995) tarafindan analiz edilmistir. Integro fark denklemlerini
kullanarak rekabet ve etkilesimlerin denge noktasinda yol agtigr kararsizliklar: in-
celemek, meydana gelen desen olusumlarinin genlikleri hakkinda bilgi edinmek ve
olusabilecek ¢atallanmalar1 gostermek bu alanda ¢nemli bir ¢aligma olacaktir.

Bu tezin ilk kisminda, lojistik ve Ricker biiyiime fonksiyonuna sahip integro fark
denklemi ve integro fark denklem sistemi modellerinden bahsedilecek ve daha sonra
bu modellerin lineer kararhlik analizi yapilacaktir. Ikinci kisminda ise, siirekli za-
manl sistemlerde iyi bilinen bir yéntem olan zayif lineer olmayan analiz yontemi
kullanilarak ortaya ¢ikan desenlerin genlikleri hakkinda bilgi edinilecek ve Stuart-
Landau tipinde bir denklem bulunarak, catallanma cesitleri ve genlikler hakkinda
niimerik sonuglar ortaya konacaktir. Zayif lineer olmayan analiz yontemi, 1958 ve
1960 yilinda Stuart tarafindan akigkanlar mekanigi alaninda kullanilmig ve olusan
genliklerin denklemleri elde edilmigtir. Bu denklemler, Landau’ nun 1944 yilinda kul-
lanmig oldugu yontem ve terimlerle, Stuart tarafindan gelistirilerek Stuart-Landau
denklemi adim1 almigtir (Landau 1944, Stuart 1958, 1960). Bu denklem A genlik

fonksiyonu olmak iizere,

dA 1
2 GA— ZAAP
g = oA A

bi¢iminde olup, catallanma noktasinin yakinindaki sistemin dogrusal olmayan bir
salinim davranigini tanimlar.

Simdi, bu tezde kullanilan baz1 tanim ve teoremlerden bahsedilecektir.

Tanim 1.1 Bir z : N — R fonksiyonu i¢in A fark operatorii veya x in birinci
basamaktan farki

Az(n) =z(n+1) —x(n)
3



seklinde tanimlanir (Kelley ve Peterson 1991).

Tanim 1.2 (Denge Noktasi)

z(n+1) = f(z(n)) (1.1)

denklemi i¢in f(z*) = z* esitligini saglayan x* degerlerine (1.1) denkleminin denge

noktalar1 veya sabit noktalar1 denir.

Bagka bir deyisle, 2(0) = 2* baglangi¢ noktasi olmak iizere,

w(1) = f(a") = 2", 2(2) = f(z(1)) = f(2") = 2", ..
olup z*, (1.1) in sabit ¢oziimiidiir (Elaydi 1999).

Ornek 1.1 z(n+ 1) = 2%(n) denkleminin ii¢ tane denge noktas: vardir. f(z) =

olup,

f(z*) = 2" veya 2°® =z

den, z7 =0, x5 = —1, x5 = 1 dir (Jekil 1.1).

-3 -

Sekil 1.1 z(n + 1) = z*(n) denkleminin sabit noktalar:

Tanim 1.3 (Homojen denge ¢oziimii) Modele mekansal boyutun eklenmesiyle or-

taya ¢ikan

denkleminin f(u*(z)) = u*(z) esitligini saglayan u*(x) degerlerine homojen denge

¢ozumii denir.



Tanim 1.4 z*, (1.1) denkleminin bir sabit noktasi olsun. Verilen bir £ > 0 sayisina
kargihk |zg —2*| < ¢ oldugunda her n > 0 ig¢in |f"(zo) — 2*| < € olacak sekilde
bir 4 > 0 varsa, x* denge noktasia kararlidir denir. Kararli olmayan bir x* denge

noktasima kararsizdur denir (Elaydi 1999).

Tanim 1.5 z*, (1.1) denkleminin bir sabit noktasi olsun. |z —z*| < 7 oldugu
zaman, lim f"(zo) = x* olacak sekilde bir > 0 varsa, (1.1) in z* denge noktasina
bir atraktér denir. Eger n = oo ise, o zaman x* a (1.1) in bir global atraktéri denir

(Elaydi 1999).

Tanim 1.6 z*, (1.1) denkleminin bir sabit noktasi olsun. z* kararl ve bir atraktor
ise, o zaman x* denge noktasina asimptotik kararl denge noktasi denir. n = oo ise,

x* bir global asimptotik kararl denge noktasidir (Elaydi 1999).

Teorem 1.1 z*, (1.1) fark denkleminin bir denge noktasi ve f, x* da siirekli tiirevlene-

bilen bir fonksiyon olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler dogrudur:

ONFECY

(ii) {f’ (m*)} > 1 ise, z* kararsizdir.

< 1 ise, z* asimptotik kararhdir.

Teorem 1.2 z*, (1.1) denkleminin bir denge noktasi ve f'(z*) = 1 olsun. Bu
durumda agagidaki durumlar saglanir.
(i) f"(z*) # 0 ise, 2* kararsizdir.

(i) f (z*) =0ve f (2*) > 0 ise, x* kararsizdir.

(iii) f"(2*) = 0 ve f"(2*) < 0 ise, #* asimptotik kararhdur.

Tanim 1.7 (Schwarzian tiirevi)

@ 3@
S = 7 2{1"(1’)}

seklinde tanimlanan tiireve Schwarzian tiirevi adi verilir (Elaydi 1999).

Eger f'(z*) = —1 ise,

dir.



Teorem 1.3 z*, (1.1) in denge noktasi ve f (z*) = —1 olsun. Bu durumda asag-

daki ifadeler saglanir.

(i) Sf(z*) <0 ise, z* asimptotik kararhdir.
(ii) Sf(z*) > 0 ise, x* kararsizdir.

Tanim 1.8 b, f fonksiyonunun tamm kiimesinde olsun. f*(b) = b olacak sekilde
bir £ > 0 tamsayist varsa, b noktasina f fonksiyonunun veya (1.1) denkleminin bir

periyodik noktas: denir. Bagka bir deyisle,

2(n+1) = g(x(n))

denkleminin denge noktasina k—periyodik nokta denir, burada g = f* dir (Elaydi
1999).

Teorem 1.4 (Schur-Cohn kriteri)
X(n+1)=F(X(n))

fark denklem sisteminin denge ¢oziimii X* olsun. Bu sistem U(n) = X(n) — X*

doniisiimii altinda

Uln+1) = JU(n),

lineer sistemine indirgenir, burada, J matrisi X* noktasinda hesaplanmis Jacobiyen

matrisidir. Bu matrisin 6zdegerleri
det(J —AI) =0

karakteristik denklemi ile bulunur. Bu denklemin karakteristik polinomu ise, a;, ¢ =

1,2, ...,n reel sabitler olmak {izere,
pN) =N+ a A" a\N" L Fa,

dir. Bu karakteristik polinomun kokleri |\| < 1 ise, denge ¢oziimii asimptotik karar-

Lihdir (Jury 1964).



Teorem 1.5 Ozel olarak p(A\) = A + a1\ + ay polinomunun tiim A 6zdegerlerinin

birim diskin i¢inde kalmasi icin gerek ve yeter kosul
|CL1| <l4ay<?2
olmasidir.

Teorem 1.6 (Fredholm Alternatif teoremi) Az = b matris denkleminin bir ¢oziime
sahip olmasi icin gerek ve yeter kosul ATv = 0 esitligini saglayan her v vektorii icin

< b,v >= 0 olmasidir.

Catallanma kavrami agagidaki bicimde tanimlanabilir.

Tanmim 1.9 Bir parametredeki degisiklige bagh kalarak bir sistemin veya denklemin

denge noktasinin davraniginda meydana gelen degisiklik durumuna gatallanma denir.

Catallanma konusunda ilk calisma Fransiz matematikc¢i Henri Poincare tarafindan
1885 yilinda yapilmig ve daha sonra bu konu Eberhard Hopf, Aleksandr Andronov
vd. tarafindan gahgilmigtir (Poincare 1885, Hopf 1942).

Tanim 1.10 (Tirnuk catallanma)

Kritik catallanma degeri gecilirken, bir kararsiz ve iki kararli denge noktasi olmak
iizere ii¢ denge noktasi meydana geliyorsa, bu tip ¢atallanmaya stperkritik tirmak
catallanma denir. Eger bir kararh ve iki kararsiz denge noktasi meydana geliyorsa,

bu tip bir catallanmaya da subkritik tirmak ¢atallanma denir.

Tanim 1.11 (Transkritik ¢atallanma)
Bu catallanma tiirtinde biri kararlh ve digeri kararsiz olan iki denge noktasi, catal-
lanma parametresi gecilirken kararlilik yapilarini degistirirler. Yani, kararsiz olan

denge noktalar1 kararli; kararli olan denge noktasi ise kararsiz duruma gelir.

Mekansal boyutun eklenmesiyle olusan modellerde, bireylerin hareket etme duru-
munun, uzayda ortaya ¢ikan herhangi bir heterojenligi homojenlestirme egiliminde
oldugu gozlenmisgtir. Bu nedenle, rastgele difiizyonun mekansal olarak homojen

¢oziimler ortaya cikardigi diisiiniilmiistiir. Ancak, Turing difiizyonun tam aksi bir
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etki gosterebilecegini kesfetmigtir. Difiizyon, yayilma kararsizliklar1 veya Turing
kararsizliklar1 olarak adlandirilan homojen olmayan desen(oriintii) olusumlarina ne-
den olabilir. Turing, reaksiyona giren ve yayilan kimyasal bilesenler arasindaki
uygun etkilesimlerin, kararsiz bir durumdan ortaya c¢ikan kararli mekansal desen
olugsumlarina yol agabilecegini gostermistir. Bir reaksiyon-difiizyon sisteminde, ho-
mojen denge durumu difiizyonun yoklugunda kararl fakat difiizyon mevcut oldugunda
kii¢iik mekansal pertiirbasyonlarla kararsiz duruma geliyorsa, Turing kararsizligi ola-
rak adlandirilan difiizyona baglh kararsizlik sergiler.

Desen(6riintii) olusumu ekoloji ve biyoloji alaninda bir¢ok bilim insami tarafindan
caligilmigtir (Okubo ve Levin 2001, Murray 2013). Bazi hayvanlarin tizerindeki de-
senler, insan beyninin gorsel korteksinde olusan serit olugsumlar: ve embriyo hiicreleri-
nin gelisim agamalarindaki olugsumlar desen olugsumlarina 6rnek olarak gosterilebilir.
Murray hayvanlarin postlari, leoparlarin iistiindeki benekler, yilanlarin derileri ve
kelebeklerin kanatlarindaki desenler gibi desen olusumuna dair birgok uygulamadan
bahsetmistir (Murray 1993, 2003).

Bu tezde kullanilan diger kavramlar agagida verilmistir.

Tanim 1.12 (Fourier Déniigiimii) Bir f fonksiyonu her sonlu [—L, L] araliginda

parcal siirekli ve / |f(z)|dz integrali yakinsak olsun. Bu durumda,

flw) = jff(x)e_”“dw

ifadesine, f fonksiyonun Fourier doniigiimii ad1 verilir (Bochner ve Chandrasekharan

1949).

~

Tanim 1.13 (Ters Fourier Doniigiimii) f(w) nin ters Fourier doniigiimii
fla) = [ Foperas

ile tanimlanan f(z) fonksiyonudur (Bochner ve Chandrasekharan 1949).
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Tanim 1.14 (Konvoliisyon) f ve g nin f % g konvoliisyonu
fla)+gla) = [ F@lgl - )

seklinde tanimlanir (Bochner ve Chandrasekharan 1949).

Teorem 1.7 f(w) ve g(w) sirasiyla, f(z) ve g(x) fonksiyonlarinin Fourier déniigtim-

leri olmak iizere, fxg konvoliisyonunun Fourier doniisiimii f(w)g(w) ¢arpimina esittir

(Bochner ve Chandrasekharan 1949).

Tanim 1.15 f fonksiyonu [a, b] araliginda n yinci basamaktan siirekli tiirevlenebilir

olsun. f™+1) (a,b) arahgmda mevcut ise, ¢, € € (a, b) igin

£(6) = £le0) + (& = 20 (e0) + o+ e = 20)" S (e0) + R

dir. Burada,

(e —eo)" ™ FHI(E), € € (eo,2).

B = 9y

dur.

Teorem 1.8 (Ortalama Deger Teoremi) f fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli ve

(a,b) agik araliginda tiirevlenebilir olsun. Bu durumda, ¢ € (a, b) igin

f(b) = fla) + (b—a)f'(c)
dir.
Asimptotik yaklagimlar: tanimlamak i¢in, Bachmann—-Landau sembollerini tanitmak

gerekir.

Tamim 1.16 ¢ > ¢( iken |f(e)| < ko|p(e)| olacak sekilde kg ve g¢, sabitleri var ise,

bu durumda
f=0(9)
dir..
f=0(0)
esitliginin anlamu, EILI?O (f/¢) = 0 demektir (Bachmann 1894).
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Teorem 1.9 Eger,
f(e)

lim —= =1L
S oe)
ise, € — g¢ i¢in f = O(¢) dir. Burada, -co < L < oo dur. Eger,

o 1O _
A5 o~

ise, € — g i¢in f = o(¢) dir.

Tanim 1.17 f(e) ve ¢(¢) fonksiyonlar: verilsin, € — ¢ icin f = ¢+o0(¢) oldugunda
¢(e)’a f(e) nun asimptotik yaklagimi denir ve f ~ ¢ ile gosterilir (Holmes 2012).

Simdi, asimptotik acilimlar icin asagidaki tanmimlar verilsin.

Tamm 1.18 Vm € N icin ¢ — ¢ iken, eger, ¢,,,1 = 0(¢,,) ise, ¢;(c), Py(€), ...

fonksiyonlar1 asimptotik dizi olugturur.

Tanim 1.19 Eger ¢,(¢), ¢4(¢), ... asimptotik bir dizi ise, f(g), n terimine gore

asimptotik bir acilima sahiptir ve € — ¢y olmak {izere,
m
f= Zakqbk +o(p,,), m=1,2,...n
k=1

dir. Burada, a; terimi € dan bagimsizdir.

Boylece, ¢ — ¢y olmak tizere,
[~ ai19,(e) + axgy(e) + ... + and,(e)
yazilabilir.

Ornek 1.2 ¢ < 1 olmak iizere, e nun {i¢ terimli acthmi, Taylor teoreminden asag-

daki gibi elde edilebilir:

1 1
e = 1+5+§52—|—§53—|—...

pedoie
~ 9 =&,
2
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2. MODEL

Bu boliimde, lojistik ve Ricker biiyiime fonksiyonlarina sahip bir tek tiirii modelleyen
bir integro fark denklemi elde edilecek ve bu denklemde yer alan gekirdek fonksi-
yonlarimin bazi 6zelliklerinden bahsedilecektir. Daha sonra ise, kararlilik teorisinin
onemli uygulamalarindan biri olan, ayni ¢cevreyi paylagan iki veya daha ¢ok biyolojik
niifus arasindaki etkilegimi iceren av-avci modeli i¢in bir integro fark denklem sistemi

ele alinacaktir.
2.1 Integro Fark Denklemi

Fisher 1937 yilinda yaptig1 ¢calismada, avantajli genlerin yayilmasim aciklamak icin

ov
5 = Av+ov(l —v) (2.1)

denklemini kullanmigtir. Bir genin sikligi, konum ve zamanin fonksiyonu olan v(z, t)

2
ile gosterilmek iizere, burada A = 2 olmak iizere, Laplacian bireylerin hareketli-

2
ligini modellemek icin kullamlml@tlrfc Reaksiyon terimi olarak ise, lojistik biiyiime

fonksiyonu alinmigtir.

Reaksiyon-difiizyon denklemlerinin bir¢ok ozelligine sahip ayrik zamanli bir model

Kot ve Schaffer tarafindan ele alinmigtir (Kot ve Schaffer, 1986). Bu ¢alismada,

biiyiime ve yayilmanin, yagsam dongiisiiniin farkli bir asamasinda meydana geldigi ve

bireylerin yagsam dongiisiiniin geri kalaninda nispeten hareketsiz oldugu varsayilmistir.
Bu bir¢ok organizma i¢in makul bir yaklagimdir. Popiilasyonun dagilimi icin lineer

bir operator ve popiilasyonun biiyiimesi i¢in de lineer olmayan bir operator birlikte

ele alinabilir. Bu tezde oncelikle popiilasyonun biiyiimesi lineer olmayan

Up+1 = f(un)

denklemi ile ifade edilir. Burada f, lojistik veya Ricker lojistik biiyiime fonksi-
yonu olarak alinacaktir. Yukarida verilen denklem bireylerin mekansal hareketlerini
goz ardi eder. Dolayisiyla, uzaysal konum z ve zaman n ile gosterilmek iizere,
popiilasyondaki bireylerin yogunlugu u,(z) bi¢iminde ifade edilir. Yukarida belir-

tildigi gibi, ilk asama biiytimenin oldugu u,(z) den f(u,(r)) e doniisiimdiir. Ikinci
11



asama ise, uzaysal karigmadir. Yani, bu asamada yayilma meydana gelir ve bu
asama integral operator ile modellenir. Bu modelde hareketliligi belirtmek icin bir
y konumunun komsulugundan gelen bireylerin x konumunun komsuluguna hareket
etmesini tamimlayan bir olasilik g¢ekirdegi K;(x,y) olarak kullamlacaktir. Biyolo-
jik bir bakig agisiyla, iki nokta arasindaki uzakhigin goc etme olasiligina bagl, yani
Ki(z,y) = Ki(x — y) oldugunu varsaymak makul olur. Boylece, bir integro-fark

denklemi

un1(2) = [K1* fun)](x) = /Kl(w = y)f(un(y))dy (2.2)

olarak tamimlanir. Burada, K; uzakliga bagh yayilma cekirdegidir. (2.2) denklemi
Lojistik ve Ricker fonksiyonlar: i¢in, Kot ve Schaffer (1986) ve Kot (1992) tarafin-
dan caligilmigtir.

Lokal olmayan etkilesimleri modelleyen Fisher denklemi agagidaki gibi verilmis olup,

2 Avt ol Ko ) (2.3)

bu denklem desen olusumu ve hareketli dalgalarin incelenmesi acisindan Britton,
Gourley, Genieys, Fuentes gibi birgok yazar tarafindan ¢aligilmigtir (Britton 1989,
Gourley 2000, Genieys vd. 2006, Fuentes vd. 2003). Burada, K terimi, (2.2) denk-
lemindeki konvoliisyon seklinde tanimlanir ve lokal olmayan etkilesimi modeller.
(2.3) denkleminin denge ¢oziimii, K> gekirdek fonksiyonunun Fourier déniigiimiiniin
negatif degerler almasiyla kararsiz hale gelir (Genieys vd. 2006). Yani, denge nok-
tasin1 kararsiz hale getiren lokal olmayan etkilesim terimidir.

Oncelikle, cekirdek fonksiyonlar: icin bazi kabuller ele alinsin. Vz € R ve j = 1,2
icin

o K,(z)> 0, kompakt destekli* ve parcal siirekli,

j(x) = K;(—), yani simetrik,

o [Kj(x)dr=1

Lokal olmayan etkilesim i¢in agagidaki iki biiyiime fonksiyonu ele alinacaktir.

*sifirdan farkl deger aldigh noktalarin kapanisi kompakt kiime olan fonksiyon
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2.2 Lojistik Biiyiime Fonksiyonu

Lojistik ismi Belc¢ikali matematik¢i Pierre-Frangois Verhulst tarafindan verilmistir.
Lojistik ifadesi Yunanca da logistikos yani hesaplamadan gelmektedir. Lojistik fark
denklemi ise, ilk olarak Maynard Smith 1968 ve May 1972 tarafindan ele alinmistir.

Bu denklem
r

Nt+1 = (]_ + T)Nt — K

N? (2.4)

olmak tizere, burada K, cevrenin tagima kapasitesini ve r, biiyiime oranini goster-
mektedir. N, ise, t zamanindaki niifus seviyesidir. Bu denkleme

77“/K
14

N

Unp

doniisiimii uygulanir ve sonrasinda kolaylik agisindan 1 + r parametresi yerine r
parametresi alinirsa,

Upt1 = Ty (1 — uy) (2.5)

lojistik fark denklemi elde edilir. Boylece lokal olmayan etkilesim i¢in K5 c¢ekirdegi
goz oniine alinirsa;

filu, Ky xu) = ru(l — Ky * u) (2.6)
lojistik biiyiime fonksiyonu bulunur.
(2.5) lojistik fark denkleminin iki denge noktasi uj* = 0 ve u} = % olup, sifirdan
farkli denge noktasi biyolojik olarak anlamhdir. u; denge noktasi, 1 < r < 3 icin
asimptotik kararhdir. Gergekten, f(u) = ru(l—u) i¢in f'(u) = r —2ru olup, Teorem

1.1 den
r—1
T

| (i)l = [r —2r( ) =l-r+2/<1

olmalidir. Buradan, —1 < —r + 2 < 1 olup, 1 < r < 3 kosulu elde edilir. Ayrica,
r =3 ise, f'(uj) = —1 olup, Teorem 1.3 den,

S ()

SFi) = =) -

olup, denge noktasi, r = 3 icin de asimptotik kararhdir.
13



2.3 Ricker Biiyiime Fonksiyonu

Ricker denklemi 1954 yilinda W. E. Ricker tarafindan ele alinmigtir (Ricker 1954).
Bu denklem

R<1 ﬂ)
Upr] = Ug€ K (2.7)

olup, burada K, gevrenin tasima kapasitesini ve R, biiyiime oranini gostermektedir.

uy ise, t zamanindaki niifus seviyesidir. Bu denklem kolaylik agisindan,

Upyy = w0

seklinde ifade edilebilir. Ricker fark denkleminin denge noktasi ise, uj = 1 dir. Bu
denge noktasit 0 < R < 2 icin asimptotik kararhdir. Gergekten, f(u) = uef(—
olmak tizere, Teorem 1.1 den |f (u%)| = |1 — R| < 1 olmaldir. Buradan, 0 < R < 2

elde edilir. Ayrica, R = 2 igin f'(u},) = —1 olup, Teorem 1.3 den,
Sf(up) <0

olup, uj, = 1 denge noktasi, R = 2 icin de asimptotik kararhdir.
Lojistik biiytime fonksiyonuna benzer sekilde, lokal olmayan etkilesim i¢in K5 ¢ekir-

degi goz oniine alinirsa;
fr(u, Ky« u) = uefi-Kxw (2.8)

Ricker biiytime fonksiyonu bulunur.
Bu biiyiime fonksiyonlar1 ve lokal olmayan etkilegim, (2.2) denklemi ile birlikte ele
alimirsa, 7 = [, R icin

Upt1 = K1 * fj(un, Ko * uy,) (2.9)

modeli elde edilir. Burada, K; cekirdek fonksiyonu bireylerin yayilmasini ve K,
¢ekirdek fonksiyonu ise, lokal olmayan etkilesimleri yani kaynaklar i¢in lokal olmayan

rekabeti modeller.
2.4 Integro Fark Denklem Sistemi

Bu kisimda, ayrik zamanli jenerasyonlara sahip, birbirlerinin popiilasyon dinamik-

lerini etkileyen, etkilesim halinde olan iki tiir ele alinacaktir. Siirekli zamana sahip
14



biiyiime modellerinde oldugu gibi, ayrik zamanda da av-avci, rekabet ve ortaklik gibi
ayni temel etkilesim tiirleri vardir. Bu konular, genis ¢capta incelenmistir, ancak, iki
tiir durumunun ayrik zamanli analogu, siirekli modeller kadar fazla ele alinmamigtir.
Av-aver modelleri igin Hassel (1978), Neubert ve Kot (1992) tarafindan énemli galig-
malar yapilmistir.

Simdi, birinci basamaktan av-avci modeli igin

Niy1 = Nyer—NemFt)

Py = cNi Py

(2.10)

fark denklem sistemini gtz oniine alinsin, burada N; ve P, t € N zamanindaki
popiilasyonlardir. Bu model, avcimin yoklugunda, » > 2 i¢in yani yiiksek bir av
popiilasyonu olmas1 durumunda salimimli veya kaotik davramnis sergiler ( May 1976,

Kot ve Schaffer 1986).

Avcinin var olmasi durumunda ve yayilma olmadiginda, Teorem 1.4 ve Teorem 1.5

1 1
yardimiyla sifir olmayan denge noktasinin yani, (N*, P*) = (- ,1— =), 1 <c <2 ve
c c

icin asimptotik kararh oldugu goriiliir (Sekil 2.1).

4e
O<r<
r 3—c

10

Sekil 2.1 Kararlilik bolgesi

15



Parametreler secildiginde niifus davranislar: agsagidaki grafiklerdeki gibi olur.
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Sekil 2.4 ¢ =1.25, r=2.8

Bu sistem bireylerin konumsal hareketlerini ele almamaktadir. Dolayisiyla, bu hareketlili-
gi tanimlamak igin uzaysal konum x ve zaman ¢ ile gosterilmek tizere, N;(z) ve Py(z)

bi¢ciminde ifade edilmektedir. Boylece agagidaki sistem yazilabilir:

Niyi(2) = Ky * Nyer(-NemFo)
R5+1(I) = CK2 * Nt_Pt

(2.11)

Burada K; ve K, yayillma cekirdekleri olmak iizere, bir ¢nceki kisimda c¢ekirdek

fonksiyonlar: icin yapilan kabuller gecerlidir.
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3. LINEER ANALIiZ

3.1 Lineer Kararlilik Analizi

Bu kisimda, (2.9) denklemini lineerlegtirmek i¢in denge noktasinin kiigiik bir pertiir-

basyonu:

u, =u; +€£,, i =10R. (3.1)

seklinde ele almacaktir. (2.9) denkleminde (2.6) lojistik biiyiime fonksiyonu gtz

oniine alinirsa,

U;( + Efn—l—l = TKl * [(u? + Egn)(l - K2 * (UT + ng))]
= Ky [(u +€6,) (1 —up — e(Ky %))

= rKix [Uz( - usz - EU;( (K2 * gn) + 6571 - euzké.n - 62§n(K2 * gn)}

elde edilir. Bu esitlikte

oldugundan

oldugu goz oniine alinirsa,

’LL;( + €§n+1

U? + 6gn-{—l - U’Z( +e [_(T - 1)K1 * <K2 * gn) + Kl *é—n]

bulunur. Buradan
Sn—l—l = Kl * [gn - CK2 * Sn] (32)

lineer denklemi elde edilir. Burada, ¢ =r — 1 € (0,2) dir.
Benzer bigimde, (2.9) denkleminde (2.8) Ricker biiyiime fonksiyonu alinarak (3.1)

pertiirbasyonu uygulanirsa,

Wh + g = Ko x (g + €€, et
18



olur. Bu denklemde u} = 1 oldugu dikkate alinarak, Taylor agilimi yapilirsa,

T4eb, = Kix[(14+e€,)(14+R(1— Kyx (uh+€,)))]
= Kix[(1+¢,)(1—cR(Ks*¢E,))]
= Kix[l—eR(Ky*¢&,)+ €€, — €RE, (Ko E,)]

yazilabilir. Bu esitlikten
1+ 6€n+1 =1+4e€ (Kl * (_RKQ * fn) + £n>

elde edilir ve buradan (3.2) denklemi bulunur; (3.2) denkleminde ¢ = R € (0, 2) dir.
(3.2) denklemi D = [0, L] olmak iizere Vn € N ve z € D igin periyodik smir kogulu

Enx) = Ep(w + L)

altinda ele alinsin.

Sonlu integrasyon sinirlari, periyodik sinir kosullar1 ve siirekli cekirdeklere sahip
lineer operatoérler kompakt oldugundan (3.2) denklemi ile ifade edilen operator self-
adjointtir. Bundan dolay1, bu operatoriin sifir olmayan en az bir 6zdegeri mevcuttur.

(3.2) denkleminin ¢oziimii
Enl) = N'E(2) (3.3)
formunda yazlabilir. Bu form (3.2) de yerine yazilirsa,

NHE(2) = Ky« [A"ﬁ(m) — Ky % )\”f(m)]
M) = Ki* [E(x) — Ky *E(x)] Lz el0, L] (3.4)

elde edilir. Zamandan bagimsiz 6zfonksiyonlar sinir kogullarini saglar ve m € Z igin

km = 222 olmak tizere """ geklinde verilir. Boylece (3.2) denkleminin ¢oztimii

Elw) =) et (3.5)

bigimindedir. Burada ¢,, katsayisi, zamandan bagimsiz £(z) fonksiyonun baglangig
kosulunun Fourier agilimi ile hesaplanir. (3.5) esitligi (3.2) de yerine yazilirsa, m € Z
icin
A = K1 (k) (1 - cf(g(km)) (3.6)
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elde edilir. K 1(km) ve K 2(km), K1 ve Ky gekirdek fonksiyonlariin k,, de hesaplanmig

Fourier doniigiimleridir.

*
79

u!, 1 = r, R denge noktasi i¢in kararlhilik kogulu

Al <1
olmasidir. O halde, denge noktasinin kararsiz olmasi icin
‘I?l(km)‘ ‘(1 - cf(z(km))) >1

olmalidir. K yayilma cekirdegi denge ¢oziimiinii kararli duruma getirmeye caligir.

Burada,

‘[A(l(km)) - ' / hm ¢ (2) dx

< [l Ko da

olup, || = |cos(knx) + i sin(knz)| < 1ve [ Ki(z)dz = 1 oldugundan ‘I?l(km)’ <

1 elde edilir. Baz1 m € N ler i¢in
’(1 - c[A(g(k:m)>‘ >1

dir. Yayilma c¢ekirdeginin tam formunu bilmeden desen (oriintii) olugumunu goz-
lemlemek icin kesin kosullari elde etmek miimkiin degildir. Etkilesim cekirdeginin

Fourier doniigtimii bazi m € N ler i¢in negatif degerler aldigindan,
1— cKy(kn) > 1

elde edilir. Boylece, (2.9) denkleminin denge noktasini kararsiz hale getiren durum
bazi m € N ler igin

Ky (kn) <0

dir.

co € (0,2) en kiigiik say1 olmak iizere,

max |\(¢, k)| = [ Mo, kmg)| =1 (3.7)

meZ

olacak sekilde bir k,,, dalga sayisi var olsun. cy, ¢ parametresinin kritik degeridir

ve kn,, da kritik dalga sayisidir. Boylece asagidaki 6nerme verilebilir.
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Onerme 3.1 K;(k,,) < 0 ve (3.7) esitligini saglayan bir ¢o € (0,2) var olsun. Eger
¢ > ¢ olacak sekilde bir ¢ sayis1 varsa, |A(c, km,)| > 1 olur ve (2.9) denkleminin

¢oziimleri "desen olusumu" meydana getirir.

|A(co, kmy)| = 11ise, A(co, kmy) = £1 noktalar gatallanma noktalaridir. Bu durumda

Neubert vd. (1995) olusabilecek gatallanmalari agagidaki sekilde ifade etmislerdir:

o Eger A(co,km,) = 1 ise, ¢ > ¢o igin (¢, ky,) > 1 olur ve denge ¢oziimii
kararliligini kaybeder, boylece catallanma meydana gelir. Bu catallanmaya

arti-bir ¢atallanma denir.

o Eger Ao, kmy) = —1 ise, ¢ > ¢ icin A(¢, kp,) < —1 olur ve denge ¢oziimii
kararliligini kaybederek iki periyotlu periyodik ¢oziimler ortaya cikar. Bu catal-

lanmaya da eksi-bir ¢catallanma denir.

3.2 Tek Tiir Modeli i¢in Cekirdek Fonksiyonu ve Hesaplanan Sonuglar

Lokal olmayan Fisher denkleminin ¢tziimlerinin, I/(\Q(k:mo) < 0 igin desen olugumu
meydana getirdigi Genieys vd. (2006) tarafindan gosterilmigtir. Bu ¢alismada diizgiin
simetrik ¢ekirdekler kullamilmigtir (Aydogmus vd. 2017). Buradan bir diizgiin

simetrik cekirdek ailesi agagidaki gibi verilebilir:

1
a1 |.TJ| S d7
0, |z|>d,

burada d parametresi, K ¢ekirdek fonksiyonu i¢in adim (basamak) araligidir (Segal
vd. 2013). Gauss ya da Laplacian gekirdek aileleri, literatiirde yaygin olarak kul-
lanilan diger popiiler ¢ekirdek fonksiyonlarindan bazilaridir. Bu g¢ekirdek fonksiyon-
lar1 Neubert vd. (1995), Kot ve Schaffer (1986), Kot (1992), Tanzy vd. (2013) gibi
yazarlar tarafindan ele alinmigtir. Bu iki c¢ekirdek ailesinin aksine, eger cekirdek
simetrik ise, bu durumda K, ¢ekirdeginin Fourier doniisiimii negatif degerler alir.
Boylece diizgiin simetrik cekirdek fonksiyonu, desen olusumu icin Onerme 1’ deki
gerekli kosullar1 saglar.

Yukarida belirtildigi gibi, eger ¢q € (0,2) kritik degeri varsa, bu iki integro fark
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denkleminin ¢oziimleri desen olusumu meydana getirir. Burada, diizgiin cekirdek
fonksiyonu i¢in farkh baslangic degerleri alinarak ve ¢q kritik degeri bulunarak (3.7)
optimizasyon problemi ¢oziiliir. Ayrica, asagidaki parametre bolgesi alinarak bir

sinir olusturulabilir:

Kj:de, 02§d1§1V60<d2§4

Bu parametre bolgesi (2.9) modeli igin ele alimirsa, herhangi bir ¢ > ¢ kritik degerinin
var olmas1 durumunda u;ve u}, denge ¢oziimleri kararsiz hala gelerek desen olusumu

meydana getirir (Sekil 3.1).

Sekil 3.1 Desen olusumu bolgesi

Bu sekilde, beyaz bolge, desen olusumunun meydana geldigi bolgedir ve bazi ¢y €
(0, 2) degerleri igin ¢ > ¢ olacak bigimde ¢ degerleri vardir. Lojistik biiyiime fonksi-

yonu igin (2.9) denkleminin denge ¢oziimii agagidaki sekildeki duruma gegerek bir
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dalga olusumu meydana getirir.

0.56
0.55
0.54
0.53
0.52

=
0.51
051

0.49

0.48

0.47 : : : !

Sekil 3.2 Lojistik biiyiime fonksiyonlu modelin
denge ¢6ziimii
Burada, parametreler d; = 0.25, dy = 1 ve ¢y = 1.0613 olarak segilmigtir.

Ricker biiyiime fonksiyonunun (2.9) modelinde ele alinmasiyla ve yukaridaki para-

metrelerin aynisinin secilmesiyle agagidaki sekil ortaya cikar.

1.08

1.06

1.04

1.02

3 1F

0.98

0.96 [

0.94 |

0.92

X

Sekil 3.3 Ricker biiyiime fonksiyonlu modelin

denge ¢6ziimii

Bu niimerik simulasyonlarda lojistik ve Ricker biiyiime fonksiyonlar: periyodik sinir

kosullar1 altinda ele alinmigtir. Her iki konvoliisyon terimi K; * u ve Ks % u hiz-
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i Fourier doniigiimii altinda yaklagik olarak hesaplanmigtir. Ayrica, bu hesapla-
malarda konum degiskeni kesikli hale getirilmis ve degerler 0 < x < L igin Ax =
0.0001 ve L = 10 segilmigtir. Sekil 3.2 ve Sekil 3.3 de baslangi¢ kosulu uy, =
0.0001 cos(kn,z) ve ¢ = 1.0613 diir. Yukarida belirtilen gekirdek fonksiyonlar: igin
co parametresinin kritik degeri ise, 1.0581 dir. Yani, ¢ > ¢y olacak sekilde herhangi
bir deger i¢in uy baslangic kogulu altinda c¢oziimler hesaplanarak, ¢oziimlerin dalgali

bir hale geldigi gosterilmistir.

3.3 Integro Fark Denklem Sisteminin Lineer Analizi

Bu kisimda, (2.11) integro fark denklem sistemi i¢in lineer kararlilik analizi yapila-
caktir. Neubert vd. (1995), bu sistemin lineer kararhilhk analizini yapmislardir.

Oncelikle, sisteme denge noktas: etrafinda
Ny = N* + €,
B=P" + e
kii¢iik bir pertiirbasyon uygulanirsa,

N* + €€,y = Ky # [(N* + €€,) e/ 0N b= Pr=an)]
P+ epyyq = clo* [(N* 4 €6,) (P + epy)]

1 1
elde edilir. Burada Taylor agilimi yapilip, (N*, P*) = (—=,1 — —) oldugu dikkate
c c

aliirsa,
1 1 1 1
E—i—eﬁtH:Kl*[(E—i—eﬁt) 1+7’(1_2_€§t_1+g_€ﬂt))}

1 1 1
1—E+€Iut+1:CK2*|:<E+€§t (1—E+Eﬂt):|

esitlikleri elde edilir. Burada gerekli diizenlemeler yapildiginda r ve ¢ parametreleri
dagitilirsa,

1 1 r r
E+e§t+1:Kl* [(E—i—e{t) (1+T—E—€7“ft—7"+g—€7“ﬂt)>]

Y

1- - + ety = Ko« [(1+€c,) (¢ — 1+ ecpy)]

1 1 T T
- + €§t+1 = K % [E - Ggft - GE:U’t + €6, — 62T§? - 527‘515%}

1 1
1— P + €pyy = Ko x {1 e +ec€, + ey — €€, + EQC@M}
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bulunur. Bu esitliklerden,

1 1 r r
s €1 = -t Ky [6(1 — E)ft + 6(—5/% )]

1
1_E+€Nt+1 = 1_E+K2*[€(C_1)5t+eﬂt]
elde edilir ve boylece,
r r
§opr = I % [(1 - E) § — EM}
fepr = Kox [(c = 1) & +

(3.8)

lineer sistemi yazilir.
O halde, yayilmanin olmasi durumunda agagidaki integro fark denklem sistemi

yazilabilir,

§t+1 = le(m - y) [(1 - g) ft(y) - gﬂt(y) dy

(3.9)
fipr = [ Ka(z —y) [(c = 1) &(y) + m(y)] dy.
Bu problem V¢ € N ve z € [0, L] i¢in
() _ &z + L) (3.10)
11 () p(z + L)

siir kogulu altinda ele alinsin. (3.9) lineer sisteminin ¢oziimii agagidaki formda

yazilabilir:

=\ : (3.11)
H H

Yukardaki egitlik (3.9) sisteminde yazilirsa, zamandan bagimsiz

AE = Kox | (1= D) — =i

_ (3.12)
Ni = Ko [(c— 1)g+ﬁ}
. . iy - 2mn . . o
sistemi elde edilir. n € Z i¢in k,, = T olmak iizere, (3.12) sisteminin periyodik

sinir kosullarim saglayan ozdegerleri e?*»* ile verilir. Fourier doniisiimii altinda,

A f =KJ f (3.13)
H H
—~ r r
o Ky 0 == = .
elde edilir. Burada, K = e ve J = ¢ ¢ dir. Ayrica,
0 K2 C — 1 1

l/(\l(/cn) ve l/(\g(k:n), K, ve K, c¢ekirdek fonksiyonlarmin k, noktasinda hesaplanmis
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Fourier dontigiimleridir. Eger, KJ matrisinin biitiin 6zdegerleri birim diskin i¢inde

kaliyorsa, sistemin denge noktasi kararhidir. (3.13) sisteminin karakteristik denklemi
: (Ka-D+ 1, KKyl =)+ KK (r—0)) =
A (K1(1 0+ K2> At <K1K2(1 D)+ K (r c)) 0 (3.14)
veya
N —iz(KJ)A +det(KJ) =0 (3.15)

olarak yazilabilir. Jury testi veya Schur-Cohn kriterinden agagidaki teorem ver-

ilebilir.

Teorem 3.1 K J matrisinin tiim 6zdegerlerin birim diskin i¢inde kalmasi i¢in gerek

ve yeter kosul agagidaki sartlarin saglanmasidir:

1 —iz(KJ) +det(KJ) > 0, (3.16)
1+ i2(KJ) +det(KJ) > 0, (3.17)
1—det(KJ) > 0. (3.18)

Ispat. Teorem (1.5) den, | — iz(K.J)| < 1+ det(K.J) < 2 olmahdir. Buradan,
| —iz(KJ)| <14 det(KJ)
ve
1+ det(KJ) <2
kogullar1 ortaya cikar. Gerekli diizenlemeler yapilirsa,
—1—det(KJ) < —iz(KJ)<1l4det(KJ)

-2 < 1+det(KJ) <2

olup, (3.16), (3.17) ve (3.18) kogullar1 elde edilir. =

Yayilmanin olmamasi durumunda, homojen denge ¢oziimiiniin kararli olmasi igin

gerek ve yeter kosul ise,
1 —idz(J)+det(J) > 0,
1+iz(J)+det(J) > 0,

1 —det(J) > 0,
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sartlarinin saglanmasidir. +1 ¢atallanmasi i¢in (3.16) ifadesi ters gevrilirse, homojen
denge ¢oziimii kararhiligini kaybederek catallanma meydana gelir. Bu catallanma
icin agagidaki ifade yazilabilir.

Quilh) = 1= all) (1= 1) = Fatho) + BallRalh) (147 =2} (3.19)

C C

—1 gatallanmas i¢gin ise, (3.17) ifadesi ters gevrilirse,
—~ T — — — 2r
Q-sll) = 1+ Rall) (1= 0) 4 Falh) + Ball) Ratl) (140 = 2) (3.20)
yazilabilir. Neubert vd. (1995),

Nipa(z) = [ Ki(z = y)f(Ne(y), Poly))dy,

Q
Pii(x) = [ Ka(z —y)f(Nuly), Pi(y))dy,
Q
sistemi i¢in,
f?l 0 . e . . . air G2
K = R ve lineerlegtirilmis sistemin katsay1 matrisi J =
0 K 21 Q22

olmak {izere, sinirsiz bir aralik {izerinde catallanma kosullarimi agsagidaki gibi ver-

mislerdir:
Catallanma 0<Ki(k)<1 —1<Ki(k,)<0 0< Ki(ky) <1
0 <Ky(k,) <1 —1 <K,(k,) <0 —1 < Ky(ky,) <0
. (a1;—=1)(agpy—1) <0 | (a;;+1)(ag+1) <0 | a;1> 1 veya ax<1
a12a21< 0 a12a21< 0 a12a21< 0
1 (a1 +1)(agy+1) <0 | (a;;—1)(a—1) <0 | a11< 1 veya age> 1
a12a91< 0 a12021< 0 a12021< 0
Hopf imkansiz imkansiz imkansiz.
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3.4 Av-Avci1 Modeli igin Cekirdek Fonksiyonu ve Hesaplanan Sonuclar

Kararsizlik hakkinda yorum yapabilmek icin ¢ekirdek fonksiyonunun secilmesi 6nem

tagimaktadir. Kot 1989 yilinda yaptigi calismada c¢ekirdek fonksiyonlarini
1
Ki(z —y) = gaexp(-alr —y])
1
Ka(x —y) = SBexp(=fle —yl)

bigiminde se¢gmistir (Kot 1989). Burada, bu ¢ekirdeklerin hesaplanmig Fourier doniigiim-

leri ise,
2
— a
K = — 2
a? + w
— 52
Ky, = ——
B2+ w2

seklindedir. Bu g¢ekirdek fonksiyonlari, dogada bulunan ¢ok basik yayilma dagilim-
larmin tipik ornekleridir. Wolfenbarger (1946, 1959) bu formdaki yayilmalarin du-
rumlariyla ilgili caligmalar yapmigtir. Yukaridaki gekirdek fonksiyonu (2.11) siste-
minde yazildiginda ve parametreler o = 8 ve § = 0.8 olarak secildiginde, r = 3.1 ve
¢ = 1.5 icin sistemin denge ¢oziimii kararhiligini kaybeder.

Neubert vd. (1995) ise, yaptiklar ¢aligmada, ¢ekirdek fonksiyonlarini

1
Ki(z—y) = Qazlx — ylexp(—alz —y|)

Kole —y) = gBexp(~plr—yl)

seklinde segerek, a = 1.3 ve § = 10 parametreleri ve r = 0.9, ¢ = 1.75 i¢in (2.11)
sisteminin denge ¢oziimiiniin kararlihgim kaybettigini gostermislerdir. Cekirdek

fonksiyonu

1
’ |.l’| < dj
Ky () =4 24 =12
0, |z|>dj,

secilirse, burada d; cekirdek fonksiyonun lokal olmayan uzakhgini tanimlamak tizere,

bu ¢ekirdek fonksiyonunun Fourier doniisiimii

d
}A((km) = 2%d‘/cos(kmx)dm =7 !
j

sin(k,,d;)

mtj

28



dir. dy =1, dy = 0.1 igin r parametresi r = 2 olarak sabitlendiginde ve ¢y € (1,2),
¢ parametresinin kritik degeri olmak tizere, cg = 1.0659 catallanma parametresidir.
¢ > ¢ igin (2.11) sisteminin denge ¢oziimii kararlihigimi kaybederek desen olugumu

meydana getirir. Burada, 6yle bir k,,, vardir ki, ¢y € (1,2) olmak iizere,

esitligini saglar.

c = 1.8 ve r = 5.4 parametreleri i¢in, +1 ve —1 catallanmalarinin meydana geldigi
bolge siyah ile gosterilmek iizere, asagidaki grafikler elde edilir. w; = 27rT”dl ve
Wy = 2’rT"d2 olmak iizere, w; — we koordinat diizlemi i¢in, sol paneldeki grafikteki
siyah bolge +1 catallanmasinin oldugu bolgedir, ayni diizlem i¢in sagdaki grafikteki

siyah bolge ise, —1 catallanmasinin oldugu bolgedir.

Sekil 3.4 Catallanma bolgeleri

Ayrica, ¢ = 1.07 ve r = 2 i¢in, d; = 1 ve dy = 0.1 parametre bolgesinde, Ny =

1/co + 0.01cos(kpyx) ve Py = 1 — 1/co + 0.01sin(ky,z) baglangic kosullar altinda
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agagidaki grafikler elde edilir.
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Sekil 3.5 Ny’ nin dalga olusumu

100

Sekil 3.6 P, nin dalga olusumu
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Ayni r ve ¢ parametreleri i¢in 500 iterasyon yapildiginda, yayilma cekirdeginin ol-

madig1 sistemin grafigi ise, asagidaki gibi elde edilir.

1

0.8 i(ﬁ

0.8
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07
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05t

nifus

0.4F
03F
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0.1 —L
0 I
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0 a0 100 150 200 250 300 350 400 450 500
zaman

Sekil 3.7 Yayilma cekirdegi olmadiginda

sistemin grafigi
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4. ZAYIF LINEER OLMAYAN ANALIiZ

Lineer kararlilik analizi kiiciik bir zaman araliginda ve ¢ok kiiciik pertiirbasyonlar
icin gecerlidir. Kararsiz yapilarin biiyiime davraniglarini analiz etmek icin lineer
olmayan terimler de gtz oniine alinmalidir. Bu terimleri incelemek icin zayif lineer
olmayan analiz yontemine ihtiya¢ duyulmaktadir. Zayif lineer analize ge¢meden
once, kullanilacak pertiirbasyon analizi i¢in ¢ok 6nemli bir kavram olan c¢oklu-6lcek

(multiple scales) metodundan bahsetmek gerekir.
4.1 Coklu-Olgek Pertiirbasyon Metodu

Coziimlerin aym1 anda farkli slgeklere bagl oldugu problemler i¢in ¢oklu 6lgek yon-
temi gereklidir. Bu yontem fark denklemleri i¢in 1977 yilinda Hoppenstead ve Mi-
ranker (1977) tarafindan gelistirilmigtir. Son yillarda ise, bu pertiirbasyon yoéntemi
yine fark denklemleri i¢in Van Horssen tarafindan biiyiik bir problem sinifina uygu-
lanabilcek bigimde sunulmustur (Van Horssen 2008, Van Horssen ve Ter Brake 2008,
Rafei ve Van Horssen 2012). Bu pertiirbasyon yonteminde hizli ve yavag zaman 6lgegi
birlikte ele alinmistir. Basit bir fark denkleminin z,, ¢6ziimii hizli zaman 6lceginde
n ye ve yavag zaman 0Olgeginde ise, s = en degiskenlerine baghdir. Boylece, basit bir

fark denkleminde z,, yerine,
r(n+Len+1)) =z(n+1s+e)
yazilabilir. Bu ifadenin Taylor agilima,
Ox 9
z(n+1,s+¢€)=z(n+ 1,s)+ea—(n+1,s) + O(€%)
s

seklindedir. Subramanian ve Krishnan (1979) tarafindan iki énemli iterasyon 6lgegi

icin pertiirbasyon
Tpt1 — Tn = Ax(n, s) = Ayx(n, s) + eAsz(n, s)
seklinde tanimlanmigtir. Burada,

Az(n,s) =z(n+1,s) —z(n,s) ve Agz(n,s) = z(n,s +€) — z(n, s)
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dir. Holmes (2012) ise, yavag zaman dlceginde ¢oziimiin agilimin
Yn ~ Yo(n,s) + eyr(n,s) + ...
bi¢iminde ifade etmistir. Burada, s = en dir. Bununla birlikte,

Yns1 ~ Yon+1,s+¢€) +eyi(n+1,s+¢€)+ ..

~ go(n+1,s)+emi(n+1,s)+dsho(n+1,s)] + ...
dir.
4.2 Integro Fark Denkleminin Zayif Lineer Olmayan Analizi
A(co, kmy) = 1 igin ¢g, ¢ parametresinin kritik degeri olsun.
Uni1(z) = K1 * [cup(2)(1 — Ky * upy(x))] (4.1)
denkleminin ¢6ziimii asagidaki formda ifade edilebilir:
w oc (A" exp(iky,,x) + e.k.) (4.2)

burada e.k. eslenik kompleksi ve i = v/—1 kompleks sayisini ifade etmektedir. Simdi,

co kritik degeri etrafinda pertiirbasyon analizi yapilsin:
c=co+er, 0<exl, v==+I1. (4.3)
Yukaridaki pertiirbasyon ve ortalama deger teoremi kullanilarak
AN, ko) = 1+ vEN (ch, kmg), € € (co, ) (4.4)
elde edilir. Bu esitlik (4.2) de yerine yazlirsa;

A" exp(ikmer) = exp(ikm,x +nln (e, kn,))

= exp(ikmex +nln(l + v X)
oldugu goriiliir ve Taylor agilimindan,

~  exp(ikm, + n(e’v\))

~ A(*n) exp(ikpm,x) (4.5)
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elde edilir. Burada genlik A, 7 = €2n yavas zamanin bir fonksiyonudur. Bu analizde
hizli ve yavag zaman skalasi yani n ve 7 birlikte ele alinacaktir. Holmes (2012)’un

calismasindan faydalanarak, u ¢oziimiiniin 7 yu igeren agilimi
Un (1) = ug(n, 7,7) + eur(n, 7,7) + Eus(n, 7, ) + ... (4.6)

seklinde ifade edilir.

Burada, lojistik denklemin 1 < ¢ < 3 i¢in kararlh olan u* = % denge nok-
tasinin ¢ekirdeklerle etkilesime girmesi durumunda kararlilik durumunu incelenecek-
tir. Ricker denklemi i¢in ise, u* = 1 denge c¢ozlimii ve ry, kritik parametre degeri
olmak iizere, 0 < r < 2 icin kararli olan denge noktasinin yine cekirdeklerle etk-
ilegsime girdiginde kararlilik durumu arastirilmigtir.

Belirtmek gerekir ki, uzaysal homojen sabit ¢oziimiin (u*(z)) kararlihgl, ¢ (veya
r) parametresine baghdir. Bu nedenle, ¢ parametresinin pertiirbasyonu u* denge

¢oziimiiniin de pertiirbasyonuna neden olacaktir. Dolayisiyla, ©* denge ¢oziimiiniin

bir pertiirbasyonu

. co—l+du*| +d2u*| N
u = 7 le=c 7 5 le=c
o de " dc? 0

v

= U+ + 0(64)
Co2

. e Co — 1
seklinde yazilabilir. Burada, uy = dir.
Co

Simdi, lineer dalgalarin ailesi
E,, = exp(imkp,x)

olarak ele alinsin. Boylece, (4.1) denkleminin ¢oziimii

2

w(n, T, ) = ug + < + euy(n, 7,7) + Eus(n, 7, 1) (4.7)
Cp2
seklinde inga edilebilir. Burada,
Uy = A(T)El -+ Z(T)E,I Ve Uy = A()(T) + A2E2 + ZQE,Q. (48)

dir. Genelligi bozmadan Ag’in reel oldugu kabul edilsin. Dolayisiyla, bu analizde Ag

teriminin kompleks konjugesi goz 6niine alinmamaktadir.
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Ricker biiyiime fonksiyonlu denklem i¢in ise, denge noktasi » = 1 oldugundan, bu

denklemin ¢oziimii
u(n,7,z) =1+ euy(n, 7,2) + us(n, 7, )

olarak inga edilebilir. Burada, u; ve us, (4.8) deki gibidir.
(4.1) denklemine pertiirbasyon analizini uygulamak i¢in énce u,, 11 teriminin a¢ihmin-
dan (Holmes, 2012) ve (4.7) esitliginden,

Upi1(z) = uln+1,7+ €, 1) (4.9)

2

v
= ug+ vy cur(n +1,7,2) + ug(n + 1,7, )
Cp2

+30,u1(n + 1,7, 1) + O(eh)

ve

2
Upi1(x) = cKjx* <u0 + e (n,7,2) + €uz(n, 7, x)) (4.10)
Cp2

2
: [1 — Ky % (uo + 24 eup(n, 7, ) + ug(n, T,ZL’)):|
Cp2
elde edilir. Bu denklemin iglemleri agilmadan 6nce baz1 bilgilere ihtiyac vardir.

Cekirdek fonksiyonlar: igin agagidaki gosterimler tanimlansin:
I?l(nl{?m()) = l?ln ve l?g(nk’mo) = I?Qn.

Buna ek olarak, belirtmek gerekir ki K;, j = 1, 2. simetrik ¢ekirdek fonksiyonudur.

Yani;

dir. Ayrica, n € Z ve j = 1,2 igin
Kj * En = anEn

esitligi kullanilabilir.
Boylece, (4.9) denkleminde, (4.8) esitligi yerine yazilirsa ve ¢oklu-6lgek pertiirbasyon

metodu uygulanirsa, (4.10) esitliginin sol tarafi

2

Ui (2) = g+ Ec—” +e[A(T)Ey + A(T)E_y + (A Ey + A, E_y)]
02

—|—€2 [AO —+ AQ(T)EQ + XQ(T>E_2] + 63 [ATEl + ZTE_J + 0(64)
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seklinde bulunur. (4.10) esitliginin sag tarafi ise, (4.8) in yerlerine yazilmasiyla,

€2V

Uni1(z) = (co+ EV)Ky * [ug + : + e(A(T)Ey + A(T)E_1) + 2(Ag + Ax(7) By

Co
2

Ay (P)E_o)].[1 — Ko # (ug + = + e(A(T)Ey + A(r)E_y)

+€°(Ag + Aa(7) By + As(7)E_5)]

seklinde elde edilir. Buradan gerekli igslemler yapilirsa,

Uni1(z) = colug —ugy) — ez(uoé) — ecouo(A[A(Qlf?llEl + Z[A(HIA(HE,;[)
—e%cqug(Ag + AQIAQQIA(HEQ + ZQIA(QQIA{HE_g) + 62% — €2uoc—V0
teco(l — up)(AK11 By + AK1 E_1) — €2co(A2 Koy K12 B + 2| AP Koy
+ZZ}A(21IA(12E—2) + co(1 — up) (Ao + Ay K19 By + Z2[?121*7—2)
e (ug — ul) — 63%(Af?21E1 k) o+ é(AlA(nEl + k)
+egAAgK 1 By + coAA Koo K13 B3 + coAAy Ko K11 E_y + coAgAR 1 B
+COZA2[?22[?11E1 + CoAzzf?zlf?wEf?, + CvoA[?mf?nEl
teoAg ARy K By + coAs AR K13 By + coAA Koy K11 By

oo Ay ARy K11 By + COZQZ}?21I?13E—3] + O(e*)
sonucu bulunur. Boylece, sag ve sol taraflarin egitlenmesiyle,
O(€) seviyesinde
[f(u (A 4 (1— cO)Af(m) - A] B+ kk =0 (4.11)

esitligi elde edilir. (4.11) denklemi lineerlestirilmis denklemde ¢oziimlerin yazil-
masiyla da elde edilebilir.

O(€?) seviyesinde ise,

0 = |:[?12 (AQ — 60[?21142 -+ (1 — Co)AQR\'QQ) - A2i| E2 + k.k.

+2A0 - C()AO - 2C0’A‘2I/€21 - AO (412)

esitligi elde edilir. Burada, |A|, A min normudur. (4.12) denkleminde Eyy ve Ej
terimlerinin katsayilar: sifira esitlenirse;

) 5
Ay = = R |AP (4.13)

1—00
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ve N
Ka K
Ay = — QRN g2 (4.14)
K12 + (1 — C())K12K22 -1

yazilabilir.

O(€®) seviyesinde F; teriminin katsayisindan ise,
Ru (—yAf(zl — co(1+ K1) AgA — co( Koy + I?QZ)ZAQ) A =0 (4.15)
oldugu goriiliir. Boylece, (4.13), (4.14) ve (4.15) esitlikleri kullamlarak,
A, =v®A+ VA|A? (4.16)

Stuart-Landau tipinde bir denklem elde edilir. Burada,

b — —I?Hkgl ve U — Cg}?n[?m ( Ki2(K21+K22) + 2(1+I?21)) (417)

(co—1)K22K12—K12+1 co—1

dir. (4.16) denkleminde ®, ¥ katsayilar reeldir. Baglangi¢ genligi A(0) reel olmak
kosulu ile A genligi reel alinabilir. Dolayisiyla, (4.16) denklemi

A _ oA + U A? (4.18)
dr

seklinde ifade edilebilir.

Benzer islemler, Ricker biiyiime fonksiyonlu integro fark denklemi icin yapilirsa,
O(e) seviyesinde (4.11) lineer denklemi elde edilir. €? li terimlerin esitlenmesiyle ise,
O(€%) ve O(€?) igin

7”0}?12-}?21(2 - Tof(m)
2(K12 - T0K12K22 - 1)

A2 ve AO = [?21(7’0?(\-21 - 2)|A‘2

2:

olup, ayrica

A = —VIA(mA - 7"0(1 - Tof(m + fle)AAo + 7”0(7”0[?21f{22 - —’?22 - f?zl)AQA
3

~ ~ A
+T(2)K21(3 — T0K21)7

elde edilir. (4.18) denklemindeki parametreler ise,

Cr = (1 — 7’02%21 + k21)<2 — Tof?gl)
=S 5 ~ ~ roK12(2 — ro K. . 3—roK
+(roKo1 Ko — Koy — Kop) al i2( 2 21) +7‘0K21%
2(Kig —1roK1aK9 — 1)
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olmak {izere,

o = —K11K21 ve U = TOKIIKQICT‘

dir.

(4.18) denkleminin sabit ¢oziimleri (denge noktalari)
A" =0ve A" =+/—vd/VU

dir.

f(A) =vdA+TA3ve f/(A) = v + 3V A?

oldugundan, A* = 0 sabit ¢oziimii icin f'(0) = v® dir. (Not: ® = —K1; Ky >0 dur.)

A = £,/—v® /¥ sabit ¢oziimleri i¢in ise, f'(£+/—v®/V) = —2v® dir. A™ ¢oziim-
lerinin reel olmas i¢in —v/¥ > 0 olmasi gerekir. Baglangigta v = 1 oldugu kabul
edildiginden 2 tip catallanma ortaya cikar. Eger,

v = 1 ise, 1 kararsiz, 2 kararli denge noktasi olugur. Yani, supercritical pitchfork
catallanma meydana gelir.

v = —1 ise, 1 kararli, 2 kararsiz denge noktasi olugur. Yani, subcritical ¢atallanma
meydana gelir.

Secilen parametrelerden ¥ < 0 oldugu goriiliir. Dolayisiyla, v = 1 olmaldir.
Boylece, lojistik biiyiime fonksiyonlu modelin desenlerinin genlik fonksiyonlar: icin,
sadece siiperkritik pitchfork catallanmasi elde edilir. Bu model i¢in, ¢y 1n saginda
kararli bir eA; dali ortaya ¢ikar. Bu sonuglar: niimerik olarak dogrulayabilmek igin,

bu modelin ¢dziimlerinin genligi, yeterince biiyiik ¢* icin
Amp = max{u(z. )} - min{u(z,)) (4.19)
seklinde tanimlansin. (4.7) pertiirbasyonunun ilk iki terimi (4.19) da ele alimirsa,

Amp = 1+ max{AE, + AE_;} — 1 —min{AE, + AE_}

= 46A1

elde edilir. Yukarida tanimlanan Amp fonksiyonunun niceligi, niimerik gézlemlerle

kargilagtirilirsa, d; = 0.25 ve dy = 1 alinarak, lojistik model i¢in duragan dalgalarin
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genlik seviyelerinin grafigi agsagidaki gibi ortaya ¢ikar:

0.25

02

015

Amp

01}

0.05F

0 L . ) A
2.055 2.06 2.065 2.07 2.075 2.08
C

Sekil 4.1 Lojistik biiyiime fonksiyonlu model i¢in

genlik seviyesi

Ayni parametrelerle Ricker modeli igin genlik seviyelerinin grafigi asagidaki gibidir.

04r b
035
03

0.25F

Amp

0
1.055 1.06 1.065 1.07 1.075 1.08

Sekil 4.2 Ricker biiyiime fonksiyonlu model igin

genlik seviyesi

Hareketli dalgalarin olusturdugu desen ise, en iist seviyesi kirmizi en alt seviyesi
39



mavi renk ile gosterilmek tizere ve etkilesim cekirdeginde d = 0.45, a = 0.05 ali-
narak, parametreler d; = 0.1 ve ¢ = 1.3 segildiginde lojistik biiyiime fonksiyonlu
modelde asagidaki desen olusumu ortaya c¢ikar. Bu niimerik hesaplamalarda ¢ekirdek

fonksiyonu

Lo lx—al<d
0, J|z—al>d

bi¢ciminde alinmgtir.

y 0.5
0.45
1.08
0.4
0.35
1.06 '
— 0.3
1.044 0.25
0.2
1.02 0.15
/ 0.1
J

10

=]
X O

Sekil 4.3 K, etkilesim cekirdegi ile lojistik fonksiyonlu modelin

desen olugumu

Ayni parametreler segilerek, Ricker biiyiime fonksiyonlu modelde ise, agagidaki grafik
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ortaya cikar.

Sekil 4.4 K, etkilesim cekirdegi ile Ricker fonksiyonlu modelin

desen olugumu

4.3 Integro Fark Denklem Sistemlerinin Zayif Lineer Olmayan Analizi

co, Mo, kmy) = 1 igin ¢ parametresinin kritik degeri olsun. (2.11) sisteminin bir

¢oziimii agagidaki formda ifade edilebilir:

N

o< (A exp(iknmz) + €.k.) (4.20)
B

burada e.k. eglenik kompleksi ve © = y/—1 kompleks sayisini ifade etmektedir. ¢

kritik degeri komsulugunda pertiirbasyon analizi uygulanirsa:
c=co+er, 0<exl, v==+1

olmak iizere, \(c, ky,,) dzdegerinin ¢y komgulugunda Taylor seri agilimi

8)\(00, kmo)

e, k = A k
(Ca mo) (C(]? m0)+ e

e?v + 0(e)

seklinde elde edilir. Bu esitlik (4.20) nin sag tarafinda yerine yazilirsa;

N exp(ikm,) = exp (kax +tIn(1+ ye2_(”(cg’ kmo))
&

OA(co, km0)>

= exp | ik, x + tre
p( 0 Ic

~  exp(ikm,x)A(%t)
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elde edilir. Burada, A, 7 = £2t yavas zamanin bir fonksiyonudur. Bu analizde hizli

Ny(x
ve yavag zaman skalasi yani ¢ ve 7 birlikte ele alinacaktir. W;(z) = @)
By(x)
olmak iizere, (2.11) sisteminin ¢oziimii agagidaki acilima sahiptir.
Wi(z) = Wo +eWi(t, 7, 2) + E2Wa(t, 7, 2) + ... (4.21)

Belirtmek gerekir ki, mekansal homojen sabit ¢oziimiin yani W*(x) in kararlihg,
c parametresine baghdir. Bu nedenle, ¢ parametresinin pertiirbasyonu, W* denge
¢oziimiiniin de pertiirbasyonuna neden olacaktir. Dolayisiyla, W* denge ¢oziimiiniin
bir pertiirbasyonu

W* = W, + 52DC—V2 + O
0

-1 1

seklinde yazilabilir. Burada, D = ve Wy = “ ) dir.
1 1—=

(2.11) sisteminin ¢oziimii
Wi(t,r,z) =Wy + eEQDK2 + eWi(t, 7, 2) + *Wa(t, 7, 1)
0
seklinde inga edilebilir. Burada, Wi (t,7,z) = A(T)pE1+ E(T)pE,lolup, p€ Ker(KJ—
I)ve Wa(t, 7,z) = A?(Wag+ Way Es) dir. Burada, p vektorii agagidaki sekilde tanim-

lanmastir:

) 1 M= 1— Ki(1 —Ar/c) :[?g(cil)
M (—r/c)K; 1— K,

ve p € Ker(KJ — I)" olmak fiizere,

Wop = W(t+177—+527$>
= W0+52D%+6W1(t+1,7',$)
0}

+e2Wo(t +1,7,2) + 30, Wi (t + 1,7,2) + O(e*) (4.22)

(4.21)’in (2.11) sisteminde yerine yazilmasiyla ve (4.22) agilminin kullamilmasiyla,

agagidaki ifadeler bulunur:
42



O(e) seviyesinde

(KJ—DA(T)pEy + k.k.=0 (4.23)

lineer denklemi elde edilir. W) ¢oziimiiniin sistemde yerine yazilmasiyla, O(&?) se-
viyesinde
(KJ—D)Wy=F (4.24)
denklemi elde edilir. Burada,
—r(1+ MK \ —2r(1+ M)
F = A E2 +

_ A
CoMK22 260M

bi¢imindedir. (4.24) denkleminin bir ¢oziimii olabilmesi i¢in Fredholm alternatif
teoreminden, < F,¢ >= 0 olmalidir. Gambino vd. (2012) ve Han ve Dai (2017)
nin ¢aligmalarindan yararlanarak bir bilineer operatér olugturabiliriz. = = (z*, ")

ve y = (y“,y") olmak iizere, bir bilineer operator

29127 Y" — 27912y + 271120y
QJ(x> y) =
Yor (Y’ + 2Vy")

1 1
oo J11 Y12

<0 dir.

seklinde olup, J =
co—1 co—1
o 121 T V22

Ayrica,

Zo 20

Wy = A%Fy +
Yo to

A2

seklindedir. O(g?)E; terimlerinin katsayilarmin esitlenmesiyle asagidaki denklem

elde edilir.

(KJ —I)W5 =G, (4.25)
burada,
G = (%p +AGW 4+ A3G§3>> o
ve
Gﬁl) _ %(1 + M)IA(n o Gf’) _ r(to + 220 + 220 + Yo + 20M + xoM)f(u

vy —co(to + Yo + ToM + 20M) Ko
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dir. (4.25) denkleminin ¢oziime sahip olmasi i¢in < G, ¢ >= 0 kogulu saglanmalidir.

Boylece bulunan egitliklerden

A =PA— VA3
dr

Stuart-Landau denklemi elde edilir. Burada,

1 3
_<G§),<,0>Veqj:<G(1),<p>

<p.p > <p.p >

d —

seklindedir.
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5. TARTISMA VE SONU(C

Bu tezde, integro fark denklemleri lojistik ve Ricker biiyiime fonksiyonuyla birlikte
ele alinarak, bireylerin hem hareketleri hem de etkilesimleri olasilik ¢ekirdek fonksi-
yonlar1 yardimiyla incelenmegtir. Bu iki modelde de, lokal olmayan terimler lokal
olmayan uzaklik parametresine bagl olarak ele alinmis ve denge ¢oziimiiniin hangi
kosullarda kararsiz duruma gegerek desen olusumu meydana getirdigi gosterilmistir.
Yayilma ve etkilesimin olmadigi durumlarda, denge ¢6ziimii karali bir yapidayken,
yayilma ve lokal olmayan bir etkilesim fonksiyonuyla, ayni parametreler i¢in denge
¢oziimiiniin kararsiz hale geldigi goriilmiistiir. Lojistik ve Ricker biiytime fonksiyonlu
integro-fark denklemi modelinde bu kararsiz yapiy1 ortaya cikaran terimin lokal ol-
mayan etkilesim cekirdegi oldugu ortaya konmustur. Elde edilen kosullar, bilgisayar
hesaplamalariyla dogrulanmigtir. Benzer olarak, integro-fark denklem sistemi igin
de hangi kogullarda denge ¢oziimiiniin kararsiz hale geldigi gosterilmistir. Lineer
kararhilik analizi yardimiyla elde edilen bu sonuclar, grafiklerle desteklenmigtir.
Denge ¢oziimii kararli yapidan kararsiz bir yapiya gegerken dalgali bir hareket mey-
dana gelmektedir. Bu dalgali yapidaki genliklerin davraniglarini incelemek igin ise,
zaylif lineer olmayan analiz yontemi kullanilmigtir. Zayif lineer olmayan analiz yon-
teminden once, ¢oklu-6lgekli pertiirbasyon metodundan bahsedilmisgtir. Bu yontem,
hem siirekli bir yap1 hem de ayrik bir yapi iceren bir fonksiyona uygulanmistir.
Boylece, ¢oziimlerin lineer olmayan terimleri gdz oniine alinarak, ortaya ¢ikan gen-
liklerin bir denklemi elde edilmistir. Bu denklemin ¢oziimlerinin ise, baz1 kogullarda
siiperkritik bir catallanma meydana getirdigi goriilmiistiir.

Stirekli zamanli modellerde sikca kullanilan zayif lineer olmayan analiz metodu, ilk
defa ayrik zamanli bir modelde kullanilmis olup, ortaya énemli sonuclar ¢ikmigtar.
Bu tez, integro-fark denklemleri alaninda yapilan ilk Tiirkce calisma olup, integro-
fark denklemlerinin zayif lineer olmayan analizi agisindan yapilan ilk kapsamli calig-
madir. Boylece, bu alanda inceleme yapmak isteyen kisilere yardimeci olacagi ve bun-
dan sonra yapilacak olan ¢aligmalara yol gosterici bir kaynak olacagi diigiiniilmekte-

dir. Bu calismada ele alinan integro-fark denklem sisteminin de zayif lineer olmayan
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analizi yapilarak veya iki boyutlu bir konum uzayinda caligilarak, bu konu gelistir-

ilebilir ve bir¢cok yeni ¢aligma ortaya cikabilir.
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