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Bu tez beş bölümden oluşmaktad¬r.

·Ilk bölüm giri̧s k¬sm¬na ayr¬lm¬̧st¬r. Bu bölümde, matematiksel ekoloji alan¬nda
yap¬lan çal¬̧smalardan bahsedilmi̧s ve tezde kullan¬lan baz¬önemli tan¬m ve teorem-
lere yer verilmi̧stir.
·Ikinci bölümde, lojistik ve Ricker büyüme fonksiyonlu integro fark denklem modeli
ve bir av-avc¬sistemi için integro fark denklem sistemi modeli oluşturulmuştur.
Üçüncü bölümde ise, ortaya ç¬kan modellerin lineer kararl¬l¬k analizleri yap¬larak,
seçilen çekirdek fonksiyonlar¬yard¬m¬yla, çözümlerin davran¬̧slar¬incelenmi̧stir.
Dördüncü bölümde, zay¬f lineer olmayan analiz yöntemi için gerekli olan çoklu-ölçek
pertürbasyon metodundan bahsedilmi̧s ve zay¬f lineer olmayan analiz yöntemiyle,
ortaya ç¬kan genliklerin davran¬̧s¬incelenmi̧stir.
Son bölümde ise bu tezde yap¬lan çal¬̧smalar ve bu çal¬̧smalar¬n sonuçlar¬ ifade
edilmi̧stir.
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In the second chapter, an integro-di¤erence equation model with logistic and Ricker
growth functions and integro-di¤erence equations system model for a predator-prey
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In the third chapter, linear stability analysis of the resulting models are done and
the behavior of the solutions are examined with the help of selected kernel functions.
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1. G·IR·IŞ

Son zamanlarda matematiksel biyoloji ve ekoloji alan¬nda birçok model ortaya kon-

muştur. Önemli araşt¬rmalar¬n ilgi oda¼g¬olan bumodeller, fark denklemleri yard¬m¬yla

ayr¬k zamanl¬ sistemlerde de çal¬̧s¬lmaya başlanm¬̧st¬r. Bu çal¬̧smalar neticesinde

özellikle matematiksel biyoloji ve ekoloji alanlar¬için önemli sonuçlar elde edilmi̧stir.

Matematiksel ekoloji, nüfus art¬̧s¬n¬ve nüfusta meydana gelen dalgalanmalar¬araşt¬ran

popülasyon ekolojisinde önemli bir yere sahiptir. Modern matematiksel ekoloji

alan¬ndaki ilk orjinal çal¬̧sma, Lotka ve Volterra taraf¬ndan yap¬lm¬̧st¬r (Lotka 1925,

Volterra 1926). Lineer olmayan diferensiyel denklemler yard¬m¬yla, av-avc¬ve re-

kabet modelleri üzerinde çal¬̧san Lotka ve Volterra, önemli sonuçlar elde etmi̧s ve

bu sonuçlar neticesinde, av-avc¬ve rekabet modelleri literatürde birçok çal¬̧sman¬n

konusu olmuştur (Maynard 1974, May 1976, 1977, Beverton ve Holt 1977, Kot 2001).

Bitkiler ve hayvanlar, birçok karmaş¬k yap¬dan meydana gelmektedir. Bundan

dolay¬�ziksel bilimlerde var olan yasalar, biyolojik bilimlerde yetersiz kalmaktad¬r.

Örne¼gin, birçok hayvan türü hareket seçme yetene¼gine sahiptir ve bu durum, bir

sarkac¬n deterministik kurallara ba¼gl¬ olan hareketinden daha farkl¬d¬r. Ayr¬ca,

büyük veya küçük boyuttaki tüm organizmalar yay¬larak, çevreleriyle etkileşime

girmektedir. Bu yay¬lma, biyolojik bilimler aç¬s¬ndan büyük önem arz etmektedir

ve bu davran¬̧s¬inceleyebilmek için farkl¬matematiksel modellere ihtiyaç duyulmuş-

tur.

Fisher ve Kolmogorov�un popülasyon geneti¼gindeki öncü çal¬̧smalar¬ndan bu yana,

Turing geli̧sim biyolojisi alan¬nda, Skellam (1951) ve Kierstead ve Slobodkin (1953)

ekoloji dal¬nda yay¬lmay¬da göz önüne alarak canl¬lar¬n kaynak rekabetini incelemi̧sler-

dir. Bu yay¬lma, sürekli zamanl¬modellerde reaksiyon-difüzyon denklemleri ile for-

mülize edilmi̧stir (Britton 1986, Conway and Smoller 1977, Fife 1979). Bir boyutlu

en basit reaksiyon-difüzyon denklemi genel olarak

@tu = D@
2
xu+R(u)

şeklinde tan¬mlan¬r (Kolmogorov vd. 1937). Burada, u(x; t), x konum ve t za-

man parametrelerine ba¼gl¬bir fonksiyon, D difüzyon katsay¬s¬ve R ise, reaksiyon
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terimidir.

Reaksiyon-difüzyon denklemlerinde difüzyonun karars¬zl¬¼ga yol açt¬¼g¬1952 y¬l¬nda

Turing taraf¬ndan ortaya konmuştur. Turing yapt¬¼g¬çal¬̧smada, iki kimyasal bileşenli8<: @A
@t
= DAr2A+ F (A;B);

@B
@t
= DBr2B +G(A;B);

sisteminde difüzyonun olmamas¬durumunda yani, DA = DB = 0 için baz¬koşullar

alt¬nda çözümlerin kararl¬oldu¼gunu göstermi̧s ve ayn¬türden etkileşimlerin difüzyon

ile birlikte denge durumunu karars¬z hale getirdi¼gini ve modelin bir desen oluşumu

ortaya ç¬kard¬¼g¬n¬ kan¬tlam¬̧st¬r. Segel ve Stoeckly (1972) ise bu düşünceyi ekolo-

jiye aktarm¬̧s ve reaksiyon-difüzyon denklemi yard¬m¬yla baz¬amiplerin davran¬̧slar¬

hakk¬nda önemli sonuçlar elde etmi̧slerdir.

Sürekli zamanl¬sistemlerde desen oluşumuna sebep olan bir di¼ger önemli mekanizma

ise lokal olmayan etkileşimlerdir. Bu etkileşimler Britton (1989, 1990) ve Gourley (2000)

taraf¬ndan ele al¬nm¬̧st¬r. Britton (1989) yapt¬¼g¬çal¬̧smada basit bir biyolojik popülas-

yon modelini, t zaman¬ve g � u konvolüsyonu göstermek üzere,

ut = u(1 + �u� (1 + �)g � u) + �u

formunda tan¬mlam¬̧st¬r. Bu modelde, �u terimi avantajl¬lokal gruplaşmay¬göster-

mektedir. Bu gruplaşman¬n çeşitli sebepleri vard¬r. Birincisi, baz¬ hayvanlar¬n

örne¼gin bal¬k veya kuşlar¬n beraber hareket ederek avc¬lara kaŗs¬koruyucu bir önlem

almalar¬d¬r. ·Ikincisi, baz¬hayvanlar¬n gruplar halinde gezerek, birey baş¬na düşen

arama süresini azaltmak ve farkl¬g¬da kaynaklar¬sa¼glamalar¬d¬r. Üçüncüsü ise, ar-

tan grup büyüklü¼günün üreme başar¬s¬nda art¬̧sa neden olmas¬d¬r. �(1 + �)g � u

terimi ise, lokal olmayan etkileşimleri tan¬mlamaktad¬r. Ayr¬ca lokal olmayan etki-

leşim terimine sahip bir denklemin çözümlerinin karars¬zl¬¼g¬da birçok çal¬̧sman¬n

konusu olmuştur (Fuentes vd. 2003, 2004, Genieys vd. 2006, 2009, Perthame vd.

2007, Banarjee ve Volpert 2016). Lokal olmayan rekabet ve etkileşimlerin reaksiyon-

difüzyon denklemlerindeki etkileri ise, Tanzy vd. (2013), Aydogmus (2015), Banerjee

vd. (2017) taraf¬ndan araşt¬r¬lm¬̧st¬r.

Maalesef, ayr¬k zaman aral¬¼g¬nda, iyi tan¬mlanm¬̧s büyüme ve da¼g¬lma evrelerine

sahip organizmalar ile çal¬̧s¬rken reaksiyon-difüzyon denklemleri uygun de¼gildir. Nite-
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kim, Neubert vd. (1995) yapt¬klar¬çal¬̧smada baz¬türlerin modellenmesinde reaksiyon-

difüzyon denklemlerinin uygun olmad¬¼g¬n¬ileri sürmüşlerdir. Bundan dolay¬, ayr¬k

zaman aral¬¼g¬nda reaksiyon-difüzyon denklemlerinin bir benzeri olan integro fark

denklemleri kullan¬lm¬̧st¬r. Kot ve Scha¤er (1986) ve Hardin vd. (1988) integro fark

denklemlerini popülasyon ekolojisi literatürüne kazand¬rm¬̧slard¬r. Daha sonra, bu

denklemler, türlerin davran¬̧slar¬ve hareketli dalgalar (travelling waves) aç¬s¬ndan

Kot (1992), yay¬lma ve istila bak¬m¬ndan Kot vd. (1996) ve desen oluşumu aç¬s¬n-

dan ise Neubert vd. (1995) taraf¬ndan analiz edilmi̧stir. ·Integro fark denklemlerini

kullanarak rekabet ve etkileşimlerin denge noktas¬nda yol açt¬¼g¬karars¬zl¬klar¬ in-

celemek, meydana gelen desen oluşumlar¬n¬n genlikleri hakk¬nda bilgi edinmek ve

oluşabilecek çatallanmalar¬göstermek bu alanda önemli bir çal¬̧sma olacakt¬r.

Bu tezin ilk k¬sm¬nda, lojistik ve Ricker büyüme fonksiyonuna sahip integro fark

denklemi ve integro fark denklem sistemi modellerinden bahsedilecek ve daha sonra

bu modellerin lineer kararl¬l¬k analizi yap¬lacakt¬r. ·Ikinci k¬sm¬nda ise, sürekli za-

manl¬ sistemlerde iyi bilinen bir yöntem olan zay¬f lineer olmayan analiz yöntemi

kullan¬larak ortaya ç¬kan desenlerin genlikleri hakk¬nda bilgi edinilecek ve Stuart-

Landau tipinde bir denklem bulunarak, çatallanma çeşitleri ve genlikler hakk¬nda

nümerik sonuçlar ortaya konacakt¬r. Zay¬f lineer olmayan analiz yöntemi, 1958 ve

1960 y¬l¬nda Stuart taraf¬ndan ak¬̧skanlar mekani¼gi alan¬nda kullan¬lm¬̧s ve oluşan

genliklerin denklemleri elde edilmi̧stir. Bu denklemler, Landau�nun 1944 y¬l¬nda kul-

lanm¬̧s oldu¼gu yöntem ve terimlerle, Stuart taraf¬ndan geli̧stirilerek Stuart-Landau

denklemi ad¬n¬alm¬̧st¬r (Landau 1944, Stuart 1958, 1960). Bu denklem A genlik

fonksiyonu olmak üzere,
dA

dt
= �A� 1

2
AjAj2

biçiminde olup, çatallanma noktas¬n¬n yak¬n¬ndaki sistemin do¼grusal olmayan bir

sal¬n¬m davran¬̧s¬n¬tan¬mlar.

Şimdi, bu tezde kullan¬lan baz¬tan¬m ve teoremlerden bahsedilecektir.

Tan¬m 1.1 Bir x : N ! R fonksiyonu için � fark operatörü veya x in birinci

basamaktan fark¬

�x(n) = x(n+ 1)� x(n)
3



şeklinde tan¬mlan¬r (Kelley ve Peterson 1991).

Tan¬m 1.2 (Denge Noktas¬)

x(n+ 1) = f(x(n)) (1.1)

denklemi için f(x�) = x� eşitli¼gini sa¼glayan x� de¼gerlerine (1:1) denkleminin denge

noktalar¬veya sabit noktalar¬denir.

Başka bir deyi̧sle, x(0) = x� başlang¬ç noktas¬olmak üzere,

x(1) = f(x�) = x�; x(2) = f(x(1)) = f(x�) = x�; :::

olup x�; (1:1) in sabit çözümüdür (Elaydi 1999).

Örnek 1.1 x(n+ 1) = x3(n) denkleminin üç tane denge noktas¬vard¬r. f(x) = x3

olup,

f(x�) = x� veya x3 = x

den, x�1 = 0; x
�
2 = �1; x�3 = 1 dir (Şekil 1:1).

Şekil 1.1 x(n+ 1) = x3(n) denkleminin sabit noktalar¬

Tan¬m 1.3 (Homojen denge çözümü) Modele mekansal boyutun eklenmesiyle or-

taya ç¬kan

un+1(x) = f(un(x))

denkleminin f(u�(x)) = u�(x) eşitli¼gini sa¼glayan u�(x) de¼gerlerine homojen denge

çözümü denir.

4



Tan¬m 1.4 x�; (1:1) denkleminin bir sabit noktas¬olsun. Verilen bir " > 0 say¬s¬na

kaŗs¬l¬k jx0 � x�j < � oldu¼gunda her n > 0 için jfn(x0)� x�j < " olacak şekilde

bir � > 0 varsa, x� denge noktas¬na kararl¬d¬r denir. Kararl¬olmayan bir x� denge

noktas¬na karars¬zd¬r denir (Elaydi 1999).

Tan¬m 1.5 x�; (1:1) denkleminin bir sabit noktas¬ olsun. jx0 � x�j < � oldu¼gu

zaman, lim
n!1

fn(x0) = x
� olacak şekilde bir � > 0 varsa, (1:1) in x� denge noktas¬na

bir atraktör denir. E¼ger � =1 ise, o zaman x� a (1:1) in bir global atraktörü denir

(Elaydi 1999).

Tan¬m 1.6 x�; (1:1) denkleminin bir sabit noktas¬olsun. x� kararl¬ve bir atraktör

ise, o zaman x� denge noktas¬na asimptotik kararl¬denge noktas¬denir. � =1 ise,

x� bir global asimptotik kararl¬denge noktas¬d¬r (Elaydi 1999).

Teorem 1.1 x�, (1:1) fark denkleminin bir denge noktas¬ve f , x� da sürekli türevlene-

bilen bir fonksiyon olsun. Bu durumda aşa¼g¬daki ifadeler do¼grudur:

(i)
��f 0(x�)�� < 1 ise, x� asimptotik kararl¬d¬r.

(ii)
��f 0(x�)�� > 1 ise, x� karars¬zd¬r.

Teorem 1.2 x�, (1:1) denkleminin bir denge noktas¬ ve f
0
(x�) = 1 olsun. Bu

durumda aşa¼g¬daki durumlar sa¼glan¬r.

(i) f
00
(x�) 6= 0 ise, x� karars¬zd¬r.

(ii) f
00
(x�) = 0 ve f

000
(x�) > 0 ise, x� karars¬zd¬r.

(iii) f
00
(x�) = 0 ve f

000
(x�) < 0 ise, x� asimptotik kararl¬d¬r.

Tan¬m 1.7 (Schwarzian türevi)

Sf(x) =
f
000
(x)

f 0(x)
� 3
2

�
f
00
(x)

f 0(x)

�2
şeklinde tan¬mlanan türeve Schwarzian türevi ad¬verilir (Elaydi 1999).

E¼ger f
0
(x�) = �1 ise,

Sf(x�) = �f 000(x�)� 3
2
(f

00
(x�))2

dir.

5



Teorem 1.3 x�; (1:1) in denge noktas¬ve f
0
(x�) = �1 olsun. Bu durumda aşa¼g¬-

daki ifadeler sa¼glan¬r.

(i) Sf(x�) < 0 ise, x� asimptotik kararl¬d¬r.

(ii) Sf(x�) > 0 ise, x� karars¬zd¬r.

Tan¬m 1.8 b; f fonksiyonunun tan¬m kümesinde olsun. fk(b) = b olacak şekilde

bir k > 0 tamsay¬s¬varsa, b noktas¬na f fonksiyonunun veya (1:1) denkleminin bir

periyodik noktas¬denir. Başka bir deyi̧sle,

x(n+ 1) = g(x(n))

denkleminin denge noktas¬na k�periyodik nokta denir, burada g = fk d¬r (Elaydi

1999).

Teorem 1.4 (Schur-Cohn kriteri)

X(n+ 1) = F (X(n))

fark denklem sisteminin denge çözümü X� olsun. Bu sistem U(n) = X(n) � X�

dönüşümü alt¬nda

U(n+ 1) = JU(n);

lineer sistemine indirgenir, burada, J matrisi X� noktas¬nda hesaplanm¬̧s Jacobiyen

matrisidir. Bu matrisin özde¼gerleri

det(J � �I) = 0

karakteristik denklemi ile bulunur. Bu denklemin karakteristik polinomu ise, ai; i =

1; 2; :::; n reel sabitler olmak üzere,

p(�) = �n + a1�
n�1 + a2�

n�2 + :::+ an

dir. Bu karakteristik polinomun kökleri j�j < 1 ise, denge çözümü asimptotik karar-

l¬l¬d¬r (Jury 1964).
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Teorem 1.5 Özel olarak p(�) = �2 + a1� + a2 polinomunun tüm � özde¼gerlerinin

birim diskin içinde kalmas¬için gerek ve yeter koşul

ja1j < 1 + a2 < 2

olmas¬d¬r.

Teorem 1.6 (Fredholm Alternatif teoremi) Ax = b matris denkleminin bir çözüme

sahip olmas¬için gerek ve yeter koşul ATv = 0 eşitli¼gini sa¼glayan her v vektörü için

< b; v >= 0 olmas¬d¬r.

Çatallanma kavram¬aşa¼g¬daki biçimde tan¬mlanabilir.

Tan¬m 1.9 Bir parametredeki de¼gi̧sikli¼ge ba¼gl¬kalarak bir sistemin veya denklemin

denge noktas¬n¬n davran¬̧s¬nda meydana gelen de¼gi̧siklik durumuna çatallanma denir.

Çatallanma konusunda ilk çal¬̧sma Frans¬z matematikçi Henri Poincare taraf¬ndan

1885 y¬l¬nda yap¬lm¬̧s ve daha sonra bu konu Eberhard Hopf, Aleksandr Andronov

vd. taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧st¬r (Poincare 1885, Hopf 1942).

Tan¬m 1.10 (T¬rm¬k çatallanma)

Kritik çatallanma de¼geri geçilirken, bir karars¬z ve iki kararl¬denge noktas¬olmak

üzere üç denge noktas¬meydana geliyorsa, bu tip çatallanmaya süperkritik t¬rm¬k

çatallanma denir. E¼ger bir kararl¬ve iki karars¬z denge noktas¬meydana geliyorsa,

bu tip bir çatallanmaya da subkritik t¬rm¬k çatallanma denir.

Tan¬m 1.11 (Transkritik çatallanma)

Bu çatallanma türünde biri kararl¬ve di¼geri karars¬z olan iki denge noktas¬, çatal-

lanma parametresi geçilirken kararl¬l¬k yap¬lar¬n¬de¼gi̧stirirler. Yani, karars¬z olan

denge noktalar¬kararl¬; kararl¬olan denge noktas¬ise karars¬z duruma gelir.

Mekansal boyutun eklenmesiyle oluşan modellerde, bireylerin hareket etme duru-

munun, uzayda ortaya ç¬kan herhangi bir heterojenli¼gi homojenleştirme e¼giliminde

oldu¼gu gözlenmi̧stir. Bu nedenle, rastgele difüzyonun mekansal olarak homojen

çözümler ortaya ç¬kard¬¼g¬düşünülmüştür. Ancak, Turing difüzyonun tam aksi bir
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etki gösterebilece¼gini keşfetmi̧stir. Difüzyon, yay¬lma karars¬zl¬klar¬ veya Turing

karars¬zl¬klar¬olarak adland¬r¬lan homojen olmayan desen(örüntü) oluşumlar¬na ne-

den olabilir. Turing, reaksiyona giren ve yay¬lan kimyasal bileşenler aras¬ndaki

uygun etkileşimlerin, karars¬z bir durumdan ortaya ç¬kan kararl¬mekansal desen

oluşumlar¬na yol açabilece¼gini göstermi̧stir. Bir reaksiyon-difüzyon sisteminde, ho-

mojen denge durumu difüzyonun yoklu¼gunda kararl¬fakat difüzyon mevcut oldu¼gunda

küçük mekansal pertürbasyonlarla karars¬z duruma geliyorsa, Turing karars¬zl¬¼g¬ola-

rak adland¬r¬lan difüzyona ba¼gl¬karars¬zl¬k sergiler.

Desen(örüntü) oluşumu ekoloji ve biyoloji alan¬nda birçok bilim insan¬taraf¬ndan

çal¬̧s¬lm¬̧st¬r (Okubo ve Levin 2001, Murray 2013). Baz¬hayvanlar¬n üzerindeki de-

senler, insan beyninin görsel korteksinde oluşan şerit oluşumlar¬ve embriyo hücreleri-

nin geli̧sim aşamalar¬ndaki oluşumlar desen oluşumlar¬na örnek olarak gösterilebilir.

Murray hayvanlar¬n postlar¬, leoparlar¬n üstündeki benekler, y¬lanlar¬n derileri ve

kelebeklerin kanatlar¬ndaki desenler gibi desen oluşumuna dair birçok uygulamadan

bahsetmi̧stir (Murray 1993, 2003).

Bu tezde kullan¬lan di¼ger kavramlar aşa¼g¬da verilmi̧stir.

Tan¬m 1.12 (Fourier Dönüşümü) Bir f fonksiyonu her sonlu [�L;L] aral¬¼g¬nda

parçal¬sürekli ve

1Z
�1

jf(x)jdx integrali yak¬nsak olsun. Bu durumda,

bf(!) = 1Z
�1

f(x)e�i!xdx

ifadesine, f fonksiyonun Fourier dönüşümü ad¬verilir (Bochner ve Chandrasekharan

1949).

Tan¬m 1.13 (Ters Fourier Dönüşümü) bf(!) n¬n ters Fourier dönüşümü
f(x) =

1Z
�1

bf(!)ei!xd!
ile tan¬mlanan f(x) fonksiyonudur (Bochner ve Chandrasekharan 1949).
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Tan¬m 1.14 (Konvolüsyon) f ve g nin f � g konvolüsyonu

f(x) � g(x) =
1Z

�1

f(!)g(x� !)d!

şeklinde tan¬mlan¬r (Bochner ve Chandrasekharan 1949).

Teorem 1.7 bf(!) ve bg(!) s¬ras¬yla, f(x) ve g(x) fonksiyonlar¬n¬n Fourier dönüşüm-
leri olmak üzere, f�g konvolüsyonunun Fourier dönüşümü bf(!)bg(!) çarp¬m¬na eşittir
(Bochner ve Chandrasekharan 1949).

Tan¬m 1.15 f fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬nda n yinci basamaktan sürekli türevlenebilir

olsun. f (n+1), (a; b) aral¬¼g¬nda mevcut ise, "0; " 2 (a; b) için

f(") = f("0) + ("� "0)f
0
("0) + :::+

1

n!
("� "0)nf (n)("0) +Rn+1

dir. Burada,

Rn+1 =
1

(n+ 1)!
("� "0)n+1f (n+1)(�); � 2 ("0; "):

dur.

Teorem 1.8 (Ortalama De¼ger Teoremi) f fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬nda sürekli ve

(a; b) aç¬k aral¬¼g¬nda türevlenebilir olsun. Bu durumda, c 2 (a; b) için

f(b) = f(a) + (b� a)f 0(c)

dir.

Asimptotik yaklaş¬mlar¬tan¬mlamak için, Bachmann�Landau sembollerini tan¬tmak

gerekir.

Tan¬m 1.16 " � "0 iken jf(")j � k0j�(")j olacak şekilde k0 ve "0, sabitleri var ise,

bu durumda

f = O(�)

dir..

f = o(�)

eşitli¼ginin anlam¬, lim
"!"0

(f=�) = 0 demektir (Bachmann 1894).
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Teorem 1.9 E¼ger,

lim
"!"0

f(")

�(")
= L;

ise, "! "0 için f = O(�) dir. Burada, -1 < L <1 dur. E¼ger,

lim
"!"0

f(")

�(")
= 0;

ise, "! "0 için f = o(�) dir.

Tan¬m 1.17 f(") ve �(") fonksiyonlar¬verilsin, "! "0 için f = �+o(�) oldu¼gunda

�(")�a f(") nun asimptotik yaklaş¬m¬denir ve f s � ile gösterilir (Holmes 2012).

Şimdi, asimptotik aç¬l¬mlar için aşa¼g¬daki tan¬mlar verilsin.

Tan¬m 1.18 8m 2 N için " ! "0 iken, e¼ger, �m+1 = o(�m) ise, �1("); �2("); :::

fonksiyonlar¬asimptotik dizi oluşturur.

Tan¬m 1.19 E¼ger �1("); �2("); ::: asimptotik bir dizi ise, f("); n terimine göre

asimptotik bir aç¬l¬ma sahiptir ve "! "0 olmak üzere,

f =
mX
k=1

ak�k + o(�m); m = 1; 2; :::; n

dir. Burada, ak terimi " dan ba¼g¬ms¬zd¬r.

Böylece, "! "0 olmak üzere,

f s a1�1(") + a2�2(") + :::+ an�n(")

yaz¬labilir.

Örnek 1.2 "� 1 olmak üzere, e" nun üç terimli aç¬l¬m¬, Taylor teoreminden aşa¼g¬-

daki gibi elde edilebilir:

e" = 1 + "+
1

2
"2 +

1

3
"3 + :::

s 1 + "+
1

2
"2:
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2. MODEL

Bu bölümde, lojistik ve Ricker büyüme fonksiyonlar¬na sahip bir tek türü modelleyen

bir integro fark denklemi elde edilecek ve bu denklemde yer alan çekirdek fonksi-

yonlar¬n¬n baz¬özelliklerinden bahsedilecektir. Daha sonra ise, kararl¬l¬k teorisinin

önemli uygulamalar¬ndan biri olan, ayn¬çevreyi paylaşan iki veya daha çok biyolojik

nüfus aras¬ndaki etkileşimi içeren av-avc¬modeli için bir integro fark denklem sistemi

ele al¬nacakt¬r.

2.1 ·Integro Fark Denklemi

Fisher 1937 y¬l¬nda yapt¬¼g¬çal¬̧smada, avantajl¬genlerin yay¬lmas¬n¬aç¬klamak için

@v

@t
= �v + v(1� v) (2.1)

denklemini kullanm¬̧st¬r. Bir genin s¬kl¬¼g¬, konum ve zaman¬n fonksiyonu olan v(x; t)

ile gösterilmek üzere, burada � =
@2v

@x2
olmak üzere, Laplacian bireylerin hareketli-

li¼gini modellemek için kullan¬lm¬̧st¬r. Reaksiyon terimi olarak ise, lojistik büyüme

fonksiyonu al¬nm¬̧st¬r.

Reaksiyon-difüzyon denklemlerinin birçok özelli¼gine sahip ayr¬k zamanl¬bir model

Kot ve Scha¤er taraf¬ndan ele al¬nm¬̧st¬r (Kot ve Scha¤er, 1986). Bu çal¬̧smada,

büyüme ve yay¬lman¬n, yaşam döngüsünün farkl¬bir aşamas¬nda meydana geldi¼gi ve

bireylerin yaşam döngüsünün geri kalan¬nda nispeten hareketsiz oldu¼gu varsay¬lm¬̧st¬r.

Bu birçok organizma için makul bir yaklaş¬md¬r. Popülasyonun da¼g¬l¬m¬için lineer

bir operatör ve popülasyonun büyümesi için de lineer olmayan bir operatör birlikte

ele al¬nabilir. Bu tezde öncelikle popülasyonun büyümesi lineer olmayan

un+1 = f(un)

denklemi ile ifade edilir. Burada f; lojistik veya Ricker lojistik büyüme fonksi-

yonu olarak al¬nacakt¬r. Yukar¬da verilen denklem bireylerin mekansal hareketlerini

göz ard¬ eder. Dolay¬s¬yla, uzaysal konum x ve zaman n ile gösterilmek üzere,

popülasyondaki bireylerin yo¼gunlu¼gu un(x) biçiminde ifade edilir. Yukar¬da belir-

tildi¼gi gibi, ilk aşama büyümenin oldu¼gu un(x) den f(un(x)) e dönüşümdür. ·Ikinci

11



aşama ise, uzaysal kar¬̧smad¬r. Yani, bu aşamada yay¬lma meydana gelir ve bu

aşama integral operatör ile modellenir. Bu modelde hareketlili¼gi belirtmek için bir

y konumunun komşulu¼gundan gelen bireylerin x konumunun komşulu¼guna hareket

etmesini tan¬mlayan bir olas¬l¬k çekirde¼gi K1(x; y) olarak kullan¬lacakt¬r. Biyolo-

jik bir bak¬̧s aç¬s¬yla, iki nokta aras¬ndaki uzakl¬¼g¬n göç etme olas¬l¬¼g¬na ba¼gl¬, yani

K1(x; y) = K1(x � y) oldu¼gunu varsaymak makul olur. Böylece, bir integro-fark

denklemi

un+1(x) = [K1 � f(un)](x) =
Z
R

K1(x� y)f(un(y))dy (2.2)

olarak tan¬mlan¬r. Burada, K1 uzakl¬¼ga ba¼gl¬yay¬lma çekirde¼gidir. (2:2) denklemi

Lojistik ve Ricker fonksiyonlar¬için, Kot ve Scha¤er (1986) ve Kot (1992) taraf¬n-

dan çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.

Lokal olmayan etkileşimleri modelleyen Fisher denklemi aşa¼g¬daki gibi verilmi̧s olup,

@v

@t
= �v + v(1�K2 � v) (2.3)

bu denklem desen oluşumu ve hareketli dalgalar¬n incelenmesi aç¬s¬ndan Britton,

Gourley, Genieys, Fuentes gibi birçok yazar taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧st¬r (Britton 1989,

Gourley 2000, Genieys vd. 2006, Fuentes vd. 2003). Burada, K2 terimi, (2:2) denk-

lemindeki konvolüsyon şeklinde tan¬mlan¬r ve lokal olmayan etkileşimi modeller.

(2:3) denkleminin denge çözümü, K2 çekirdek fonksiyonunun Fourier dönüşümünün

negatif de¼gerler almas¬yla karars¬z hale gelir (Genieys vd. 2006). Yani, denge nok-

tas¬n¬karars¬z hale getiren lokal olmayan etkileşim terimidir.

Öncelikle, çekirdek fonksiyonlar¬için baz¬kabuller ele al¬ns¬n. 8x 2 R ve j = 1; 2

için

� Kj(x) � 0; kompakt destekli* ve parçal¬sürekli,

� Kj(x) = Kj(�x); yani simetrik,

�
R
R
Kj(x)dx = 1

olsun.

Lokal olmayan etkileşim için aşa¼g¬daki iki büyüme fonksiyonu ele al¬nacakt¬r.

*s¬f¬rdan farkl¬de¼ger ald¬¼g¬noktalar¬n kapan¬̧s¬kompakt küme olan fonksiyon
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2.2 Lojistik Büyüme Fonksiyonu

Lojistik ismi Belçikal¬matematikçi Pierre-François Verhulst taraf¬ndan verilmi̧stir.

Lojistik ifadesi Yunanca da logistikos yani hesaplamadan gelmektedir. Lojistik fark

denklemi ise, ilk olarak Maynard Smith 1968 ve May 1972 taraf¬ndan ele al¬nm¬̧st¬r.

Bu denklem

Nt+1 = (1 + r)Nt �
r

K
N2
t (2.4)

olmak üzere, burada K; çevrenin taş¬ma kapasitesini ve r, büyüme oran¬n¬göster-

mektedir. Nt ise, t zaman¬ndaki nüfus seviyesidir. Bu denkleme

un =
r=K

1 + r
Nt

dönüşümü uygulan¬r ve sonras¬nda kolayl¬k aç¬s¬ndan 1 + r parametresi yerine r

parametresi al¬n¬rsa,

un+1 = run(1� un) (2.5)

lojistik fark denklemi elde edilir. Böylece lokal olmayan etkileşim için K2 çekirde¼gi

göz önüne al¬n¬rsa;

fl(u;K2 � u) = ru(1�K2 � u) (2.6)

lojistik büyüme fonksiyonu bulunur.

(2:5) lojistik fark denkleminin iki denge noktas¬u��l = 0 ve u�l =
r�1
r
olup, s¬f¬rdan

farkl¬denge noktas¬biyolojik olarak anlaml¬d¬r. u�l denge noktas¬, 1 < r � 3 için

asimptotik kararl¬d¬r. Gerçekten, f(u) = ru(1�u) için f 0(u) = r�2ru olup, Teorem

1:1 den

jf 0(u�l )j = jr � 2r(
r � 1
r
)j = j � r + 2j < 1

olmal¬d¬r. Buradan, �1 < �r + 2 < 1 olup, 1 < r < 3 koşulu elde edilir. Ayr¬ca,

r = 3 ise, f 0(u�l ) = �1 olup, Teorem 1:3 den,

Sf(u�l ) = �f 000(u�l )�
3

2
(f 00(u�l ))

2

= 0� 3
2
(36) = �54

< 0

olup, denge noktas¬, r = 3 için de asimptotik kararl¬d¬r.
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2.3 Ricker Büyüme Fonksiyonu

Ricker denklemi 1954 y¬l¬nda W. E. Ricker taraf¬ndan ele al¬nm¬̧st¬r (Ricker 1954).

Bu denklem

ut+1 = ute
R

 
1�
ut
K

!
(2.7)

olup, burada K; çevrenin taş¬ma kapasitesini ve R, büyüme oran¬n¬göstermektedir.

ut ise, t zaman¬ndaki nüfus seviyesidir. Bu denklem kolayl¬k aç¬s¬ndan,

ut+1 = ute
R(1�ut)

şeklinde ifade edilebilir. Ricker fark denkleminin denge noktas¬ise, u�R = 1 dir. Bu

denge noktas¬0 < R � 2 için asimptotik kararl¬d¬r. Gerçekten, f(u) = ueR(1�u)

olmak üzere, Teorem 1:1 den jf 0(u�R)j = j1�Rj < 1 olmal¬d¬r. Buradan, 0 < R < 2

elde edilir. Ayr¬ca, R = 2 için f 0(u�R) = �1 olup, Teorem 1.3 den,

Sf(u�R) < 0

olup, u�R = 1 denge noktas¬, R = 2 için de asimptotik kararl¬d¬r.

Lojistik büyüme fonksiyonuna benzer şekilde, lokal olmayan etkileşim için K2 çekir-

de¼gi göz önüne al¬n¬rsa;

fR(u;K2 � u) = ueR(1�K2�u) (2.8)

Ricker büyüme fonksiyonu bulunur.

Bu büyüme fonksiyonlar¬ve lokal olmayan etkileşim, (2:2) denklemi ile birlikte ele

al¬n¬rsa, j = l; R için

un+1 = K1 � fj(un; K2 � un) (2.9)

modeli elde edilir. Burada, K1 çekirdek fonksiyonu bireylerin yay¬lmas¬n¬ ve K2

çekirdek fonksiyonu ise, lokal olmayan etkileşimleri yani kaynaklar için lokal olmayan

rekabeti modeller.

2.4 ·Integro Fark Denklem Sistemi

Bu k¬s¬mda, ayr¬k zamanl¬jenerasyonlara sahip, birbirlerinin popülasyon dinamik-

lerini etkileyen, etkileşim halinde olan iki tür ele al¬nacakt¬r. Sürekli zamana sahip
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büyüme modellerinde oldu¼gu gibi, ayr¬k zamanda da av-avc¬, rekabet ve ortakl¬k gibi

ayn¬temel etkileşim türleri vard¬r. Bu konular, geni̧s çapta incelenmi̧stir, ancak, iki

tür durumunun ayr¬k zamanl¬analo¼gu, sürekli modeller kadar fazla ele al¬nmam¬̧st¬r.

Av-avc¬modelleri için Hassel (1978), Neubert ve Kot (1992) taraf¬ndan önemli çal¬̧s-

malar yap¬lm¬̧st¬r.

Şimdi, birinci basamaktan av-avc¬modeli için

8<: Nt+1 = Nte
r(1�Nt�Pt)

Pt+1 = cNtPt
(2.10)

fark denklem sistemini göz önüne al¬ns¬n, burada Nt ve Pt; t 2 N zaman¬ndaki

popülasyonlard¬r. Bu model, avc¬n¬n yoklu¼gunda, r > 2 için yani yüksek bir av

popülasyonu olmas¬durumunda sal¬n¬ml¬veya kaotik davran¬̧s sergiler ( May 1976,

Kot ve Scha¤er 1986).

Avc¬n¬n var olmas¬durumunda ve yay¬lma olmad¬¼g¬nda, Teorem 1.4 ve Teorem 1.5

yard¬m¬yla s¬f¬r olmayan denge noktas¬n¬n yani, (N�; P �) = (
1

c
,1� 1

c
), 1 < c < 2 ve

0 < r <
4c

3� c için asimptotik kararl¬oldu¼gu görülür (Şekil 2.1).

Şekil 2.1 Kararl¬l¬k bölgesi
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Parametreler seçildi¼ginde nüfus davran¬̧slar¬aşa¼g¬daki gra�klerdeki gibi olur.

Şekil 2.2 c = 1:5 ve r = 1

Şekil 2.3 c = 2:1 ve r = 1
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Şekil 2.4 c = 1:25; r = 2:8

Bu sistem bireylerin konumsal hareketlerini ele almamaktad¬r. Dolay¬s¬yla, bu hareketlili-

¼gi tan¬mlamak için uzaysal konum x ve zaman t ile gösterilmek üzere, Nt(x) ve Pt(x)

biçiminde ifade edilmektedir. Böylece aşa¼g¬daki sistem yaz¬labilir:8<: Nt+1(x) = K1 �Nter(1�Nt�Pt)

Pt+1(x) = cK2 �NtPt:
(2.11)

Burada K1 ve K2 yay¬lma çekirdekleri olmak üzere, bir önceki k¬s¬mda çekirdek

fonksiyonlar¬için yap¬lan kabuller geçerlidir.
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3. L·INEER ANAL·IZ

3.1 Lineer Kararl¬l¬k Analizi

Bu k¬s¬mda, (2:9) denklemini lineerleştirmek için denge noktas¬n¬n küçük bir pertür-

basyonu:

un = u
�
i + ��n; i = l; R: (3.1)

şeklinde ele al¬nacakt¬r. (2:9) denkleminde (2:6) lojistik büyüme fonksiyonu göz

önüne al¬n¬rsa,

u�l + ��n+1 = rK1 � [(u�l + ��n)(1�K2 � (u�l + ��n))]

= rK1 � [(u�l + ��n) (1� u�l � �(K2 � �n))]

= rK1 �
�
u�l � u�2l � �u�l (K2 � �n) + ��n � �u�l �n � �2�n(K2 � �n)

�
elde edilir. Bu eşitlikte

u�l =
r � 1
r

oldu¼gundan

r =
1

1� u�l
oldu¼gu göz önüne al¬n¬rsa,

u�l + ��n+1 =
1

1� u�l

�
u�l � u�2l + � (�u�lK1 � (K2 � �n) + (K1 � �n)� u�l (K1 � �n))

�
u�l + ��n+1 = u�l + � [�(r � 1)K1 � (K2 � �n) +K1 � �n]

bulunur. Buradan

�n+1 = K1 � [�n � cK2 � �n] (3.2)

lineer denklemi elde edilir. Burada, c = r � 1 2 (0; 2) dir.

Benzer biçimde, (2:9) denkleminde (2:8) Ricker büyüme fonksiyonu al¬narak (3:1)

pertürbasyonu uygulan¬rsa,

u�R + ��n+1 = K1 � (u�R + ��n)eR(1�K2�(u�R+��n))
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olur. Bu denklemde u�R = 1 oldu¼gu dikkate al¬narak, Taylor aç¬l¬m¬yap¬l¬rsa,

1 + ��n+1 = K1 � [(1 + ��n) (1 +R (1�K2 � (u�R + ��n)))]

= K1 � [(1 + ��n) (1� �R(K2 � �n))]

= K1 �
�
1� �R(K2 � �n) + ��n � �2R�n(K2 � �n)

�
yaz¬labilir. Bu eşitlikten

1 + ��n+1 = 1 + � (K1 � (�RK2 � �n) + �n)

elde edilir ve buradan (3:2) denklemi bulunur; (3:2) denkleminde c = R 2 (0; 2) dir.

(3:2) denklemi D = [0; L] olmak üzere 8n 2 N ve x 2 D için periyodik s¬n¬r koşulu

�n(x) = �n(x+ L)

alt¬nda ele al¬ns¬n.

Sonlu integrasyon s¬n¬rlar¬, periyodik s¬n¬r koşullar¬ ve sürekli çekirdeklere sahip

lineer operatörler kompakt oldu¼gundan (3:2) denklemi ile ifade edilen operatör self-

adjointtir. Bundan dolay¬, bu operatörün s¬f¬r olmayan en az bir özde¼geri mevcuttur.

(3:2) denkleminin çözümü

�n(x) = �
ne�(x) (3.3)

formunda yaz¬labilir. Bu form (3:2) de yerine yaz¬l¬rsa,

�n+1e�(x) = K1 �
h
�ne�(x)� cK2 � �ne�(x)i

�e�(x) = K1 �
he�(x)� cK2 � e�(x)i ; x 2 [0; L] (3.4)

elde edilir. Zamandan ba¼g¬ms¬z özfonksiyonlar s¬n¬r koşullar¬n¬sa¼glar ve m 2 Z için

km =
2�m
L
olmak üzere eikmx şeklinde verilir. Böylece (3:2) denkleminin çözümü

�n(x) =
X
m

cm�
neikmx (3.5)

biçimindedir. Burada cm katsay¬s¬, zamandan ba¼g¬ms¬z e�(x) fonksiyonun başlang¬ç
koşulunun Fourier aç¬l¬m¬ile hesaplan¬r. (3:5) eşitli¼gi (3:2) de yerine yaz¬l¬rsa, m 2 Z

için

�m = bK1(km)
�
1� c bK2(km)

�
(3.6)
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elde edilir. bK1(km) ve bK2(km),K1 veK2 çekirdek fonksiyonlar¬n¬n km de hesaplanm¬̧s

Fourier dönüşümleridir.

u�i ; i = r; R denge noktas¬için kararl¬l¬k koşulu

j�j < 1

olmas¬d¬r. O halde, denge noktas¬n¬n karars¬z olmas¬için��� bK1(km)
��� ����1� c bK2(km)

���� � 1
olmal¬d¬r. K1 yay¬lma çekirde¼gi denge çözümünü kararl¬duruma getirmeye çal¬̧s¬r.

Burada, ��� bK1(km)
��� =

����Z eikmxK1(x)dx

����
�

Z ��eikmx�� jK1(x)j dx

olup,
��eikmx�� = jcos(kmx) + i sin(kmx)j � 1 ve R K1(x)dx = 1 oldu¼gundan

��� bK1(km)
��� �

1 elde edilir. Baz¬m 2 N ler için����1� c bK2(km)
���� � 1

dir. Yay¬lma çekirde¼ginin tam formunu bilmeden desen (örüntü) oluşumunu göz-

lemlemek için kesin koşullar¬elde etmek mümkün de¼gildir. Etkileşim çekirde¼ginin

Fourier dönüşümü baz¬m 2 N ler için negatif de¼gerler ald¬¼g¬ndan,

1� c bK2(km) > 1

elde edilir. Böylece, (2:9) denkleminin denge noktas¬n¬karars¬z hale getiren durum

baz¬m 2 N ler için bK2(km) < 0

d¬r.

c0 2 (0; 2) en küçük say¬olmak üzere,

max
m2Z

j�(c; km)j = j�(c0; km0)j = 1 (3.7)

olacak şekilde bir km0 dalga say¬s¬var olsun. c0; c parametresinin kritik de¼geridir

ve km0 da kritik dalga say¬s¬d¬r. Böylece aşa¼g¬daki önerme verilebilir.
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Önerme 3.1 bK2(km) < 0 ve (3:7) eşitli¼gini sa¼glayan bir c0 2 (0; 2) var olsun. E¼ger

c � c0 olacak şekilde bir c say¬s¬varsa, j�(c; km0)j � 1 olur ve (2:9) denkleminin

çözümleri "desen oluşumu" meydana getirir.

j�(c0; km0)j = 1 ise, �(c0; km0) = �1 noktalar¬çatallanma noktalar¬d¬r. Bu durumda

Neubert vd. (1995) oluşabilecek çatallanmalar¬aşa¼g¬daki şekilde ifade etmi̧slerdir:

� E¼ger �(c0; km0) = 1 ise, c > c0 için �(c; km0) > 1 olur ve denge çözümü

kararl¬l¬¼g¬n¬ kaybeder, böylece çatallanma meydana gelir. Bu çatallanmaya

art¬-bir çatallanma denir.

� E¼ger �(c0; km0) = �1 ise, c > c0 için �(c; km0) < �1 olur ve denge çözümü

kararl¬l¬¼g¬n¬kaybederek iki periyotlu periyodik çözümler ortaya ç¬kar. Bu çatal-

lanmaya da eksi-bir çatallanma denir.

3.2 Tek Tür Modeli için Çekirdek Fonksiyonu ve Hesaplanan Sonuçlar

Lokal olmayan Fisher denkleminin çözümlerinin, cK2(km0) < 0 için desen oluşumu

meydana getirdi¼gi Genieys vd. (2006) taraf¬ndan gösterilmi̧stir. Bu çal¬̧smada düzgün

simetrik çekirdekler kullan¬lm¬̧st¬r (Aydogmus vd. 2017). Buradan bir düzgün

simetrik çekirdek ailesi aşa¼g¬daki gibi verilebilir:

Kd(x) =

8<:
1

2d
; jxj � d;

0; jxj > d;

burada d parametresi, K çekirdek fonksiyonu için ad¬m (basamak) aral¬¼g¬d¬r (Segal

vd. 2013). Gauss ya da Laplacian çekirdek aileleri, literatürde yayg¬n olarak kul-

lan¬lan di¼ger popüler çekirdek fonksiyonlar¬ndan baz¬lar¬d¬r. Bu çekirdek fonksiyon-

lar¬Neubert vd. (1995), Kot ve Scha¤er (1986), Kot (1992), Tanzy vd. (2013) gibi

yazarlar taraf¬ndan ele al¬nm¬̧st¬r. Bu iki çekirdek ailesinin aksine, e¼ger çekirdek

simetrik ise, bu durumda Kd çekirde¼ginin Fourier dönüşümü negatif de¼gerler al¬r.

Böylece düzgün simetrik çekirdek fonksiyonu, desen oluşumu için Önerme 1�deki

gerekli koşullar¬sa¼glar.

Yukar¬da belirtildi¼gi gibi, e¼ger c0 2 (0; 2) kritik de¼geri varsa, bu iki integro fark
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denkleminin çözümleri desen oluşumu meydana getirir. Burada, düzgün çekirdek

fonksiyonu için farkl¬başlang¬ç de¼gerleri al¬narak ve c0 kritik de¼geri bulunarak (3:7)

optimizasyon problemi çözülür. Ayr¬ca, aşa¼g¬daki parametre bölgesi al¬narak bir

s¬n¬r oluşturulabilir:

Kj = Kdj ; 0:2 � d1 � 1 ve 0 < d2 � 4:

Bu parametre bölgesi (2:9)modeli için ele al¬n¬rsa, herhangi bir c > c0 kritik de¼gerinin

var olmas¬durumunda u�l ve u
�
R denge çözümleri karars¬z hala gelerek desen oluşumu

meydana getirir (Şekil 3.1).

Şekil 3.1 Desen oluşumu bölgesi

Bu şekilde, beyaz bölge, desen oluşumunun meydana geldi¼gi bölgedir ve baz¬c0 2

(0; 2) de¼gerleri için c > c0 olacak biçimde c de¼gerleri vard¬r. Lojistik büyüme fonksi-

yonu için (2:9) denkleminin denge çözümü aşa¼g¬daki şekildeki duruma geçerek bir
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dalga oluşumu meydana getirir.

Şekil 3.2 Lojistik büyüme fonksiyonlu modelin

denge çözümü

Burada, parametreler d1 = 0:25; d2 = 1 ve c0 = 1:0613 olarak seçilmi̧stir.

Ricker büyüme fonksiyonunun (2:9) modelinde ele al¬nmas¬yla ve yukar¬daki para-

metrelerin ayn¬s¬n¬n seçilmesiyle aşa¼g¬daki şekil ortaya ç¬kar.

Şekil 3.3 Ricker büyüme fonksiyonlu modelin

denge çözümü

Bu nümerik simulasyonlarda lojistik ve Ricker büyüme fonksiyonlar¬periyodik s¬n¬r

koşullar¬alt¬nda ele al¬nm¬̧st¬r. Her iki konvolüsyon terimi K1 � u ve K2 � u h¬z-
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l¬ Fourier dönüşümü alt¬nda yaklaş¬k olarak hesaplanm¬̧st¬r. Ayr¬ca, bu hesapla-

malarda konum de¼gi̧skeni kesikli hale getirilmi̧s ve de¼gerler 0 � x � L için �x =

0:0001 ve L = 10 seçilmi̧stir. Şekil 3.2 ve Şekil 3.3 de başlang¬ç koşulu u0 =

0:0001 cos(kn0x) ve c = 1:0613 dür. Yukar¬da belirtilen çekirdek fonksiyonlar¬için

c0 parametresinin kritik de¼geri ise, 1:0581 dir. Yani, c > c0 olacak şekilde herhangi

bir de¼ger için u0 başlang¬ç koşulu alt¬nda çözümler hesaplanarak, çözümlerin dalgal¬

bir hale geldi¼gi gösterilmi̧stir.

3.3 ·Integro Fark Denklem Sisteminin Lineer Analizi

Bu k¬s¬mda, (2:11) integro fark denklem sistemi için lineer kararl¬l¬k analizi yap¬la-

cakt¬r. Neubert vd. (1995), bu sistemin lineer kararl¬l¬k analizini yapm¬̧slard¬r.

Öncelikle, sisteme denge noktas¬etraf¬nda8<: Nt = N
� + ��t

Pt = P
� + ��t

küçük bir pertürbasyon uygulan¬rsa,8<: N� + ��t+1 = K1 �
�
(N� + ��t) e

r(1�N����t�P ����t)
�

P � + ��t+1 = cK2 � [(N� + ��t) (P
� + ��t)]

;

elde edilir. Burada Taylor aç¬l¬m¬yap¬l¬p, (N�; P �) = (
1

c
; 1 � 1

c
) oldu¼gu dikkate

al¬n¬rsa,8>><>>:
1

c
+ ��t+1 = K1 �

��
1

c
+ ��t

��
1 + r(1� 1

c
� ��t � 1 +

1

c
� ��t)

��
1� 1

c
+ ��t+1 = cK2 �

��
1

c
+ ��t

��
1� 1

c
+ ��t

�� ;

eşitlikleri elde edilir. Burada gerekli düzenlemeler yap¬ld¬¼g¬nda r ve c parametreleri

da¼g¬t¬l¬rsa,8><>:
1

c
+ ��t+1 = K1 �

��
1

c
+ ��t

��
1 + r � r

c
� �r�t � r +

r

c
� �r�t)

��
1� 1

c
+ ��t+1 = K2 � [(1 + �c�t) (c� 1 + �c�t)]

;

8>><>>:
1

c
+ ��t+1 = K1 �

�
1

c
� �r

c
�t � �

r

c
�t + ��t � �2r�2t � �2r�t�t

�
1� 1

c
+ ��t+1 = K2 �

�
1� 1

c
+ �c�t + ��t � ��t + �2c�t�t

� ;
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bulunur. Bu eşitliklerden,8><>:
1

c
+ ��t+1 =

1

c
+K1 �

h
�(1� r

c
)�t + �(�

r

c
�t )

i
1� 1

c
+ ��t+1 = 1�

1

c
+K2 � [�(c� 1)�t + ��t]

;

elde edilir ve böylece, 8<: �t+1 = K1 �
h�
1� r

c

�
�t �

r

c
�t

i
�t+1 = K2 � [(c� 1) �t + �t]

(3.8)

lineer sistemi yaz¬l¬r.

O halde, yay¬lman¬n olmas¬ durumunda aşa¼g¬daki integro fark denklem sistemi

yaz¬labilir, 8<: �t+1 =
R
K1(x� y)

h�
1� r

c

�
�t(y)�

r

c
�t(y)

i
dy

�t+1 =
R
K2(x� y) [(c� 1) �t(y) + �t(y)] dy:

(3.9)

Bu problem 8t 2 N ve x 2 [0; L] için0@ �t(x)

�t(x)

1A =

0@ �t(x+ L)

�t(x+ L)

1A (3.10)

s¬n¬r koşulu alt¬nda ele al¬ns¬n. (3:9) lineer sisteminin çözümü aşa¼g¬daki formda

yaz¬labilir: 0@ �t

�t

1A = �t

0@ e�e�
1A : (3.11)

Yukardaki eşitlik (3:9) sisteminde yaz¬l¬rsa, zamandan ba¼g¬ms¬z8<: �e� = K1 �
h
(1� r

c
)e� � r

c
e�i

�e� = K2 �
h
(c� 1)e� + e�i (3.12)

sistemi elde edilir. n 2 Z için kn =
2�n

L
olmak üzere, (3:12) sisteminin periyodik

s¬n¬r koşullar¬n¬sa¼glayan özde¼gerleri eiknx ile verilir. Fourier dönüşümü alt¬nda,

�

0@ e�e�
1A = KJ

0@ e�e�
1A (3.13)

elde edilir. Burada, K =

0@ cK1 0

0 cK2

1A ve J =

0@ 1� r
c
�r
c

c� 1 1

1A dir. Ayr¬ca,

cK1(kn) ve cK2(kn), K1 ve K2 çekirdek fonksiyonlar¬n¬n kn noktas¬nda hesaplanm¬̧s
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Fourier dönüşümleridir. E¼ger, KJ matrisinin bütün özde¼gerleri birim diskin içinde

kal¬yorsa, sistemin denge noktas¬kararl¬d¬r. (3:13) sisteminin karakteristik denklemi

�2 �
�cK1(1�

r

c
) + cK2

�
�+

�cK1
cK2(1�

r

c
) + cK1

cK2(r �
r

c
)
�
= 0 (3.14)

veya

�2 � iz(KJ)�+ det(KJ) = 0 (3.15)

olarak yaz¬labilir. Jury testi veya Schur-Cohn kriterinden aşa¼g¬daki teorem ver-

ilebilir.

Teorem 3.1 KJ matrisinin tüm özde¼gerlerin birim diskin içinde kalmas¬için gerek

ve yeter koşul aşa¼g¬daki şartlar¬n sa¼glanmas¬d¬r:

1� iz(KJ) + det(KJ) > 0; (3.16)

1 + iz(KJ) + det(KJ) > 0; (3.17)

1� det(KJ) > 0: (3.18)

·Ispat. Teorem (1:5) den, j � iz(KJ)j < 1 + det(KJ) < 2 olmal¬d¬r. Buradan,

j � iz(KJ)j < 1 + det(KJ)

ve

1 + det(KJ) < 2

koşullar¬ortaya ç¬kar. Gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa,

�1� det(KJ) < �iz(KJ) < 1 + det(KJ)

�2 < 1 + det(KJ) < 2

olup, (3:16), (3:17) ve (3:18) koşullar¬elde edilir.

Yay¬lman¬n olmamas¬durumunda, homojen denge çözümünün kararl¬ olmas¬ için

gerek ve yeter koşul ise,

1� iz(J) + det(J) > 0;

1 + iz(J) + det(J) > 0;

1� det(J) > 0;
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şartlar¬n¬n sa¼glanmas¬d¬r. +1 çatallanmas¬için (3:16) ifadesi ters çevrilirse, homojen

denge çözümü kararl¬l¬¼g¬n¬kaybederek çatallanma meydana gelir. Bu çatallanma

için aşa¼g¬daki ifade yaz¬labilir.

Q+1(kn) = 1� cK1(kn)
�
1� r

c

�
� cK2(kn) + cK1(kn)cK2(kn)

�
1 + r � 2r

c

�
(3.19)

�1 çatallanmas¬için ise, (3:17) ifadesi ters çevrilirse,

Q�1(kn) = 1 + cK1(kn)
�
1� r

c

�
+ cK2(kn) + cK1(kn)cK2(kn)

�
1 + r � 2r

c

�
(3.20)

yaz¬labilir. Neubert vd. (1995),8><>:
Nt+1(x) =

R



K1(x� y)f(Nt(y); Pt(y))dy;

Pt+1(x) =
R



K2(x� y)f(Nt(y); Pt(y))dy;

sistemi için,

K =

0@ bK1 0

0 bK2

1A ve lineerleştirilmi̧s sistemin katsay¬matrisi J =

0@ a11 a12

a21 a22

1A
olmak üzere, s¬n¬rs¬z bir aral¬k üzerinde çatallanma koşullar¬n¬aşa¼g¬daki gibi ver-

mi̧slerdir:

Çatallanma
0 � bK1(kn) � 1

0 � bK2(kn) � 1

�1 � bK1(kn) � 0

�1 � bK2(kn) � 0

0 � bK1(kn) � 1

�1 � bK2(kn) � 0

+1
(a11�1)(a22�1) < 0

a12a21< 0

(a11+1)(a22+1) < 0

a12a21< 0

a11> 1 veya a22< 1

a12a21< 0

�1
(a11+1)(a22+1) < 0

a12a21< 0

(a11�1)(a22�1) < 0

a12a21< 0

a11< 1 veya a22> 1

a12a21< 0

Hopf imkans¬z imkans¬z imkans¬z.
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3.4 Av-Avc¬Modeli için Çekirdek Fonksiyonu ve Hesaplanan Sonuçlar

Karars¬zl¬k hakk¬nda yorum yapabilmek için çekirdek fonksiyonunun seçilmesi önem

taş¬maktad¬r. Kot 1989 y¬l¬nda yapt¬¼g¬çal¬̧smada çekirdek fonksiyonlar¬n¬

K1(x� y) =
1

2
� exp(��jx� yj)

K2(x� y) =
1

2
� exp(��jx� yj)

biçiminde seçmi̧stir (Kot 1989). Burada, bu çekirdeklerin hesaplanm¬̧s Fourier dönüşüm-

leri ise,

cK1 =
�2

�2 + !2cK2 =
�2

�2 + !2

şeklindedir. Bu çekirdek fonksiyonlar¬, do¼gada bulunan çok bas¬k yay¬lma da¼g¬l¬m-

lar¬n¬n tipik örnekleridir. Wolfenbarger (1946, 1959) bu formdaki yay¬lmalar¬n du-

rumlar¬yla ilgili çal¬̧smalar yapm¬̧st¬r. Yukar¬daki çekirdek fonksiyonu (2:11) siste-

minde yaz¬ld¬¼g¬nda ve parametreler � = 8 ve � = 0:8 olarak seçildi¼ginde, r = 3:1 ve

c = 1:5 için sistemin denge çözümü kararl¬l¬¼g¬n¬kaybeder.

Neubert vd. (1995) ise, yapt¬klar¬çal¬̧smada, çekirdek fonksiyonlar¬n¬

K1(x� y) =
1

2
�2jx� yj exp(��jx� yj)

K2(x� y) =
1

2
� exp(��jx� yj)

şeklinde seçerek, � = 1:3 ve � = 10 parametreleri ve r = 0:9; c = 1:75 için (2:11)

sisteminin denge çözümünün kararl¬l¬¼g¬n¬ kaybetti¼gini göstermi̧slerdir. Çekirdek

fonksiyonu

Kdj(x) =

8><>:
1

2dj
; jxj � dj

0; jxj > dj;
; j = 1; 2;

seçilirse, burada dj çekirdek fonksiyonun lokal olmayan uzakl¬¼g¬n¬tan¬mlamak üzere,

bu çekirdek fonksiyonunun Fourier dönüşümü

bK(km) = 1

2dj

dZ
�d

cos(kmx)dx =
1

kmdj
sin(kmdj)
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dir. d1 = 1; d2 = 0:1 için r parametresi r = 2 olarak sabitlendi¼ginde ve c0 2 (1; 2),

c parametresinin kritik de¼geri olmak üzere, c0 = 1:0659 çatallanma parametresidir.

c > c0 için (2:11) sisteminin denge çözümü kararl¬l¬¼g¬n¬kaybederek desen oluşumu

meydana getirir. Burada, öyle bir km0 vard¬r ki, c0 2 (1; 2) olmak üzere,

min
n2Z+

�
1� bK1(km0)(1�

2

c
)� bK2(km0) + bK1(km0) bK2(km0)(3�

4

c
)

�
= 0

eşitli¼gini sa¼glar.

c = 1:8 ve r = 5:4 parametreleri için, +1 ve �1 çatallanmalar¬n¬n meydana geldi¼gi

bölge siyah ile gösterilmek üzere, aşa¼g¬daki gra�kler elde edilir. w1 =
2�n
L
d1 ve

w2 =
2�n
L
d2 olmak üzere, w1 � w2 koordinat düzlemi için, sol paneldeki gra�kteki

siyah bölge +1 çatallanmas¬n¬n oldu¼gu bölgedir, ayn¬düzlem için sa¼gdaki gra�kteki

siyah bölge ise, �1 çatallanmas¬n¬n oldu¼gu bölgedir.

Şekil 3.4 Çatallanma bölgeleri

Ayr¬ca, c = 1:07 ve r = 2 için, d1 = 1 ve d2 = 0:1 parametre bölgesinde, N0 =

1=c0 + 0:01cos(km0x) ve P0 = 1 � 1=c0 + 0:01sin(km0x) başlang¬ç koşullar¬alt¬nda
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aşa¼g¬daki gra�kler elde edilir.

Şekil 3.5 Nt�nin dalga oluşumu

Şekil 3.6 Pt�nin dalga oluşumu
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Ayn¬r ve c parametreleri için 500 iterasyon yap¬ld¬¼g¬nda, yay¬lma çekirde¼ginin ol-

mad¬¼g¬sistemin gra�¼gi ise, aşa¼g¬daki gibi elde edilir.

Şekil 3.7 Yay¬lma çekirde¼gi olmad¬¼g¬nda

sistemin gra�¼gi
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4. ZAYIF L·INEER OLMAYAN ANAL·IZ

Lineer kararl¬l¬k analizi küçük bir zaman aral¬¼g¬nda ve çok küçük pertürbasyonlar

için geçerlidir. Karars¬z yap¬lar¬n büyüme davran¬̧slar¬n¬ analiz etmek için lineer

olmayan terimler de göz önüne al¬nmal¬d¬r. Bu terimleri incelemek için zay¬f lineer

olmayan analiz yöntemine ihtiyaç duyulmaktad¬r. Zay¬f lineer analize geçmeden

önce, kullan¬lacak pertürbasyon analizi için çok önemli bir kavram olan çoklu-ölçek

(multiple scales) metodundan bahsetmek gerekir.

4.1 Çoklu-Ölçek Pertürbasyon Metodu

Çözümlerin ayn¬anda farkl¬ölçeklere ba¼gl¬oldu¼gu problemler için çoklu ölçek yön-

temi gereklidir. Bu yöntem fark denklemleri için 1977 y¬l¬nda Hoppenstead ve Mi-

ranker (1977) taraf¬ndan geli̧stirilmi̧stir. Son y¬llarda ise, bu pertürbasyon yöntemi

yine fark denklemleri için Van Horssen taraf¬ndan büyük bir problem s¬n¬f¬na uygu-

lanabilcek biçimde sunulmuştur (Van Horssen 2008, Van Horssen ve Ter Brake 2008,

Rafei ve Van Horssen 2012). Bu pertürbasyon yönteminde h¬zl¬ve yavaş zaman ölçe¼gi

birlikte ele al¬nm¬̧st¬r. Basit bir fark denkleminin xn çözümü h¬zl¬zaman ölçe¼ginde

n ye ve yavaş zaman ölçe¼ginde ise, s = �n de¼gi̧skenlerine ba¼gl¬d¬r. Böylece, basit bir

fark denkleminde xn+1 yerine,

x(n+ 1; �(n+ 1)) = x(n+ 1; s+ �)

yaz¬labilir. Bu ifadenin Taylor aç¬l¬m¬,

x(n+ 1; s+ �) = x(n+ 1; s) + �
@x

@s
(n+ 1; s) +O(�2)

şeklindedir. Subramanian ve Krishnan (1979) taraf¬ndan iki önemli iterasyon ölçe¼gi

için pertürbasyon

xn+1 � xn = �x(n; s) = �nx(n; s) + ��sx(n; s)

şeklinde tan¬mlanm¬̧st¬r. Burada,

�nx(n; s) = x(n+ 1; s)� x(n; s) ve �sx(n; s) = x(n; s+ �)� x(n; s)
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dir. Holmes (2012) ise, yavaş zaman ölçe¼ginde çözümün aç¬l¬m¬n¬

yn s ey0(n; s) + �ey1(n; s) + :::
biçiminde ifade etmi̧stir. Burada, s = �n dir. Bununla birlikte,

yn+1 s ey0(n+ 1; s+ �) + �ey1(n+ 1; s+ �) + :::
s ey0(n+ 1; s) + �[ey1(n+ 1; s) + @sey0(n+ 1; s)] + :::

dir.

4.2 ·Integro Fark Denkleminin Zay¬f Lineer Olmayan Analizi

�(c0; km0) = 1 için c0; c parametresinin kritik de¼geri olsun.

un+1(x) = K1 � [cun(x)(1�K2 � un(x))] (4.1)

denkleminin çözümü aşa¼g¬daki formda ifade edilebilir:

u _ (�n exp(ikm0x) + e:k:) (4.2)

burada e:k: eşlenik kompleksi ve i =
p
�1 kompleks say¬s¬n¬ifade etmektedir. Şimdi,

c0 kritik de¼geri etraf¬nda pertürbasyon analizi yap¬ls¬n:

c = c0 + �
2�; 0 < �� 1; � = �1: (4.3)

Yukar¬daki pertürbasyon ve ortalama de¼ger teoremi kullan¬larak

�(c; km0) = 1 + ��
2�0(c�; km0); c� 2 (c0; c) (4.4)

elde edilir. Bu eşitlik (4:2) de yerine yaz¬l¬rsa;

�n exp(ikm0x) = exp(ikm0x+ n ln�(c; km0))

= exp(ikm0x+ n ln(1 + �
2��0)

oldu¼gu görülür ve Taylor aç¬l¬m¬ndan,

� exp(ikm0x+ n(�
2��0))

� A(�2n) exp(ikm0x) (4.5)
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elde edilir. Burada genlik A; � = �2n yavaş zaman¬n bir fonksiyonudur. Bu analizde

h¬zl¬ve yavaş zaman skalas¬yani n ve � birlikte ele al¬nacakt¬r. Holmes (2012)�un

çal¬̧smas¬ndan faydalanarak, u çözümünün � yu içeren aç¬l¬m¬

un(x) = u0(n; � ; x) + �u1(n; � ; x) + �
2u2(n; � ; x) + ::: (4.6)

şeklinde ifade edilir.

Burada, lojistik denklemin 1 < c < 3 için kararl¬ olan u� =
c� 1
c

denge nok-

tas¬n¬n çekirdeklerle etkileşime girmesi durumunda kararl¬l¬k durumunu incelenecek-

tir. Ricker denklemi için ise, u� = 1 denge çözümü ve r0, kritik parametre de¼geri

olmak üzere, 0 < r < 2 için kararl¬olan denge noktas¬n¬n yine çekirdeklerle etk-

ileşime girdi¼ginde kararl¬l¬k durumu araşt¬r¬lm¬̧st¬r.

Belirtmek gerekir ki, uzaysal homojen sabit çözümün (u�(x)) kararl¬l¬¼g¬; c (veya

r) parametresine ba¼gl¬d¬r. Bu nedenle, c parametresinin pertürbasyonu u� denge

çözümünün de pertürbasyonuna neden olacakt¬r. Dolay¬s¬yla, u� denge çözümünün

bir pertürbasyonu

u� =
c0 � 1
c0

+
du�

dc
jc=c0 +

d2u�

dc2
jc=c0 + :::

= u0 +
�2�

c02
+O(�4)

şeklinde yaz¬labilir. Burada, u0 =
c0 � 1
c0

d¬r.

Şimdi, lineer dalgalar¬n ailesi

Em = exp(imkm0x)

olarak ele al¬ns¬n. Böylece, (4:1) denkleminin çözümü

u(n; � ; x) = u0 +
�2�

c02
+ �u1(n; � ; x) + �

2u2(n; � ; x) (4.7)

şeklinde inşa edilebilir. Burada,

u1 = A(�)E1 + A(�)E�1 ve u2 = A0(�) + A2E2 + A2E�2: (4.8)

dir. Genelli¼gi bozmadan A0�¬n reel oldu¼gu kabul edilsin. Dolay¬s¬yla, bu analizde A0

teriminin kompleks konjugesi göz önüne al¬nmamaktad¬r.
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Ricker büyüme fonksiyonlu denklem için ise, denge noktas¬r = 1 oldu¼gundan, bu

denklemin çözümü

u(n; � ; x) = 1 + �u1(n; � ; x) + �
2u2(n; � ; x)

olarak inşa edilebilir. Burada, u1 ve u2; (4:8) deki gibidir.

(4:1) denklemine pertürbasyon analizini uygulamak için önce un+1 teriminin aç¬l¬m¬n-

dan (Holmes, 2012) ve (4:7) eşitli¼ginden,

un+1(x) = u(n+ 1; � + �2; x) (4.9)

= u0 +
�2�

c02
+ �u1(n+ 1; � ; x) + �

2u2(n+ 1; � ; x)

+�3@�u1(n+ 1; � ; x) +O(�
4)

ve

un+1(x) = cK1 �
�
u0 +

�2�

c02
+ �u1(n; � ; x) + �

2u2(n; � ; x)

�
(4.10)

:

�
1�K2 �

�
u0 +

�2�

c02
+ �u1(n; � ; x) + �

2u2(n; � ; x)

��
elde edilir. Bu denklemin i̧slemleri aç¬lmadan önce baz¬ bilgilere ihtiyaç vard¬r.

Çekirdek fonksiyonlar¬için aşa¼g¬daki gösterimler tan¬mlans¬n:

bK1(nkm0) = bK1n ve bK2(nkm0) = bK2n:

Buna ek olarak, belirtmek gerekir ki Kj; j = 1; 2: simetrik çekirdek fonksiyonudur.

Yani; bKi(�n) = bKin

dir. Ayr¬ca, n 2 Z ve j = 1; 2 için

Kj � En = bKjnEn

eşitli¼gi kullan¬labilir.

Böylece, (4:9) denkleminde, (4:8) eşitli¼gi yerine yaz¬l¬rsa ve çoklu-ölçek pertürbasyon

metodu uygulan¬rsa, (4:10) eşitli¼ginin sol taraf¬

un+1(x) = u0 +
�2�

c02
+ �

�
A(�)E1 + A(�)E�1 + �

2(A�E1 + A�E�1)
�

+�2
�
A0 + A2(�)E2 + A2(�)E�2

�
+ �3

�
A�E1 + A�E�1

�
+O(�4)
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şeklinde bulunur. (4:10) eşitli¼ginin sa¼g taraf¬ise, (4:8) in yerlerine yaz¬lmas¬yla,

un+1(x) = (c0 + �
2�)K1 � [u0 +

�2�

c02
+ �(A(�)E1 + A(�)E�1) + �

2(A0 + A2(�)E2

+A2(�)E�2)]:[1�K2 � (u0 +
�2�

c02
+ �(A(�)E1 + A(�)E�1)

+�2(A0 + A2(�)E2 + A2(�)E�2)]

şeklinde elde edilir. Buradan gerekli i̧slemler yap¬l¬rsa,

un+1(x) = c0(u0 � u20)� �2(u0
�

c0
)� �c0u0(A bK21

bK11E1 + A bK21
bK11E�1)

��2c0u0(A0 + A2 bK22
bK12E2 + A2 bK22

bK12E�2) + �
2 �

c0
� �2u0

�

c0
+�c0(1� u0)(A bK11E1 + A bK11E�1)� �2c0(A2 bK21

bK12E2 + 2jAj2 bK21

+A
2 bK21

bK12E�2) + �
2c0(1� u0)(A0 + A2 bK12E2 + A2 bK12E�2)

+�2�(u0 � u20)� �3[
�

c0
(A bK21E1 + k:k:) +

�

c0
(A bK11E1 + k:k:)

+c0AA0 bK11E1 + c0AA2 bK22
bK13E3 + c0AA2 bK22

bK11E�1 + c0A0A bK11E�1

+c0AA2 bK22
bK11E1 + c0AA2 bK21

bK13E�3 + c0A0A bK21
bK11E1

+c0A0A bK21
bK11E�1 + c0A2A bK21

bK13E3 + c0AA2 bK21
bK11E1

+c0A2A bK21
bK11E�1 + c0A2A bK21

bK13E�3] +O(�
4)

sonucu bulunur. Böylece, sa¼g ve sol tara�ar¬n eşitlenmesiyle,

O(�) seviyesinde h bK11

�
A+ (1� c0)A bK21

�
� A

i
E1 + k:k: = 0 (4.11)

eşitli¼gi elde edilir. (4:11) denklemi lineerleştirilmi̧s denklemde çözümlerin yaz¬l-

mas¬yla da elde edilebilir.

O(�2) seviyesinde ise,

0 =
h bK12

�
A2 � c0 bK21A

2 + (1� c0)A2 bK22

�
� A2

i
E2 + k:k:

+2A0 � c0A0 � 2c0jAj2 bK21 � A0 (4.12)

eşitli¼gi elde edilir. Burada, jAj, A n¬n normudur. (4:12) denkleminde E�2 ve E0

terimlerinin katsay¬lar¬s¬f¬ra eşitlenirse;

A0 =
2c0
1� c0

bK21jAj2 (4.13)

36



ve

A2 =
c0 bK21

bK12bK12 + (1� c0) bK12
bK22 � 1

A2 (4.14)

yaz¬labilir.

O(�3) seviyesinde E1 teriminin katsay¬s¬ndan ise,

bK11

�
��A bK21 � c0(1 + bK21)A0A� c0( bK21 + bK22)AA2

�
� A� = 0 (4.15)

oldu¼gu görülür. Böylece, (4:13); (4:14) ve (4:15) eşitlikleri kullan¬larak,

A� = ��A+	AjAj2 (4.16)

Stuart-Landau tipinde bir denklem elde edilir. Burada,

� = � bK11
bK21 ve 	 = c20 bK11

bK21

� bK12( bK21+ bK22)

(c0�1) bK22
bK12� bK12+1

+ 2(1+ bK21)
c0�1

�
(4.17)

dir. (4:16) denkleminde �; 	 katsay¬lar¬reeldir. Başlang¬ç genli¼gi A(0) reel olmak

koşulu ile A genli¼gi reel al¬nabilir. Dolay¬s¬yla, (4:16) denklemi

dA

d�
= ��A+	A3 (4.18)

şeklinde ifade edilebilir.

Benzer i̧slemler, Ricker büyüme fonksiyonlu integro fark denklemi için yap¬l¬rsa,

O(�) seviyesinde (4:11) lineer denklemi elde edilir. �2 li terimlerin eşitlenmesiyle ise,

O(�2) ve O(�3) için

A2 =
r0 bK12

bK21(2� r0 bK21)

2( bK12 � r0 bK12
bK22 � 1)

A2 ve A0 = bK21(r0 bK21 � 2)jAj2

olup, ayr¬ca

A� = �� bK21A� r0(1� r0 bK21 + bK21)AA0 + r0(r0 bK21
bK22 � bK22 � bK21)A2A

+r20 bK21(3� r0 bK21)
A3

2

elde edilir. (4:18) denklemindeki parametreler ise,

cr = (1� r0 bK21 + bK21)(2� r0 bK21)

+(r0 bK21
bK22 � bK22 � bK21)

r0 bK12(2� r0 bK21)

2( bK12 � r0 bK12
bK22 � 1)

+ r0 bK21
3� r0 bK21

2
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olmak üzere,

� = � bK11
bK21 ve 	 = r0 bK11

bK21cr

dir.

(4:18) denkleminin sabit çözümleri (denge noktalar¬)

A� = 0 ve A�� = �
p
���=	

dir.

f(A) = ��A+	A3 ve f 0(A) = �� + 3	A2

oldu¼gundan, A� = 0 sabit çözümü için f 0(0) = �� d¬r. (Not: � = � bK11
bK21 >0 d¬r.)

A�� = �
p
���=	 sabit çözümleri için ise, f 0(�

p
���=	) = �2�� dir. A�� çözüm-

lerinin reel olmas¬için ��=	 > 0 olmas¬gerekir. Başlang¬çta � = �1 oldu¼gu kabul

edildi¼ginden 2 tip çatallanma ortaya ç¬kar. E¼ger,

� = 1 ise, 1 karars¬z, 2 kararl¬denge noktas¬oluşur. Yani, supercritical pitchfork

çatallanma meydana gelir.

� = �1 ise, 1 kararl¬, 2 karars¬z denge noktas¬oluşur. Yani, subcritical çatallanma

meydana gelir.

Seçilen parametrelerden 	 < 0 oldu¼gu görülür. Dolay¬s¬yla, � = 1 olmal¬d¬r.

Böylece, lojistik büyüme fonksiyonlu modelin desenlerinin genlik fonksiyonlar¬için,

sadece süperkritik pitchfork çatallanmas¬elde edilir. Bu model için, c0 ¬n sa¼g¬nda

kararl¬bir �A1 dal¬ortaya ç¬kar. Bu sonuçlar¬nümerik olarak do¼grulayabilmek için,

bu modelin çözümlerinin genli¼gi, yeterince büyük t� için

Amp = max
x2D

fu(x; t�)g �min
x2D

fu(x; t�)g (4.19)

şeklinde tan¬mlans¬n. (4:7) pertürbasyonunun ilk iki terimi (4:19) da ele al¬n¬rsa,

Amp = 1 +maxfAE1 + AE�1g � 1�minfAE1 + AE�1g

= 4�A1

elde edilir. Yukar¬da tan¬mlanan Amp fonksiyonunun niceli¼gi, nümerik gözlemlerle

kaŗs¬laşt¬r¬l¬rsa, d1 = 0:25 ve d2 = 1 al¬narak, lojistik model için dura¼gan dalgalar¬n
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genlik seviyelerinin gra�¼gi aşa¼g¬daki gibi ortaya ç¬kar:

Şekil 4.1 Lojistik büyüme fonksiyonlu model için

genlik seviyesi

Ayn¬parametrelerle Ricker modeli için genlik seviyelerinin gra�¼gi aşa¼g¬daki gibidir.

Şekil 4.2 Ricker büyüme fonksiyonlu model için

genlik seviyesi

Hareketli dalgalar¬n oluşturdu¼gu desen ise, en üst seviyesi k¬rm¬z¬ en alt seviyesi
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mavi renk ile gösterilmek üzere ve etkileşim çekirde¼ginde d = 0.45, a = 0:05 al¬-

narak, parametreler d1 = 0:1 ve c = 1:3 seçildi¼ginde lojistik büyüme fonksiyonlu

modelde aşa¼g¬daki desen oluşumu ortaya ç¬kar. Bu nümerik hesaplamalarda çekirdek

fonksiyonu

Kd;a(x) =

8<: 1
2d
; jx� aj � d

0; jx� aj > d

biçiminde al¬nm¬̧st¬r.

Şekil 4.3 Kd;a etkileşim çekirde¼gi ile lojistik fonksiyonlu modelin

desen oluşumu

Ayn¬parametreler seçilerek, Ricker büyüme fonksiyonlu modelde ise, aşa¼g¬daki gra�k
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ortaya ç¬kar.

Şekil 4.4 Kd;a etkileşim çekirde¼gi ile Ricker fonksiyonlu modelin

desen oluşumu

4.3 ·Integro Fark Denklem Sistemlerinin Zay¬f Lineer Olmayan Analizi

c0; �(c0; km0) = 1 için c parametresinin kritik de¼geri olsun. (2:11) sisteminin bir

çözümü aşa¼g¬daki formda ifade edilebilir:0@ Nt

Pt

1A /
�
�t exp(ikmx

�
+ e:k:) (4.20)

burada e:k: eşlenik kompleksi ve i =
p
�1 kompleks say¬s¬n¬ifade etmektedir. c0

kritik de¼geri komşulu¼gunda pertürbasyon analizi uygulan¬rsa:

c = c0 + "
2�; 0 < "� 1; � = �1

olmak üzere, �(c; km0) özde¼gerinin c0 komşulu¼gunda Taylor seri aç¬l¬m¬

�(c; km0) = �(c0; km0) +
@�(c0; km0)

@c
"2� +O("4)

şeklinde elde edilir. Bu eşitlik (4:20) nin sa¼g taraf¬nda yerine yaz¬l¬rsa;

�t exp(ikm0x) = exp

�
ikm0x+ t ln(1 + �"

2@�(c0; km0)

@c

�
= exp

�
ikm0x+ t�"

2@�(c0; km0)

@c

�
� exp(ikm0x)A("

2t)
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elde edilir. Burada, A; � = "2t yavaş zaman¬n bir fonksiyonudur. Bu analizde h¬zl¬

ve yavaş zaman skalas¬yani t ve � birlikte ele al¬nacakt¬r. Wt(x) =

0@ Nt(x)

Pt(x)

1A
olmak üzere, (2:11) sisteminin çözümü aşa¼g¬daki aç¬l¬ma sahiptir.

Wt(x) =W0 + "W1(t; � ; x) + "
2W2(t; � ; x) + ::: (4.21)

Belirtmek gerekir ki, mekansal homojen sabit çözümün yani W �(x) in kararl¬l¬¼g¬,

c parametresine ba¼gl¬d¬r. Bu nedenle, c parametresinin pertürbasyonu, W � denge

çözümünün de pertürbasyonuna neden olacakt¬r. Dolay¬s¬yla, W � denge çözümünün

bir pertürbasyonu

W � = W0 + "
2D
�

c20
+O("4)

şeklinde yaz¬labilir. Burada, D =

0@ �1

1

1A ve W0 =

0@ 1
c0

1� 1
c0

1A d¬r.

(2:11) sisteminin çözümü

W (t; � ; x) =W0 + "
2D
�

c20
+ "W1(t; � ; x) + "

2W2(t; � ; x)

şeklinde inşa edilebilir. Burada,W1(t; � ; x) = A(�)�E1+ eA(�)�E�1olup, � 2 Ker(KJ�
I) veW2(t; � ; x) = A

2(W20+W22E2) dir. Burada, � vektörü aşa¼g¬daki şekilde tan¬m-

lanm¬̧st¬r:

� =

0@ 1

M

1A ; M =
1� bK1(1� r=c)
(�r=c) bK1

=
bK2(c� 1)
1� bK2

ve ' 2 Ker(KJ � I)y olmak üzere,

' =

0@ 1

M2

1AE1; M2 =
(c� 1) bK2bK1(1� r

c
)� 1

=
1� bK2

(r=c) bK1

:

Wn+1 = W (t+ 1; � + "2; x)

= W0 + "
2D
�

c20
+ "W1(t+ 1; � ; x)

+"2W2(t+ 1; � ; x) + "
3@�W1(t+ 1; � ; x) +O("

4) (4.22)

(4:21)�in (2:11) sisteminde yerine yaz¬lmas¬yla ve (4.22) aç¬l¬m¬n¬n kullan¬lmas¬yla,

aşa¼g¬daki ifadeler bulunur:
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O(") seviyesinde

(KJ � I)A(�)�E1 + k:k: = 0 (4.23)

lineer denklemi elde edilir. W1 çözümünün sistemde yerine yaz¬lmas¬yla, O("2) se-

viyesinde

(KJ � I)W2 = F (4.24)

denklemi elde edilir. Burada,

F =

0@ �r(1 +M) bK12

c0M bK22

1AA2E2 +
0@ �2r(1 +M)

2c0M

1A jAj2
biçimindedir. (4.24) denkleminin bir çözümü olabilmesi için Fredholm alternatif

teoreminden, < F;' >= 0 olmal¬d¬r. Gambino vd. (2012) ve Han ve Dai (2017)

nin çal¬̧smalar¬ndan yararlanarak bir bilineer operatör oluşturabiliriz. x = (xu; xv)

ve y = (yu; yv) olmak üzere, bir bilineer operatör

QJ(x; y) =

0@ 2
12x
uyu � 2
21xuyv + 2
11xvyu


21(x
uyv + xvyu)

1A

şeklinde olup, J =

0@ 1
c0

11

1
c0

12

c0�1
c0

21

c0�1
c0

22

1A dir.

Ayr¬ca,

W2 =

0@ x0

y0

1AA2E2 +
0@ z0

t0

1AA2
şeklindedir. O("3)E1 terimlerinin katsay¬lar¬n¬n eşitlenmesiyle aşa¼g¬daki denklem

elde edilir.

(KJ � I)W3 = G; (4.25)

burada,

G =

�
dA

d�
�+ AG

(1)
1 + A3G

(3)
1

�
E1

ve

G
(1)
1 =

0@ r�
c20
(1 +M) bK11

� bK21

1A ve G(3)1 =

0@ r(t0 + 2z0 + 2x0 + y0 + z0M + x0M) bK11

�c0(t0 + y0 + x0M + z0M) bK21

1A
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dir. (4:25) denkleminin çözüme sahip olmas¬için < G;' >= 0 koşulu sa¼glanmal¬d¬r.

Böylece bulunan eşitliklerden

dA

d�
= �A�	A3

Stuart-Landau denklemi elde edilir. Burada,

� = �< G
(1)
1 ; ' >

< �; ' >
ve 	 =

< G
(3)
1 ; ' >

< �; ' >

şeklindedir.
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ

Bu tezde, integro fark denklemleri lojistik ve Ricker büyüme fonksiyonuyla birlikte

ele al¬narak, bireylerin hem hareketleri hem de etkileşimleri olas¬l¬k çekirdek fonksi-

yonlar¬yard¬m¬yla incelenmeştir. Bu iki modelde de, lokal olmayan terimler lokal

olmayan uzakl¬k parametresine ba¼gl¬olarak ele al¬nm¬̧s ve denge çözümünün hangi

koşullarda karars¬z duruma geçerek desen oluşumu meydana getirdi¼gi gösterilmi̧stir.

Yay¬lma ve etkileşimin olmad¬¼g¬durumlarda, denge çözümü karal¬bir yap¬dayken,

yay¬lma ve lokal olmayan bir etkileşim fonksiyonuyla, ayn¬parametreler için denge

çözümünün karars¬z hale geldi¼gi görülmüştür. Lojistik ve Ricker büyüme fonksiyonlu

integro-fark denklemi modelinde bu karars¬z yap¬y¬ortaya ç¬karan terimin lokal ol-

mayan etkileşim çekirde¼gi oldu¼gu ortaya konmuştur. Elde edilen koşullar, bilgisayar

hesaplamalar¬yla do¼grulanm¬̧st¬r. Benzer olarak, integro-fark denklem sistemi için

de hangi koşullarda denge çözümünün karars¬z hale geldi¼gi gösterilmi̧stir. Lineer

kararl¬l¬k analizi yard¬m¬yla elde edilen bu sonuçlar, gra�klerle desteklenmi̧stir.

Denge çözümü kararl¬yap¬dan karars¬z bir yap¬ya geçerken dalgal¬bir hareket mey-

dana gelmektedir. Bu dalgal¬yap¬daki genliklerin davran¬̧slar¬n¬incelemek için ise,

zay¬f lineer olmayan analiz yöntemi kullan¬lm¬̧st¬r. Zay¬f lineer olmayan analiz yön-

teminden önce, çoklu-ölçekli pertürbasyon metodundan bahsedilmi̧stir. Bu yöntem,

hem sürekli bir yap¬ hem de ayr¬k bir yap¬ içeren bir fonksiyona uygulanm¬̧st¬r.

Böylece, çözümlerin lineer olmayan terimleri göz önüne al¬narak, ortaya ç¬kan gen-

liklerin bir denklemi elde edilmi̧stir. Bu denklemin çözümlerinin ise, baz¬koşullarda

süperkritik bir çatallanma meydana getirdi¼gi görülmüştür.

Sürekli zamanl¬modellerde s¬kça kullan¬lan zay¬f lineer olmayan analiz metodu, ilk

defa ayr¬k zamanl¬bir modelde kullan¬lm¬̧s olup, ortaya önemli sonuçlar ç¬km¬̧st¬r.

Bu tez, integro-fark denklemleri alan¬nda yap¬lan ilk Türkçe çal¬̧sma olup, integro-

fark denklemlerinin zay¬f lineer olmayan analizi aç¬s¬ndan yap¬lan ilk kapsaml¬çal¬̧s-

mad¬r. Böylece, bu alanda inceleme yapmak isteyen ki̧silere yard¬mc¬olaca¼g¬ve bun-

dan sonra yap¬lacak olan çal¬̧smalara yol gösterici bir kaynak olaca¼g¬düşünülmekte-

dir. Bu çal¬̧smada ele al¬nan integro-fark denklem sisteminin de zay¬f lineer olmayan
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analizi yap¬larak veya iki boyutlu bir konum uzay¬nda çal¬̧s¬larak, bu konu geli̧stir-

ilebilir ve birçok yeni çal¬̧sma ortaya ç¬kabilir.
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