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Bu tez çalı̧smasıbeş bölümden oluşmaktadır.

Tezin ilk bölümü, giri̧s kısmına ayrılmı̧stır.

İkinci bölümde, tez çalı̧smasında gerekli olan bazıtemel kavramlar, tanımlar ve teoremler
verilmi̧stir.

Üçüncü bölüm, iki kesime ayrılmı̧stır. İlk kesimde, sonlu toplam içeren lineer olmayan inte-
gral operatörlerinin noktasal yakınsaklı̆gıincelenmi̧stir. İkinci kesimde de, sonsuz toplam
içeren lineer olmayan integral operatörlerinin noktasal yakınsaklı̆gıincelenmi̧stir.

Dördüncü bölümde, sonlu toplam içeren iki katlı lineer olmayan integral operatörlerinin
noktasal yakınsaklı̆gıincelenmi̧stir.

Son bölümde, tezde elde edilen sonuçlar tartı̧sılmı̧stır.
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ABSTRACT
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This thesis consists of five chapters.

The first chapter of the thesis is devoted to the introduction.

The second chapter contains some basic notions, definitions and theorems which are needed
in the thesis.

The third chapter is divided into two parts. In the first part, the pointwise convergence
of nonlinear integral operators containing finite sum is examined. In the second part, the
pointwise convergence of nonlinear integral operators with infinite sum is examined.

In the fourth chapter, the pointwise convergence of nonlinear double integral operators
containing finite sum is examined.

In the last chapter, the results obtained in the thesis are discussed.
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SİMGELER DİZİNİ

N Doğal Sayılar Kümesi
R Reel Sayılar Kümesi
(a, b) Reel sayılar kümesinin keyfi sonlu açık aralı̆gı
D = (a, b)× (c, d) R2 üzerinde açık bölge
Λ Negatif olmayan reel sayılarıiçeren boştan farklıolan bir indis kümesi
Kλ,m Tλ operatörünün çekirdek fonksiyonu
Hγ,m Ψγ operatörünün çekirdek fonksiyonu
K̃λ,m Uλ operatörünün çekirdek fonksiyonu
b∨
a

(g) g fonksiyonunun, [a, b] aralı̆gıüzerindeki toplam salınımı

Vm ve Ṽm Özel olarak tanımlanan salınım fonksiyonları
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1. GİRİŞ

Lineer integral denklemlerinin çalı̧sılmasının ardından lineer integral operatörleri ile

ilgili olarak Fourier serileri ve Fourier integralleri teorisi, yaklaşım teorisi, topla-

nabilirlik teorisi, integral ve diferansiyel denklemlerin çözülmesini ve bunların uygu-

lamasınıiçeren birçok alanda çalı̧smalar yapılmı̧stır. İntegral ve diferansiyel denk-

lemlerdeki uygulamalar kısa sürede lineer operatörlerin sınırlarınıaşmı̧stır. Bununla

birlikte, yaklaşım teorisinde uygulamalar lineer operatörler ile sınırlıydı. Çünkü in-

tegral operatörünün singülerlik kavramı lineerliği ile yakından ili̧skiliydi (Bardaro

vd. 2003).

Zamanla singülerlik kavramı, lineer olmayan integral operatörlerinin de durumunu

kapsayacak şekilde geni̧sletildi (Musielak 1983). Lineer olmayan integral operatör-

lerinin, yaklaşım teorisi ve ilgili konularda oynadı̆gırole ili̧skin araştırmalara ayrılmı̧s

bir dizi makale ortaya çıkmı̧stır. Bu çalı̧smalarıyapanlara örnek olarak Musielak

(1983, 1991, 1993), Vinti ve Angeloni (2005) verilebilir. Örneğin, Butzer ve Jan-

sche (1998) lineer olmayan örnekleme tipi operatörler aracılı̆gıyla sinyallerin oluştu-

rulması, bazısinyaller sınıfının i̧slenmesi için uygun olan lineer olmayan modelleri

tanımlamı̧stır (Bardaro vd. 2003). Bu yalnızca matematiksel açıdan değil, aynı

zamanda mühendislikteki uygulamalar için de büyük ilgi uyandırmı̧stır.

Yaklaşımlar teorisinin amacı, keyfiherhangi bir fonksiyonun daha iyi özelliklere sahip

olan basit ve kullanı̧slı fonksiyonlar cinsinden bir gösterimini elde etmektir. Bu

nedenle verilen keyfi bir fonksiyonun, kendisinden daha iyi ve basit özellikleri olan

fonksiyon dizileri ile gösterilmesinin uygunluğunun araştırılması, yaklaşımlar teorisi

için önemli bir problem olarak kaŗsımıza çıkmaktadır. Bu iyi özelliklere fonksi-

yonların türevlenebilmeleri, integrallenebilmeleri, süreklilikleri ve polinom olmaları

örnek olarak verilebilir.

Alman matematikçi Weierstrass (1885), kapalıve sınırlıaralıkta sürekli bir fonksi-

yona polinomlar yardımıyla yaklaşılabileceğini ispatlamı̧stır. Sürekli fonksiyonlar

sınıfında toplam biçimindeki operatörlerle yaklaşım ile ilgili çok sayıda makale yayım-

lanmı̧stır.
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İntegrallenebilir fonksiyonlar sınıfında ise, fonksiyonların sürekli olmayanlarıda göz

önüne alınırsa, bu sınıftan alınan bir fonksiyona yakınsayan diziyi veya aileyi, bir in-

tegral operatörler dizisi veya ailesi biçiminde almanın daha uygun olduğu görülmek-

tedir. Bir f fonksiyonuna yaklaşan dizi olarak, lineer pozitif operatörlerin yardımıyla

oluşturulan dizi ele alınabilir.

İntegrallenebilen fonksiyonlar sınıfıüzerinde lineer bir integral operatörü, x ∈ D ⊂ R

noktasıiçin

T (f ;x) =

∫
D

f(s)K(s;x)ds

biçiminde verilebilir. Burada, K(s;x) fonksiyonu D bölgesinde s deği̧skenine bağlı

bir fonksiyondur ve bu K(s;x) fonksiyonuna, integral operatörünün çekirdeği adı

verilir.

x ∈ D noktasıve Λ 6= ∅ indis kümesi olmak üzere λ ∈ Λ reel sayısıiçin Kλ(s;x)

çekirdekler ailesi ele alınırsa

Tλ(f ;x) =

∫
D

f(s)Kλ(s;x)ds

şeklinde olan integral operatörler ailesi elde edilir. Bu tip operatörler ile ilgili olan

çalı̧smalara örnek olarak Faddeev (1936), Tandori (1954), Mamedov (1961), Taber-

ski (1962a), Gadjiev (1968), Rydzewska (1973), Sikkema (1983) ve Esen (2002)

verilebilir. Ayrıca, özel olarak λ ∈ Λ reel sayısıve x ∈ D noktası için Kλ(s;x)

çekirdekler ailesi, Kλ(s;x) = Lλ(s− x) olarak seçilirse

Tλ(f ;x) =

∫
D

f(s)Lλ(s− x)ds

biçiminde konvolüsyon tipli integral operatör ailesi elde edilir. Konvolüsyon tipli

integral operatörler ailesi, yaklaşımlar teorisinde önemli bir yere sahiptir. Çünkü

bu tip integral operatörler, Lλ(s − x) çekirdek fonksiyonunun iyi özelliklerini, kon-

volüsyon i̧slemi ile elde edilen fonksiyona aynı̧sekilde taşırlar. Yaklaşımlar teorisinde,

bu tip operatörleri ilk kullanan matematikçiler Fejer (1900), Fatou (1906), Lebesgue

(1909) ve Zygmund (1959) dur. Bu matematikçilerD bölgesini, Λ 6= ∅ indis kümesini

ve Lλ(s− x) ile verilen çekirdek fonksiyonunu özel olarak seçerek, konvolüsyon tipli

integral operatörleri yardımıyla integrallerin özelliklerini incelemenin yanısıra bazı

yaklaşım problemlerinin çözümleri için de yeter koşullarıelde etmi̧slerdir.
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Taberski (1964), Lebesgue integrallenebilen tüm reel değerli fonksiyonlar sınıfı

üzerindeki yaklaşım problemini, D =< a, b > × < c, d > dikdörtgensel bölgesinde

(x, y) ∈ D noktalarıiçin

Tλ(f ;x, y) =

∫∫
D

f(s, t)K(s− x, t− y;λ)dtds

şeklinde üç parametreye bağlı iki katlısingüler integral operatör ailesi yardımıile

vermi̧stir. Burada, K(s− x, t− y;λ) fonksiyonu D ×D bölgesinde s ve t deği̧sken-

lerine bağlıbir fonksiyondur. Bu çalı̧smadan sonra Siudut (1988, 1989) ve Taberski

(1962b, 1964), üç parametreye bağlı iki katlı singüler integral operatör ailesi için

yakınsaklık ile ilgili olan teoremleri periyodik olmayan durumda da incelemi̧stir.

Ayrıca, üç parametreye bağlı iki katlı singüler integral operatör ailesi için çeşitli

teoremler ispatlamı̧stır. Daha sonra Karslıve Ibikli (2005, 2007), Yılmaz (2011),

Yılmaz vd. (2011), Uysal (2016) ve Yıldırım (2019) da benzer çalı̧smalar yapmı̧stır.

Lineer operatörler ailesinin yaklaşımı ile ilgili çokça çalı̧smalar olmasına rağmen

bugüne kadar lineer olmayan (nonlineer) integral operatörler ailesinin yaklaşımıçok

fazla araştırılmamı̧stır. Musielak (1983), x ∈ R ve λ ∈ Λ reel sayısıiçin

Tλ(f ;x) =

∫
R

Kλ(s, x, f(s))ds

biçiminde lineer olmayan integral operatörlerinin yaklaşımınıincelemi̧stir. Bu konu

ile ilgili daha sonra yapılan çalı̧smalara örnek olarak Swiderski ve Wachnicki (2000),

Bardaro vd. (2003), Vinti ve Angeloni (2005), Karslı(2008, 2013), Yılmaz (2016,

2018), Uysal vd. (2017) çalı̧smalarıverilebilir.

Ayrıca, Almali (2017)

Tλ(f ;x) =

N∑
m=1

b∫
a

[f(t)]mKλ,m(t;x)dt

biçiminde lineer olmayan integral operatör ailesinin yakınsaklı̆gıile ilgili bir çalı̧sma

yapmı̧stır. Burada, x0 ∈ (a, b) noktası, Tλ(f, x) operatörünün Lebesgue noktasıve

Cm = lim
λ→∞

b∫
a

Kλ,m(t;x)dt
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olmak üzere

lim
λ→∞

Tλ(f ;x) =

N∑
m=1

Cmf
m(x0)

olduğu gösterilmi̧stir. Daha sonra Almali (2017), sonlu toplam içeren bu operatörü

sonsuz toplam şeklinde alarak yine aynınokta da integral operatörünün yakınsak-

lı̆gınıincelemi̧stir.

Bu bilgiler ı̧sı̆gında, bu tez çalı̧smasında da öncelikle gerekli tanım ve teoremlere yer

verilmi̧stir. Ayrıca, fonksiyonların süreklilik noktalarında yaklaşım çokça çalı̧sıldı̆gın-

dan yeni çalı̧sma alanlarıaçmak için başka karakteristik noktalar tanımlanmı̧stır. Bu

çalı̧smada da, aşağıda verilen lineer olmayan operatörlerin yakınsaklı̆gı, karakteristik

noktalardan biri olan µ−genelleştirilmi̧s Lebesgue noktasındaki noktasal yakınsak-

lıklarıincelenmi̧stir.

Tez çalı̧smasının ikinci bölümünün ilk kesiminde, öncelikle g ∈ L1(a, b) fonksiyonu,

λ ∈ Λ reel sayısıve x ∈ (a, b) noktasıiçin

Tλ(g;x) =

b∫
a

n∑
m=1

gm(s)Kλ,m(s;x)ds

biçiminde sonlu toplam içeren lineer olmayan integral operatörünün noktasal yakın-

saklı̆gı, µ−genelleştirilmi̧s Lebesgue noktasında araştırılmı̧stır. Ardından, Tλ(g;x)

integral operatörünün noktasal yakınsaklı̆gı, (a, b) aralı̆gıyerine reel sayılar kümesi

alınarak g ∈ Lp (R) fonksiyonu için de incelenmi̧stir.

Burada, Λ 6= ∅ kümesi, negatif olmayan λ reel sayılarınıiçeren bir indis kümesidir ve

(a, b) aralı̆gı, R nin sonlu keyfi açık aralı̆gıdır. Ayrıca, Kλ,m : R → R+
0 fonksiyonu,

λ ∈ Λ reel sayısıolmak üzere özellikleri önceden verilmi̧s bir çekirdek fonksiyonu ve

m = 1, 2, ..., n için gm fonksiyonu ise g fonksiyonunun m− inci kuvvetidir.

Bu bölümünün ikinci kesiminde, ilk olarak 1 ≤ p < ∞ olmak üzere g ∈ Lp(a, b)

fonksiyonu, γ ∈ Γ reel sayısıve x ∈ (a, b) noktasıiçin

Ψγ(g;x) =

∞∑
m=1

b∫
a

gm(s)Hγ,m(s− x)ds

biçiminde konvolüsyon tipli sonsuz toplam içeren lineer olmayan integral operatörünün

noktasal yakınsaklı̆gı, µ−genelleştirilmi̧s Lebesgue noktasında incelenmi̧stir. Ardın-

dan, Ψγ(g;x) integral operatörünün noktasal yakınsaklı̆gı1 ≤ p < ∞ olmak üzere
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(a, b) aralı̆gı yerine reel sayılar kümesi alınarak g ∈ Lp (R) fonksiyonu için de

araştırılmı̧stır.

Burada, Γ 6= ∅ kümesi, negatif olmayan γ reel sayılarınıiçeren bir indis kümesidir

ve (a, b) aralı̆gı, R nin sonlu keyfi açık aralı̆gıdır. Ayrıca, Hγ,m : R→ R fonksiyonu,

γ ∈ Γ reel sayısıolmak üzere özellikleri önceden verilmi̧s bir çekirdek fonksiyonu ve

m = 1, 2, ... için gm fonksiyonu ise g fonksiyonunun m− inci kuvvetidir.

Çalı̧smanın en son bölümünde de, D = (a, b) × (c, d) dikdörtgensel bölgesi, R2 nin

sonlu keyfi bir açık bölgesi olmak üzere g ∈ L1 (D) fonksiyonu, λ ∈ Λ reel sayısıve

(x, y) ∈ D noktalarıiçin

Uλ(g;x, y) =
n∑

m=1

b∫
a

d∫
c

[g(s, t)]m K̃λ,m(s, t;x, y)dtds

biçiminde sonlu toplam içeren iki katlılineer olmayan integral operatörünün noktasal

yakınsaklı̆gı, µ−genelleştirilmi̧s Lebesgue noktasında araştırılmı̧stır. Ayrıca, K̃λ,m :

R× R→ R+
0 çekirdek fonksiyonu, λ ∈ Λ reel sayısıolmak üzere özellikleri önceden

verilmi̧s bir fonksiyon vem = 1, 2, ..., n için gm fonksiyonu, g fonksiyonununm−inci

kuvvetidir.

Burada, dikkat edilirse m = 1 durumunda operatörler lineer integral operatör-

lere dönüşmektedir. İki katlı integral operatörünün lineer durumu Yılmaz (2016)

tarafından incelenmi̧stir. Bu çalı̧smada m = 1, 2, ..., n için olan genel durumu

araştırılmı̧stır.

Şimdi, öncelikle tez çalı̧smamız için gerekli olan tanım, teorem ve önermeleri verelim.

Ardından yukarıda verilen çekirdek fonksiyonlarınıtanımlayalım ve verilen operatör-

lerin noktasal yakınsamalarınıkarakteristik nokta olan µ−genelleştirilmi̧s Lebesgue

noktasında inceleyelim.
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2. KURAMSAL TEMELLER

Bu bölümde, tez çalı̧smamıza yardımcıolacak gerekli bazıtanım, teorem ve öner-

melere yer verilecektir.

Tanım 2.1 D kümesi, Rn nin sınırlıalt kümesi (veya D = Rn) ve h fonksiyonu,

bu küme üzerinde tanımlıLebesgue anlamında ölçülebilir bir fonksiyon olsun. Bu

takdirde, p ≥ 1 için ∫
D

|h(x)|p dx <∞

şartınısağlayan Lebesgue anlamında integrallebilir fonksiyonlar uzayına, Lp(D) uzayı

denir. 1 ≤ p <∞ olduğunda, bu uzaydaki norm

‖h‖Lp(D) =

∫
D

|h(x)|p dx

 1
p

şeklinde tanımlanır (Stein ve Weiss 1971).

Teorem 2.1 p1 ve p2 pozitif iki gerçel sayıve p2, p1’in eşlenik sayısıolsun. Yani

1 < p1, p2 <∞ olmak üzere
1

p1

+
1

p2

= 1

sağlansın. O halde h1 ∈ Lp1(β1, β2) ve h2 ∈ Lp2(β1, β2) için

β2∫
β1

|h1(x)h2(x)| dx ≤

 β2∫
β1

|h1(x)|p1 dx


1
p1

 β2∫
β1

|h2(x)|p2 dx


1
p2

veya

‖h1h2‖L1(β1,β2) ≤ ‖h1‖Lp1 (β1,β2) ‖h2‖Lp2 (β1,β2)

eşitsizliğine Hölder eşitsizlĭgi denir (Shalit 2017).

Teorem 2.2 p1 ve p2 pozitif iki gerçel sayıve p2, p1’in eşlenik sayısıolsun. Yani

1 < p1, p2 <∞ olmak üzere
1

p1

+
1

p2

= 1
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sağlansın. O halde α1, α2, ... ve ξ1, ξ2, ... şeklinde tanımlanan sonlu veya sonsuz

herhangi diziler için

∞∑
n=1

|αnξn| ≤
( ∞∑
n=1

|αn|p1
) 1

p1

( ∞∑
n=1

|ξn|
p2

) 1
p2

eşitsizliğine Hölder eşitsizlĭgi denir (Shalit 2017).

Lemma 2.1 α1 ve α2 reel sayıolmak üzere, n doğal sayısıiçin

(αn1 − αn2 ) = (α1 − α2)
(
αn−1

1 + αn−2
1 α2 + ...+ α1α

n−2
2 + αn−1

2

)
eşitliği gerçeklenir (Spivak 1994).

Lemma 2.2 α1 ve α2 pozitif reel sayılar olsun. Bu durumda, 1 ≤ p < ∞ olmak

üzere

(α1 + α2)p ≤ 2p(αp1 + αp2)

eşitsizliği sağlanır (Rudin 1987).

Şimdi, tek deği̧skenli fonksiyonlar için sınırlı salınım ve Stieltjes integrali ile ilgili

olan bazıtanım, teorem ve sonuçlarıverelim.

Tanım 2.2 (SınırlıSalınımlıFonksiyon) h fonksiyonu, [β1, β2] aralı̆gıüzerinde

tanımlı reel değerli bir fonksiyon olsun. P = {ξ0, ξ1, ..., ξn} , [β1, β2] aralı̆gının

bir parçalanmasıve P de bu aralı̆gın tüm P parçalanmalarının kümesi olsun. h

fonksiyonunun, [β1, β2] aralı̆gıüzerindeki toplam salınımı

β2∨
β1

(h) = sup
P∈P

n∑
k=1

∣∣h(ξk)− h(ξk−1)
∣∣

geni̧sletilmi̧s reel sayıdır ve
β2∨
β1

(h) <∞

ise (yani toplam salınımısonlu oluyorsa) h fonksiyonu, [β1, β2] aralı̆gıüzerinde sınırlı

salınımlıdır denir (Natanson 1964).

Tanım 2.3 [β1, β2] aralı̆gıüzerinde tanımlımonoton artan (monoton azalan) bir

fonksiyon sınırlısalınımlıdır (Natanson 1964).
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Gerçekten de h fonksiyonu, [β1, β2] aralı̆gıüzerinde artan bir fonksiyon olduğunda

[β1, β2] aralı̆gının herhangi bir P = {ξ0, ξ1, ..., ξn} parçalanmasıiçin
n∑
k=1

∣∣h(ξk)− h(ξk−1)
∣∣ =

n∑
k=1

(
h(ξk)− h(ξk−1)

)
= h(ξn)− h(ξ0)

= h(β2)− h(β1)

gerçeklenir. O halde
β2∨
β1

(h) = h(β2)− h(β1) <∞

olduğundan h fonksiyonu, [β1, β2] aralı̆gıüzerinde sınırlısalınımlıbir fonksiyondur.

Örneğin, h(x) = x2 fonksiyonu [0, 1] aralı̆gıüzerinde sınırlısalınımlıbir fonksiyondur.

Gerçekten,

P =

{
0,

1

n
,

2

n
, ..., 1

}
parçalanmasınıdüşünelim. [0, 1] aralı̆gıüzerinde h fonksiyonu monoton artan bir

fonksiyon olduğu için

n∑
k=1

∣∣h(ξk)− h(ξk−1)
∣∣ =

n∑
k=1

(
ξ2
k − ξ2

k−1

)
=

(
ξ2

1 − ξ2
0

)
+
(
ξ2

2 − ξ2
1

)
+ ...+

(
ξ2
n − ξ2

n−1

)
= 1

eşitliği sağlanır ve
1∨
0

(h) = 1 <∞

olduğundan h fonksiyonu sınırlısalınımlıbir fonksiyondur.

Önerme 2.1 h fonksiyonu, [β1, β2] aralı̆gıüzerinde sınırlısalınımlıbir fonksiyon ise

α ∈ (β1, β2) için h fonksiyonu, [β1, α] ve [α, β2] aralıklarıüzerinde de sınırlısalınımlı

bir fonksiyon olur. Ayrıca,

β2∨
β1

(h) =

α∨
β1

(h) +

β2∨
α

(h)

özelliği sağlanır (Natanson 1964).
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Teorem 2.3 [β1, β2] aralı̆gıüzerinde sınırlısalınımlıbir fonksiyon iki artan fonksi-

yonun farkıbiçiminde yazılabilir (Natanson 1964).

Şimdi, sınırlısalınımlıfonksiyonlar ile ilgili aşağıdaki önemli sonuçlarıverelim.

Sonuç 2.1 [β1, β2] aralı̆gıüzerinde sınırlısalınımlıbir fonksiyon hemen hemen her

yerde yani ölçüsü sıfır olan kümenin dı̧sında türevlenebilirdir (Kolmogorov ve Fomin

1975).

Sonuç 2.2 h fonksiyonu, [β1, β2] aralı̆gı üzerinde Lebesgue anlamında integral-

lenebilir fonksiyon ise x ∈ [β1, β2] noktasıiçin

H(x) =

x∫
β1

h(t)dt

şeklindeki belirsiz integral fonksiyonu, [β1, β2] aralı̆gı üzerinde sınırlı salınımlıdır

(Kolmogorov ve Fomin 1975).

Gerçekten de, h fonksiyonu, [β1, β2] aralı̆gıüzerinde Lebesgue anlamında integral-

lenebilir fonksiyon olduğundan |h| fonksiyonu da [β1, β2] aralı̆gıüzerinde Lebesgue

anlamında integrallenebilir bir fonksiyondur yani |h| ∈ L1([β1, β2]) gerçeklenir. Ayrıca,

P = {ξ0, ξ1, ..., ξn} , [β1, β2] aralı̆gının bir parçalanmasıve P de bu aralı̆gın tüm P

parçalanmalarının kümesi olmak üzere P ∈ P olsun. O halde

n∑
k=1

∣∣H(ξk)−H(ξk−1)
∣∣ =

n∑
k=1

∣∣∣∣∣∣∣
ξk∫

β1

h(t)dt−
ξk−1∫
β1

h(t)dt

∣∣∣∣∣∣∣
≤

n∑
k=1

ξk∫
ξk−1

|h(t)| dt

=

β2∫
β1

|h(t)| dt <∞

olduğundan H fonksiyonu sınırlısalınımlıdır.

Tanım 2.4 (Mutlak Süreklilik) (α1, γ1), ..., (αn, γn), [β, η] ⊂ R’nin iki̧serli ayrık,

açık ve sonlu sayıda alt aralıklarıolsun. Eğer aralık sisteminin seçiliminden bağımsız
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olarak her ε > 0 için

n∑
k=1

(γk − αk) < δ =⇒
n∑
k=1

|h(γk)− h(αk)| < ε

olacak şekilde δ > 0 bulunabiliyorsa h : [β, η] → R fonksiyonuna mutlak süreklidir

denir (Kolmogorov ve Fomin 1975).

Uyarı2.1 İntegrallenebilir bir fonksiyonun belirsiz integrali mutlak süreklidir. Mut-

lak sürekli bir fonksiyon sınırlısalınımlıdır ve bu yüzden hemen her yerde türevlidir

(Kolmogorov ve Fomin 1975).

Şimdi, Riemann integralinin bir genellemesi olan Stieltjes integralinin, tek deği̧skenli

fonksiyonlar için olan tanımınıve ardından bazıtemel teoremlerini verelim.

Tanım 2.5 (Stieltjes İntegrali) h1 ve h2 fonksiyonları, [β1, β2] aralı̆gıüzerinde

tanımlıve sınırlıreel değerli fonksiyonlar olsun. [β1, β2] aralı̆gının bir P parçalanması

β1 = x0 < x1 < ... < xn−1 < xn = β2

biçiminde verilsin ve k = 1, 2, ..., n için ξk ∈ [xk−1, xk] olmak üzere

S(h1, h2, P ) =
n∑
k=1

h1(ξk) [h2(xk)− h2(xk−1)]

toplamınıoluşturalım. ξk noktalarının seçiminden ve parçalanmametodundan bağım-

sız olarak τ = max(xk − xk−1) → 0 iken S(h1, h2, P ) toplamının sonlu bir I limiti

var ise bu I limitine h1 fonksiyonunun h2 fonksiyonuna göre Stieltjes integrali denir.

Yani

lim
‖P‖→0

S(h1, h2, P ) = lim
‖P‖→0

n∑
k=1

h1(ξk) [h2(xk)− h2(xk−1)] = I

sonlu limitine yakınsıyorsa (S)

β2∫
β1

h1(x)dh2(x)

veya β2∫
β1

h1(x)dh2(x)

mevcuttur denir
(Natanson 1964).

Burada, özel olarak h2(x) = x alındı̆gında Stieltjes integralinin özel bir hali olan

Riemann integraline dönüştüğü görülür.

10



Teorem 2.4 h1 fonksiyonu, [β1, β2] aralı̆gı üzerinde sürekli bir fonksiyon olmak

üzere h2 fonksiyonunun [β1, β2] aralı̆gının her noktasındaki türevi Riemann integral-

lenebilen bir fonksiyon ise

(S)

β2∫
β1

h1(x)dh2(x) = (R)

β2∫
β1

h1(x)h′2(x)dx

gerçeklenir.

Örneğin, h1 ve h2 fonksiyonları h1(x) = ex ve h2(x) = x2 biçiminde tanımlan-

sın. [0, 1] aralı̆gıüzerinde h1 fonksiyonu sürekli ve h2 fonksiyonu Riemann integral-

lenebilir olduğundan

(S)

1∫
0

exd(x2) = (R)

1∫
0

ex(2x)dx

sağlanır.

Teorem 2.5 h1 fonksiyonu [β1, β2] aralı̆gıüzerinde Lebesgue anlamında integral-

lenebilir ve H fonksiyonu yine bu aralık üzerinde tanımlıh2 fonksiyonun belirsiz

integrali ise

(L)

β2∫
β1

h1(x)h2(x)dx = (S)

β2∫
β1

h1(x)dH(x)

eşitliği sağlanır (Hobson 1921).

Teorem 2.6 h1 ve h2 fonksiyonları, [β1, β2] aralı̆gı üzerinde tanımlı olsun. Bu

takdirde, h1 fonksiyonu sürekli ve h2 fonksiyonu sınırlı salınımlıbir fonksiyon ise

h1 fonksiyonunun, h2 fonksiyonuna göre Stieltjes integrali vardır ve∣∣∣∣∣∣∣(S)

β2∫
β1

h1(x)dh2(x)

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
(

max
x∈[β1,β2]

|h1(x)|
) β2∨

β1

(h2)

eşitsizliği sağlanır (Natanson 1964).

Teorem 2.7 h1 ve h2 fonksiyonları, [β1, β2] aralı̆gıüzerinde tanımlıolsun. O halde,

M > 0 için |h1(x)| ≤ M olmak üzere h1 fonksiyonunun, h2 fonksiyonuna göre

Stieltjes integrali var ise∣∣∣∣∣∣∣(S)

β2∫
β1

h1(x)dh2(x)

∣∣∣∣∣∣∣ ≤M (h2(β2)− h2(β1))
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eşitsizliği sağlanır (Natanson 1964).

Tek deği̧skenli fonksiyonların Stieltjes integrali için olan kısmi integrasyon formülü

aşağıdaki şekilde verilir.

Teorem 2.8 [β1, β2] aralı̆gıüzerinde ortak bir süreksizlik noktasıolmayan sınırlı

h1 ve h2 fonksiyonlarıiçin h1 fonksiyonunun, h2 fonksiyonuna göre Stieltjes integrali

var ise h2 fonksiyonunun da h1 fonksiyonuna göre Stieltjes integrali vardır ve

(S)

β2∫
β1

h1(x)dh2(x) = h1(b)h2(b)− h1(a)h2(a)− (S)

β2∫
β1

h2(x)dh1(x)

eşitliği sağlanır (Natanson 1964).

Şimdi, iki deği̧skenli fonksiyonlar için sınırlısalınım, Stieltjes integral tanımınıve

gerekli bazıtemel teoremleri verelim.

Tanım 2.6 h1 ve h2 fonksiyonları,D = [a1, b1]×[a2, b2] dikdörtgensel bölge üzerinde

tanımlı iki fonksiyon ve h2 fonksiyonu bu dikdörtgensel bölge üzerinde sınırlıbir

fonksiyon olsun. D bölgesinin bir P parçalanması,

a1 = α0 < α1 < ... < αi < ... < αm−1 < αm = b1

a2 = ξ0 < ξ1 < ... < ξj < ... < ξn−1 < ξn = b2

biçiminde ifade edilsin. Ayrıca, i = 1, 2, ...,m ve j = 1, 2, ..., n için∆h2(αi, ξj) ifadesi

∆h2(αi, ξj) = h2(αi−1, ξj−1)− h2(αi−1, ξj)− h2(αi, ξj−1) + h2(αi, ξj)

olmak üzere αi−1 ≤ xij ≤ αi ve ξj−1 ≤ yij ≤ ξj eşitsizliklerini sağlayan xij, yij reel

sayılarıiçin Ŝ(h1, h2, P ) toplamı

Ŝ(h1, h2, P ) =

m∑
i=1

n∑
j=1

h1(xij, yij)∆h2(αi, ξj)

şeklinde verilsin. Bu takdirde, D bölgesinin tüm parçalanmalarının normu sıfıra

yaklaştı̆gında eğer Ŝ(h1, h2, P ) toplamıda sonlu bir Î limitine yakınsıyor ise bu Î

limite h1 fonksiyonunun, h2 fonksiyonuna göre Stieltjes integrali denir ve bu integral

Î = (S)

b1∫
a1

b2∫
a2

h1(x, y)dydx(h2(x, y))

biçiminde gösterilir (Frechet 1910, Clarkson 1933, Lenze 1989, Taberski 1964).
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Tanım 2.7 D = [a1, b1]× [a2, b2] dikdörtgensel bölgesi için bir P parçalanması

a1 = α0 < α1 < ... < αi < ... < αm−1 < αm = b1

a2 = ξ0 < ξ1 < ... < ξj < ... < ξn−1 < ξn = b2

biçiminde ve P de, D bölgesi üzerindeki tüm P parçalanmalarının kümesi olsun. O

halde h1 : D → R bir fonksiyon olmak üzere

VD(h1) = sup
P∈P

(
m∑
i=1

n∑
j=1

∣∣∆h1(αi, ξj)
∣∣)

ifadesine h1 fonksiyonunun D bölgesindeki toplam salınımıdenir ve

VD(h1) =

b1∨
a1

b2∨
a2

(h1)

olarak ifade edilir. Ayrıca, VD(h1) ifadesi, D = [a1, b1]× [a2, b2] dikdörtgensel bölgesi

üzerindeki tüm P ∈ P parçalanmalarıiçin düzgün sınırlıise h1 fonksiyonu verilen

D dikdörtgensel bölgesi üzerinde sınırlısalınımlıdır denir (Frechet 1910, Clarkson

1933, Lenze 1989, Taberski 1964).

İki katlıintegraller için kısmi integrasyon formülü aşağıdaki şekilde vermistir.

Teorem 2.9 D = [a1, b1] × [a2, b2] dikdörtgensel bölge olmak üzere h1 fonksiyonu,

< a1, b1 > aralı̆gıiçinde y = a2 ve y = b2 noktalarıiçin ve < a2, b2 > aralı̆gıiçinde

de x = a1 ve x = b2 noktalarıiçin h2 fonksiyonuna göre Stieltjes integrallenebilir

olsun. O halde, D bölgesi üzerinde h2 fonksiyonu, h1 fonksiyonuna göre Stieltjes

integrallenebilirdir ve

(S)

b1∫
a1

b2∫
a2

h2(x, y)dydx(h1(x, y)) = (S)

b1∫
a1

b2∫
a2

h1(x, y)dydx(h2(x, y))

+

b1∫
a1

h1(x, a2)dx(h2(x, a2))−
b1∫

a1

h1(x, b2)dx(h2(x, b2))

+

b2∫
a2

h1(a1, y)dy(h2(a1, y))−
b2∫

a2

h1(x, b1)dy(h2(x, b1)) + C̃

eşitliği sağlanır. Burada, C̃ ifadesi

C̃ = h1(a1, a2)h2(a1, a2)−h1(b1, a2)h2(b1, a2)−h1(a1, b2)h2(a1, b2)+h1(b1, b2)h2(b1, b2)
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şeklindedir (Hobson 1921, Taberski 1964).

Tanım 2.8 D = [a1, b1] × [a2, b2] dikdörtgensel bölge üzerinde, h1 : D → R bir

fonksiyon ve α1 ≤ ξ1, α2 ≤ ξ2 koşulunu sağlayan her (α1, α2), (ξ1, ξ2) ∈ D noktaları

için

h1(α1, α2)− h1(ξ1, α2)− h1(α1, ξ2) + h1(ξ1, ξ2) ≥ 0

eşitsizliği sağlanıyorsa, h1 fonksiyonu D dikdörtgensel bölge üzerinde ikili monoton

artandır denir. Benzer şekilde, aynışartlar altında

h1(α1, α2)− h1(ξ1, α2)− h1(α1, ξ2) + h1(ξ1, ξ2) ≤ 0

eşitsizliği sağlanıyorsa, h1 fonksiyonu D dikdörtgensel bölge üzerinde ikili monoton

azalandır denir (Lenze 1989, Taberski 1964, Ghorpade ve Limaye 2010).

Teorem 2.10 D = [a1, b1] × [a2, b2] dikdörtgensel bölge üzerinde h1 fonksiyonu

Lebesgue integrallenebilir ve h2 fonksiyonu ise sınırlısalınımlıbir fonksiyon olsun.

Ayrıca, < a1, b1 > ve < a2, b2 > aralıklarıiçinde sırasıyla h2(x, a2) fonksiyonu (veya

h2(x, b2)) ve h2(a1, y) fonksiyonu (veya h2(b1, y)) sınırlısalınımlıveya sürekli fonksi-

yonlar olsun. Bu takdirde, h1h2 ∈ L1(D) olmak üzere, h2 fonksiyonu D bölgesi

üzerinde

H(x, y) = (L)

x∫
a1

y∫
a2

h1(k, l)dldk

fonksiyonuna göre Stieltjes integrallenebilirdir denir ve

(S)

b1∫
a1

b2∫
a2

h2(x, y)dydx(H(x, y)) = (L)

b1∫
a1

 b2∫
a2

h2(x, y)h1(x, y)dy

 dx

eşitliği gerçeklenir (Taberski 1964).

Şimdi integral operatörler ailesi ile ilgili tanımlarıverelim.

Tanım 2.9 (Operatör) X1 fonksiyon uzayından alınan herhangi bir g1 fonksi-

yonuna, X2 fonksiyon uzayında bir g2 fonksiyonunu kaŗsılık sağlayan bir L̃ kuralı

varsa, bunaX1 fonksiyon uzayında bir operatördür denir ve L̃(g1;x) = g2(x) şeklinde

gösterilir (Hacıyev ve Hacısalihoğlu 1995).
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Eğer X1 fonksiyon uzayı lineer bir uzay ise aşağıdaki lineer operatör tanımı ve-

rilebilir.

Tanım 2.10 (Lineer Operatör) X1 ve X2 lineer fonksiyonlar uzayıve

L̃ : X1 → X2

bir operatör olsun. O halde g1 ve g2 fonksiyonlarıX1 fonksiyon uzayında herhangi

fonksiyonlar olmak üzere, α1, α2 ∈ R için

L̃(α1g1 + α2g2;x) = α1L̃(g1;x) + α2L̃(g2;x)

şartı sağlanıyorsa, bu takdirde L̃ operatörüne lineer operatör denir (Hacıyev ve

Hacısalihoğlu 1995).

Lebesgue anlamında integrallenebilir olan bir fonksiyon, ölçümü sıfır olan kümenin

dı̧sında tanımlandı̆gından dolayı integrallenebilir fonksiyonlara yakınsayan dizileri

bir integral şeklinde almanın daha uygun olduğu görülmektedir. Bu yüzden lineer

integral operatörler devreye girmi̧stir.

Tanım 2.11 (Lineer İntegral Operatör) X lineer fonksiyonlar uzayı, D ⊂ R

kümesi üzerinde tanımlıolan Lebesgue anlamında integrallenebilir fonksiyonlar uzayı

olsun ve bu uzay L(D) ile gösterilsin. Bu uzayda dönüşüm yapan lineer bir integral

operatörü, f ∈ X fonksiyonu ve x ∈ D noktasıiçin

T (f ;x) =

∫
D

f(s)K(s;x)ds

şeklinde ifade edilebilir. Burada, K(s;x) fonksiyonu özellikleri önceden belli ve D

üzerinde tanımlıs deği̧skenine bağlıbir fonksiyondur. T (f ;x) integral operatörünün

özelliklerini belirleyen buK(s;x) fonksiyonuna integral operatörünün çekirdĕgi denir

(Hacıyev ve Hacısalihoğlu 1995).

Özel olarak K(s;x) çekirdek fonksiyonu K(s;x) = L(s − x) olarak alınırsa, f ∈ X

fonksiyonu ve x ∈ D ⊂ R noktasıiçin

T (f ;x) =

∫
D

f(s)L(s− x)ds
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biçimindeki integral operatörlere konvolüsyon tipli lineer integral operatör adıverilir.

Λ 6= ∅ kümesi, negatif olmayan λ reel sayılarınıiçeren bir indis kümesi ve λ0, bu

kümenin bir yı̆gılma noktasıolsun. λ ∈ Λ reel sayısıve x ∈ D noktasıiçin

Tλ(f ;x) =

∫
D

f(s)Kλ(s;x)ds

integraline integral operatörler ailesi denir. Burada, Λ indis kümesi N olarak alınırsa

bu durumda integral operatörler dizisi elde edilir.

Musielak (1983), konvolüsyon tipli lineer integral operatörler ailesini genelleyerek

λ ∈ Λ reel sayısıve y ∈ G noktasıiçin

Tλf(y) =

∫
G

Kλ(x− y, f(x))dx

biçiminde integral operatörler tanımlamı̧stır. Kλ fonksiyonu Kλ : G × R → R

şeklinde tanımlı olmak üzere, bu tip integral operatörler ailesine, lineer olmayan

(nonlineer) integral operatörler ailesi denir.

Şimdi, D ⊂ R kümesi üzerinde s deği̧skenine bağlı olan Kλ(s;x) fonksiyonunun

hangi şartlar altında çekirdek fonksiyonu olduğunu verelim.

Tanım 2.12 Λ kümesi, negatif olmayan λ reel sayılarını içeren bir indis kümesi

ve λ0 ise bu indis kümesinin bir yı̆gılma noktasıolsun. D ⊂ R kümesi üzerinde,

{Kλ(s;x)} fonksiyon sınıfı

a) Her bir λ ∈ Λ ⊂ R+
0 reel sayısıve tüm s ∈ D noktalarıiçin Kλ ∈ L1(D),

b) Her bir λ ∈ Λ ⊂ R+
0 reel sayısıve tüm s ∈ D noktalarıiçin

lim
λ→λ0

∫
D

Kλ(s;x)ds

 = C <∞

şartlarınısağladı̆gıtakdirde, {Kλ(s;x)} fonksiyon sınıfına çekirdek denir (Butzer ve

Nessel 1971).

Tanım 2.13 Λ kümesi, negatif olmayan λ reel sayılarını içeren bir indis kümesi

ve λ0 ise bu indis kümesinin bir yı̆gılma noktasıolsun. D ⊂ R kümesi üzerinde,

{Kλ(s;x)} çekirdek ailesi
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a) Her bir λ ∈ Λ ⊂ R+
0 reel saıyısıve tüm s ∈ D noktalarıiçin∫

D

|Kλ(s;x)| ds ≤ C <∞

olacak şekilde bir C pozitif reel sayısıvardır.

b) Her δ > 0 için

lim
λ→λ0

(
sup
δ≤|s|
|Kλ(s;x)|

)
= 0

şartlarınısağladı̆gıtakdirde bu çekirdeğe, yaklaşık birim operatörü denir (Butzer ve

Nessel 1971).

Yaklaşımlar teorisinde integrallenebilen fonksiyonlara yaklaşım, D ⊂ R bölgesinin

süreklilik noktalarında çokça araştırıldı̆gından diğer karakteristik noktalarda yak-

laşım araştırılır.

Şimdi, bu karakteristik noktalardan bazılarının tanımlarınıverelim.

Tanım 2.14 (Lebesgue Noktası) g fonksiyonu,D = [β1, β2] ⊂ R üzerinde Lebesgue

integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda, h̃ > 0 için

lim
h̃→0

1

h̃

y0±h̃∫
y0

|g(z)− g(y0)| dz = 0

eşitliğinin sağlandı̆gı y0 ∈ D noktasına g fonksiyonunun Lebesgue noktası denir

(Natanson 1940).

Tanım 2.15 (Genelleştirilmi̧s Lebesgue Noktası) g fonksiyonu,D = [β1, β2] ⊂

R üzerinde Lebesgue integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda, h̃ > 0 ve

0 < ξ < 1 için

lim
h̃→0

1

h̃ξ+1

y0±h̃∫
y0

|g(z)− g(y0)| dz = 0

eşitliğinin sağlandı̆gı y0 ∈ D noktasına g fonksiyonunun genelleştirilmiş Lebesgue

noktasıdenir (Mamedov 1965b, Mamedov 1967).

Tanım 2.16 (µ−Genelleştirilmi̧s Lebesgue Noktası) g fonksiyonu,D = (β1, β2) ⊂

R üzerinde tanımlıbir fonksiyon olsun. Eğer 1 ≤ p <∞ olmak üzere g ∈ Lp(D) ise
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bu durumda, h̃ > 0 için

lim
h̃→0

 1

µ(h̃)

y0±h̃∫
y0

|g(z)− g(y0)|p dz


1
p

= 0

eşitliğinin sağlandı̆gıy0 ∈ D noktasına g fonksiyonunun µ−genelleştirilmiş Lebesgue

noktasıdenir (Rydzewska 1973).

Burada, µ : R → R fonksiyonu µ(0) = 0 şartınısağlayan, (0, β2 − β1) aralı̆gında

mutlak sürekli ve artan bir fonksiyondur.

Şimdi, singüler integraller için önemli rol oynayan Natanson (1960), Taberski (1962)

ve Gadjiev (1968) tarafından verilen bazılemmalarıverelim.

Lemma 2.3 (Natanson Lemması) [β1, β2] aralı̆gıüzerinde tanımlıintegrallenebilir

olan g1 fonksiyonu,

M = sup
0<h≤β2−β1

∣∣∣∣∣∣∣
1

h

β1+h∫
β1

g1(s)ds

∣∣∣∣∣∣∣ <∞
eşitsizliğini sağlasın. Ayrıca, [β1, β2] aralı̆gıüzerinde tanımlıg2 fonksiyonu ise negatif

olmayan, integrallenebilen ve azalan bir fonksiyon olsun. Bu durumda,

β2∫
β1

g1(s)g2(s)ds

integrali mevcuttur ve ∣∣∣∣∣∣∣
β2∫
β1

g1(s)g2(s)ds

∣∣∣∣∣∣∣ ≤M

β2∫
β1

g2(s)ds

eşitsizliği gerçeklenir (Natanson 1960).

Natanson Lemması’nın genellemesi olan lemmalar ise, 1962 yılında Taberski ve 1968

yılında da Gadjiev tarafından aşağıdaki şekilde ifade edilmi̧stir.

Lemma 2.4 Her < β1 + η, β2 > (0 < η < β2 − β1) aralı̆gıüzerinde sınırlısalınımlı

ϕ fonksiyonu için

υ(t) =


β2∨
t

ϕ(s) , β1 ≤ t < β2

0 , t = β2
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olduğunda

β2∫
β1

υ(t)dt <∞ sağlansın. Bu durumda, g ∈ L1 < β1, β2 > olmak üzere

M = sup
0<h≤β2−β1

∣∣∣∣∣∣∣
1

h

β1+h∫
β1

g(s)ds

∣∣∣∣∣∣∣ <∞
eşitsizliği sağlandı̆gıtakdirde

I =

β2∫
β+1

g(s)ϕ(s)ds

integrali mevcuttur ve

|I| ≤M

β2∫
β1

[υ(t) + |ϕ(β2)|] dt

eşitsizliği gerçeklenir (Taberski 1962).

Lemma 2.5 [0, β2 − β1] aralı̆gı üzerinde tanımlıµ fonksiyonu, µ(0) = 0 şartını

sağlayan artan, mutlak sürekli bir fonksiyon ve ϕ fonksiyonu ise, her < β1 + η, β2 >

(0 < η < β2 − β1) aralı̆gı üzerinde sınırlı salınımlıbir fonksiyon olsun. Ayrıca,

β1 ≤ s < β2 için

υ(s) = var
s≤t≤β2

ϕ(t)

olmak üzere
β2∫
β1

[µ(s− β1)]
′

s υ(s)ds <∞

şartınısağlasın. Bu takdirde,

M = sup
0<h≤β2−β1

1
µ(h)

∣∣∣∣∣∣∣
β1+h∫
β1

g(s)ds

∣∣∣∣∣∣∣ <∞ , g ∈ L1 < β1, β2 >

koşulu sağlanırsa,∣∣∣∣∣∣∣
β2∫

β+1

g(s)ϕ(t)dt

∣∣∣∣∣∣∣ ≤M

β2∫
β1

[υ(s) + |ϕ(β2)|] [µ(s− β1)]
′

s ds

eşitsizliği gerçeklenir (Gadjiev 1968).
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Bölüm 3 ve Bölüm 4 verilen teoremler, bu bölümde verilen kuramsal temel kavramlar

ı̧sı̆gıaltında ispatlanmı̧stır.

Şimdi, sonlu toplam içeren lineer olmayan tek katlıintegral operatörlerinin ve son-

suz toplam içeren lineer olmayan tek katlıintegral operatörlerinin, µ−genelleştirlmi̧s

Lebesgue noktasındaki noktasal yakınsaklı̆gınıincelediğimiz teoremlerin ifade ve is-

patlarınıverelim.
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3. ÖZEL TİPLİ İNTEGRAL OPERATÖRLERİN NOKTASAL YAKIN-

SAKLIĞI

3.1 Sonlu Toplam İçeren Lineer Olmayan İntegral Operatörlerin Nok-

tasal Yakınsaklı̆gı

Bu kesimde, A1 sınıfıadınıverdiğimiz yeni bir çekirdek sınıfının tanımıverildikten

sonra aşağıdaki sonlu toplam içeren lineer olmayan integral operatörünün µ−genelleş-

tirilmi̧s Lebesgue noktasındaki noktasal yakınsaklı̆gıaraştırılmı̧stır.

Tλ(g;x) =

b∫
a

(
n∑

m=1

gm(s)Kλ,m(s;x)

)
ds, λ ∈ Λ, x ∈ (a, b)

operatöründe g fonksiyonu, (a, b) üzerinde Lebesgue integrallenebilir bir fonksiyon ve

Λ 6= ∅ kümesi, negatif olmayan λ reel sayılarınıiçeren bir indis kümesidir. Burada,

(a, b) aralı̆gı, R nin sonlu keyfi açık bir aralı̆gıdır ve λ ∈ Λ reel sayısıolmak üzere

Kλ,m(s;x) çekirdek fonksiyonu, Kλ,m : R → R+
0 şeklinde tanımlıdır. Ayrıca, m =

1, 2, ..., n için gm fonksiyonu, g fonksiyonunun m− inci kuvvetidir.

Şimdi Kλ,m çekirdek fonksiyonu için A1 sınıfıtanımınıverelim ve daha sonra da bu

şartlar altında Tλ(g;x) integral operatörünün noktasal yakınsaklı̆gınıinceleyelim.

Tanım 3.1 (A1 sınıfı) Λ 6= ∅ bir indis kümesi ve λ0, bu kümenin bir yı̆gılma nok-

tasıolsun. m = 1, 2, ..., n (n sonlu bir doğal sayı) için {Kλ,m}λ∈Λ, Kλ,m(s;x) in-

tegrallenebilen fonksiyonlardan oluşan bir aile olmak üzere, Kλ,m : R→ R+
0 çekirdek

fonksiyonu aşağıdaki şartlarısağladı̆gıtakdirde Kλ,m(s;x) çekirdek fonksiyonuna A1

sınıfındandır denir:

a) Cm pozitif reel sayıolmak üzere herhangi sabit x reel sayısıve m = 1, 2, ..., n için

lim
λ→λ0

∣∣∣∣∣∣
∞∫

−∞

Kλ,m(s;x)ds− Cm

∣∣∣∣∣∣ = 0.

b) Herhangi sabit x reel sayısıve her ξ pozitif sayısıiçin

lim
λ→λ0

[
sup
|x−s|>ξ

Kλ,m(s;x)

]
= 0.
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c) Herhangi sabit x reel sayısıve her ξ pozitif sayısıiçin

lim
λ→λ0

∫
|x−s|>ξ

Kλ,m(s;x)ds = 0.

d) Herhangi sabit x ∈ R ve 0 < δ0 ≤ δ1 reel sayısıolmak üzere s nin bir fonksiyonu

olarak herhangi bir λ ∈ Λ için Kλ,m(s;x) çekirdek fonksiyonu, (x − δ0, x) aralı̆gı

üzerinde azalmayan bir fonksiyon ve (x, x + δ0) aralı̆gıüzerinde ise artmayan bir

fonksiyondur.

Bu bölümde ispatlanan Teorem 3.1 ve Teorem 3.2 için Kλ,m(s;x) çekirdek fonksi-

yonu, A1 sınıfında kabul edilmi̧stir.

Teorem 3.1 x0 ∈ (a, b) noktası, g ∈ L1(a, b) fonksiyonunun µ−genelleştirilmi̧s

Lebesgue noktasıve g fonksiyonu, (a, b) aralı̆gıüzerinde sınırlıbir fonksiyon ise bu

takdirde Λ 6= ∅, negatif olmayan λ reel sayılarınıiçeren bir indis kümesi ve λ0, bu

kümenin bir yı̆gılma noktasıolmak üzere 0 < δ ≤ δ0 reel sayısıiçin λ→ λ0 iken

n∑
m=1

 x0+δ∫
x0−δ

Kλ,m(s;x0)
∣∣∣{µ(|x0 − s|)}

′

s

∣∣∣ ds


fonksiyonunun sınırlıolduğu Z kümesi üzerinde

lim
λ→λ0

Tλ(g;x0) =
n∑

m=1

Cmg
m(x0)

gerçeklenir.

Burada, m = 1, 2, ..., n olmak üzere gm fonksiyonu, g fonksiyonunun m− inci kuvve-

tidir.

İspat. x0 ∈ (a, b) noktası, g ∈ L1(a, b) fonksiyonunun µ−genelleştirilmi̧s Lebesgue

noktasıve g fonksiyonu, (a, b) aralı̆gıüzerinde sınırlıbir fonksiyon olsun. Burada,

x0 ∈ (a, b) noktası için Tλ(g;x0) operatörü ile
n∑

m=1

Cmg
m(x0) toplamı arasındaki

farkın limitinin sıfıra gittiğini göstermeliyiz. Kabul edelim ki

Iλ =

∣∣∣∣∣Tλ(g;x0)−
n∑

m=1

Cmg
m(x0)

∣∣∣∣∣
olsun. Hipotez gereği x0 ∈ (a, b) noktası, g ∈ L1(a, b) fonksiyonunun µ−genelleştirilmi̧s

Lebesgue noktasıolduğundan limit tanımıgereği her ε > 0 için bir 0 < δ < δ0 var
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öyle ki tüm 0 < h̃ ≤ δ < δ0 için
x0∫

x0−h̃

|g(s)− g(x0)| ds < εµ(h̃) (3.1)

ve
x0+h̃∫
x0

|g(s)− g(x0)| ds < εµ(h̃) (3.2)

eşitsizlikleri sağlanır.

Şimdi, öncelikle m = 1, ..., n için

gm1 (s) =

 gm(s) , s ∈ (a, b)

0 , s ∈ R\(a, b)
(3.3)

fonksiyonunu tanımlayalım. (3.3) ile verilen gm1 fonksiyonu tanımıyardımıyla, Iλ

ifadesine
∞∫

−∞

(
n∑

m=1

gm1 (x0)Kλ,m(s;x0)

)
ds

integrali eklenip çıkarılırsa,

Iλ =

∣∣∣∣∣Tλ(g;x0)−
n∑

m=1

Cmg
m(x0)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
b∫

a

(
n∑

m=1

gm(s)Kλ,m(s;x0)

)
ds−

n∑
m=1

Cmg
m(x0)

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
b∫

a

(
n∑

m=1

gm(s)Kλ,m(s;x0)

)
ds−

∞∫
−∞

(
n∑

m=1

gm1 (x0)Kλ,m(s;x0)

)
ds

+

∞∫
−∞

(
n∑

m=1

gm1 (x0)Kλ,m(s;x0)

)
ds−

n∑
m=1

Cmg
m(x0)

∣∣∣∣∣∣
eşitliği bulunur. Bu son eşitlikte, gm1 fonksiyonunun bulunduğu ilk integralin sınırı

iki kısma ayrılırsa,

Iλ =

∣∣∣∣∣∣
b∫

a

n∑
m=1

gm(s)Kλ,m(s;x0)ds−
b∫

a

n∑
m=1

gm1 (x0)Kλ,m(s;x0)ds

−
∫

R\(a,b)

n∑
m=1

gm1 (x0)Kλ,m(s;x0)ds

+

∞∫
−∞

n∑
m=1

gm1 (x0)Kλ,m(s;x0)ds−
n∑

m=1

Cmg
m(x0)

∣∣∣∣∣∣
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eşitliği elde edilir. Bulunan bu eşitlik, (3.3) ile verilen gm1 fonksiyonu tanımıyardımıyla

Iλ =

∣∣∣∣∣∣
b∫

a

(
n∑

m=1

gm(s)Kλ,m(s;x0)

)
ds−

b∫
a

(
n∑

m=1

gm(x0)Kλ,m(s;x0)

)
ds

−
∫

R\(a,b)

(
n∑

m=1

gm(x0)Kλ,m(s;x0)

)
ds

+

∞∫
−∞

(
n∑

m=1

gm(x0)Kλ,m(s;x0)

)
ds−

n∑
m=1

Cmg
m(x0)

∣∣∣∣∣∣
biçiminde yazılabilir. Bu eşitlikte, n sonlu sayıolduğundan toplam ile integral yer

deği̧stirilir ve gerekli düzenlemeler yapılırsa,

Iλ =

∣∣∣∣∣∣∣
b∫

a

(
n∑

m=1

[gm(s)− gm(x0)]Kλ,m(s;x0)

)
ds−

n∑
m=1

gm(x0)

∫
R\(a,b)

Kλ,m(s;x0)ds

+
n∑

m=1

gm(x0)

 ∞∫
−∞

Kλ,m(s;x0)ds− Cm

∣∣∣∣∣∣
eşitliği bulunur. Son olarak, mutlak değer fonksiyonunun özelliği kullanılıp ifade

büyütülürse

Iλ ≤
b∫

a

(
n∑

m=1

|gm(s)− gm(x0)|Kλ,m(s;x0)

)
ds+

n∑
m=1

|gm(x0)|
∫

R\(a,b)

Kλ,m(s;x0)ds

+
n∑

m=1

|gm(x0)|

∣∣∣∣∣∣
∞∫

−∞

Kλ,m(s;x0)ds− Cm

∣∣∣∣∣∣
eşitsizliği yazılabilir. Şimdi, son eşitsizliğin sağ tarafında elde edilen ifadelere sırasıyla

I1 =

b∫
a

(
n∑

m=1

|gm(s)− gm(x0)|Kλ,m(s;x0)

)
ds,

I2 =
n∑

m=1

|gm(x0)|
∫

R\(a,b)

Kλ,m(s;x0)ds

ve

I3 =
n∑

m=1

|gm(x0)|

∣∣∣∣∣∣
∞∫

−∞

Kλ,m(s;x0)ds− Cm

∣∣∣∣∣∣
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diyelim ve daha sonra da λ, λ0 yaklaşırken I1, I2, I3 ifadelerinin de sıfıra yaklaştı̆gını

gösterelim.

Öncelikle I2 ifadesini ele alalım. A1 sınıfının (c) şartı, yani her ξ > 0 için

lim
λ→λ0

∫
|x−s|>ξ

Kλ,m(s;x)ds = 0

olduğu dikkate alınırsa

lim
λ→λ0

(I2) = lim
λ→λ0

 n∑
m=1

|gm(x0)|
∫

R\(a,b)

Kλ,m(s;x0)ds


= 0

eşitliğinin sağlandı̆gıgörülür.

I3 ifadesinde de, A1 sınıfının (a) şartıolan

lim
λ→λ0

∣∣∣∣∣∣
∞∫

−∞

Kλ,m(s;x)ds− Cm

∣∣∣∣∣∣ = 0

eşitliği göz önüne alınırsa

lim
λ→λ0

(I3) = lim
λ→λ0

 n∑
m=1

|gm(x0)|

∣∣∣∣∣∣
∞∫

−∞

Kλ,m(s;x0)ds− Cm

∣∣∣∣∣∣


= 0

eşitliği elde edilir. Sonuç olarak, I2 ve I3 ifadeleri için λ → λ0 iken (I2) → 0 ve

(I3)→ 0 olduğu görülür.

Şimdi, I1 integralini hesaplayalım. İlk olarak, 0 < δ < δ0 reel sayısı için I1 in-
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tegralinin sınırınıaşağıdaki şekilde dört parçaya ayıralım.

I1 =

b∫
a

n∑
m=1

|gm(s)− gm(x0)|Kλ,m(s;x0)ds

=

x0−δ∫
a

(
n∑

m=1

|gm(s)− gm(x0)|Kλ,m(s;x0)

)
ds

+

x0∫
x0−δ

(
n∑

m=1

|gm(s)− gm(x0)|Kλ,m(s;x0)

)
ds

+

x0+δ∫
x0

(
n∑

m=1

|gm(s)− gm(x0)|Kλ,m(s;x0)

)
ds

+

b∫
x0+δ

(
n∑

m=1

|gm(s)− gm(x0)|Kλ,m(s;x0)

)
ds

ve sırasıyla bu integrallere

I11 =

x0−δ∫
a

(
n∑

m=1

|gm(s)− gm(x0)|Kλ,m(s;x0)

)
ds,

I12 =

x0∫
x0−δ

(
n∑

m=1

|gm(s)− gm(x0)|Kλ,m(s;x0)

)
ds,

I13 =

x0+δ∫
x0

(
n∑

m=1

|gm(s)− gm(x0)|Kλ,m(s;x0)

)
ds

ve

I14 =

b∫
x0+δ

(
n∑

m=1

|gm(s)− gm(x0)|Kλ,m(s;x0)

)
ds

diyelim. Burada, öncelikle I11 ve I14 integrallerini daha sonra da I12 ve I13 integral-

lerini hesaplayalım.

I11 integralinde, n sonlu sayıolduğundan toplam ile integral yer deği̧stirilirse,

I11 =

x0−δ∫
a

(
n∑

m=1

|gm(s)− gm(x0)|Kλ,m(s;x0)

)
ds

=

n∑
m=1

 x0−δ∫
a

|gm(s)− gm(x0)|Kλ,m(s;x0)ds
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eşitliği elde edilir. A1 sınıfının (d) şartından dolayıKλ,m(s;x) çekirdek fonksiyonu

her bir λ ∈ Λ için s nin bir fonksiyonu olarak (x− δ0, x) aralı̆gıüzerinde azalmayan

bir fonksiyon olduğundan,

I11 =

n∑
m=1

 x0−δ∫
a

|gm(s)− gm(x0)|Kλ,m(s;x0)ds


≤

n∑
m=1

Kλ,m(x0 − δ;x0)

x0−δ∫
a

|gm(s)− gm(x0)| ds

şeklinde yazılabilir. Mutlak değer fonksiyonunun özelliği ve norm tanımıkullanılırsa,

I11 integrali için

I11 ≤
n∑

m=1

Kλ,m(x0 − δ;x0)

x0−δ∫
a

|gm(s)− gm(x0)| ds

≤
n∑

m=1

Kλ,m(x0 − δ;x0)


x0−δ∫
a

|gm(s)| ds+

x0−δ∫
a

|gm(x0)| ds


≤

n∑
m=1

Kλ,m(x0 − δ;x0)
{
‖gm‖L1(a,b) + |gm(x0)| (b− a)

}
(3.4)

eşitsizliği elde edilir.

Şimdi, benzer şekilde I14 integralini hesaplayalım. n sonlu sayıolduğundan integral

ile toplam yer deği̧stirilirse

I14 =

b∫
x0+δ

(
n∑

m=1

|gm(s)− gm(x0)|Kλ,m(s;x0)

)
ds

=
n∑

m=1

 b∫
x0+δ

|gm(s)− gm(x0)|Kλ,m(s;x0)ds


eşitliği bulunur. Ardından A1 sınıfının (d) şartıdikkate alınırsa, Kλ,m(s;x) çekirdek

fonksiyonu her bir λ ∈ Λ için s nin bir fonksiyonu olarak (x, x+ δ0) aralı̆gıüzerinde

artmayan bir fonksiyon olduğundan,

I14 =

n∑
m=1

 b∫
x0+δ

|gm(s)− gm(x0)|Kλ,m(s;x0)ds


≤

n∑
m=1

Kλ,m(x0 + δ;x0)

b∫
x0+δ

|gm(s)− gm(x0)| ds
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eşitsizliği elde edilir. Bu son eşitsizlikte, mutlak değer fonksiyonunun özelliği ve

norm tanımıkullanılırsa I14 integrali için

I14 ≤
n∑

m=1

Kλ,m(x0 + δ;x0)

b∫
x0+δ

|gm(s)− gm(x0)| ds

≤
n∑

m=1

Kλ,m(x0 + δ;x0)


b∫

x0+δ

|gm(s)| ds+

b∫
x0+δ

|gm(x0)| ds


≤

n∑
m=1

Kλ,m(x0 + δ;x0)
{
‖gm‖L1(a,b) + |gm(x0)| (b− a)

}
(3.5)

eşitsizliği bulunur. Sonuç olarak, (3.4) ve (3.5) ifadelerinde bulunan

I11 ≤
n∑

m=1

Kλ,m(x0 − δ;x0)
{
‖gm‖L1(a,b) + |gm(x0)| (b− a)

}
ve

I14 ≤
n∑

m=1

Kλ,m(x0 + δ;x0)
{
‖gm‖L1(a,b) + |gm(x0)| (b− a)

}
eşitsizlikleri için A1 sınıfının (b) şartıve g fonksiyonunun sınırlılı̆gıgöz önüne alınırsa,

λ→ λ0 iken (I11)→ 0 ve (I14)→ 0 olduğu görülür.

Şimdi de sırasıyla I12 ve I13 integrallerini µ−genelleştirilmi̧s Lebesgue noktasıtanımını

kullanarak inceleyelim.

(3.1) ve (3.2) eşitsizliklerinin sağlandı̆gınıgöz önüne alarak

F (s) =

x0∫
s

|g(z)− g(x0)| dz (3.6)

ve

G(s) =

s∫
x0

|g(z)− g(x0)| dz (3.7)

fonksiyonlarınıtanımlayalım. Burada, δ > 0 olmak üzere, x0 − s ≤ δ iken

|F (s)| ≤ εµ(x0 − s) (3.8)

eşitsizliği ve s− x0 ≤ δ iken

|G(s)| ≤ εµ(s− x0) (3.9)

eşitsizliği sağlanır.
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Şimdi, yukarıda verilen tanımlar yardımıyla I12 ve I13 integrallerini inceleyelim.

Öncelikle Lemma 2.1 deki eşitlik ve g fonksiyonunun sınırlılı̆gıkullanılırsa, Bm > 0

sonlu reel sayısıolmak üzere m = 1, ..., n için

|gm(s)− gm(x0)| ≤ Bm |g(s)− g(x0)|

eşitsizliği yazılabilir. Bu eşitsizlik yardımıyla I12 integrali için

|I12| =

∣∣∣∣∣∣
n∑

m=1

 x0∫
x0−δ

|gm(s)− gm(x0)|Kλ,m(s;x0)ds

∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣∣
n∑

m=1

 x0∫
x0−δ

Bm |g(s)− g(x0)|Kλ,m(s;x0)ds

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
n∑

m=1

Bm

x0∫
x0−δ

|g(s)− g(x0)|Kλ,m(s;x0)ds

∣∣∣∣∣∣
eşitsizliği ve I13 integrali için de

|I13| =

∣∣∣∣∣∣
n∑

m=1

 x0+δ∫
x0

|gm(s)− gm(x0)|Kλ,m(s;x0)ds

∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣∣
n∑

m=1

 x0+δ∫
x0

Bm |g(s)− g(x0)|Kλ,m(s;x0)ds

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
n∑

m=1

Bm

x0+δ∫
x0

|g(s)− g(x0)|Kλ,m(s;x0)ds

∣∣∣∣∣∣
eşitsizliğinin sağlandı̆gıgörülür. Ardından

|I12| ≤

∣∣∣∣∣∣
n∑

m=1

Bm

 x0∫
x0−δ

|g(s)− g(x0)|Kλ,m(s;x0)ds

∣∣∣∣∣∣
eşitsizliği için Kλ,m(s;x0) çekirdek fonksiyonu integrallenebilen, monoton bir fonksi-

yon ve (3.6) ile tanımlanan F (s) fonksiyonu integrallenebilir bir fonksiyonun belirsiz

integrali olduğundan Teorem 2.5 gereği, F (s) fonksiyonuna göre Stieltjes integral-

lenebilirdir. Bundan dolayı (3.6) ile tanımlanan F (s) fonksiyonunun diferansiyeli

kullanılırsa,

|I12| ≤
n∑

m=1

Bm

(S)

x0∫
x0−δ

Kλ,m(s;x0) |dF (s)|
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eşitsizliği yazılabilir. Bu son eşitsizliğin sağ tarafındaki Stieltjes integraline kısmi

integrasyon uygulanırsa

|I12| ≤
n∑

m=1

Bm

[Kλ,m(s;x0) |F (s)|] |x0x0−δ −
x0∫

x0−δ

|F (s)|
(
d

ds
(Kλ,m(s;x0))

)
ds


=

n∑
m=1

Bm {Kλ,m(x0;x0) |F (x0)| −Kλ,m(x0 − δ;x0) |F (x0 − δ)|

−
x0∫

x0−δ

|F (s)|
(
d

ds
(Kλ,m(s;x0))

)
ds

 (3.10)

eşitsizliği elde edilir. Daha sonra (3.8) eşitsizliğinde s = x0 alınır ve µ(0) = 0 eşitliği

kullanılırsa,

|F (x0)| ≤ εµ(x0 − x0)

= εµ(0)

= 0

olduğu görülür ve bulunan bu ifade (3.10) eşitsizliğinde yerine yazılırsa

|I12| ≤
n∑

m=1

Bm

−Kλ,m(x0 − δ;x0) |F (x0 − δ)| −
x0∫

x0−δ

|F (s)|
(
d

ds
(Kλ,m(s;x0))

)
ds


eşitsizliği elde edilir. Burada, Kλ,m(s;x0) çekirdek fonksiyonu, (x0−δ, x0) aralı̆gında

azalmayan bir fonksiyon olduğundan diferansiyeli pozitif olacaktır. Ayrıca, (3.8)

eşitsizliğinde s = x0 − δ alınırsa,

|F (x0 − δ)| ≤ εµ(x0 − x0 + δ)

= εµ(δ)

eşitsizliğinin sağlandı̆gıgörülür. Bu ifade son eşitsizlikte yerine yazılırsa, sonuç ola-

rak

|I12| ≤ ε

n∑
m=1

Bm

−Kλ,m(x0 − δ;x0)µ(δ)−
x0∫

x0−δ

µ(x0 − s)
(
d

ds
(Kλ,m(s;x0))

)
ds


(3.11)
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eşitsizliği elde edilir. Şimdi, (3.11) eşitsizliğinin sağ tarafındaki integrale tekrar kısmi

integrasyon uygulayalım. Bu takdirde,

|I12| ≤ ε

n∑
m=1

Bm {−Kλ,m(x0 − δ;x0)µ(δ)

−

Kλ,m(s;x0)µ(x0 − s)|x0x0−δ −
x0∫

x0−δ

Kλ,m(s;x0) {µ(x0 − s)}
′

s ds


eşitsizliği bulunur. Son olarak, bu eşitsizlikte integral sınırlarıyerine koyulup, µ(0) =

0 olduğu dikkate alınırsa, I12 integrali için

|I12| ≤ ε

n∑
m=1

Bm

 x0∫
x0−δ

Kλ,m(s;x0)
∣∣∣{µ(x0 − s)}

′

s

∣∣∣ ds
 (3.12)

eşitsizliği yazılabilir.

Benzer şekilde I13 integralini, (3.7) ile tanımlananG(s) fonksiyonu yardımıyla hesapla-

yalım.

Kλ,m(s;x0) çekirdek fonksiyonu integrallenebilen, monoton bir fonksiyon ve (3.7)

ile tanımlanan G(s) fonksiyonu integrallenebilir bir fonksiyonun belirsiz integrali

olduğundan Teorem 2.5 gereği, G(s) fonksiyonuna göre Stieltjes integrallenebilirdir.

Bundan dolayı(3.7) ile tanımlanan G(s) fonksiyonunun diferansiyeli kullanılırsa,

|I13| ≤

∣∣∣∣∣∣
n∑

m=1

Bm

 x0+δ∫
x0

|g(s)− g(x0)|Kλ,m(s;x0)ds

∣∣∣∣∣∣
≤

n∑
m=1

Bm

(S)

x0+δ∫
x0

Kλ,m(s;x0) |dG(s)|


eşitsizliği yazılabilir. Bu eşitsizlikteki Stieltjes integraline kısmi integrasyon uygu-

lanırsa,

|I13| ≤
n∑

m=1

Bm

[Kλ,m(s;x0) |G(s)|] |x0+δ
x0

+

x0+δ∫
x0

|G(s)|
(
d

ds
(−Kλ,m(s;x0))

)
ds


=

n∑
m=1

Bm {Kλ,m(x0 + δ;x0) |G(x0 + δ)| −Kλ,m(x0;x0) |G(x0)|

+

x0+δ∫
x0

|G(s)|
(
d

ds
(−Kλ,m(s;x0))

)
ds

 (3.13)
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eşitsizliği elde edilir. (3.9) eşitsizliğinde s = x0 alınır ve µ(0) = 0 olduğu kullanılırsa,

|G(x0)| ≤ εµ(x0 − x0)

= εµ(0)

= 0

olduğu görülür ve bulunan bu ifade (3.13) eşitsizliğinde yerine yazılırsa,

|I13| ≤
n∑

m=1

Bm {Kλ,m(x0 + δ;x0) |G(x0 + δ)|

+

x0+δ∫
x0

|G(s)|
(
d

ds
(−Kλ,m(s;x0))

)
ds


eşitsizliği elde edilir. Burada, Kλ,m(s;x0) çekirdek fonksiyonunun, (x0, x0 + δ) a-

ralı̆gında artmayan bir fonksiyon olduğu dikkate alınırsa, aynıaralıkta −Kλ,m(s;x0)

çekirdek fonksiyonunun azalmayan bir fonksiyon olduğu görülür ve bu yüzden−Kλ,m(s;x0)

çekirdek fonksiyonunun diferansiyeli pozitif olur. Ayrıca, (3.9) eşitsizliğinde s =

x0 + δ alınırsa,

|G(x0 + δ)| ≤ εµ(x0 + δ − x0)

= εµ(δ)

eşitsizliği yazılabilir. Bu ifade son eşitsizlikte yerine yazılırsa, I13 integrali için

|I13| ≤ ε

n∑
m=1

Bm {Kλ,m(x0 + δ;x0)µ(δ)

+

x0+δ∫
x0

µ(s− x0)

(
d

ds
(−Kλ,m(s;x0))

)
ds


eşitsizliği elde edilir. Şimdi, bu son eşitsizliğin sağ tarafındaki integrale tekrar kısmi

integrasyon uygulayalım. Bu takdirde,

|I13| ≤ ε
n∑

m=1

Bm {Kλ,m(x0 + δ;x0)µ(δ)

−Kλ,m(s;x0)µ(s− x0)|x0+δ
x0

+

x0+δ∫
x0

Kλ,m(s;x0) {µ(s− x0)}
′

s ds
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eşitsizliğinin sağlandı̆gıgörülür. Daha sonra integral sınırlarıyerine koyulup, µ(0) =

0 olduğu kullanılırsa, sonuç olarak I13 integrali için

|I13| ≤ ε

n∑
m=1

Bm

 x0+δ∫
x0

Kλ,m(s;x0)
∣∣∣{µ(s− x0)}

′

s

∣∣∣ ds
 (3.14)

eşitsizliği bulunur. Son olarak, B = max {B1, ..., Bn} olmak üzere I12 ve I13 in-

tegralleri için bulunan (3.12) ve (3.14) eşitsizliklerini birleştirirsek

|I12|+ |I13| ≤ εB
n∑

m=1

 x0+δ∫
x0−δ

Kλ,m(s;x0)
∣∣∣{µ(|x0 − s|)}

′

s

∣∣∣ ds


eşitsizliği elde edilir. Bu eşitsizliğin sağ tarafındaki ifadenin hipotezden sınırlıolduğu

dikkate alınırsa istenilen sonuca varırız.

Yani, x0 ∈ (a, b) noktası, g ∈ L1(a, b) fonksiyonunun µ−genelleştirilmi̧s Lebesgue

noktasıve g fonksiyonu, (a, b) aralı̆gıüzerinde sınırlıbir fonksiyon ise bu takdirde

λ→ λ0 iken
n∑

m=1

 x0+δ∫
x0−δ

Kλ,m(s;x0)
∣∣∣{µ(|x0 − s|)}

′

s

∣∣∣ ds


fonksiyonunun sınırlıolduğu Z kümesi üzerinde

lim
λ→λ0

Tλ(g;x0) =
n∑

m=1

Cmg
m(x0)

gerçeklenir.

Sonuç olarak istenilen elde edilmi̧stir ve ispat tamamlanmı̧stır.

Teorem 3.1 de özel olarak (a, b) aralı̆gıyerine R alınırsa, bu durumda Teorem 3.1

aşağıdaki şekilde ifade ve ispat edilir.

Teorem 3.2 x0 ∈ R noktası, g ∈ L1(R) fonksiyonunun µ−genelleştirilmi̧s Lebesgue

noktası ve g fonksiyonu, R üzerinde sınırlı bir fonksiyon ise bu takdirde Λ 6= ∅,

negatif olmayan λ reel sayılarını içeren bir indis kümesi ve λ0, bu kümenin bir

yı̆gılma noktasıolmak üzere 0 < δ ≤ δ0 reel sayısıiçin λ→ λ0 iken,

n∑
m=1

 x0+δ∫
x0−δ

Kλ,m(s;x0)
∣∣∣{µ(|x0 − s|)}

′

s

∣∣∣ ds
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fonksiyonunun sınırlıolduğu Z
′
kümesi üzerinde

lim
λ→λ0

Tλ(g;x0) =
n∑

m=1

Cmg
m(x0)

gerçeklenir.

Burada, m = 1, 2, ..., n olmak üzere gm fonksiyonu, g fonksiyonunun m− inci kuvve-

tidir.

İspat. Teorem 3.1 ’e benzer şekilde, R üzerinde

Jλ =

∣∣∣∣∣Tλ(f ;x0)−
n∑

m=1

Cmg
m(x0)

∣∣∣∣∣
farkına bakalım. x0 ∈ R noktasıolmak üzere Jλ farkı,

Jλ =

∣∣∣∣∣Tλ(g;x0)−
n∑

m=1

Cmg
m(x0)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
∞∫

−∞

(
n∑

m=1

gm(s)Kλ,m(s;x0)

)
ds−

n∑
m=1

Cmg
m(x0)

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
∞∫

−∞

(
n∑

m=1

gm(s)Kλ,m(s;x0)

)
ds−

∞∫
−∞

(
n∑

m=1

gm(x0)Kλ,m(s;x0)

)
ds

+

∞∫
−∞

(
n∑

m=1

gm(x0)Kλ,m(s;x0)

)
ds−

n∑
m=1

Cmg
m(x0)

∣∣∣∣∣∣
şeklinde yazılabilir. Bu eşitlikte, n sonlu sayıolduğundan toplam ile integral yer

deği̧stirilir ve gerekli düzenlemeler yapılırsa

Jλ =

∣∣∣∣∣∣
∞∫

−∞

(
n∑

m=1

[gm(s)− gm(x0)]Kλ,m(s;x0)

)
ds+

n∑
m=1

gm(x0)

 ∞∫
−∞

Kλ,m(s;x0)ds− Cm

∣∣∣∣∣∣
eşitliği bulunur. Daha sonra mutlak değer fonksiyonunun özelliği kullanılıp ifade

büyütülürse,

Jλ ≤
∞∫

−∞

(
n∑

m=1

|gm(s)− gm(x0)|Kλ,m(s;x0)

)
ds+

n∑
m=1

|gm(x0)|

∣∣∣∣∣∣
∞∫

−∞

Kλ,m(s;x0)ds− Cm

∣∣∣∣∣∣
eşitsizliği yazılabilir. Bu son eşitsizliğin, sağ tarafında elde edilen ifadelere sırasıyla

J1 =

∞∫
−∞

(
n∑

m=1

|gm(s)− gm(x0)|Kλ,m(s;x0)

)
ds
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ve

J2 =
n∑

m=1

|gm(x0)|

∣∣∣∣∣∣
∞∫

−∞

Kλ,m(s;x0)ds− Cm

∣∣∣∣∣∣
diyelim ve sonra da λ, λ0 yaklaşırken J1, J2 ifadelerinin ise sıfıra yaklaştı̆gınıgöstere-

lim.

Öncelikle, J2 ifadesini inceleyelim. A1 sınıfının (a) şartıolan

lim
λ→λ0

∣∣∣∣∣∣
∞∫

−∞

Kλ,m(s;x)ds− Cm

∣∣∣∣∣∣ = 0

eşitliği kullanılırsa

lim
λ→λ0

(J2) = lim
λ→λ0

 n∑
m=1

|gm(x0)|

∣∣∣∣∣∣
∞∫

−∞

Kλ,m(s;x0)ds− Cm

∣∣∣∣∣∣


= 0

olduğu görülür. Bu durumda J2 ifadesi için λ→ λ0 iken (J2)→ 0 elde edilir.

Şimdi, J1 integralini hesaplayalım. Bunun için 0 < δ < δ0 reel sayısıolmak üzere J1

integralini

J1 =

∞∫
−∞

(
n∑

m=1

|gm(s)− gm(x0)|Kλ,m(s;x0)

)
ds

=

x0−δ∫
−∞

(
n∑

m=1

|gm(s)− gm(x0)|Kλ,m(s;x0)

)
ds

+

x0∫
x0−δ

(
n∑

m=1

|gm(s)− gm(x0)|Kλ,m(s;x0)

)
ds

+

x0+δ∫
x0

(
n∑

m=1

|gm(s)− gm(x0)|Kλ,m(s;x0)

)
ds

+

∞∫
x0+δ

(
n∑

m=1

|gm(s)− gm(x0)|Kλ,m(s;x0)

)
ds

şeklinde dört parçaya ayıralım. Sırasıyla bu integrallere

J11 =

x0−δ∫
−∞

(
n∑

m=1

|gm(s)− gm(x0)|Kλ,m(s;x0)

)
ds,
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J12 =

x0∫
x0−δ

(
n∑

m=1

|gm(s)− gm(x0)|Kλ,m(s;x0)

)
ds,

J13 =

x0+δ∫
x0

(
n∑

m=1

|gm(s)− gm(x0)|Kλ,m(s;x0)

)
ds

ve

J14 =

∞∫
x0+δ

(
n∑

m=1

|gm(s)− gm(x0)|Kλ,m(s;x0)

)
ds

diyelim. Burada, ilk önce J11 ve J14 integrallerini daha sonra da J12 ve J13 integral-

lerini hesaplayalım.

J11 integralinde, n sonlu sayıolduğundan toplam ile integral yer deği̧stirilirse,

J11 =

x0−δ∫
−∞

(
n∑

m=1

|gm(s)− gm(x0)|Kλ,m(s;x0)

)
ds

=
n∑

m=1

 x0−δ∫
−∞

|gm(s)− gm(x0)|Kλ,m(s;x0)ds


eşitliği elde edilir. Daha sonra bu eşitlikte, önce mutlak değer fonksiyonunun özelliği

kullanılıp, sonra da Kλ,m(s;x) çekirdek fonksiyonunun, A1 sınıfının (d) şartından

dolayıher bir λ ∈ Λ için s nin bir fonksiyonu olarak (x − δ0, x) aralı̆gıüzerinde

azalmayan bir fonksiyon olduğu göz önüne alınırsa,

J11 =
n∑

m=1

 x0−δ∫
−∞

|gm(s)− gm(x0)|Kλ,m(s;x0)ds


=

n∑
m=1

 x0−δ∫
−∞

|gm(s)|Kλ,m(s;x0)ds

+
n∑

m=1

 x0−δ∫
−∞

|gm(x0)|Kλ,m(s;x0)ds


≤

n∑
m=1

Kλ,m(x0 − δ;x0)

x0−δ∫
−∞

|gm(s)| ds+
n∑

m=1

|gm(x0)|
x0−δ∫
−∞

Kλ,m(s;x0)ds

eşitsizliği elde edilir. Burada, son olarak norm tanımıkullanılırsa, J11 integrali için

J11 ≤
n∑

m=1

Kλ,m(x0 − δ;x0) ‖gm‖L1(R) +

n∑
m=1

|gm(x0)|
x0−δ∫
−∞

Kλ,m(s;x0)ds

eşitsizliği bulunur.
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Şimdi, benzer şekilde J14 integralini hesaplayalım. n sonlu sayıolduğundan integral

ile toplam yer deği̧stirilirse

J14 =

∞∫
x0+δ

(
n∑

m=1

|gm(s)− gm(x0)|Kλ,m(s;x0)

)
ds

=

n∑
m=1

 ∞∫
x0+δ

|gm(s)− gm(x0)|Kλ,m(s;x0)ds


eşitliği bulunur. Önce mutlak değer fonksiyonunun özelliği, daha sonra da A1

sınıfının (d) şartı yani, Kλ,m(s;x) çekirdek fonksiyonunun her bir λ ∈ Λ için s

nin bir fonksiyonu olarak (x, x+ δ0) aralı̆gıüzerinde artmayan bir fonksiyon olduğu

dikkate alınırsa,

J14 =
n∑

m=1

 ∞∫
x0+δ

|gm(s)− gm(x0)|Kλ,m(s;x0)ds


=

n∑
m=1

 ∞∫
x0+δ

|gm(s)|Kλ,m(s;x0)ds

+
n∑

m=1

 ∞∫
x0+δ

|gm(x0)|Kλ,m(s;x0)ds


≤

n∑
m=1

Kλ,m(x0 + δ;x0)

∞∫
x0+δ

|gm(s)| ds+
n∑

m=1

|gm(x0)|
∞∫

x0+δ

Kλ,m(s;x0)ds

eşitsizliği elde edilir. Bu son eşitsizlikte, norm tanımıkullanılırsa J14 integrali için

J14 ≤
n∑

m=1

Kλ,m(x0 + δ;x0) ‖gm‖L1(R) +

n∑
m=1

|gm(x0)|
∞∫

x0+δ

Kλ,m(s;x0)ds

eşitsizliği bulunur.

Sonuç olarak, J11 ve J14 integralleri için

J11 ≤
n∑

m=1

Kλ,m(x0 − δ;x0) ‖gm‖L1(R) +

n∑
m=1

|gm(x0)|
x0−δ∫
−∞

Kλ,m(s;x0)ds (3.15)

ve

J14 ≤
n∑

m=1

Kλ,m(x0 + δ;x0) ‖gm‖L1(R) +

n∑
m=1

|gm(x0)|
∞∫

x0+δ

Kλ,m(s;x0)ds (3.16)

eşitsizlikleri elde edilir.
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Şimdi, J12 ve J13 integrallerini inceleyelim. J12 ve J13 integralleri için, µ−genelleştirilmi̧s

Lebesgue noktasıtanımıyardımıyla Teorem 3.1’e benzer şekilde inceleme yapılırsa,

|J12| ≤ ε
n∑

m=1

Bm

 x0∫
x0−δ

Kλ,m(s;x0)
∣∣∣{µ(x0 − s)}

′

s

∣∣∣ ds
 (3.17)

ve

|J13| ≤ ε
n∑

m=1

Bm

 x0+δ∫
x0

Kλ,m(s;x0)
∣∣∣{µ(s− x0)}

′

s

∣∣∣ ds
 (3.18)

eşitsizlikleri bulunur. Daha sonra, B = max {B1, ..., Bn} olmak üzere (3.17) ve

(3.18) eşitsizliklerinde bulunan J12 ve J13 integrallerini birleştirirsek

|J12|+ |J13| ≤ εB
n∑

m=1

 x0+δ∫
x0−δ

Kλ,m(s;x0)
∣∣∣{µ(|x0 − s|)}

′

s

∣∣∣ ds
 (3.19)

eşitsizliği şeklinde yazılabilir. Sonuç olarak, (3.15), (3.16) ve (3.19) eşitsizliklerinden

Jλ ifadesi için

Jλ ≤
n∑

m=1

Kλ,m(x0 − δ;x0) ‖gm‖L1(R) +
n∑

m=1

|gm(x0)|
x0−δ∫
−∞

Kλ,m(s;x0)ds

+
n∑

m=1

Kλ,m(x0 + δ;x0) ‖gm‖L1(R) +
n∑

m=1

|gm(x0)|
∞∫

x0+δ

Kλ,m(s;x0)ds

+εB
n∑

m=1

 x0+δ∫
x0−δ

Kλ,m(s;x0)
∣∣∣{µ(|x0 − s|)}

′

s

∣∣∣ ds


eşitsizliği elde edilir. Bu son eşitsizlikte, g fonksiyonunun sınırlılı̆gıve verilen hipotez

kullanılırsa istenilen ispat elde edilir ve

lim
λ→λ0

Tλ(g;x0) =

n∑
m=1

Cmg
m(x0)

olduğu görülür.

Sonuç olarak istenilen elde edilmi̧stir ve ispat tamamlanmı̧stır.

Yani, özel olarak alınan (a, b) aralı̆gıyerine daha genel aralık olan reel sayılar kümesi

alınsa bile aynışartlar altında yakınsamanın sağlandı̆gıgörülür.

Bu kesimdeki çalı̧smalarımız "On singular integral operators involving power non-

linearity" adıile makale olarak yayınlanmı̧stır.
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3.2 Sonsuz Toplam İçeren Lineer Olmayan İntegral Operatörlerin Nok-

tasal Yakınsaklı̆gı

Bu kesimde, A2 sınıfı adınıverdiğimiz yeni bir çekirdek sınıfının tanımıverildik-

ten sonra aşağıdaki sonsuz toplam içeren lineer olmayan integral operatörünün

µ−genelleştirilmi̧s Lebesgue noktasındaki noktasal yakınsaklı̆gıaraştırılmı̧stır.

Ψγ(g;x) =
∞∑
m=1

 b∫
a

gm(s)Hγ,m(s− x)dt

 , γ ∈ Γ, x ∈ (a, b)

operatöründe, g ∈ Lp(a, b) (1 ≤ p <∞) fonksiyonu ve Γ 6= ∅, negatif olmayan γ reel

sayılarınıiçeren bir indis kümesidir.

Burada, (a, b) aralı̆gıR nin sonlu keyfiaçık bir aralı̆gıdır veHγ,m çekirdek fonksiyonu,

γ ∈ Γ reel sayısıiçin Hγ,m : R → R şeklinde tanımlıdır. Ayrıca, m = 1, 2, ... olmak

üzere gm fonksiyonu, g fonksiyonunun m− inci kuvvetidir.

Şimdi, Hγ,m çekirdek fonksiyonu için A2 sınıfıtanımınıverelim ve daha sonra da

Ψγ(f ;x) integral operatörünün noktasal yakınsaklı̆gınıinceleyelim.

Uyarı3.1 (a, b) aralı̆gı, reel sayıların herhangi bir sınırlıaralı̆gıolmak üzere her bir

x ∈ (a, b) noktasıve γ ∈ Γ için (gm(s)Hγ,m(s− x)) fonksiyonlar dizisi, (a, b) aralı̆gı

üzerinde hemen hemen her yerde ölçülebilir fonksiyonlar dizisi olsun. Eğer her bir

x ∈ (a, b) noktasıve γ ∈ Γ için

∞∑
m=1

 b∫
a

|gm(s)Hγ,m(s− x)| ds

 <∞

ise o halde
∞∑
m=1

gm(s)Hγ,m(s − x) serisi hemen hemen her s için L1 (a, b) deki bir

fonksiyona yakınsar ve

∞∑
m=1

 b∫
a

gm(s)Hγ,m(s− x)ds

 =

b∫
a

( ∞∑
m=1

gm(s)Hγ,m(s− x)

)
ds

sağlanır (Rudin 1987).

Tanım 3.2 (A2 sınıfı) Γ 6= ∅, negatif olmayan γ reel sayılarını içeren bir indis

kümesi ve γ0, Γ indis kümesinin yı̆gılma noktasıolsun. m = 1, 2, ... için {Hγ,m}γ∈Γ,
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Hγ,m : R → R integrallenebilen fonksiyonlardan oluşan bir aile olmak üzere Hγ,m

çekirdek fonksiyonuna aşağıdaki şartlarısağladı̆gıtakdirde A2 sınıfındandır denir:

a) γ ∈ Γ noktalar seçiminden bağımsız, Im pozitif sonlu reel sayılarıiçin

∞∑
m=1

Im <∞

olmak üzere
∞∫

−∞

Hγ,m(s)ds = Im.

b) Her ξ > 0 noktasıiçin,

lim
γ→γ0

[ ∞∑
m=1

[
sup
|s|>ξ
|Hγ,m(s)|

]]
= 0.

c) Her ξ > 0 noktasıiçin,

lim
γ→γ0

[ ∞∑
m=1

[ ∫
|s|>ξ
|Hγ,m(s)| ds

]]
= 0.

d) 0 < δ0 ≤ δ1 reel sayısı ve m = 1, ... olmak üzere herhangi bir γ ∈ Γ için

Hγ,m(s) çekirdek fonksiyonu, (−δ0, 0) aralı̆gıüzerinde azalmayan bir fonksiyon ve

(0, δ0) aralı̆gıüzerinde ise artmayan bir fonksiyondur. Burada, δ0 ve δ1 pozitif reel

sayıdır.

Bu kesimde ispatlanan Teorem 3.3 ve Teorem 3.4 için Hγ,m çekirdek fonksiyonu, A2

sınıfında kabul edilmi̧stir.

Teorem 3.3 x0 ∈ (a, b) noktası, g ∈ Lp(a, b) (1 ≤ p <∞) fonksiyonunun µ−genelleş-

tirilmi̧s Lebesgue noktasıve g fonksiyonu, sup
s∈(a,b)

|g(s)| = A (A ∈ (0, 1)) olmak üzere

(a, b) aralı̆gı üzerinde sınırlı bir fonksiyon ve her bir sabit 1 ≤ p < ∞ değeri

için sup
m∈N

(mpAp) ifadesi sonlu olsun. Bu takdirde Γ 6= ∅, negatif olmayan γ reel

sayılarınıiçeren bir indis kümesi ve γ0, bu kümenin bir yı̆gılma noktasıolmak üzere

(x, γ)→ (x0, γ0) ve 0 < δ < δ0 iken

∞∑
m=1


x0+δ∫
x0−δ

|Hγ,m(s− x)|
∣∣∣{µ(|x0 − s|)}

′

s

∣∣∣ ds+ 2 |Hγ,m(0)|µ(|x0 − x|)
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fonksiyonunun sınırlıolduğu T kümesi üzerinde

lim
(x,γ)→(x0,γ0)

Ψγ(g;x) =
∞∑
m=1

Img
m(x0)

gerçeklenir.

Burada, m = 1, ... olmak üzere gm fonksiyonu, g fonksiyonunun m− inci kuvvetidir.

İspat. x0 ∈ (a, b) noktası, g ∈ Lp(a, b) (1 ≤ p <∞) fonksiyonunun µ−genelleştirilmi̧s

Lebesgue noktasıve g fonksiyonu, sup
s∈(a,b)

|g(s)| = A olmak üzere (a, b) aralı̆gıüzerinde

sınırlı bir fonksiyon olsun. x0 ∈ (a, b) için Ψγ(f ;x) operatörü ile
∞∑
m=1

Img
m(x0)

toplamı arasındaki farkın limitinin sıfıra gittiğini göstermeliyiz. Burada, dikkat

edilirseA2 sınıfının (a) şartından ve teoremde verilen hipotezden dolayı
∞∑
m=1

Img
m(x0)

toplamısonlu bir toplamdır.

Kabul edelim ki 0 < δ < δ0 için x0 + δ < b, x0 − δ > a ve 0 < x0 − x < δ
2
olsun.

Şimdi, p = 1 olma durumunu ve 1 < p <∞ durumunu ayrıayrıispatlayalım.

Öncelikle, p = 1 olmak üzere g ∈ L1(a, b) olduğunu kabul edelim.

σγ =

∣∣∣∣∣Ψγ(g;x)−
∞∑
m=1

Img
m(x0)

∣∣∣∣∣
olsun. Kesim 3.1 de, (3.3) ile verilen gm1 fonksiyonu tanımıyardımıyla

∞∑
m=1

 ∞∫
−∞

gm1 (x0)Hγ,m(s− x)ds


sonsuz toplamıσγ ifadesine eklenip çıkarılırsa,

σγ =

∣∣∣∣∣Ψγ(g;x)−
∞∑
m=1

Img
m(x0)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
∞∑
m=1

 b∫
a

gm(s)Hγ,m(s− x)ds

− ∞∑
m=1

Img
m(x0)

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
∞∑
m=1

 b∫
a

gm(s)Hγ,m(s− x)ds

− ∞∑
m=1

 ∞∫
−∞

gm1 (x0)Hγ,m(s− x)ds


+

∞∑
m=1

 ∞∫
−∞

gm1 (x0)Hγ,m(s− x)ds

− ∞∑
m=1

Img
m(x0)

∣∣∣∣∣∣
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eşitliği elde edilir. Bu son eşitlikte, (3.3) ile verilen gm1 fonksiyonu tanımıkullanılır

ve gerekli düzenlemeler yapılırsa,

σγ =

∣∣∣∣∣∣
∞∑
m=1

 b∫
a

gm(s)Hγ,m(s− x)ds

− ∞∑
m=1

 b∫
a

gm(x0)Hγ,m(s− x)ds


−
∞∑
m=1

 ∫
R\(a,b)

gm(x0)Hγ,m(s− x)ds


+

∞∑
m=1

 ∞∫
−∞

gm(x0)Hγ,m(s− x)ds

− ∞∑
m=1

Img
m(x0)

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣
∞∑
m=1

 b∫
a

(gm(s)− gm(x0))Hγ,m(s− x)ds

− ∞∑
m=1

 ∫
R\(a,b)

gm(x0)Hγ,m(s− x)ds


+
∞∑
m=1

gm(x0)

 ∞∫
−∞

Hγ,m(s− x)ds− Im

∣∣∣∣∣∣
eşitliği bulunur. Daha sonra, mutlak değer fonksiyonunun özelliği kullanılır ve bu

ifade büyütülürse,

σγ ≤
∞∑
m=1

 b∫
a

|gm(s)− gm(x0)| |Hγ,m(s− x)| ds


+
∞∑
m=1

 ∫
R\(a,b)

|gm(x0)| |Hγ,m(s− x)| ds


+
∞∑
m=1

|gm(x0)|

∣∣∣∣∣∣
∞∫

−∞

Hγ,m(s− x)ds− Im

∣∣∣∣∣∣
eşitsizliği elde edilir. Şimdi, bu son eşitsizliğin sağ tarafındaki ifadelere sırasıyla

σ1 =
∞∑
m=1

 b∫
a

|gm(s)− gm(x0)| |Hγ,m(s− x)| ds

 ,

σ2 =

∞∑
m=1

|gm(x0)|
∫

R\(a,b)

|Hγ,m(s− x)| ds,

σ3 =

∞∑
m=1

|gm(x0)|

∣∣∣∣∣∣
∞∫

−∞

Hγ,m(s− x)ds− Im

∣∣∣∣∣∣
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diyelim ve ardından σ1, σ2 ve σ3 integrallerini hesaplayalım.

Öncelikle, σ2 integralini inceleyelim. Verilen hipotezden dolayı

sup
m∈N
|gm(x0)| ≤ sup

m∈N
(mAm) <∞

eşitsizliği göz önüne alınırsa,

σ2 =
∞∑
m=1

|gm(x0)|
∫

R\(a,b)

|Hγ,m(s− x)| ds

≤
∞∑
m=1

[
sup
m∈N

(mAm)

] ∫
R\(a,b)

|Hγ,m(s− x)| ds


eşitsizliği elde edilir. Daha sonra, A2 sınıfının (c) şartıolan her ξ > 0 noktasıiçin,

lim
γ→γ0

[ ∞∑
m=1

[ ∫
|s|>ξ
|Hγ,m(s)| ds

]]
= 0

ve sup
m∈N

(mAm) < ∞ olduğu dikkate alınırsa x noktasıx0 noktasına, γ noktasıda γ0

noktasına yaklaşırken σ2 integrali için,

lim
(x,γ)→(x0,γ0)

(σ2) = lim
(x,γ)→(x0,γ0)

 ∞∑
m=1

|gm(x0)|
∫

R\(a,b)

|Hγ,m(s− x)| ds


≤ lim

(x,γ)→(x0,γ0)

 ∞∑
m=1

[
sup
m∈N

(mAm)

] ∫
R\(a,b)

|Hγ,m(s− x)| ds




= 0

bulunur.

Şimdi, σ3 integralini inceleyelim. A2 sınıfının (a) şartından, Im pozitif sonlu reel

sayılar ve
∞∑
m=1

Im <∞ olmak üzere

∞∫
−∞

Hγ,m(s)ds = Im
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ve sup
m∈N

(mAm) <∞ olduğu dikkate alınırsa, σ3 integrali için

lim
(x,γ)→(x0,γ0)

(σ3) = lim
(x,γ)→(x0,γ0)

 ∞∑
m=1

|gm(x0)|

∣∣∣∣∣∣
∞∫

−∞

Hγ,m(s− x)ds− Im

∣∣∣∣∣∣


≤ lim
(x,γ)→(x0,γ0)

 ∞∑
m=1

[
sup
m∈N

(mAm)

] ∣∣∣∣∣∣
∞∫

−∞

Hγ,m(s− x)ds− Im

∣∣∣∣∣∣


= 0

elde edilir. Sonuç olarak, σ2 ve σ3 integralleri incelendiğinde (x, γ) → (x0, γ0) iken

(σ2)→ 0 ve (σ3)→ 0 gerçeklenir.

Şimdi, σ1 integrali için de x noktasıx0 noktasına, γ noktasıda γ0 noktasına yak-

laşırken σ1 integralinin sıfıra yaklaştı̆gınıgösterelim.

σ1 =
∞∑
m=1

b∫
a

|gm(s)− gm(x0)| |Hγ,m(s− x)| ds

integralini, δ reel sayısı olmak üzere 0 < δ < δ0 için aşağıdaki gibi dört kısma

ayıralım.

σ1 =
∞∑
m=1


x0−δ∫
a

|gm(s)− gm(x0)| |Hγ,m(s− x)| ds

+

x0∫
x0−δ

|gm(s)− gm(x0)| |Hγ,m(s− x)| ds

+

x0+δ∫
x0

|gm(s)− gm(x0)| |Hγ,m(s− x)| ds

+

b∫
x0+δ

|gm(s)− gm(x0)| |Hγ,m(s− x)| ds
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olsun. Şimdi, sırasıyla bu integrallere

σ11 =

∞∑
m=1

 x0−δ∫
a

|gm(s)− gm(x0)| |Hγ,m(s− x)| ds

 ,

σ12 =

∞∑
m=1

 x0∫
x0−δ

|gm(s)− gm(x0)| |Hγ,m(s− x)| ds

 ,

σ13 =

∞∑
m=1

 x0+δ∫
x0

|gm(s)− gm(x0)| |Hγ,m(s− x)| ds

 ,

σ14 =

∞∑
m=1

 b∫
x0+δ

|gm(s)− gm(x0)| |Hγ,m(s− x)| ds


diyelim ve daha sonra her bir integrali ayrıayrıhesaplayalım.

σ11 integrali için, A2 sınıfının (d) şartıkullanılırsa,

σ11 =
∞∑
m=1

 x0−δ∫
a

|gm(s)− gm(x0)| |Hγ,m(s− x)| ds


≤

∞∑
m=1

[
sup
|u|> δ

2

|Hγ,m(u)|
] x0−δ∫

a

|gm(s)− gm(x0)| ds

eşitsizliği elde edilir. Bu son eşitsizlikte, mutlak değer fonksiyonunun ve supremu-

mun özelliği kullanılır, ardından ifade büyütülürse

σ11 ≤
∞∑
m=1

[
sup
|u|> δ

2

|Hγ,m(u)|
]

sup
m∈N


x0−δ∫
a

|gm(s)| ds+

x0−δ∫
a

|gm(x0)| ds


eşitsizliği bulunur. Son olarak, hipotezden

sup
m∈N
|gm(x0)| ≤ sup

m∈N
(mAm) <∞

olduğu dikkate alınırsa,

σ11 ≤
∞∑
m=1

[
sup
|u|> δ

2

|Hγ,m(u)|
]{

sup
m∈N
‖gm‖L1(a,b) + (b− a) sup

m∈N
(mAm)

}

≤
∞∑
m=1

[
sup
|u|> δ

2

|Hγ,m(u)|
]{

(b− a) sup
m∈N

(mAm) + (b− a) sup
m∈N

(mAm)

}

= 2(b− a)

( ∞∑
m=1

[
sup
|u|> δ

2

|Hγ,m(u)|
]{

sup
m∈N

(mAm)

})
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eşitsizliğinin sağlandı̆gıgörülür.

Şimdi, benzer şekilde σ14 integralini inceleyelim.

σ14 =
∞∑
m=1

 b∫
x0+δ

|gm(s)− gm(x0)| |Hγ,m(s− x)| ds


ifadesine A2 sınıfının (d) şartıuygulanırsa,

σ14 ≤
∞∑
m=1

[
sup
|u|> δ

2

|Hγ,m(u)|
] b∫
x0+δ

|gm(s)− gm(x0)| ds

eşitsizliği elde edilir. Bu son eşitsizlikte, mutlak değer fonksiyonunun ve supremu-

mun özelliği kullanılır, ardından ifade büyütülürse

σ14 ≤
∞∑
m=1

[
sup
|u|> δ

2

|Hγ,m(u)|
]

sup
m∈N


b∫

x0+δ

|gm(s)| ds+

b∫
x0+δ

|gm(x0)| ds


eşitsizliği bulunur. Daha sonra, hipotezden

sup
m∈N
|gm(x0)| ≤ sup

m∈N
(mAm) <∞

olduğu göz önüne alınırsa,

σ14 ≤
∞∑
m=1

[
sup
|u|> δ

2

|Hγ,m(u)|
]{

sup
m∈N
‖gm‖L1(a,b) + (b− a) sup

m∈N
(mAm)

}

≤
∞∑
m=1

[
sup
|u|> δ

2

|Hγ,m(u)|
]{

(b− a) sup
m∈N

(mAm) + (b− a) sup
m∈N

(mAm)

}

= 2(b− a)

( ∞∑
m=1

[
sup
|u|> δ

2

|Hγ,m(u)|
]{

sup
m∈N

(mAm)

})

olduğu görülür. Sonuç olarak, A2 sınıfının (b) şartıolan her ξ > 0 noktasıiçin,

lim
γ→γ0

[ ∞∑
m=1

[
sup
|s|>ξ
|Hγ,m(s)|

]]
= 0

eşitliğinden ve teoremde verilen hipotezden dolayı(x, γ) → (x0, γ0) iken σ11 ve σ14

integrallerinin sıfıra yaklaştı̆gı, yani

lim
(x,γ)→(x0,γ0)

(σ11) = 0 ve lim
(x,γ)→(x0,γ0)

(σ14) = 0

olduğu görülür.
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Şimdi, σ12 ve σ13 integrallerini hesaplayalım.

Öncelikle, Lemma 2.1 de verilen eşitlik ve (a, b) aralı̆gında g fonksiyonunun sınırlılı̆gı

kullanılırsa, mpA(m−1)p > 0 sonlu reel sayılar olmak üzere m = 1, 2, ... için

|gm(s)− gm(x0)|p =
∣∣(g(s)− g(x0))

(
g(s)m−1 + g(s)m−2g(x0) + ...+ g(x0)m−1

)∣∣p
≤ mpA(m−1)p |g(s)− g(x0)|p (3.20)

eşitsizliği yazılabilir. Burada, p = 1 durumunu incelediğimizden dolayı, (3.20) eşit-

sizliği

|gm(s)− gm(x0)| ≤ mA(m−1) |g(s)− g(x0)|

biçiminde ifade edilebilir. O halde, bu son eşitsizlik yardımıyla, σ12 ve σ13 integralleri

için

σ12 =
∞∑
m=1

 x0∫
x0−δ

|gm(s)− gm(x0)| |Hγ,m(s− x)| ds


≤

∞∑
m=1

mA(m−1)

 x0∫
x0−δ

|g(s)− g(x0)| |Hγ,m(s− x)| ds


ve

σ13 =
∞∑
m=1

 x0+δ∫
x0

|gm(s)− gm(x0)| |Hγ,m(s− x)| ds


≤

∞∑
m=1

mA(m−1)

 x0+δ∫
x0

|g(s)− g(x0)| |Hγ,m(s− x)| ds


eşitsizlikleri yazılabilir. Şimdi, bulduğumuz bu eşitsizlikteki son toplamlara sırasıyla,

σ121 =

∞∑
m=1

mA(m−1)

 x0∫
x0−δ

|g(s)− g(x0)| |Hγ,m(s− x)| ds

 ,

σ131 =
∞∑
m=1

mA(m−1)

 x0+δ∫
x0

|g(s)− g(x0)| |Hγ,m(s− x)| ds


diyelim ve ardından σ121 ve σ131 integrallerini µ−genelleştirilmi̧s Lebesgue noktası

tanımıyardımıyla hesaplayalım.

x0 ∈ (a, b) noktası, g ∈ L1(a, b) fonksiyonunun µ−genelleştirilmi̧s Lebesgue noktası

olduğundan tanımıgereği her ε > 0 için en az bir 0 < δ < δ0 var öyle ki tüm
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0 < h̃ ≤ δ < δ0 için (3.1) ve (3.2) eşitsizlikleri ile (3.6) ve (3.7) eşitliklerinin

sağlandı̆gınıbiliyoruz. O halde

|σ121| =

∣∣∣∣∣∣
∞∑
m=1

mA(m−1)

 x0∫
x0−δ

|g(s)− g(x0)| |Hγ,m(s− x)| ds

∣∣∣∣∣∣
eşitsizliğinde g ∈ L1(a, b) olmak üzere Hγ,m(s) çekirdek fonksiyonu integrallenebilen,

monoton bir fonksiyon ve (3.6) ile tanımlanan F (s) fonksiyonu integrallenebilir bir

fonksiyonun belirsiz integrali olduğundan Teorem 2.5 gereği, F (s) fonksiyonuna göre

Stieltjes integrallenebilirdir. Bundan dolayı(3.6) ile tanımlanan F (s) fonksiyonunun

diferansiyeli kullanılırsa,

|σ121| =

∣∣∣∣∣∣
∞∑
m=1

mA(m−1)

(S)

x0∫
x0−δ

|Hγ,m(s− x)| d [−F (s)]

∣∣∣∣∣∣
eşitsizliği elde edilir. Bu eşitsizliğin sağ tarafında bulunan Stieltjes integraline kısmi

integrasyon uygulanırsa

|σ121| ≤
∞∑
m=1

mA(m−1)
{

[− |Hγ,m(s− x)| |F (s)|] |x0x0−δ

+

x0∫
x0−δ

|F (s)|
(
∂

∂s
|Hγ,m(s− x)|

)
ds


=

∞∑
m=1

mA(m−1) {− |Hγ,m(x0 − x)| |F (x0)|+ |Hγ,m(x0 − δ − x)| |F (x0 − δ)|

+

x0∫
x0−δ

|F (s)|
(
∂

∂s
|Hγ,m(s− x)|

)
ds

 (3.21)

eşitsizliği gerçeklenir. Daha sonra, (3.8) eşitsizliğinde s = x0 alınır ve µ(0) = 0

olduğu dikkate alınırsa, |F (x0)| = 0 bulunur. Bu ifade, (3.21) eşitsizliğinde yerine

yazılırsa

|σ121| ≤
∞∑
m=1

mA(m−1) {|Hγ,m(x0 − δ − x)| |F (x0 − δ)|

+

x0∫
x0−δ

|F (s)|
(
∂

∂s
|Hγ,m(s− x)|

)
ds


eşitsizliği elde edilir. Ayrıca, (3.8) eşitsizliğinde s = x0 − δ alınırsa, |F (x0 − δ)| ≤

εµ(δ) eşitsizliğinin sağladı̆gıgörülür. Bulunan bu ifade son eşitsizlikte yerine yazılırsa,
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sonuç olarak

|σ121| ≤ ε
∞∑
m=1

mA(m−1) {|Hγ,m(x0 − δ − x)|µ(δ)

+

x0∫
x0−δ

µ(x0 − s)
(
∂

∂s
|Hγ,m(s− x)|

)
ds

 (3.22)

eşitsizliği bulunur. Şimdi,

Vm(s) =


s∨

x0−x−δ

Hγ,m(t) , x0 − x− δ < s ≤ x0 − x

0 , s = x0 − x− δ
(3.23)

biçiminde salınım fonksiyonu tanımlayalım.

(3.22) eşitsizliği, (3.23) ile tanımladı̆gımız salınım fonksiyonu tanımıyardımıyla

|σ121| ≤ ε
∞∑
m=1

mA(m−1) {|Hγ,m(x0 − δ − x)|µ(δ)

+

x0−x∫
x0−x−δ

µ(x0 − x− s)dVm(s)


şeklinde yazılabilir. Daha sonra, bu eşitsizliğin sağ tarafındaki integrale kısmi in-

tegrasyon uygulanırsa,

|σ121| ≤ ε
∞∑
m=1

mA(m−1) {|Hγ,m(x0 − δ − x)|µ(δ)

+Vm(s)µ(x0 − x− s)|x0−xx0−x−δ +

x0−x∫
x0−x−δ

Vm(s) {µ(x0 − x− s)}
′

s ds


eşitsizliğinin sağlandı̆gıgörülür. Burada, integral sınırlarıyerine yazılırsa, σ121 için

|σ121| ≤ ε
∞∑
m=1

mA(m−1) {|Hγ,m(x0 − δ − x)|µ(δ) + Vm(x0 − x)µ(x0 − x− x0 + x)

−Vm(x0 − δ − x)µ(x0 − x− x0 + x+ δ) +

x0−x∫
x0−x−δ

Vm(s) {µ(x0 − x− s)}
′

s ds


= ε

∞∑
m=1

mA(m−1) {|Hγ,m(x0 − δ − x)|µ(δ) + Vm(x0 − x)µ(0)

−Vm(x0 − δ − x)µ(δ) +

x0−x∫
x0−x−δ

Vm(s) {µ(x0 − x− s)}
′

s ds
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eşitsizliği bulunur. (3.23) ile tanımlanan salınım fonksiyonu tanımından

Vm(x0 − δ − x) = 0 gerçeklendiği görülür. Ayrıca, µ(0) = 0 olduğu dikkate alınıp,

gerekli sadeleştirmeler yapılırsa

|σ121| ≤ ε
∞∑
m=1

mA(m−1) {|Hγ,m(x0 − δ − x)|µ(δ)

+

x0−x∫
x0−x−δ

Vm(s) {µ(x0 − x− s)}
′

s ds


eşitsizliği sağlanır. Şimdi, integral sınırınıaşağıdaki şekilde iki kısma ayıralım.

|σ121| ≤ ε
∞∑
m=1

mA(m−1) {|Hγ,m(x0 − δ − x)|µ(δ)

+

 0∫
x0−x−δ

+

x0−x∫
0

Vm(s) {µ(x0 − x− s)}
′

s ds


olsun. (3.23) ile tanımlanan Vm salınım fonksiyonu tanımıyardımıyla

|σ121| ≤ ε
∞∑
m=1

mA(m−1) {|Hγ,m(x0 − δ − x)|µ(δ)

+

0∫
x0−x−δ

(
s∨

x0−x−δ

|Hγ,m(t)|
)
{µ(x0 − x− s)}

′

s ds

+

x0−x∫
0

(
s∨

x0−x−δ

|Hγ,m(t)|
)
{µ(x0 − x− s)}

′

s ds


eşitsizliği yazılabilir. Bu son eşitsizliğin sağ tarafında bulunan ilk integralin in-

tegrasyon bölgesinde yani x0−x−δ ≤ s ≤ 0 aralı̆gındaki her s için Hγ,m(s) çekirdek

fonksiyonu azalmayan iken, ikinci integralin integrasyon bölgesinde yani

0 ≤ s ≤ x0 − x aralı̆gındaki her s için ise Hγ,m(s) çekirdek fonksiyonu, s = 0

durumunda (x0 − x − δ, 0) aralı̆gında azalmayan, s = x0 − x durumunda da (x0 −

x− δ, 0) aralı̆gında azalmayan, (0, x0− x) aralı̆gında artmayan bir fonksiyon olduğu
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dikkate alınırsa,

|σ121| ≤ ε
∞∑
m=1

mA(m−1) {|Hγ,m(x0 − δ − x)|µ(δ)

+

0∫
x0−x−δ

(
s∨

x0−x−δ

|Hγ,m(t)|
)
{µ(x0 − x− s)}

′

s ds

+

x0−x∫
0

(
0∨

x0−x−δ

|Hγ,m(t)|+
s∨
0

|Hγ,m(t)|
)
{µ(x0 − x− s)}

′

s ds


eşitsizliğinin sağlandı̆gıgörülür. Salınım fonksiyonun özelliği kullanılırsa

|σ121| ≤ ε
∞∑
m=1

mA(m−1) {|Hγ,m(x0 − δ − x)|µ(δ)

+

0∫
x0−x−δ

(|Hγ,m(s)| − |Hγ,m(x0 − x− δ)|) {µ(x0 − x− s)}
′

s ds

+

x0−x∫
0

(|Hγ,m(0)| − |Hγ,m(x0 − x− δ)|

+ |Hγ,m(0)| − |Hγ,m(s)|) {µ(x0 − x− s)}
′

s ds
}

eşitsizliği sağlanır. Gerekli düzenlemeler yapılır ve ifade büyütülürse, sonuç olarak

|σ121| ≤ ε
∞∑
m=1

mA(m−1) {|Hγ,m(x0 − δ − x)|µ(δ) + 2 |Hγ,m(0)|µ(|x0 − x|)

− |Hγ,m(x0 − x− δ)|µ(δ) +

x0−x∫
x0−x−δ

|Hγ,m(s)| {µ(x0 − x− s)}
′

s ds


= ε

∞∑
m=1

mA(m−1) {2 |Hγ,m(0)|µ(|x0 − x|)

+

x0∫
x0−δ

|Hγ,m(s− x)| {µ(x0 − s)}
′

s ds

 (3.24)

eşitsizliği bulunur.

Şimdi, benzer şekilde (3.7) ile tanımlananG(s) fonksiyonu yardımıyla σ131 integralini

hesaplayalım.

|σ131| =

∣∣∣∣∣∣
∞∑
m=1

mA(m−1)

 x0+δ∫
x0

|g(s)− g(x0)| |Hγ,m(s− x)| ds

∣∣∣∣∣∣
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eşitliği için g ∈ L1(a, b) olmak üzere Hγ,m(s) çekirdek fonksiyonu integrallebilen,

monoton bir fonksiyon ve (3.7) ile tanımlanan G(s) fonksiyonu integrallenebilir bir

fonksiyonun belirsiz integrali olduğundan Teorem 2.5 gereği, G(s) fonksiyonuna göre

Stieltjes integrallenebilirdir. Bundan dolayı(3.7) ile tanımlanan G(s) fonksiyonunun

diferansiyeli kullanılırsa,

|σ131| ≤
∞∑
m=1

mA(m−1)

(S)

x0+δ∫
x0

|Hγ,m(s− x)| |dG(s)|


eşitsizliği bulunur. Bu son eşitsizliğin, sağ tarafında bulunan Stieltjes integraline

kısmi integrasyon uygulanırsa,

|σ131| ≤
∞∑
m=1

mA(m−1)
{
|Hγ,m(s− x)| |G(s)| |x0+δ

x0

+

x0+δ∫
x0

|G(s)|
(
∂

∂s
(− |Hγ,m(s− x)|)

)
ds


=

∞∑
m=1

mA(m−1) {|Hγ,m(x0 + δ − x)| |G(x0 + δ)| − |Hγ,m(x0 − x)| |G(x0)|

+

x0+δ∫
x0

|G(s)|
(
∂

∂s
(− |Hγ,m(s− x)|)

)
ds


eşitsizliği yazılabilir. (3.9) eşitsizliğinde s = x0 alınır ve µ(0) = 0 olduğu kullanılırsa,

|G(x0)| = 0 olduğu görülür ve bu ifade son eşitsizlikte yerine yazılırsa,

|σ131| ≤
∞∑
m=1

mA(m−1) {|Hγ,m(x0 + δ − x)| |G(x0 + δ)|

+

x0+δ∫
x0

|G(s)|
(
∂

∂s
(− |Hγ,m(s− x)|)

)
ds


eşitsizliği elde edilir. Ayrıca, (3.9) eşitsizliğinde s = x0 + δ alınırsa, |G(x0 + δ)| ≤

εµ(δ) eşitsizliğinin sağlandı̆gıgörülür. Bu ifade de yerine yazılırsa, sonuç olarak

|σ131| ≤ ε
∞∑
m=1

mA(m−1) {|Hγ,m(x0 + δ − x)|µ(δ)

+

x0+δ∫
x0

µ(s− x0)

(
∂

∂s
(− |Hγ,m(s− x)|)

)
ds
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eşitsizliği bulunur. Şimdi,

Ṽm(s) =


x0−x+δ∨

s

Hγ,m(t) , x0 − x ≤ s < x0 − x+ δ

0 , s = x0 − x+ δ

(3.25)

biçiminde yeni bir salınım fonksiyonu daha tanımlayalım. σ131 integrali, (3.25) ile

tanımlanan salınım fonksiyonu tanımıyardımıyla

|σ131| ≤ ε

∞∑
m=1

mA(m−1) {|Hγ,m(x0 + δ − x)|µ(δ)

+

x0−x+δ∫
x0−x

µ(s− x0 + x)

(
∂

∂s

(
−Ṽm(s)

))
ds


şeklinde yazılabilir. Bu son eşitsizliğin sağ tarafındaki integrale kısmi integrasyon

uygulanırsa,

|σ131| ≤ ε
∞∑
m=1

mA(m−1) {|Hγ,m(x0 + δ − x)|µ(δ)

−Ṽm(s)µ(s− x0 + x)|x0−x+δ
x0−x +

x0−x+δ∫
x0−x

Ṽm(s) {µ(s− x0 + x)}
′

s ds


eşitsizliğinin sağlandı̆gıgörülür. İntegral sınırlarıyerine yazılırsa,

|σ131| ≤ ε
∞∑
m=1

mA(m−1) {|Hγ,m(x0 + δ − x)|µ(δ)

−Ṽm(x0 − x+ δ)µ(x0 − x+ δ − x0 + x)

+Ṽm(x0 − x)µ(x0 − x− x0 + x)

+

x0−x+δ∫
x0−x

Ṽm(s) {µ(s− x0 + x)}
′

s ds


eşitsizliği bulunur. (3.25) ile tanımlanan salınım fonksiyonu tanımından

Ṽm(x0 − x + δ) = 0 gerçeklendiği görülür. Ayrıca, µ(0) = 0 olduğu dikkate alınıp,

gerekli sadeleştirmeler yapılırsa, σ131 integrali için

|σ131| ≤ ε

∞∑
m=1

mA(m−1) {|Hγ,m(x0 + δ − x)|µ(δ)

+

x0−x+δ∫
x0−x

Ṽm(s) {µ(s− x0 + x)}
′

s ds
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eşitsizliği elde edilir. Ardından, (3.25) ile tanımlanan salınım fonksiyonu tanımı

kullanılır ve gerekli düzenlemeler yapılırsa,

|σ131| ≤ ε
∞∑
m=1

mA(m−1) {|Hγ,m(x0 + δ − x)|µ(δ)

+

x0−x+δ∫
x0−x

[
x0−x+δ∨

s

|Hγ,m(t)|
]
{µ(s− x0 + x)}

′

s ds


= ε

∞∑
m=1

mA(m−1) {|Hγ,m(x0 + δ − x)|µ(δ)

+

x0+δ∫
x0

[
x0+δ∨
s

|Hγ,m(t− x)|
]
{µ(s− x0)}

′

s ds


eşitsizliğinin sağladı̆gıgörülür. x0 ≤ s ≤ x0 + δ aralı̆gındaki tüm s ler için (3.25) ile

tanımlanan salınım fonksiyonunun tanımıdikkate alınırsa,

|σ131| ≤ ε
∞∑
m=1

mA(m−1) {|Hγ,m(x0 + δ − x)|µ(δ)

+

x0+δ∫
x0

[|Hγ,m(s− x)| − |Hγ,m(x0 + δ − x)|] {µ(s− x0)}
′

s ds


= ε

∞∑
m=1

mA(m−1) {|Hγ,m(x0 + δ − x)|µ(δ)− |Hγ,m(x0 + δ − x)|µ(δ)

+

x0+δ∫
x0

|Hγ,m(s− x)| {µ(s− x0)}
′

s ds


= ε

∞∑
m=1

mA(m−1)

x0+δ∫
x0

|Hγ,m(s− x)| {µ(s− x0)}
′

s ds (3.26)

eşitsizliği yazılabilir. Sonuç olarak, σ121 ve σ131 integralleri için bulunan (3.24) ve

(3.26) eşitsizliklerini birleştirirsek

|σ121|+ |σ131| ≤ ε sup
m∈N

(
mA(m−1)

) ∞∑
m=1


x0+δ∫
x0−δ

|Hγ,m(s− x)|
∣∣∣{µ(|x0 − s|)}

′

s

∣∣∣ ds
+2 |Hγ,m(0)|µ(|x0 − x|)}

eşitsizliği elde edilir. Bu eşitsizliğin sağ tarafındaki ifadenin hipotez gereği sınırlı

olduğu göz önüne alınırsa istenilen elde edilir. Yani, p = 1 durumunda g ∈ L1(a, b)
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için

lim
(x,γ)→(x0,γ0)

Ψγ(g;x) =
∞∑
m=1

Img
m(x0)

eşitliğinin sağladı̆gıgörülür ve ispat tamamlanır.

Şimdi, aynı teoremin 1 < p < ∞ için g ∈ Lp(a, b) durumunda yaklaşımını is-

patlayalım. x0 ∈ (a, b) noktası, 1 < p < ∞ için g ∈ Lp(a, b) fonksiyonunun

µ−genelleştirilmi̧s Lebesgue noktasıolduğundan her ε > 0 için en az bir 0 < δ < δ0

var öyle ki tüm 0 < h̃ ≤ δ < δ0 için

x0∫
x0−h̃

|g (s)− g (x0)|p ds ≤ εpµ
(
h̃
)

(3.27)

ve

x0+h̃∫
x0

|g (s)− g(x0)|p ds ≤ εpµ
(
h̃
)

(3.28)

eşitsizlikleri sağlanır. p = 1 durumuna benzer şekilde (3.3) ile verilen gm1 fonksi-

yonu tanımıyardımıyla σγ =

∣∣∣∣∣Ψγ(g;x)−
∞∑
m=1

Img
m(x0)

∣∣∣∣∣ farkına gerekli düzenlemeler
yapılırsa

σγ =

∣∣∣∣∣Ψγ(g;x)−
∞∑
m=1

Img
m(x0)

∣∣∣∣∣
≤

∞∑
m=1

 b∫
a

|gm(s)− gm(x0)| |Hγ,m(s− x)| ds


+
∞∑
m=1

 ∫
R \(a,b)

|gm(x0)| |Hγ,m(s− x)| ds


+

∞∑
m=1

|gm(x0)|

∣∣∣∣∣∣
∫
R

Hγ,m(s− x)ds− Im

∣∣∣∣∣∣
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eşitsizliğinin sağladı̆gıgörülür. Ardından, Lemma 2.2 dikkate alınırsa σγ ifadesi için

σpγ ≤ 2p

 ∞∑
m=1

b∫
a

|gm(s)− gm(x0)| |Hγ,m(s− x)| ds

+
∞∑
m=1

∫
R\(a,b)

|gm(x0)| |Hγ,m(s− x)| ds


p

+2p

 ∞∑
m=1

|gm(x0)|

∣∣∣∣∣∣
∞∫

−∞

Hγ,m(s− x)ds− Im

∣∣∣∣∣∣
p

eşitsizliği yazılabilir. Bulunan bu eşitsizliğe bir kez daha Lemma 2.2 uygulanırsa

σpγ ≤ 22p

 ∞∑
m=1

 b∫
a

|gm(s)− gm(x0)| |Hγ,m(s− x)| ds

p

+22p

 ∞∑
m=1

|gm(x0)|
∫

R\(a,b)

|Hγ,m(s− x)| ds


p

+2p

 ∞∑
m=1

|gm(x0)|

∣∣∣∣∣∣
∞∫

−∞

Hγ,m(s− x)ds− Im

∣∣∣∣∣∣
p

eşitsizliği elde edilir. Bu son eşitsizliğin sağ tarafındaki ifadelere sırasıyla

ν1 =

 ∞∑
m=1

 b∫
a

|gm(s)− gm(x0)| |Hγ,m(s− x)| ds

p

,

ν2 =

 ∞∑
m=1

|gm(x0)|
∫

R\(a,b)

|Hγ,m(s− x)| ds


p

ve

ν3 =

 ∞∑
m=1

|gm(x0)|

∣∣∣∣∣∣
∫
R

Hγ,m(s− x)ds− Im

∣∣∣∣∣∣
p

diyelim ve daha sonra da ν1, ν2 ve ν3 integrallerini hesaplayalım.
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Öncelikle, ν2 ve ν3 integrallerini inceleyelim. A2 sınıfının (c) şartından dolayı

lim
(x,γ)→(x0,γ0)

(ν2) = lim
(x,γ)→(x0,γ0)

 ∞∑
m=1

|gm(x0)|
∫

R\(a,b)

|Hγ,m(s− x)| ds


p

≤

 lim
(x,γ)→(x0,γ0)

∞∑
m=1

[
sup
m∈N

(mAm)

] ∫
R\(a,b)

|Hγ,m(s− x)| ds



p

= 0

olduğu görülür ve A2 sınıfının (a) şartından ise

lim
(x,γ)→(x0,γ0)

(ν3) = lim
(x,γ)→(x0,γ0)

 ∞∑
m=1

|gm(x0)|

∣∣∣∣∣∣
∞∫

−∞

Hγ,m(s− x)ds− Im

∣∣∣∣∣∣
p

≤

 lim
(x,γ)→(x0,γ0)

∞∑
m=1

[
sup
m∈N

(mAm)

] ∣∣∣∣∣∣
∞∫

−∞

Hγ,m(s− x)ds− Im

∣∣∣∣∣∣
p

= 0

elde edilir. Sonuç olarak, ν2 ve ν3 integralleri için (x, γ) → (x0, γ0) iken (ν2) → 0

ve (ν3)→ 0 sağlanır.

Şimdi, ν1 integralini ele alalım. ν1 integralinin (x, γ) → (x0, γ0) iken sıfıra yak-

laştı̆gınıgösterelim.

ν1 =

 ∞∑
m=1

 b∫
a

|gm(s)− gm(x0)| |Hγ,m(s− x)| ds

p

eşitliğindeki integrale Teorem 2.1 ile verilen Hölder eşitsizliği uygulanırsa

ν1 ≤

 ∞∑
m=1

 b∫
a

|gm(s)− gm(x0)|p |Hγ,m(s− x)| ds


1
p

×

 ∞∫
−∞

|Hγ,m(s)| ds

 1
q


p

eşitsizliği bulunur. Ardından, bu son eşitsizlikteki sonsuz toplama Teorem 2.2 ile

verilen Hölder eşitsizliği uygulanırsa

ν1 ≤


 ∞∑
m=1

b∫
a

|gm(s)− gm(x0)|p |Hγ,m(s− x)| ds


1
p

×

 ∞∑
m=1

∞∫
−∞

|Hγ,m(s)| ds

 1
q


p

=

 ∞∑
m=1

b∫
a

|gm(s)− gm(x0)|p |Hγ,m(s− x)| ds

×
 ∞∑
m=1

∞∫
−∞

|Hγ,m(s)| ds


p
q
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eşitsizliği elde edilir ve bu eşitsizlikteki ilk toplama

ν11 =
∞∑
m=1

b∫
a

|gm(s)− gm(x0)|p |Hγ,m(s− x)| ds

diyelim. Burada,
∞∑
m=1

∞∫
−∞

|Hγ,m(s)| ds ifadesi A2 sınıfının (a) şartından dolayıson-

ludur ve 1
p

+ 1
q

= 1 sağlanır. Şimdi, δ reel sayısıolmak üzere 0 < δ < δ0 için ν11

integralini aşağıdaki gibi dört kısma ayıralım.

ν11 =
∞∑
m=1


x0−δ∫
a

|gm(s)− gm(x0)|p |Hγ,m(s− x)| ds

+

x0∫
x0−δ

|gm(s)− gm(x0)|p |Hγ,m(s− x)| ds

+

x0+δ∫
x0

|gm(s)− gm(x0)|p |Hγ,m(s− x)| ds

+

b∫
x0+δ

|gm(s)− gm(x0)|p |Hγ,m(s− x)| ds


olsun ve sırasıyla bu integralleri

ν111 =
∞∑
m=1

 x0−δ∫
a

|gm(s)− gm(x0)|p |Hγ,m(s− x)| ds

 ,

ν121 =

∞∑
m=1

 x0∫
x0−δ

|gm(s)− gm(x0)|p |Hγ,m(s− x)| ds

 ,

ν131 =

∞∑
m=1

 x0+δ∫
x0

|gm(s)− gm(x0)|p |Hγ,m(s− x)| ds

 ,

ν141 =
∞∑
m=1

 b∫
x0+δ

|gm(s)− gm(x0)|p |Hγ,m(s− x)| ds


biçiminde ifade edelim. Daha sonra da ν111, ν121, ν131 ve ν141 integrallerini hesapla-

yalım.

Öncelikle, ν111 integralini inceleyelim. ν111 integrali için A2 sınıfının (d) şartıkul-
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lanılır ve ifade büyütülürse,

ν111 =

∞∑
m=1

 x0−δ∫
a

|gm(s)− gm(x0)|p |Hγ,m(s− x)| ds


≤

∞∑
m=1

[
sup
|u|> δ

2

|Hγ,m(u)|
] x0−δ∫

a

|gm(s)− gm(x0)|p ds

eşitsizliği elde edilir. Bu son eşitsizlikte, önce Lemma 2.2 ve daha sonra supremumun

özelliği kullanılıp ifade büyütülürse, ν111 integrali için

ν111 ≤ 2p
∞∑
m=1

[
sup
|u|> δ

2

|Hγ,m(u)|
]

sup
m∈N


x0−δ∫
a

|gm(s)|p ds+

x0−δ∫
a

|gm(x0)|p ds


eşitsizliği bulunur. Son olarak, verilen teoremin hipotezinden

sup
m∈N
|gm(x0)| ≤ sup

m∈N
(mAm) <∞

olduğu dikkate alınırsa,

ν111 ≤ 2p
∞∑
m=1

[
sup
|u|> δ

2

|Hγ,m(u)|
]{

sup
m∈N
‖gm‖Lp(a,b) + (b− a) sup

m∈N
(mAm)

}

≤ 2p
∞∑
m=1

[
sup
|u|> δ

2

|Hγ,m(u)|
]{

(b− a) sup
m∈N

(mAm) + (b− a) sup
m∈N

(mAm)

}

= 2p+1(b− a)

( ∞∑
m=1

[
sup
|u|> δ

2

|Hγ,m(u)|
]{

sup
m∈N

(mAm)

})
(3.29)

eşitsizliğinin sağlandı̆gıgörülür.

Şimdi, benzer şekilde ν141 integralini inceleyelim.

ν141 =

∞∑
m=1

 b∫
x0+δ

|gm(s)− gm(x0)|p |Hγ,m(s− x)| ds


ifadesine A2 sınıfının (d) şartıuygulanır ve ifade büyütülürse,

ν141 ≤
∞∑
m=1

[
sup
|u|> δ

2

|Hγ,m(u)|
] b∫
x0+δ

|gm(s)− gm(x0)|p ds

eşitsizliği elde edilir. Bu son eşitsizlikte önce Lemma 2.2 ve daha sonra supremumun
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özelliği kullanılıp ifade büyütülürse, ν141 integrali için de

ν141 ≤ 2p
∞∑
m=1

[
sup
|u|> δ

2

|Hγ,m(u)|
]

sup
m∈N


b∫

x0+δ

|gm(s)|p ds+

b∫
x0+δ

|gm(x0)|p ds


≤ 2p

∞∑
m=1

[
sup
|u|> δ

2

|Hγ,m(u)|
]{

sup
m∈N
‖gm‖Lp(a,b) + (b− a) sup

m∈N
(mAm)

}

≤ 2p+1(b− a)

( ∞∑
m=1

[
sup
|u|> δ

2

|Hγ,m(u)|
]{

sup
m∈N

(mAm)

})
(3.30)

eşitsizliği bulunur. Sonuç olarak, ν111 ve ν141 integralleri için bulunan (3.29) ve

(3.30) eşitsizliklerinde A2 sınıfının (b) şartıolan her ξ > 0 noktasıiçin,

lim
γ→γ0

[ ∞∑
m=1

[
sup
|s|>ξ
|Hγ,m(s)|

]]
= 0

eşitliği ve f fonksiyonunun sınırlılı̆gı dikkate alınırsa x noktası x0 noktasına, γ

noktasıda γ0 noktasına yaklaşırken ν111 ve ν141 integrallerinin de sıfıra yaklaştı̆gı

görülür. Yani,

lim
(x,γ)→(x0,γ0)

(ν111) = 0 ve lim
(x,γ)→(x0,γ0)

(ν141) = 0

olduğu görülür.

Şimdi, ν121 ve ν131 integrallerini hesaplayalım. ν121 ve ν131 integralleri için öncelikle

Lemma 2.1 göz önüne alınırsa,

ν121 =
∞∑
m=1

 x0∫
x0−δ

|gm(s)− gm(x0)|p |Hγ,m(s− x)| ds


≤

∞∑
m=1

mpA(m−1)p

 x0∫
x0−δ

|g(s)− g(x0)|p |Hγ,m(s− x)| ds


ve

ν131 =
∞∑
m=1

 x0+δ∫
x0

|gm(s)− gm(x0)|p |Hγ,m(s− x)| ds


≤

∞∑
m=1

mpA(m−1)p

 x0+δ∫
x0

|g(s)− g(x0)|p |Hγ,m(s− x)| ds
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eşitsizlikleri yazılabilir. Bu son iki eşitsizliğin sağ tarafındaki toplamlara sırasıyla

ν1211 =
∞∑
m=1

mpA(m−1)p

 x0∫
x0−δ

|g(s)− g(x0)|p |Hγ,m(s− x)| ds


ve

ν1311 =
∞∑
m=1

mpA(m−1)p

 x0+δ∫
x0

|g(s)− g(x0)|p |Hγ,m(s− x)| ds


diyelim. Ardından, ν1211 ve ν1311 integrallerini µ−genelleştirilmi̧s Lebesgue noktası

tanımıyardımıyla hesaplayalım.

(3.27) ve (3.28) eşitsizliklerin sağlandı̆gınıgöz önüne alarak

F̃ (s) =

x0∫
s

|g(z)− g(x0)|p dz (3.31)

ve

G̃(s) =

s∫
x0

|g(z)− g(x0)|p dz (3.32)

fonksiyonlarınıtanımlayalım. Burada, δ > 0 olmak üzere x0 − s ≤ δ iken∣∣∣F̃ (s)
∣∣∣ ≤ εpµ(x0 − s) (3.33)

eşitsizliği ve s− x0 ≤ δ iken ise∣∣∣G̃(s)
∣∣∣ ≤ εpµ(s− x0) (3.34)

eşitsizliği sağlanır. O halde,

|ν1211| =

∣∣∣∣∣∣
∞∑
m=1

mpA(m−1)p

 x0∫
x0−δ

|g(s)− g(x0)|p |Hγ,m(s− x)| ds

∣∣∣∣∣∣
eşitliği için Hγ,m(s) çekirdek fonksiyonu integrallenebilen, monoton bir fonksiyon

ve (3.31) ile tanımlanan F̃ (s) fonksiyonu integrallenebilir bir fonksiyonun belirsiz

integrali olduğundan Teorem 2.5 gereği, F̃ (s) fonksiyonuna göre Stieltjes integral-

lenebilirdir. Bundan dolayı(3.31) ile tanımlanan F̃ (s) fonksiyonunun diferansiyeli

kullanılırsa,

|ν1211| ≤
∞∑
m=1

mpA(m−1)p

−(S)

x0∫
x0−δ

|Hγ,m(s− x)|
∣∣∣dF̃ (s)

∣∣∣
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eşitsizliği elde edilir. Bu son eşitsizliğin sağ tarafındaki Stieltjes integraline kısmi

integrasyon uygulanırsa

|ν1211| ≤
∞∑
m=1

mpA(m−1)p
{[
− |Hγ,m(s− x)|

∣∣∣F̃ (s)
∣∣∣] |x0x0−δ

+

x0∫
x0−δ

∣∣∣F̃ (s)
∣∣∣ ( ∂

∂s
|Hγ,m(s− x)|

)
ds


=

∞∑
m=1

mpA(m−1)p
{
− |Hγ,m(x0 − x)|

∣∣∣F̃ (x0)
∣∣∣

+ |Hγ,m(x0 − δ − x)|
∣∣∣F̃ (x0 − δ)

∣∣∣
+

x0∫
x0−δ

∣∣∣F̃ (s)
∣∣∣ ( ∂

∂s
|Hγ,m(s− x)|

)
ds


eşitsizliği yazılabilir. (3.33) eşitsizliğinde s = x0 alınır ve µ(0) = 0 olduğu kul-

lanılırsa,
∣∣∣F̃ (x0)

∣∣∣ = 0 sağlanır. Bulunan bu ifade, son eşitsizlikte yerine yazılırsa

|ν1211| ≤
∞∑
m=1

mpA(m−1)p
{
|Hγ,m(x0 − δ − x)|

∣∣∣F̃ (x0 − δ)
∣∣∣

+

x0∫
x0−δ

∣∣∣F̃ (s)
∣∣∣ ( ∂

∂s
|Hγ,m(s− x)|

)
ds


eşitsizliği elde edilir. Ayrıca, yine (3.33) eşitsizliğinde t = x0−δ alınırsa,

∣∣∣F̃ (x0 − δ)
∣∣∣ ≤

εpµ(δ) eşitsizliğinin gerçeklendiği görülür. Sonuç olarak,

|ν1211| ≤ εp
∞∑
m=1

mpA(m−1)p {|Hγ,m(x0 − δ − x)|µ(δ)

+

x0∫
x0−δ

µ(x0 − s)
(
∂

∂s
|Hγ,m(s− x)|

)
ds


eşitsizliği bulunur. Şimdi, (3.23) ile tanımlanan Vm salınım fonksiyonunun tanımını

kullanalım. O halde, p = 1 durumuna benzer i̧slemler uygulanırsa ν1211 integrali
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için,

|ν1211| ≤ εp
∞∑
m=1

mpA(m−1)p {|Hγ,m(x0 − δ − x)|µ(δ)

+

x0−x∫
x0−x−δ

µ(x0 − x− s)
(
∂

∂s
(Vm(s))

)
ds


= εp

∞∑
m=1

mpA(m−1)p {2 |Hγ,m(0)|µ(|x0 − x|)

+

x0∫
x0−δ

|Hγ,m(s− x)| {µ(x0 − s)}
′

s ds

 (3.35)

eşitsizliği bulunur.

Şimdi, benzer şekilde (3.32) ile verilen G̃(s) fonksiyonu tanımıyardımıyla ν1311 in-

tegrali hesaplayalım. Hγ,m(s) çekirdek fonksiyonu integrallenebilen, monoton bir

fonksiyon ve (3.32) ile tanımlanan G̃(s) fonksiyonu integrallenebilir bir fonksiyonun

belirsiz integrali olduğundan Teorem 2.5 gereği, G̃(s) fonksiyonuna göre Stieltjes

integrallenebilirdir. Bundan dolayı, (3.32) ile tanımlanan G̃(s) fonksiyonunun dife-

ransiyeli kullanılırsa,

|ν1311| =

∣∣∣∣∣∣
∞∑
m=1

mpA(m−1)p

 x0+δ∫
x0

|g(s)− g(x0)|p |Hγ,m(s− x)| ds

∣∣∣∣∣∣
≤

∞∑
m=1

mpA(m−1)p

(S)

x0+δ∫
x0

|Hγ,m(s− x)|
∣∣∣dG̃(s)

∣∣∣


eşitsizliği bulunur. Bu eşitsizlikteki Stieltjes integraline, kısmi integrasyon uygu-
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lanırsa,

|ν1311| ≤
∞∑
m=1

mpA(m−1)p
{[
|Hγ,m(s− x)|

∣∣∣G̃(s)
∣∣∣] |x0+δ

x0

+

x0+δ∫
x0

∣∣∣G̃(s)
∣∣∣ ( ∂

∂s
(− |Hγ,m(s− x)|)

)
ds


=

∞∑
m=1

mpA(m−1)p
{
|Hγ,m(x0 + δ − x)|

∣∣∣G̃(x0 + δ)
∣∣∣

− |Hγ,m(x0 − x)|
∣∣∣G̃(x0)

∣∣∣
+

x0+δ∫
x0

∣∣∣G̃(s)
∣∣∣ ( ∂

∂s
(− |Hγ,m(s− x)|)

)
ds


eşitsizliği elde edilir. (3.34) eşitsizliğinde, s = x0 alınır ve µ(0) = 0 olduğu kul-

lanılırsa,
∣∣∣G̃(x0)

∣∣∣ = 0 sağlanır. Bulunan bu ifade, son eşitsizlikte yerine yazılırsa

|ν1311| ≤
∞∑
m=1

mpA(m−1)p
{
|Hγ,m(x0 + δ − x)|

∣∣∣G̃(x0 + δ)
∣∣∣

+

x0+δ∫
x0

∣∣∣G̃(s)
∣∣∣ ( ∂

∂s
(− |Hγ,m(s− x)|

)
ds


eşitsizliği bulunur ve yine (3.34) eşitsizliğinde s = x0 + δ alınırsa,

∣∣∣G̃(x0 + δ)
∣∣∣ ≤

εpµ(δ) eşitsizliğinin sağlandı̆gıgörülür ve sonuç olarak

|ν1311| ≤ εp
∞∑
m=1

mpA(m−1)p {|Hγ,m(x0 + δ − x)|µ(δ)

+

x0+δ∫
x0

µ(s− x0)

(
∂

∂s
(− |Hγ,m(s− x)|)

)
ds


eşitsizliği elde edilir. Son olarak, (3.25) ile verilen Ṽm salınım fonksiyonu tanımı

kullanılır ve p = 1 durumuna benzer i̧slemler uygulanırsa ν1311 integrali için

|ν1311| ≤ εp
∞∑
m=1

mpA(m−1)p {|Hγ,m(x0 + δ − x)|µ(δ)

+

x0−x+δ∫
x0−x

µ(s− x0 + x)

(
∂

∂s

(
−Ṽm(s)

))
ds


= εp

∞∑
m=1

mpA(m−1)p

 x0+δ∫
x0

|Hγ,m(s− x)| {µ(s− x0)}
′

s ds

 (3.36)
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eşitsizliğinin sağlandı̆gı görülür. ν1211 ve ν1311 integralleri için bulunan (3.35) ve

(3.36) eşitsizlikleri birleştirilirse

|ν1211|+ |ν1311| ≤ εp sup
m∈N

(
mpA(m−1)p

) ∞∑
m=1


x0+δ∫
x0−δ

|Hγ,m(s− x)|
∣∣∣{µ(|x0 − s|)}

′

s

∣∣∣ ds
+2 |Hγ,m(0)|µ(|x0 − x|)}

eşitsizliği yazılabilir. Bu son eşitsizliğin sağ tarafındaki ifadenin hipotez gereği sınırlı

olduğu dikkate alınırsa istenilen sonuca varırız. Sonuç olarak, 1 ≤ p < ∞ duru-

munda g ∈ Lp(a, b) fonksiyonu için

lim
(x,γ)→(x0,γ0)

Ψγ(g;x) =

∞∑
m=1

Img
m(x0)

yaklaşımıelde edilir.

Teorem 3.3, 0 < |x0 − x| < δ
2
ifadesinin 0 < x0 − x < δ

2
durumu için ispatlanmı̧stır.

Diğer durumda benzer şekilde elde edilmektedir.

Sonuç olarak istenilen elde edilmi̧stir ve ispat tamamlanmı̧stır.

Teorem 3.3 de özel olarak (a, b) aralı̆gıyerine R alınırsa, bu durumda Teorem 3.3

aşağıdaki şekilde ifade ve ispat edilir.

Teorem 3.4 x0 ∈ R noktası, g ∈ Lp(R) (1 ≤ p <∞) fonksiyonunun µ−genelleşti-

rilmi̧s Lebesgue noktasıve g fonksiyonu, sup
s∈R
|g(s)| = B (B ∈ (0, 1)) olmak üzere R

üzerinde sınırlıbir fonksiyon ve her bir sabit 1 ≤ p < ∞ değeri için sup
m∈N

(mpBmp)

ve sup
m∈N
‖gm‖pLp(R) ifadeleri sonlu olsun. Bu takdirde Γ 6= ∅, negatif olmayan γ reel

sayılarınıiçeren bir indis kümesi ve γ0, bu kümenin bir yı̆gılma noktasıolmak üzere

(x, γ)→ (x0, γ0) ve 0 < δ < δ0 iken

∞∑
m=1


x0+δ∫
x0−δ

|Hγ,m(s− x)|
∣∣∣{µ(|x0 − s|)}

′

s

∣∣∣ ds+ 2 |Hγ,m(0)|µ(|x0 − x|)


fonksiyonunun sınırlıolduğu T

′
kümesi üzerinde

lim
(x,γ)→(x0,γ0)

Ψγ(g;x) =
∞∑
m=1

Img
m(x0)

gerçeklenir.

Burada, m = 1, ... olmak üzere gm fonksiyonu, g fonksiyonunun m− inci kuvvetidir.
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İspat. x0 ∈ R noktası, g ∈ Lp(R) (1 ≤ p <∞) fonksiyonunun µ−genelleştirilmi̧s

Lebesgue noktasıve g fonksiyonu, sup
s∈R
|g(s)| = B olmak üzere R üzerinde sınırlıbir

fonksiyon olsun. Şimdi, p = 1 ve 1 < p < ∞ durumlarınıayrıayrı inceleyelim.

Kabul edelim ki 0 < δ < δ0 için x0 + δ < b, x0 − δ > a ve 0 < x0 − x < δ
2
olsun.

Öncelikle, p = 1 olmak üzere g ∈ L1(R) olduğunu kabul edelim.

ωγ =

∣∣∣∣∣Ψγ(g;x)−
∞∑
m=1

Img
m(x0)

∣∣∣∣∣
olsun.

ωγ =

∣∣∣∣∣Ψγ(g;x)−
∞∑
m=1

Img
m(x0)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
∞∑
m=1

 ∞∫
−∞

gm(s)Hγ,m(s− x)ds

− ∞∑
m=1

Img
m(x0)

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
∞∑
m=1

 ∞∫
−∞

gm(s)Hγ,m(s− x)ds

− ∞∑
m=1

 ∞∫
−∞

gm(x0)Hγ,m(s− x)ds


+
∞∑
m=1

 ∞∫
−∞

gm(x0)Hγ,m(s− x)ds

− ∞∑
m=1

Img
m(x0)

∣∣∣∣∣∣
eşitliği yazılabilir. Bu eşitlikte gerekli düzenlemeler yapılır, daha sonra mutlak değer

fonksiyonunun özelliği kullanılırsa

ωγ ≤
∞∑
m=1

 ∞∫
−∞

|gm(s)− gm(x0)| |Hγ,m(s− x)| ds


+
∞∑
m=1

|gm(x0)|

∣∣∣∣∣∣
∞∫

−∞

Hγ,m(s− x)ds− Im

∣∣∣∣∣∣
eşitsizliği elde edilir. Bu son eşitsizliğin sağ tarafında elde edilen ifadelere sırasıyla

ω1 =

∞∑
m=1

 ∞∫
−∞

|gm(s)− gm(x0)| |Hγ,m(s− x)| ds


ve

ω2 =

∞∑
m=1

|gm(x0)|

∣∣∣∣∣∣
∞∫

−∞

Hγ,m(s− x)ds− Im

∣∣∣∣∣∣
diyelim ve sonra da x, x0 ve γ, γ0 yaklaşırken ω1ve ω2 ifadelerinin ise sıfıra yak-

laştı̆gınıgösterelim.
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ω2 integrali için, A2 sınıfının (a) şartıve hipotezden,

sup
m∈N
|gm(x0)| ≤ sup

m∈N
(mBm) <∞

eşitsizliği göz önüne alınırsa

lim
(x,γ)→(x0,γ0)

(ω2) = lim
(x,γ)→(x0,γ0)

 ∞∑
m=1

|gm(x0)|

∣∣∣∣∣∣
∞∫

−∞

Hγ,m(s− x)ds− Im

∣∣∣∣∣∣


≤ lim
(x,γ)→(x0,γ0)

 ∞∑
m=1

[
sup
m∈N

(mBm)

] ∣∣∣∣∣∣
∞∫

−∞

Hγ,m(s− x)ds− Im

∣∣∣∣∣∣


= 0

elde edilir. Sonuç olarak, ω2 integralinin (x, γ) → (x0, γ0) iken (ω2) → 0 olduğu

görülür.

Şimdi, ω1 integrali için de (x, γ) → (x0, γ0) iken ω1 integralinin sıfıra yaklaştı̆gını

gösterelim. ω1 integralini,

ω1 =
∞∑
m=1

∞∫
−∞

|gm(s)− gm(x0)| |Hγ,m(s− x)| ds

=
∞∑
m=1


x0−δ∫
−∞

|gm(s)− gm(x0)| |Hγ,m(s− x)| ds

+

x0∫
x0−δ

|gm(s)− gm(x0)| |Hγ,m(s− x)| ds

+

x0+δ∫
x0

|gm(s)− gm(x0)| |Hγ,m(s− x)| ds

+

∞∫
x0+δ

|gm(s)− gm(x0)| |Hγ,m(s− x)| ds


şeklinde dört parçaya ayıralım. Sırasıyla bu integrallere

ω11 =
∞∑
m=1

 x0−δ∫
−∞

|gm(s)− gm(x0)| |Hγ,m(s− x)| ds

 ,

ω12 =

∞∑
m=1

 x0∫
x0−δ

|gm(s)− gm(x0)| |Hγ,m(s− x)| ds

 ,
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ω13 =
∞∑
m=1

 x0+δ∫
x0

|gm(s)− gm(x0)| |Hγ,m(s− x)| ds



ve

ω14 =
∞∑
m=1

 ∞∫
x0+δ

|gm(s)− gm(x0)| |Hγ,m(s− x)| ds



diyelim. Öncelikle ω11 ve ω14 integrallerini daha sonra da ω12 ve ω13 integrallerini

hesaplayalım.

ω11 integrali için önce mutlak değer fonksiyonunun özelliği sonra da A2 sınıfının (d)

şartıolan Hγ,m(s) çekirdek fonksiyonunun her bir γ ∈ Γ için s nin bir fonksiyonu

olarak (−δ0, 0) aralı̆gıüzerinde azalmayan bir fonksiyon olduğu göz önüne alınırsa,

ω11 =
∞∑
m=1

 x0−δ∫
−∞

|gm(s)− gm(x0)| |Hγ,m(s− x)| ds


≤

∞∑
m=1


x0−δ∫
−∞

|gm(s)| |Hγ,m(s− x)| ds+

x0−δ∫
−∞

|gm(x0)| |Hγ,m(s− x)| ds


≤

∞∑
m=1


[

sup
|u|> δ

2

|Hγ,m(u)|
] x0−δ∫
−∞

|gm(s)| ds+ sup
m∈N

(mBm)

x0−δ∫
−∞

|Hγ,m(s− x)| ds


eşitsizliği elde edilir. Son olarak, norm tanımıkullanılırsa ω11 integrali için

ω11 ≤
∞∑
m=1


[

sup
|u|> δ

2

|Hγ,m(u)|
]

sup
m∈N
‖gm‖L1(R) + sup

m∈N
(mBm)

x0−δ∫
−∞

|Hγ,m(s− x)| ds


(3.37)

eşitsizliği yazılabilir.

Şimdi, benzer şekilde ω14 integralini hesaplayalım. ω14 integrali için önce mut-

lak değer fonksiyonunun özelliği daha sonra da A2 sınıfının (d) şartıolan Hγ,m(s)

çekirdek fonksiyonu her bir γ ∈ Γ için s nin bir fonksiyonu olarak (0, δ0) aralı̆gı
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üzerinde artmayan bir fonksiyon olduğu dikkate alınırsa

ω14 =
∞∑
m=1

 ∞∫
x0+δ

|gm(s)− gm(x0)| |Hγ,m(s− x)| ds


=

∞∑
m=1


∞∫

x0+δ

|gm(s)| |Hγ,m(s− x)| ds+

∞∫
x0+δ

|gm(x0)| |Hγ,m(s− x)| ds


≤

∞∑
m=1


[

sup
|u|> δ

2

|Hγ,m(u)|
] ∞∫
x0+δ

|gm(s)| ds+ sup
m∈N

(mBm)

∞∫
x0+δ

|Hγ,m(s− x)| ds


eşitsizliği elde edilir. Bu son eşitsizlikte, norm tanımıkullanılırsa ω14 integrali için

ω14 ≤
∞∑
m=1


[

sup
|u|> δ

2

|Hγ,m(u)|
]

sup
m∈N
‖gm‖L1(R) + sup

m∈N
(mBm)

∞∫
x0+δ

|Hγ,m(s− x)| ds


(3.38)

eşitsizliği bulunur.

Şimdi, ω12 ve ω13 integrallerini inceleyelim. µ−genelleştirilmi̧s Lebesgue noktası

tanımıyardımıyla, ω12 ve ω13 integralleri Teorem 3.3’e benzer şekilde incelenirse,

|ω12| ≤ ε
∞∑
m=1

mB(m−1)

2 |Hγ,m(0)|µ(|x0 − x|) +

x0∫
x0−δ

|Hγ,m(s− x)| {µ(x0 − s)}
′

s ds


(3.39)

ve

|ω13| ≤ ε

∞∑
m=1

mB(m−1)

 x0+δ∫
x0

|Hγ,m(s− x)|
∣∣∣{µ(s− x0)}

′

s

∣∣∣ ds
 (3.40)

eşitsizlikleri bulunur. Ardından, (3.39) ve (3.40) eşitsizlikleri birleştirilir ve gerekli

düzenlemeler yapılırsa,

|ω12|+ |ω13| ≤ ε sup
m∈N

(
mB(m−1)

) ∞∑
m=1


x0+δ∫
x0−δ

|Hγ,m(s− x)|
∣∣∣{µ(|x0 − s|)}

′

s

∣∣∣ ds
+2 |Hγ,m(0)|µ(|x0 − x|)} (3.41)
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eşitsizliği yazılabilir. Sonuç olarak, (3.37), (3.38) ve (3.41) eşitsizliklerinden

ωγ ≤
∞∑
m=1


[

sup
|u|> δ

2

|Hγ,m(u)|
]

sup
m∈N
‖gm‖L1(R) + sup

m∈N
(mBm)

x0−δ∫
−∞

|Hγ,m(s− x)| ds


+

∞∑
m=1


[

sup
|u|> δ

2

|Hγ,m(u)|
]

sup
m∈N
‖gm‖L1(R) + sup

m∈N
(mBm)

∞∫
x0+δ

|Hγ,m(s− x)| ds


+ε sup

m∈N

(
mB(m−1)

) ∞∑
m=1


x0+δ∫
x0−δ

|Hγ,m(s− x)|
∣∣∣{µ(|x0 − s|)}

′

s

∣∣∣ ds
+2 |Hγ,m(0)|µ(|x0 − x|)}

eşitsizliği elde edilir. Bu son eşitsizlikte, g fonksiyonunun sınırlılı̆gıve verilen hipotez

kullanılırsa, p = 1 için istenilen ispat elde edilir.

Şimdi, aynıteoremin 1 < p <∞ için g ∈ Lp(R) durumunda yaklaşımınıinceleyelim.

p = 1 durumuna benzer şekilde, ωγ =

∣∣∣∣∣Ψγ(g;x)−
∞∑
m=1

Img
m(x0)

∣∣∣∣∣ farkına gerekli
düzenlemeler yapılırsa

ωγ =

∣∣∣∣∣Ψγ(g;x)−
∞∑
m=1

Img
m(x0)

∣∣∣∣∣
≤

∞∑
m=1

 ∞∫
−∞

|gm(s)− gm(x0)| |Hγ,m(s− x)| ds


+
∞∑
m=1

|gm(x0)|

∣∣∣∣∣∣
∞∫

−∞

Hγ,m(s− x)ds− Im

∣∣∣∣∣∣
eşitsizliğinin sağladı̆gıgörülür. ωγ ifadesi için Lemma 2.2 kullanılırsa

ωpγ ≤ 2p

 ∞∑
m=1

 ∞∫
−∞

|gm(s)− gm(x0)| |Hγ,m(s− x)| ds

p

+2p

 ∞∑
m=1

|gm(x0)|

∣∣∣∣∣∣
∞∫

−∞

Hγ,m(s− x)ds− Im

∣∣∣∣∣∣
p

eşitsizliği yazılabilir. Bu son eşitsizliğin sağ tarafındaki ifadelere sırasıyla

ω
′

1 =

 ∞∑
m=1

 ∞∫
−∞

|gm(s)− gm(x0)| |Hγ,m(s− x)| ds

p

,
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ve

ω
′

2 =

 ∞∑
m=1

|gm(x0)|

∣∣∣∣∣∣
∞∫

−∞

Hγ,m(s− x)ds− Im

∣∣∣∣∣∣
p

diyelim ve daha sonra da iki parçaya ayırdı̆gımız ω
′
1 ve ω

′
2 integrallerini hesaplayalım.

ω
′
2 integrali için de A2 sınıfının (a) şartıolan Im pozitif sonlu reel sayılar ve

∞∑
m=1

Im <

∞ olmak üzere

lim
γ→γ0

 ∞∑
m=1

∣∣∣∣∣∣
∞∫

−∞

Hγ,m(s)ds− Im

∣∣∣∣∣∣
 = 0

olduğu göz önüne alınırsa x noktasıx0 noktasına, γ noktasıda γ0 noktasına yak-

laşırken

lim
(x,γ)→(x0,γ0)

(
ω
′

2

)
= lim

(x,γ)→(x0,γ0)

 ∞∑
m=1

|gm(x0)|

∣∣∣∣∣∣
∞∫

−∞

Hγ,m(s− x)ds− Im

∣∣∣∣∣∣
p

≤

 lim
(x,γ)→(x0,γ0)

∞∑
m=1

[
sup
m∈N

(mBm)

] ∣∣∣∣∣∣
∞∫

−∞

Hγ,m(s− x)ds− Im

∣∣∣∣∣∣
p

= 0

eşitliği elde edilir. Yani, sonuç olarak ω
′
2 integrali için (x, γ)→ (x0, γ0) iken

(
ω
′
2

)
→ 0

olduğu görülür.

Şimdi, ω
′
1 integrali için de x noktasıx0 noktasına, γ noktasıda γ0 noktasına yak-

laşırken ω
′
1 integralinin sıfıra yaklaştı̆gınıgösterelim.

ω
′

1 =

 ∞∑
m=1

∞∫
−∞

|gm(s)− gm(x0)| |Hγ,m(s− x)| ds

p

eşitliğinde integrale Teorem 2.1 ile verilen Hölder eşitsizliği uygulanırsa

ω
′

1 ≤

 ∞∑
m=1

 ∞∫
−∞

|gm(s)− gm(x0)|p |Hγ,m(s− x)| ds

 1
p

×

 ∞∫
−∞

|Hγ,m(s)| ds

 1
q


p

eşitsizliği bulunur. Ardından, bu son eşitsizlikteki sonsuz toplama Teorem 2.2 ile

verilen Hölder eşitsizliği uygulanırsa

ω
′

1 ≤


 ∞∑
m=1

∞∫
−∞

|gm(s)− gm(x0)|p |Hγ,m(s− x)| ds

 1
p

×

 ∞∑
m=1

∞∫
−∞

|Hγ,m(s)| ds

 1
q


p

=

 ∞∑
m=1

∞∫
−∞

|gm(s)− gm(x0)|p |Hγ,m(s− x)| ds

×
 ∞∑
m=1

∞∫
−∞

|Hγ,m(s)| ds


p
q
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eşitsizliği elde edilir ve bu eşitsizlikteki ilk toplama

ω
′

11 =
∞∑
m=1

 ∞∫
−∞

|gm(s)− gm(x0)|p |Hγ,m(s− x)| ds



diyelim. Burada,
∞∑
m=1

∞∫
−∞

|Hγ,m(s)| ds ifadesi A2 sınıfının (a) şartından dolayıson-

ludur ve 1
p

+ 1
q

= 1 dir. δ reel sayısıolmak üzere 0 < δ < δ0 için ω
′
11 integralini

aşağıdaki gibi dört kısıma ayıralım.

ω
′

11 =
∞∑
m=1


x0−δ∫
−∞

|gm(s)− gm(x0)|p |Hγ,m(s− x)| ds

+

x0∫
x0−δ

|gm(s)− gm(x0)|p |Hγ,m(s− x)| ds

+

x0+δ∫
x0

|gm(s)− gm(x0)|p |Hγ,m(s− x)| ds

+

∞∫
x0+δ

|gm(s)− gm(x0)|p |Hγ,m(s− x)| ds


olsun ve sırasıyla bu integrallere

ω
′

111 =
∞∑
m=1

 x0−δ∫
−∞

|gm(s)− gm(x0)|p |Hγ,m(s− x)| ds

 ,

ω
′

121 =
∞∑
m=1

 x0∫
x0−δ

|gm(s)− gm(x0)|p |Hγ,m(s− x)| ds

 ,

ω
′

131 =
∞∑
m=1

 x0+δ∫
x0

|gm(s)− gm(x0)|p |Hγ,m(s− x)| ds

 ,

ve

ω
′

141 =
∞∑
m=1

 ∞∫
x0+δ

|gm(s)− gm(x0)|p |Hγ,m(s− x)| ds


diyelim ve daha sonra ω

′
111, ω

′
121, ω

′
131 ve ω

′
141 integrallerini hesaplayalım.

Öncelikle, ω
′
111 integralini inceleyelim. ω

′
111 integrali için, Lemma 2.2 ve A2 sınıfının
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(d) şartıkullanılırsa,

ω
′

111 =

∞∑
m=1

 x0−δ∫
−∞

|gm(s)− gm(x0)|p |Hγ,m(s− x)| ds


≤ 2p

∞∑
m=1


x0−δ∫
−∞

|gm(s)|p |Hγ,m(s− x)| ds+

x0−δ∫
−∞

|gm(x0)|p |Hγ,m(s− x)| ds


≤ 2p

∞∑
m=1


[

sup
|u|> δ

2

|Hγ,m(u)|
] x0−δ∫
−∞

|gm(s)|p ds+ sup
m∈N

(mpBmp)

x0−δ∫
−∞

|Hγ,m(s− x)| ds


eşitsizliği elde edilir. Daha sonra, bu eşitsizliğe norm tanımıuygulanırsa ω

′
111 in-

tegrali için,

ω
′

111 ≤ 2p
∞∑
m=1


[

sup
|u|> δ

2

|Hγ,m(u)|
]

sup
m∈N
‖gm‖pLp(R) + sup

m∈N
(mpBmp)

x0−δ∫
−∞

|Hγ,m(s− x)| ds


eşitsizliği yazılabilir. ω

′
111 integraline benzer şekilde ω

′
141 integrali incelenirse ω

′
141

integrali için de,

ω
′

141 ≤ 2p
∞∑
m=1


[

sup
|u|> δ

2

|Hγ,m(u)|
] ∞∫
x0+δ

|gm(s)|p ds+ |gm(x0)|p
∞∫

x0+δ

|Hγ,m(s− x)| ds


≤ 2p

∞∑
m=1


[

sup
|u|> δ

2

|Hγ,m(u)|
]

sup
m∈N
‖gm‖pLp(R) + sup

m∈N
(mpBmp)

∞∫
x0+δ

|Hγ,m(s− x)| ds


eşitsizliği elde edilir.

Şimdi, ω
′
121 ve ω

′
131 integrallerini hesaplayalım. ω

′
121 ve ω

′
131 integralleri, µ−genelleştirilmi̧s

Lebesgue noktasıtanımıyardımıyla Teorem 3.3’e benzer şekilde incelenirse,

∣∣∣ω′121

∣∣∣ ≤ ε
∞∑
m=1

mB(m−1)

2 |Hγ,m(0)|µ(|x0 − x|) +

x0∫
x0−δ

|Hγ,m(s− x)| {µ(x0 − s)}
′

s ds


(3.42)

ve ∣∣∣ω′131

∣∣∣ ≤ ε

∞∑
m=1

mB(m−1)

 x0+δ∫
x0

|Hγ,m(s− x)|
∣∣∣{µ(s− x0)}

′

s

∣∣∣ ds
 (3.43)

eşitsizliklerinin sağlandı̆gıgörülür. ω
′
121 ve ω

′
131 integralleri için bulunan (3.42) ve
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(3.43) eşitsizlikleri birleştirilirse

∣∣∣ω′121

∣∣∣+
∣∣∣ω′131

∣∣∣ ≤ εp sup
m∈N

(
mpB(m−1)p

) ∞∑
m=1


x0+δ∫
x0−δ

|Hγ,m(s− x)|
∣∣∣{µ(|x0 − s|)}

′

s

∣∣∣ ds
+2 |Hγ,m(0)|µ(|x0 − x|)}

eşitsizliği bulunur. Sonuç olarak, 1 < p <∞ durumundan

ωγ ≤ 22p

∞∑
m=1


[

sup
|u|> δ

2

|Hγ,m(u)|
]

sup
m∈N
‖gm‖pLp(R) + sup

m∈N
(mpBmp)

x0−δ∫
−∞

|Hγ,m(s− x)| ds


+22p


∞∑
m=1

[
sup
|u|> δ

2

|Hγ,m(u)|
]

sup
m∈N
‖gm‖pLp(R) + sup

m∈N
(mpBmp)

∞∫
x0+δ

|Hγ,m(s− x)| ds


+2pεp sup

m∈N

(
mpB(m−1)p

) ∞∑
m=1


x0+δ∫
x0−δ

|Hγ,m(s− x)|
∣∣∣{µ(|x0 − s|)}

′

s

∣∣∣ ds
+2 |Hγ,m(0)|µ(|x0 − x|)}

eşitsizliğinin sağlandı̆gıgörülür. Sonuç olarak, 1 ≤ p < ∞ durumunda g ∈ Lp(R)

fonksiyonu için

lim
(x,γ)→(x0,γ0)

Ψγ(g;x) =
∞∑
m=1

Img
m(x0)

yaklaşımıelde edilir.

Teorem 3.4, 0 < |x0 − x| < δ
2
ifadesinin 0 < x0 − x < δ

2
durumu için ispatlanmı̧stır.

Diğer durumda benzer şekilde elde edilmektedir.

Sonuç olarak istenilen elde edilmi̧stir ve ispat tamamlanmı̧stır.

Yani, özel olarak alınan (a, b) aralı̆gıyerine daha genel aralık olan reel sayılar kümesi

alınsa bile aynışartlar altında yakınsamanın sağlandı̆gıgörülür.

Bu kesimdeki çalı̧smalarımızın p = 1 durumu "Fatou type convergence of singu-

lar integral operators equipped with infinite sum" adıile konferansta sunulmuştur.

Ayrıca, 1 < p <∞ durumu da "On pointwise convergence of nonlinear integrals in

Lp spaces (1 < p <∞)" adıile submit edilmi̧stir.
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4. SONLU TOPLAM İÇEREN İKİ KATLI LİNEER OLMAYAN İN-

TEGRAL OPERATÖRLERİN NOKTASAL YAKINSAKLIĞI

Bu bölümde, A3 sınıfıadınıverdiğimiz yeni bir çekirdek sınıfının tanımıverildikten

sonra aşağıdaki sonlu toplam içeren iki katlılineer olmayan integral operatörünün

µ−genelleştirilmi̧s Lebesgue noktasında noktasal yakınsaklı̆gıaraştırılmı̧stır. λ ∈ Λ

reel sayısıve (x, y) ∈ D noktalarıiçin

Uλ(g;x, y) =

n∑
m=1

 b∫
a

d∫
c

[g(s, t)]m K̃λ,m(s, t;x, y)dtds


operatöründe, f ∈ L1 (D) fonksiyonu ve Λ 6= ∅ kümesi, negatif olmayan λ reel

sayılarınıiçeren bir indis kümesidir.

Burada, D = (a, b) × (c, d) dikdörtgensel bölgesi, R2 nin keyfi sonlu açık bölgesi

ve K̃λ,m çekirdek fonksiyonu, λ ∈ Λ reel sayısıiçin K̃λ,m : R × R → R+
0 şeklinde

tanımlıdır. Ayrıca, m = 1, 2, ..., n olmak üzere gm fonksiyonu, g fonksiyonunun

m− inci kuvvetidir.

Şimdi, K̃λ,m çekirdek fonksiyonu için A3 sınıfıtanımınıverelim ve daha sonra da bu

şartlar altında Uλ(g;x, y) integral operatörünün noktasal yakınsaklı̆gınıinceleyelim.

Onun öncesinde iki katlı integraller için olan µ−genelleştirilmi̧s Lebesgue noktası

tanımınıverelim.

İki katlıintegraller için olan µ−genelleştirilmi̧s Lebesgue noktasıtanımıRydzewska

(1974) tarafından verilmi̧stir. Daha sonra benzer tanımlar başkalarıtarafından da

kullanılmı̧stır. Aşağıdaki tanım da bunlardan biridir.

Tanım 4.1 g ∈ L1(D) ve 0 < h1, h2 < δ0 olmak üzere

lim
(h1,h2)→(0,0)

1

µ1(h1)µ2(h2)

x0±h1∫
x0

y0±h2∫
y0

|g(s, t)− g(x0, y0)| dtds = 0

eşitliğinin sağlandı̆gı(x0, y0) ∈ D noktasına g fonksiyonunn µ−genelleştirilmi̧s Lebesgue

noktasıdenir. Burada, µ1(s) : R → R, (−δ0, δ0) üzerinde mutlak sürekli, (0, δ0) ü-

zerinde artan ve µ1(0) = 0 ayrıca, µ2(t) : R→ R, (−δ0, δ0) üzerinde mutlak sürekli,

(0, δ0) üzerinde artan ve µ2(0) = 0 dır (Serenbay 2014).
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Tanım 4.2 (A3 sınıfı) Λ 6= ∅, negatif olmayan λ reel sayılarını içeren bir in-

dis kümesi ve λ0, bu indis kümesinin yı̆gılma noktası olsun. m = 1, 2, ..., n için{
K̃λ,m

}
λ∈Λ
, K̃λ,m : R × R → R+

0 integrallenebilen fonksiyonlardan oluşan bir aile

olmak üzere K̃λ,m çekirdek fonksiyonuna aşağıdaki şartları sağladı̆gı takdirde A3

sınıfındandır denir:

a) Zm pozitif reel sayıolmak üzere herhangi sabit x, y reel sayılarıve m = 1, 2, ..., n

için

lim
λ→λ0

∣∣∣∣∣∣
∞∫

−∞

 ∞∫
−∞

K̃λ,m(s, t;x, y)dt

 ds− Zm

∣∣∣∣∣∣ = 0.

b) Herhangi sabit x, y reel sayısıve her ξ pozitif sayısıiçin

lim
λ→λ0

[
sup

|x−s|>ξ, |y−t|>ξ
K̃λ,m(s, t;x, y)

]
= 0.

c) Herhangi sabit x, y reel sayısıve her ξ pozitif sayısıiçin

lim
λ→λ0

∫
|x−s|>ξ

( ∫
|y−t|>ξ

K̃λ,m(s, t;x, y)dt

)
ds = 0.

d) Her bir λ ∈ Λ için K̃λ,m(s, t;x, y) çekirdek fonksiyonu, 0 < δ0 ≤ δ1 reel sayısı

olmak üzere s deği̧skenine göre (x− δ0, x) aralı̆gıüzerinde monoton artan bir fonk-

siyon ve (x, x + δ0) aralı̆gıüzerinde ise monoton azalan bir fonksiyondur. Ayrıca,

K̃λ,m(s, t;x, y) çekirdek fonksiyonu, t deği̧skenine göre (y − δ0, y) aralı̆gıüzerinde

monoton artan bir fonksiyon ve (y, y + δ0) aralı̆gıüzerinde ise monoton azalan bir

fonksiyondur. Aynızamanda her bir λ ∈ Λ için K̃λ,m(s, t;x, y) çekirdek fonksiyonu,

(s, t) deği̧skenlerine göre, (x− δ0, x)× (y− δ0, y) ve (x, x+ δ0)× (y, y+ δ0) aralıkları

üzerinde ikili monoton artan, (x, x + δ0) × (y − δ0, y) ve (x − δ0, x) × (y, y + δ0)

aralıklarıüzerinde ikili monoton azalan bir fonksiyondur.

Bu bölümde incelenen teoremde K̃λ,m çekirdek fonksiyonu, A3 sınıfına ait kabul

edilmi̧stir.

Teorem 4.1 (x0, y0) ∈ D = (a, b) × (c, d) noktası, g ∈ L1(D) fonksiyonunun

µ−genelleştirilmi̧s Lebesgue noktasıve g fonksiyonu, D bölgesinde sınırlıbir fonksi-

yon ise bu takdirde Λ 6= ∅, negatif olmayan λ reel sayılarınıiçeren bir indis kümesi
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ve λ0, bu kümenin bir yı̆gılma noktasıolmak üzere 0 < δ ≤ δ0 reel sayısıiçin λ→ λ0

iken,

n∑
m=1

 x0+δ∫
x0−δ

y0+δ∫
y0−δ

K̃λ,m(s, t;x0, y0)
∣∣∣{µ1(|x0 − s|)}

′

s

∣∣∣ ∣∣∣{µ2(|y0 − t|)}
′

t

∣∣∣ dtds


fonksiyonunun sınırlıolduğu S kümesi üzerinde

lim
λ→λ0

Uλ(g;x0, y0) =
n∑

m=1

Zm [g(x0, y0)]m

gerçeklenir.

Burada, m = 1, 2, ..., n olmak üzere gm fonksiyonu, g fonksiyonunun m− inci kuvve-

tidir.

İspat. (x0, y0) ∈ D noktası, g ∈ L1(D) fonksiyonunun µ−genelleştirilmi̧s Lebesgue

noktasıve g fonksiyonu, D bölgesinde sınırlıbir fonksiyon olmak üzere (x0, y0) ∈ D

için Uλ(g;x0, y0) operatörü ile
n∑

m=1

Zm [g(x0, y0)]m toplamıarasındaki farkın limitinin

sıfıra gittiğini göstermeliyiz.

Kabul edelim ki

Lλ =

∣∣∣∣∣Uλ(g;x0, y0)−
n∑

m=1

Zm [g(x0, y0)]m

∣∣∣∣∣
olsun. Öncelikle, hipotez gereği (x0, y0) ∈ D noktası, g ∈ L1(D) fonksiyonunun

µ−genelleştirilmi̧s Lebesgue noktasıolduğundan limit tanımıgereği her ε > 0 için

bir 0 < δ < δ0 var öyle ki tüm 0 < h1, h2 ≤ δ < δ0 için

x0∫
x0−δ

y0∫
y0−δ

|g(s, t)− g(x0, y0)| dtds ≤ εµ1(h1)µ2(h2),

x0+δ∫
x0

y0∫
y0−δ

|g(s, t)− g(x0, y0)| dtds ≤ εµ1(h1)µ2(h2),

x0∫
x0−δ

y0+δ∫
y0

|g(s, t)− g(x0, y0)| dtds ≤ εµ1(h1)µ2(h2)

ve
x0+δ∫
x0

y0+δ∫
y0

|g(s, t)− g(x0, y0)| dtds ≤ εµ1(h1)µ2(h2)
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eşitsizlikleri yazılabilir. Şimdi, m = 1, ..., n için

[g2(s, t)]m =

 [g(s, t)]m , (s, t) ∈ D

0 , (s, t) ∈ R2\D
(4.1)

fonksiyonunu tanımlayalım. Lλ farkı, (4.1) ile tanımlanan gm2 fonksiyonu yardımıyla

Lλ =

∣∣∣∣∣Uλ(g;x0, y0)−
n∑

m=1

Zm [g(x0, y0)]m

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
n∑

m=1

 b∫
a

d∫
c

[g(s, t)]m K̃λ,m(s, t;x0, y0)dtds


−

n∑
m=1

 ∞∫
−∞

∞∫
−∞

[g2(x0, y0)]m K̃λ,m(s, t;x0, y0)dtds


+

n∑
m=1

 ∞∫
−∞

∞∫
−∞

[g2(x0, y0)]m K̃λ,m(s, t;x0, y0)dtds

− n∑
m=1

Zm [g(x0, y0)]m

∣∣∣∣∣∣
şeklinde yazılabilir. Ardından D bölgesinden oluşan integral sınırıiki kısma ayrılır

ve n sonlu sayıolduğundan toplam ile integral yer deği̧stirilirse

Lλ =

∣∣∣∣∣∣
b∫

a

d∫
c

(
n∑

m=1

[g(s, t)]mKλ,m(s, t;x0, y0)

)
dtds

−
∫∫
D

(
n∑

m=1

[g(x0, y0)]mKλ,m(s, t;x0, y0)

)
dtds

−
n∑

m=1

∫ ∫
R2\D

[g(x0, y0)]mKλ,m(s, t;x0, y0)dtds


+

n∑
m=1

 ∞∫
−∞

∞∫
−∞

[g(x0, y0)]mKλ,m(s, t;x0, y0)dtds

− n∑
m=1

Zm [f(x0, y0)]m

∣∣∣∣∣∣
eşitliği elde edilir. gm2 fonksiyonunun tanımıve mutlak değer fonksiyonunun özelliği
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kullanılıp, gerekli düzenlemeler yapılırsa

Lλ ≤
b∫

a

d∫
c

(
n∑

m=1

|[g(s, t)]m − [g(x0, y0)]m|Kλ,m(s, t;x0, y0)

)
dtds

+

n∑
m=1

|[g(x0, y0)]m|
∫ ∫
R2\D

Kλ,m(s, t;x0, y0)dtds

+
n∑

m=1

|[g(x0, y0)]m|

∣∣∣∣∣∣
∞∫

−∞

∞∫
−∞

Kλ,m(s, t;x0, y0)dtds− Zm

∣∣∣∣∣∣
eşitsizliği sağlanır. Şimdi, bu son eşitsizliğin sağ tarafında elde edilen ifadelere

sırasıyla

L1 =

b∫
a

d∫
c

(
n∑

m=1

|[g(s, t)]m − [g(x0, y0)]m| K̃λ,m(s, t;x0, y0)

)
dtds,

L2 =
n∑

m=1

|[g(x0, y0)]m|
∫ ∫
R2\D

K̃λ,m(s, t;x0, y0)dtds

ve

L3 =
n∑

m=1

|[g(x0, y0)]m|

∣∣∣∣∣∣
∞∫

−∞

∞∫
−∞

K̃λ,m(s, t;x0, y0)dtds− Zm

∣∣∣∣∣∣
diyelim ve daha sonra da λ, λ0 yaklaşırken L1, L2, L3 ifadelerinin ise sıfıra yak-

laştı̆gınıgösterelim.

Öncelikle, L2 ifadesini ele alalım. A3 sınıfının (c) şartıyani her ξ > 0 için

lim
λ→λ0

∫
|x−s|>ξ

 ∫
|y−t|>ξ

K̃λ,m(s, t;x, y)dt

 ds = 0

olduğu dikkate alınırsa

lim
λ→λ0

(L2) = lim
λ→λ0

 n∑
m=1

|[g(x0, y0)]m|
∫ ∫
R2\D

K̃λ,m(s, t;x0, y0)dtds


= 0

eşitliği elde edilir. Benzer şekilde, A3 sınıfının (a) şartıolan

lim
λ→λ0

∣∣∣∣∣∣
∞∫

−∞

∞∫
−∞

K̃λ,m(s, t;x0, y0)dtds− Zm

∣∣∣∣∣∣ = 0
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eşitliği yardımıyla ise

lim
λ→λ0

(L3) = lim
λ→λ0

 n∑
m=1

|[g(x0, y0)]m|

∣∣∣∣∣∣
∞∫

−∞

∞∫
−∞

K̃λ,m(s, t;x0, y0)dtds− Zm

∣∣∣∣∣∣


= 0

olduğu görülür. Yani, sonuç olarak λ→ λ0 iken (L2)→ 0 ve (L3)→ 0 elde edilir.

Şimdi, L1 integralini hesaplayalım. Bunun için 0 < δ < δ0 reel sayısıolmak üzere

(x0, y0) ∈ D noktalarıiçin L1 integralinin sınırınıBδ(x0, y0) = (x0−δ, x0 +δ)×(y0−

δ, y0 + δ) komşuluğu yardımıyla aşağıdaki şekilde iki parçaya ayıralım:

L1 =

b∫
a

d∫
c

(
n∑

m=1

|[g(s, t)]m − [g(x0, y0)]m| K̃λ,m(s, t;x0, y0)

)
dtds

=

∫ ∫
D\Bδ

(
n∑

m=1

|[g(s, t)]m − [g(x0, y0)]m| K̃λ,m(s, t;x0, y0)

)
dtds

+

∫∫
Bδ

(
n∑

m=1

|[g(s, t)]m − [g(x0, y0)]m| K̃λ,m(s, t;x0, y0)

)
dtds

olmak üzere sırasıyla bu integrallere

L11 =

∫ ∫
D\Bδ

(
n∑

m=1

|[g(s, t)]m − [g(x0, y0)]m| K̃λ,m(s, t;x0, y0)

)
dtds

ve

L12 =

∫∫
Bδ

(
n∑

m=1

|[g(s, t)]m − [g(x0, y0)]m| K̃λ,m(s, t;x0, y0)

)
dtds

diyelim.

Öncelikle, L11 integralini inceleyelim. L11 integraline mutlak değer fonksiyonunun

özelliği dikkate alınır ve gerekli düzenlemeler yapılırsa,

L11 ≤
∫ ∫
D\Bδ

(
n∑

m=1

{|[g(s, t)]m|+ |[g(x0, y0)]m|} K̃λ,m(s, t;x0, y0)

)
dtds

≤
n∑

m=1

 sup
|x−s|>ξ
|y−t|>ξ

K̃λ,m(s, t;x0, y0)


∫ ∫
D\Bδ

|[g(s, t)]m| dtds

+

∫ ∫
D\Bδ

|[g(x0, y0)]m| dtds
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eşitsizliği elde edilir. Daha sonra, bu eşitsizliğe norm tanımıkullanılırsa,

L11 ≤
n∑

m=1

 sup
|x−s|>ξ
|y−t|>ξ

K̃λ,m(s, t;x0, y0)
{
‖gm‖L1(D) + |[g(x0, y0)]m| (b− a)(d− c)

}
eşitsizliği bulunur. Sonuç olarak, A3 sınıfının (b) şartından ve g fonksiyonunun

sınırlılı̆gından

lim
λ→λ0

(L11) = 0

sağlanır.

Şimdi, Bδ üzerinden, L12 integralini hesaplayalım. L12 integral sınırını, Bδ komşu-

luğu yardımıyla aşağıdaki gibi ayıralım:

L12 =

∫∫
Bδ

(
n∑

m=1

|[g(s, t)]m − [g(x0, y0)]m| K̃λ,m(s, t;x0, y0)

)
dtds

=

x0+δ∫
x0−δ

y0+δ∫
y0−δ

(
n∑

m=1

|[g(s, t)]m − [g(x0, y0)]m| K̃λ,m(s, t;x0, y0)

)
dtds

≤
x0∫

x0−δ

y0∫
y0−δ

(
n∑

m=1

|[g(s, t)]m − [g(x0, y0)]m| K̃λ,m(s, t;x0, y0)

)
dtds

+

x0+δ∫
x0

y0∫
y0−δ

(
n∑

m=1

|[g(s, t)]m − [g(x0, y0)]m| K̃λ,m(s, t;x0, y0)

)
dtds

+

x0∫
x0−δ

y0+δ∫
y0

(
n∑

m=1

|[g(s, t)]m − [g(x0, y0)]m| K̃λ,m(s, t;x0, y0)

)
dtds

+

x0+δ∫
x0

y0+δ∫
y0

(
n∑

m=1

|[g(s, t)]m − [g(x0, y0)]m| K̃λ,m(s, t;x0, y0)

)
dtds

eşitsizliği sağlanır ve bu eşitsizlikteki integrallere sırasıyla

L121 =

x0∫
x0−δ

y0∫
y0−δ

(
n∑

m=1

|[g(s, t)]m − [g(x0, y0)]m| K̃λ,m(s, t;x0, y0)

)
dtds,

L122 =

x0+δ∫
x0

y0∫
y0−δ

(
n∑

m=1

|[g(s, t)]m − [g(x0, y0)]m| K̃λ,m(s, t;x0, y0)

)
dtds,
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L123 =

x0∫
x0−δ

y0+δ∫
y0

(
n∑

m=1

|[g(s, t)]m − [g(x0, y0)]m| K̃λ,m(s, t;x0, y0)

)
dtds,

L124 =

x0+δ∫
x0

y0+δ∫
y0

(
n∑

m=1

|[g(s, t)]m − [g(x0, y0)]m| K̃λ,m(s, t;x0, y0)

)
dtds

diyelim. Öncelikle, biliyoruz ki Lemma 2.1 deki eşitlik ve g fonksiyonunun sınırlılı̆gı

kullanılırsa, Bm > 0 sonlu reel sayısıolmak üzere m = 1, ..., n için

|gm(s, t)− gm(x0, y0)| ≤ Bm |g(s, t)− g(x0, y0)|

eşitsizliği yazılabilir. O halde, bu eşitsizlik yardımıyla L121, L122, L123 ve L124 in-

tegrallerini yeniden düzenlersek

L121 ≤
x0∫

x0−δ

y0∫
y0−δ

(
n∑

m=1

Bm |g(s, t)− g(x0, y0)| K̃λ,m(s, t;x0, y0)

)
dtds, (4.2)

L122 ≤
x0+δ∫
x0

y0∫
y0−δ

(
n∑

m=1

Bm |g(s, t)− g(x0, y0)| K̃λ,m(s, t;x0, y0)

)
dtds, (4.3)

L123 ≤
x0∫

x0−δ

y0+δ∫
y0

(
n∑

m=1

Bm |g(s, t)− g(x0, y0)| K̃λ,m(s, t;x0, y0)

)
dtds (4.4)

ve

L124 ≤
x0+δ∫
x0

y0+δ∫
y0

(
n∑

m=1

Bm |g(s, t)− g(x0, y0)| K̃λ,m(s, t;x0, y0)

)
dtds (4.5)

eşitsizlikleri elde edilir.

Şimdi, sırasıyla bu integralleri µ−genelleştirilmi̧s Lebesgue noktasıtanımınıda kul-

lanarak inceleyelim. µ−genelleştirilmi̧s Lebesgue noktasıolduğundan limit tanımı

yardımıyla

G1(s, t) =

x0∫
s

y0∫
t

|g(k, l)− g(x0, y0)| dldk, (4.6)

G2(s, t) =

s∫
x0

y0∫
t

|g(k, l)− g(x0, y0)| dldk, (4.7)
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G3(s, t) =

x0∫
s

t∫
y0

|g(k, l)− g(x0, y0)| dldk (4.8)

ve

G4(s, t) =

s∫
x0

t∫
y0

|g(k, l)− g(x0, y0)| dldk (4.9)

fonksiyonlarınıtanımlayalım. Bu eşitsizlikleri kullanarak, L121, L122, L123 ve L124

integrallerini inceleyelim.

Teorem 2.10 a göre, g(s, t) ∈ L1(D) ve K̃λ,m(s, t;x0, y0) çekirdek fonksiyonu integral-

lenebilen, monoton bir fonksiyon olduğundan K̃λ,m(s, t;x0, y0) çekirdek fonksiyonu

G1(s, t) fonksiyonuna göre Stieltjes integrallenebilirdir ve bu yüzden (4.2) eşitliği ile

tanımlıolan L121 integrali için,

L121 ≤ (S)

x0∫
x0−δ

y0∫
y0−δ

(
n∑

m=1

BmK̃λ,m(s, t;x0, y0)

)
dG1(s, t)

eşitsizliği sağlanır. Ardından, bu son eşitsizliğe Teorem 2.9 ile verilen kısmi in-

tegrasyon yöntemi uygulanırsa,

L121 ≤
x0∫

x0−δ

y0∫
y0−δ

n∑
m=1

BmG1(s, t)d
(
K̃λ,m(s, t;x0, y0)

)

+

x0∫
x0−δ

n∑
m=1

BmG1(s, y0 − δ)ds
(
K̃λ,m(s, y0 − δ;x0, y0)

)

+

y0∫
y0−δ

n∑
m=1

BmG1(x0 − δ, t)dt
(
K̃λ,m(x0 − δ, t;x0, y0)

)
+BmG1(x0 − δ, y0 − δ)K̃λ,m(x0 − δ, y0 − δ;x0, y0)

eşitsizliği elde edilir. (4.6) eşitliğinden x0 − s ≤ δ ve y0 − t ≤ δ iken

|G1(s, t)| ≤ εµ1(x0 − s)µ2(y0 − t), (4.10)
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eşitsizliğinin sağlandı̆gıdikkate alınrsa, L121 integrali için

|L121| ≤ Bm


x0∫

x0−δ

y0∫
y0−δ

n∑
m=1

εµ1(x0 − s)µ2(y0 − t)
∣∣∣d(K̃λ,m(s, t;x0, y0)

)∣∣∣
+

x0∫
x0−δ

n∑
m=1

εµ1(x0 − s)µ2(δ)
∣∣∣ds (K̃λ,m(s, y0 − δ;x0, y0)

)∣∣∣
+

y0∫
y0−δ

n∑
m=1

εµ1(δ)µ2(y0 − t)
∣∣∣dt (K̃λ,m(x0 − δ, t;x0, y0)

)∣∣∣
+εµ1(δ)µ2(δ)

∣∣∣K̃λ,m(x0 − δ, y0 − δ;x0, y0)
∣∣∣}

eşitsizliğinin yazılabildiği görülür. Bu eşitsizliğin sağ tarafındaki ifadelere sırasıyla

L1211 =

x0∫
x0−δ

y0∫
y0−δ

n∑
m=1

εµ1(x0 − s)µ2(y0 − t)
∣∣∣d(K̃λ,m(s, t;x0, y0)

)∣∣∣ ,
L1212 =

x0∫
x0−δ

n∑
m=1

εµ1(x0 − s)µ2(δ)
∣∣∣ds (K̃λ,m(s, y0 − δ;x0, y0)

)∣∣∣ ,
L1213 =

y0∫
y0−δ

n∑
m=1

εµ1(δ)µ2(y0 − t)
∣∣∣dt (K̃λ,m(x0 − δ, t;x0, y0)

)∣∣∣ ,
L1214 = εµ1(δ)µ2(δ)

∣∣∣K̃λ,m(x0 − δ, y0 − δ;x0, y0)
∣∣∣

diyelim ve daha sonrasında L1211, L1212, L1213 integrallerine tekrar kısmi integrasyon

uygulayalım.

İlk olarak, L1211 integralini dikkate alalım. K̃λ,m(s, t;x0, y0) çekirdek fonksiyonu,

(x0 − δ, x0) × (y0 − δ, y0) aralı̆gında (s, t) deği̧skenlerine göre artan bir fonksiyon

olduğundan

d
(
K̃λ,m(s, t;x0, y0)

)
≥ 0
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sağlanır. O halde, L1211 integraline kısmi integrasyon uygulanırsa

L1211 = ε

x0∫
x0−δ

y0∫
y0−δ

(
n∑

m=1

K̃λ,m(s, t;x0, y0) {µ1(x0 − s)}
′

s {µ2(y0 − t)}
′

t

)
dtds

+εµ2(δ)

x0∫
x0−δ

(
n∑

m=1

K̃λ,m(s, y0 − δ;x0, y0) {µ1(x0 − s)}
′

s

)
ds

+εµ1(δ)

y0∫
y0−δ

(
n∑

m=1

K̃λ,m(x0 − δ, t;x0, y0) {µ2(y0 − t)}
′

t

)
dt

+εµ1(δ)µ2(δ)K̃λ,m(x0 − δ, y0 − δ;x0, y0) (4.11)

biçiminde yazılabilir.

Şimdi, L1212 integralini ele alalım. K̃λ,m(s, y0 − δ;x0, y0) çekirdek fonksiyonu,

(x0 − δ, x0) aralı̆gında s deği̧skenine göre artan bir fonksiyon olduğundan

ds

(
K̃λ,m(s, y0 − δ;x0, y0)

)
≥ 0

sağlanır. O halde, L1212 integralinin kısmi integrasyonu için

L1212 = −εµ1(δ)µ2(δ)
n∑

m=1

K̃λ,m(x0 − δ, y0 − δ;x0, y0)

+εµ2(δ)

x0∫
x0−δ

(
n∑

m=1

K̃λ,m(s, y0 − δ;x0, y0) {µ1(x0 − s)}
′

s

)
ds

(4.12)

eşitliği elde edilir.

Son olarak, L1213 integralini ele alalım. K̃λ,m(x0 − δ, t;x0, y0) çekirdek fonksiyonu,

(y0 − δ, y0) aralı̆gında t deği̧skenine göre artan bir fonksiyon olduğundan

dt

(
K̃λ,m(x0 − δ, t;x0, y0)

)
≥ 0

sağlanır. Buna göre L1213 integraline kısmi integrasyon uygulanırsa

L1213 = −εµ1(δ)µ2(δ)
n∑

m=1

K̃λ,m(x0 − δ, y0 − δ;x0, y0)

+εµ1(δ)

y0∫
y0−δ

(
n∑

m=1

K̃λ,m(x0 − δ, t;x0, y0) {µ2(y0 − t)}
′

t

)
dt

(4.13)
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yazılabilir.

Sonuç olarak, L1211, L1212 ve L1213 integralleri için elde ettiğimiz (4.11), (4.12) ve

(4.13) sonuçlarıgöz önüne alınırsa, L121 integralinin

L121 ≤ ε

x0∫
x0−δ

y0∫
y0−δ

(
n∑

m=1

K̃λ,m(s, t;x0, y0) {µ1(x0 − s)}
′

s {µ2(y0 − t)}
′

t

)
dtds

eşitsizliğini sağladı̆gıgörülür.

Şimdi, L122 integralini ele alalım. Teorem 2.10 a göre g(s, t) ∈ L1(D) ve K̃λ,m(s, t;x0, y0)

çekirdek fonksiyonu (x0, x0 + δ) × (y0 − δ, y0) aralı̆gı üzerinde integrallenebilen,

monoton bir fonksiyon olduğundan K̃λ,m(s, t;x0, y0) çekirdek fonksiyonu G2(s, t)

fonksiyonuna göre Stieltjes integrallenebilirdir ve bu yüzden (4.3) ile tanımlıolan

L122 integrali için

L122 ≤ (S)

x0+δ∫
x0

y0∫
y0−δ

(
n∑

m=1

K̃λ,m(s, t;x0, y0)

)
dG2(s, t)

eşitsizliği sağlanır. Bu son eşitsizliğe Teorem 2.9 ile verilen kısmi integrasyon yöntemi

uygulanırsa,

L122 ≤
x0+δ∫
x0

y0∫
y0−δ

n∑
m=1

G2(s, t)d
(
K̃λ,m(s, t;x0, y0)

)

+

x0+δ∫
x0

n∑
m=1

G2(s, y0 − δ)ds
(
K̃λ,m(s, y0 − δ;x0, y0)

)

−
y0∫

y0−δ

n∑
m=1

G2(x0 + δ, t)dt

(
K̃λ,m(x0 + δ, t;x0, y0)

)
−G2(x0 + δ, y0 − δ)K̃λ,m(x0 + δ, y0 − δ;x0, y0)

eşitsizliği elde edilir. (4.7) eşitliği dikkate alınırsa, s− x0 ≤ δ ve y0 − t ≤ δ iken

|G2(s, t)| ≤ εµ1(s− x0)µ2(y0 − t) (4.14)
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eşitsizliği sağlanır ve buradan L122 integrali için,

|L122| ≤
x0+δ∫
x0

y0∫
y0−δ

n∑
m=1

εµ1(s− x0)µ2(y0 − t)
∣∣∣d(K̃λ,m(s, t;x0, y0)

)∣∣∣
+

x0+δ∫
x0

n∑
m=1

εµ1(s− x0)µ2(δ)
∣∣∣ds (K̃λ,m(s, y0 − δ;x0, y0)

)∣∣∣
+

y0∫
y0−δ

n∑
m=1

εµ1(δ)µ2(y0 − t)
∣∣∣dt (K̃λ,m(x0 + δ, t;x0, y0)

)∣∣∣
+εµ1(δ)µ2(δ)

∣∣∣K̃λ,m(x0 + δ, y0 − δ;x0, y0)
∣∣∣

eşitsizliği bulunur. Bu eşitsizliğin sağ tarafındaki ifadelere sırasıyla

L1221 =

x0+δ∫
x0

y0∫
y0−δ

n∑
m=1

εµ1(s− x0)µ2(y0 − t)
∣∣∣d(K̃λ,m(s, t;x0, y0)

)∣∣∣ ,
L1222 =

x0+δ∫
x0

n∑
m=1

εµ1(s− x0)µ2(δ)
∣∣∣ds (K̃λ,m(s, y0 − δ;x0, y0)

)∣∣∣ ,
L1223 =

y0∫
y0−δ

n∑
m=1

εµ1(δ)µ2(y0 − t)
∣∣∣dt (K̃λ,m(x0 + δ, t;x0, y0)

)∣∣∣ ,
L1224 = εµ1(δ)µ2(δ)

∣∣∣K̃λ,m(x0 + δ, y0 − δ;x0, y0)
∣∣∣

diyelim ve daha sonrasında L1221, L1222, L1223 integrallerine tekrar kısmi integrasyon

uygulayalım. K̃λ,m(s, t;x0, y0) çekirdek fonksiyonu, (x0, x0 + δ)× (y0 − δ, y0) aralı̆gı

üzerinde (s, t) deği̧skenine göre azalan bir fonksiyon olduğundan

d
(
K̃λ,m(s, t;x0, y0)

)
≤ 0

sağlanır. O halde L1221 integralinin kısmi integrasyonu

L1221 = −ε
x0+δ∫
x0

y0∫
y0−δ

(
n∑

m=1

K̃λ,m(s, t;x0, y0) {µ1(s− x0)}
′

s {µ2(y0 − t)}
′

t

)
dtds

−εµ2(δ)

x0∫
x0−δ

(
n∑

m=1

K̃λ,m(s, y0 − δ;x0, y0) {µ1(s− x0)}
′

s

)
ds

+εµ1(δ)

y0∫
y0−δ

(
n∑

m=1

K̃λ,m(x0 − δ, t;x0, y0) {µ2(y0 − t)}
′

t

)
dt

+εµ1(δ)µ2(δ)K̃λ,m(x0 + δ, y0 − δ;x0, y0) (4.15)
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şeklindedir.

L1222 integralinde de K̃λ,m(s, y0 − δ;x0, y0) çekirdek fonksiyonu, (x0, x0 + δ) aralı̆gı

üzerinde s deği̧skenine göre azalan bir fonksiyon olduğundan

ds

(
K̃λ,m(s, y0 − δ;x0, y0)

)
≤ 0

sağlanır. O halde, L1222 integraline kısmi integrasyonu uygulanırsa

L1222 = −εµ1(δ)µ2(δ)

n∑
m=1

K̃λ,m(x0 + δ, y0 − δ;x0, y0)

+εµ2(δ)

x0+δ∫
x0

(
n∑

m=1

K̃λ,m(s, y0 − δ;x0, y0) {µ1(s− x0)}
′

s

)
ds

(4.16)

eşitliği elde edilir.

Son olarak, L1223 integralini ele alalım. K̃λ,m(x0 + δ, t;x0, y0) çekirdek fonksiyonu,

(y0 − δ, y0) aralı̆gında t deği̧skenine göre artan bir fonksiyon olduğundan

dt

(
K̃λ,m(x0 + δ, t;x0, y0)

)
≥ 0

sağlanır. Buna göre, L1223 integraline kısmi integrasyon uygulanırsa

L1223 = −εµ1(δ)µ2(δ)
n∑

m=1

K̃λ,m(x0 + δ, y0 − δ;x0, y0)

+εµ1(δ)

y0∫
y0−δ

(
n∑

m=1

K̃λ,m(x0 + δ, t;x0, y0) {µ2(y0 − t)}
′

t

)
dt

(4.17)

yazılabilir.

L1221, L1222 ve L1223 integralleri için elde ettiğimiz (4.15), (4.16) ve (4.17) sonuçları

göz önüne alınırsa, L122 integralinin

L122 ≤ −ε
x0+δ∫
x0

y0∫
y0−δ

(
n∑

m=1

K̃λ,m(s, t;x0, y0) {µ1(s− x0)}
′

s {µ2(y0 − t)}
′

t

)
dtds

eşitsizliğini sağladı̆gıgörülür.
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Şimdi, (4.4) ile verilen L123 integralini ele alalım. Teorem 2.10 a göre, g(s, t) ∈ L1(D)

ve K̃λ,m(s, t;x0, y0) çekirdek fonksiyonu (x0−δ, x0)×(y0, y0+δ) aralı̆gıüzerinde inte-

grallenebilen, monoton bir fonksiyon olduğundan K̃λ,m(s, t;x0, y0) çekirdek fonksiy-

onu G3(s, t) fonksiyonuna göre Stieltjes integrallenebilirdir ve bu yüzden L123 inte-

grali için

L123 ≤ (S)

x0∫
x0−δ

y0+δ∫
y0

(
n∑

m=1

K̃λ,m(s, t;x0, y0)

)
dG3(s, t)

eşitsizliği sağlanır. Ardından bu son eşitsizliğe Teorem 2.9 ile verilen kısmi in-

tegrasyon formülü uygulanırsa,

L123 ≤
x0∫

x0−δ

y0+δ∫
y0

n∑
m=1

G3(s, t)d
(
K̃λ,m(s, t;x0, y0)

)

−
x0∫

x0−δ

n∑
m=1

G3(s, y0 + δ)ds

(
K̃λ,m(s, y0 + δ;x0, y0)

)

+

y0+δ∫
y0

n∑
m=1

G3(x0 − δ, t)dt
(
K̃λ,m(x0 − δ, t;x0, y0)

)
−G3(x0 − δ, y0 + δ)K̃λ,m(x0 − δ, y0 + δ;x0, y0)

eşitsizliği elde edilir. (4.8) eşitliği kullanılırsa, x0 − s ≤ δ ve t− y0 ≤ δ iken

|G3(s, t)| ≤ εµ1(x0 − s)µ2(t− y0) (4.18)

eşitsizliği sağlanır. Bu ifade L123 integralinde yerine yazılırsa

|L123| ≤
x0∫

x0−δ

y0+δ∫
y0

n∑
m=1

εµ1(x0 − s)µ2(t− y0)
∣∣∣d(K̃λ,m(s, t;x0, y0)

)∣∣∣
+

x0∫
x0−δ

n∑
m=1

εµ1(x0 − s)µ2(δ)
∣∣∣ds (K̃λ,m(s, y0 + δ;x0, y0)

)∣∣∣
+

y0+δ∫
y0

n∑
m=1

εµ1(δ)µ2(t− y0)
∣∣∣dt (K̃λ,m(x0 − δ, t;x0, y0)

)∣∣∣
+εµ1(δ)µ2(δ)

∣∣∣K̃λ,m(x0 − δ, y0 + δ;x0, y0)
∣∣∣
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eşitsizliğinin sağlandı̆gıgörülür. Bu eşitsizliğin sağ tarafındaki ifadelere sırasıyla

L1231 =

x0∫
x0−δ

y0+δ∫
y0

n∑
m=1

εµ1(x0 − s)µ2(t− y0)
∣∣∣d(K̃λ,m(s, t;x0, y0)

)∣∣∣ ,
L1232 =

x0∫
x0−δ

n∑
m=1

εµ1(x0 − s)µ2(δ)
∣∣∣ds (K̃λ,m(s, y0 + δ;x0, y0)

)∣∣∣ ,
L1233 =

y0+δ∫
y0

n∑
m=1

εµ1(δ)µ2(t− y0)
∣∣∣dt (K̃λ,m(x0 − δ, t;x0, y0)

)∣∣∣ ,
L1234 = εµ1(δ)µ2(δ)

∣∣∣K̃λ,m(x0 − δ, y0 + δ;x0, y0)
∣∣∣

diyelim ve daha sonrasında L1231, L1232, L1233 integrallerine tekrar kısmi integrasyon

uygulayalım. K̃λ,m(s, t;x0, y0) çekirdek fonksiyonu, (x0−δ, x0)×(y0, y0+δ) aralı̆gında

(s, t) deği̧skelerine göre azalan bir fonksiyon olduğundan

d
(
K̃λ,m(s, t;x0, y0)

)
≤ 0

sağlanır. O halde L1231 integralinin kısmi integrasyonu

L1231 = −ε
x0∫

x0−δ

y0+δ∫
y0

(
n∑

m=1

K̃λ,m(s, t;x0, y0) {µ1(x0 − s)}
′

s {µ2(t− y0)}
′

t

)
dtds

+εµ2(δ)

x0∫
x0−δ

(
n∑

m=1

K̃λ,m(s, y0 + δ;x0, y0) {µ1(x0 − s)}
′

s

)
ds

−εµ1(δ)

y0+δ∫
y0

(
n∑

m=1

K̃λ,m(x0 − δ, t;x0, y0) {µ2(t− y0)}
′

t

)
dt

+εµ1(δ)µ2(δ)K̃λ,m(x0 − δ, y0 + δ;x0, y0) (4.19)

şeklindedir.

L1232 integralinde ise K̃λ,m(s, y0+δ;x0, y0) çekirdek fonksiyonu, (x0−δ, x0) aralı̆gında

s deği̧skenine göre artan bir fonksiyon olduğundan

ds

(
K̃λ,m(s, y0 + δ;x0, y0)

)
≥ 0
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sağlanır. O halde, L1232 integralinin kısmi integrasyonu için

L1232 = −εµ1(δ)µ2(δ)

n∑
m=1

K̃λ,m(x0 − δ, y0 + δ;x0, y0)

−εµ2(δ)

x0∫
x0−δ

(
n∑

m=1

K̃λ,m(s, y0 + δ;x0, y0) {µ1(x0 − s)}
′

s

)
ds

(4.20)

eşitliği elde edilir.

Şimdi, L1233 integralini ele alalım. K̃λ,m(x0 − δ, t;x0, y0) çekirdek fonksiyonu,

(y0, y0 + δ) aralı̆gında t deği̧skenine göre azalan bir fonksiyon olduğundan

dt

(
K̃λ,m(x0 − δ, t;x0, y0)

)
≤ 0

sağlanır. Buna göre, L1233 integraline kısmi integrasyon uygulanırsa

L1233 = −εµ1(δ)µ2(δ)
n∑

m=1

K̃λ,m(x0 − δ, y0 + δ;x0, y0)

+εµ1(δ)

y0+δ∫
y0

(
n∑

m=1

K̃λ,m(x0 − δ, t;x0, y0) {µ2(t− y0)}
′

t

)
dt

(4.21)

yazılabilir.

L1231, L1232 ve L1233 integralleri için elde ettiğimiz (4.19), (4.20) ve (4.21) sonuçları

göz önüne alınırsa, L121 integralinin

L123 ≤ −ε
x0∫

x0−δ

y0+δ∫
y0

(
n∑

m=1

K̃λ,m(s, t;x0, y0) {µ1(x0 − s)}
′

s {µ2(t− y0)}
′

t

)
dtds

eşitsizliğini sağladı̆gıgörülür.

Son olarak, benzer i̧slemleri L124 integraline uygulayalım. Teorem 2.10 a göre,

g(s, t) ∈ L1(D) ve K̃λ,m(s, t;x0, y0) çekirdek fonksiyonu (x0, x0 + δ)× (y0, y0 + δ) a-

ralı̆gıüzerinde integrallenebilen, monoton bir fonksiyon olduğundan, K̃λ,m(s, t;x0, y0)

çekirdek fonksiyonu G4(s, t) fonksiyonuna göre Stieltjes integrallenebilirdir. Bu yüz-

den L124 integrali için

L124 ≤ (S)

x0+δ∫
x0

y0+δ∫
y0

(
n∑

m=1

K̃λ,m(s, t;x0, y0)

)
dG4(s, t)
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eşitsizliği sağlanır. Ardından, bu son eşitsizliğe Teorem 2.9 ile verilen kısmi in-

tegrasyon uygulanırsa,

L124 ≤
x0+δ∫
x0

y0+δ∫
y0

n∑
m=1

G4(s, t)d
(
K̃λ,m(s, t;x0, y0)

)

−
x0+δ∫
x0

n∑
m=1

G4(s, y0 + δ)ds

(
K̃λ,m(s, y0 + δ;x0, y0)

)

−
y0+δ∫
y0

n∑
m=1

G4(x0 + δ, t)dt

(
K̃λ,m(x0 + δ, t;x0, y0)

)
+G4(x0 + δ, y0 + δ)K̃λ,m(x0 + δ, y0 + δ;x0, y0)

eşitsizliği elde edilir. (4.9) eşitliği kullanılırsa, s− x0 ≤ δ ve t− y0 ≤ δ iken

|G4(s, t)| ≤ εµ1(s− x0)µ2(t− y0) (4.22)

eşitsizliğinin sağlandı̆gıgörülür. Bu ifade L124 integralinde yazılırsa

|L124| ≤
x0+δ∫
x0

y0+δ∫
y0

n∑
m=1

εµ1(s− x0)µ2(t− y0)
∣∣∣d(K̃λ,m(s, t;x0, y0)

)∣∣∣
+

x0+δ∫
x0

n∑
m=1

εµ1(s− x0)µ2(δ)
∣∣∣ds (K̃λ,m(s, y0 + δ;x0, y0)

)∣∣∣
+

y0+δ∫
y0

n∑
m=1

εµ1(δ)µ2(t− y0)
∣∣∣dt (K̃λ,m(x0 + δ, t;x0, y0)

)∣∣∣
+εµ1(δ)µ2(δ)

∣∣∣K̃λ,m(x0 + δ, y0 + δ;x0, y0)
∣∣∣

eşitsizliği yazılabilir. Bu eşitsizliğin sağ tarafındaki ifadelere sırasıyla

L1241 =

x0+δ∫
x0

y0+δ∫
y0

n∑
m=1

εµ1(s− x0)µ2(t− y0)
∣∣∣d(K̃λ,m(s, t;x0, y0)

)∣∣∣ ,
L1242 =

x0+δ∫
x0

n∑
m=1

εµ1(s− x0)µ2(δ)
∣∣∣ds (K̃λ,m(s, y0 + δ;x0, y0)

)∣∣∣ ,
L1243 =

y0+δ∫
y0

n∑
m=1

εµ1(δ)µ2(t− y0)
∣∣∣dt (K̃λ,m(x0 + δ, t;x0, y0)

)∣∣∣ ,
L1244 = εµ1(δ)µ2(δ)

∣∣∣K̃λ,m(x0 + δ, y0 + δ;x0, y0)
∣∣∣
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diyelim ve daha sonrasında L1241, L1242, L1243 integrallerine tekrar kısmi integrasyon

uygulayalım. K̃λ,m(s, t;x0, y0) çekirdek fonksiyonu, (x0, x0+δ)×(y0, y0+δ) aralı̆gında

(s, t) deği̧skenlerine göre artan bir fonksiyon olduğundan

d
(
K̃λ,m(s, t;x0, y0)

)
≥ 0

sağlanır. O halde L1241 integralinin kısmi integrasyonu

L1241 = ε

x0+δ∫
x0

y0+δ∫
y0

(
n∑

m=1

K̃λ,m(s, t;x0, y0) {µ1(s− x0)}
′

s {µ2(t− y0)}
′

t

)
dtds

−εµ2(δ)

x0+δ∫
x0

(
n∑

m=1

K̃λ,m(s, y0 + δ;x0, y0) {µ1(s− x0)}
′

s

)
ds

−εµ1(δ)

y0+δ∫
y0

(
n∑

m=1

K̃λ,m(x0 + δ, t;x0, y0) {µ2(t− y0)}
′

t

)
dt

+εµ1(δ)µ2(δ)K̃λ,m(x0 + δ, y0 + δ;x0, y0) (4.23)

eşitliği şeklindedir.

L1242 integralini ele alalım. Burada, K̃λ,m(s, y0 + δ;x0, y0) çekirdek fonksiyonu,

(x0, x0 + δ) aralı̆gında s deği̧skenine göre azalan bir fonksiyon olduğundan

ds

(
K̃λ,m(s, y0 + δ;x0, y0)

)
≤ 0

eşitsizliği sağlanır. O halde L1242 integralinin kısmi integrasyonu için

L1242 = −εµ1(δ)µ2(δ)
n∑

m=1

K̃λ,m(x0 + δ, y0 + δ;x0, y0)

+εµ2(δ)

x0∫
x0−δ

(
n∑

m=1

K̃λ,m(s, y0 + δ;x0, y0) {µ1(s− x0)}
′

s

)
ds

(4.24)

eşitliği elde edilir.

Şimdi, L1243 integralini ele alalım. K̃λ,m(x0 + δ, t;x0, y0) çekirdek fonksiyonu,

(y0, y0 + δ) aralı̆gında t deği̧skenine göre azalan bir fonksiyon olduğundan

dt

(
K̃λ,m(x0 + δ, t;x0, y0)

)
≤ 0
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sağlanır. Buna göre L1243 integraline kısmi integrasyon uygulanırsa

L1243 = −εµ1(δ)µ2(δ)
n∑

m=1

K̃λ,m(x0 + δ, y0 + δ;x0, y0)

+εµ1(δ)

y0+δ∫
y0

(
n∑

m=1

K̃λ,m(x0 + δ, t;x0, y0) {µ2(t− y0)}
′

t

)
dt

(4.25)

yazılabilir.

L1241, L1242 ve L1243 integralleri için elde ettiğimiz (4.23), (4.24) ve (4.25) sonuçları

göz önüne alınırsa L124 integralinin

L124 ≤ ε

x0+δ∫
x0

y0+δ∫
y0

(
n∑

m=1

K̃λ,m(s, t;x0, y0) {µ1(s− x0)}
′

s {µ2(t− y0)}
′

t

)
dtds

eşitsizliğini sağladı̆gıgörülür.

Sonuç olarak L121, L122, L123 ve L124 integralleri için bulunan sonuçlar

L121 ≤ ε

x0∫
x0−δ

y0∫
y0−δ

(
n∑

m=1

K̃λ,m(s, t;x0, y0) {µ1(x0 − s)}
′

s {µ2(y0 − t)}
′

t

)
dtds,

L122 ≤ −ε
x0+δ∫
x0

y0∫
y0−δ

(
n∑

m=1

K̃λ,m(s, t;x0, y0) {µ1(s− x0)}
′

s {µ2(y0 − t)}
′

t

)
dtds,

L123 ≤ −ε
x0∫

x0−δ

y0+δ∫
y0

(
n∑

m=1

K̃λ,m(s, t;x0, y0) {µ1(x0 − s)}
′

s {µ2(t− y0)}
′

t

)
dtds

ve

L124 ≤ ε

x0+δ∫
x0

y0+δ∫
y0

(
n∑

m=1

K̃λ,m(s, t;x0, y0) {µ1(s− x0)}
′

s {µ2(t− y0)}
′

t

)
dtds

şeklindedir. Bulunan bu ifadeler toplanıp,ardından gerekli düzenlemeleri yapılırsa,

L12 integrali için

L12 ≤ ε

x0+δ∫
x0−δ

y0+δ∫
y0−δ

(
n∑

m=1

K̃λ,m(s, t;x0, y0)
∣∣∣{µ1(|x0 − s|)}

′

s

∣∣∣ ∣∣∣{µ2(|y0 − t|)}
′

t

∣∣∣) dtds
sonucuna varılır. Hipotez gereği bu ifadenin sınırlıolduğu noktalar kümesi üzerinde

λ → λ0 iken (L12) → 0 olduğu açıktır. Yani, (x0, y0) ∈ D noktası, g ∈ L1(D)
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fonksiyonunun µ−genelleştirilmi̧s Lebesgue noktasıve g fonksiyonu, D bölgesinde

sınırlıbir fonksiyon ise bu takdirde Λ 6= ∅, negatif olmayan λ reel sayılarınıiçeren

bir indis kümesi ve λ0, bu kümenin bir yı̆gılma noktasıolmak üzere λ→ λ0 iken,

n∑
m=1

 x0+δ∫
x0−δ

y0+δ∫
y0−δ

K̃λ,m(s, t;x0, y0)
∣∣∣{µ1(|x0 − s|)}

′

s

∣∣∣ ∣∣∣{µ2(|y0 − t|)}
′

t

∣∣∣ dtds


fonksiyonunun sınırlıolduğu S kümesi üzerinde

lim
λ→λ0

Uλ(g;x0, y0) =
n∑

m=1

Zm [g(x0, y0)]m

gerçeklenir.

Sonuç olarak istenilen elde edilmi̧stir ve ispat tamamlanmı̧stır.
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ

Matematik, matematiksel fizik, bilgisayar biliminde ve çeşitli mühendislik dallarında

önemli uygulama alanlarına sahip olan yaklaşımlar teorisi geçen yüzyılın sonlarında,

sürekli fonksiyonlara toplam biçiminde lineer operatörler yardımıyla yaklaşım çalı̧s-

malarıWeierstrass’ın (1885) verdiği iki teoremle ile başlamı̧stır. Daha sonra singüler-

lik kavramı, lineer olmayan integral operatörlerinin durumunu kapsayacak şekilde

geni̧sletilmi̧stir. Lineer olmayan integral operatörlerinin yaklaşım teorisi ve ilgili

konularda oynadı̆gı role ili̧skin araştırmalara ayrılmı̧s bir dizi makale ortaya çık-

mı̧stır. Bunlara örnek olarak, Musielak (1991, 1993, 1996, 1999, 2000), Świderski ve

Wachnicki (2000) örnek olarak verilebilir. Son yıllarda bu konu ile ilgili yapılan çalı̧s-

malar lineer olmayan integral operatör ailesinin yakınsaklı̆gının da uygulamalarda

ne kadar önemli olduğunu gösterir niteliktedir. Bu nedenle tanımlanacak yeni ope-

ratör dizileri yardımıyla elde edilen yaklaşım sonuçlarının uygulama alanlarında da

önemli bazıgeli̧smeler ortaya çıkaracağıbeklenmektedir.

Bu bilgiler ı̧sı̆gında, bu tez çalı̧smasında da öncelikle gerekli tanım ve teoremler

verilmi̧stir. Ayrıca, yaklaşımlar teorisinde integrallenebilen fonksiyonlara yaklaşım,

süreklilik noktalarında çokça çalı̧sıldı̆gından yeni çalı̧sma alanlarıaçmak için diğer

karakteristik noktalarda da yaklaşımlar incelenmi̧stir. Bu çalı̧smada aşağıda verilen

lineer olmayan operatörlerin, karakteristik noktalardan biri olan µ−genelleştirilmi̧s

Lebesgue noktasındaki noktasal yakınsaklıklarıincelenmi̧stir.

İkinci bölümün ilk kesiminde, g ∈ L1(a, b) fonksiyonu için

Tλ(g;x) =

b∫
a

n∑
m=1

gm(s)Kλ,m(s;x)ds, λ ∈ Λ, x ∈ (a, b)

biçiminde sonlu toplam içeren lineer olmayan integral operatörünün noktasal yakın-

saklı̆gıaraştırılmı̧stır. Burada, Kλ,m : R → R+
0 fonksiyonu, bir çekirdek fonksiyonu

olmak üzere özel olarak tanımlanmı̧stır.

Bu bölümün ikinci kesiminde ise, sonsuz toplam içeren lineer olmayan integral

operatörünün noktasal yakınsaklı̆gıaraştırılmı̧stır. Yani, 1 ≤ p < ∞ olmak üzere
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g ∈ Lp(a, b) ve g ∈ Lp (R) fonksiyonu için

Ψγ(g;x) =

∞∑
m=1

b∫
a

gm(s)Hγ,m(s− x)ds, γ ∈ Γ, x ∈ (a, b)

biçiminde konvolüsyon tipinde olan operatörlerin noktasal yakınsaklı̆gıincelenmi̧stir.

Burada, γ ∈ Γ reel sayısıiçin Hγ,m : R→ R çekirdek fonksiyonu, özellikleri önceden

verilmi̧s bir fonksiyondur vem = 1, 2, ... olmak üzere gm fonksiyonu, g fonksiyonunun

m− inci kuvvetidir.

Çalı̧smanın en son bölümünde, g ∈ L1 (D) fonksiyonu ve D = (a, b)× (c, d) dikdört-

gensel bölgesi, R2 nin keyfi sonlu açık bölgesi olmak üzere

Uλ(g;x, y) =

n∑
m=1

b∫
a

d∫
c

[g(s, t)]m K̃λ,m(s, t;x, y)dtds, λ ∈ Λ, (x, y) ∈ D

biçiminde sonlu toplam içeren iki katlılineer olmayan integral operatörünün noktasal

yakınsaklı̆gı araştırılmı̧stır. λ ∈ Λ reel sayısı için K̃λ,m : R × R → R+
0 çekirdek

fonksiyonu, özellikleri önceden verilmi̧s bir fonksiyondur ve m = 1, 2, ..., n olmak

üzere gm fonksiyonu, g fonksiyonunun m− inci kuvvetidir.
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Świderski, T. and Wachnicki, E., 2000. Nonlinear Singular Integrals Depending on
Two Parameters, Comment. Math. Prace Mat., 15, 181—189.

Taberski, R., 1962a. Singular Integrals Depending on Two Parameters, Prace
Matematyczne VII, 173-179.

Taberski, R., 1962b. Some Theorems on Double Integrals Over Rectangles, Ann.
Polon. Math., 11; 209-216.

Taberski, R., 1964. On Double Integrals and Fourier Series, Ann. Polon. Math.,
Vol.15, 97-115.

Tandori, K., 1954. Über die Konvergenz Singularer Integrale, Acta Sci. Math. XV,
Szeged, 223-230.
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Uysal, G., Yılmaz, M. M. and İbikli, E., 2017.On Pointwise Convergence of Bivariate
Nonlinear Singular Integral Operators, Kuwait J. Sci., 44 (2) pp. 46-57.

Vinti, G. and Angeloni, L., 2005. Rate of Approximation for Nonlinear Integral O-
perators with Application to Signal Processing, Differential Integral Equations,
Volume 18, No: 8, 855-890.
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