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Fen Bilimleri Enstitüsü 
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DanıĢman: Prof. Dr. Mehmet YILMAZ 

Günümüzde, literatürde bilinen ve kullanılan dağılımlara bir veya daha fazla parametre eklenip geniĢletilerek 

birkaç yeni dağılım ailesi önerilmektedir. Bu amaç doğrultusunda, tezde önerilerin dağılımlar da daha fazla 

parametreye sahip olup bazı karmaĢık veri setlerini iyi modellenebilmektedir ve analiz etme konusunda daha 

fazla esneklik sağlamaktadır. Böylece geleceğe dair tahminler daha güvenli ve gerçeğe yakın olacaktır. Bu yeni 

dağılımlar ailesinden biri de dönüĢtürülmüĢ dağılımlar ailesidir. Karesel dönüĢüm yöntemi ilk defa Shaw ve 

Buckley (2007) tarafından önerilmiĢtir. Bu yöntemde iki bileĢenli seri ve paralel sistemin baĢarısızlık 

olasılıklarının konveks kombinasyonuna parametre dönüĢümü yapılıp karesel dönüĢüm dağılımı elde edilir. 

Sistemin iki bileĢeninin dağılımı üç durumda (bağımsız ve aynı dağılımlı, bağımsız ve farklı dağılımlı ve 

bağımlı ve aynı marjinallere sahip olarak) ele alınıp üç tane tek boyutlu dönüĢtürülmüĢ dağılımı elde edilmiĢtir. 

Sonraki bölümde benzer Ģekilde, üç bileĢenli sistemler ele alınarak dönüĢüm yönteminin kübik hali 

anlatılmıĢtır. Burada bileĢenlerin dağılımı üç farklı durum için ele alınarak, üç tane tek boyutlu dağılım elde 

edilmiĢtir. Elde edilen altı dağılımın özel durumu için temel dağılımlar üstel, iki boyutlu üstel (Gumbel) 

dağılımı ve Farlie-Gumbel-Morgenstern dağılımı elde edilir. Daha sonra, elde edilen tek boyutlu dağılımların 

matematiksel özellikleri incelenip en çok olabilirlik yöntemi ile parametre tahminleri elde edilmeye 

çalıĢılmıĢtır. Son olarak, literatürde mevcut olan bazı gerçek veri setleri ele alınarak elde edilen dağılımların bu 

veriler için uygunluğu gösterilir.  

Haziran 2019, 162 sayfa 

Anahtar Kelimeler: DönüĢüm Yöntemi, Ġki DeğiĢkenli Üstel Dağılımı (Gumbel), Karma Dağılımlar, 

Farlie-Gumbel-Morgenstern Dağılımı. 
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ABSTRACT 

Ph.D. Thesis 

A METHOD FOR OBTAINING UNIVARIATE CONTINUOUS DISTRIBUTION FROM BIVARIATE 

AND TRIVARIATE CONTINUOUS DISTRIBUTION  

Monireh HAMELDARBANDI 

Ankara University 

Graduate School of Natural and Applied Sciences 

Department of Statistics 

Supervisor: Prof. Dr. Mehmet YILMAZ 

Recently, a number of new distribution families have been proposed by adding one or more parameters to the 

known and used distributions in the literature. In parallel with this purpose, new proposed distributions in this 

thesis have more parameters, and model the complex data sets better and also provide more flexibility in 

analyzing process. Thus, future estimates will be more secure and realistic. One of the new distribution families 

is the family of transmuted distributions. The quadratic transmutation method was first proposed by Shaw and 

Buckley (2007). In this method, convex combinations of the failure probabilities of the two-component series 

and the parallel system will be obtained and quadratic transmuted distribution is obtained with parameter 

transformation. The distribution of the two components of the system in three cases (independent and 

identically distribution, independent and different distribution and dependent and have the same marginal) three 

univariate transmuted distribution is obtained.  

In the next section similarly, the three-component system is considered and the cubic transmutation method is 

described. Here, the distribution of the components is considered for three different situations, and three 

univariate distribution is obtained. For the specific case of the six obtained distributions, the components 

distributions are taken as exponential, bivariate exponential (Gumbel) distribution and 

Farlie-Gumbel-Morgenstern distribution. Then, the mathematical properties of these distributions are examined 

and parameter estimations have been tried to be obtained with the maximum likelihood method. Finally, by 

using the real data available in the literature the appropriateness of these distributions is shown. 

June 2019, 162 pages 

Key Words: Transmutation Method, Bivariate Exponential Distribution (Gumbel), Mixture Distributions, 

Farlie-Gumbel-Morgenstern Distribution. 
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1. GĠRĠġ 

 

Bir deney yapıldığında bir takım belirsizlikler ortaya çıkar ve bu belirsizlikleri modellemek 

için farklı dağılımlar kullanılır. Daha önce yapılan çalıĢmalara bakıldığında, standart ve 

bilinen tek değiĢkenli dağılımlar bu belirsizlikleri ortadan kaldırmak için yeterli olmayıp 

farklı veri setleri için iyi modelleme yapamamaktadır. Bununla birlikte, son yıllarda farklı 

yöntemler kullanılarak karmaĢık veri setlerine daha uygun tek boyutlu dağılımlar elde 

edilmiĢtir. Örneğin karma dağılımlar, bileĢik dağılımlar ve dönüĢtürülmüĢ dağılımlar ile elde 

edilen yeni dağılımlar diğer dağılımlara göre daha fazla esneklik göstermektedir. 

Dolayısıyla, yeni dağılımları geliĢtirmek istatistik teorisinin önemli uygulamalarından biri 

olduğu açıkça gözükmektedir. Bu tez çalıĢmasında, dönüĢüm yöntemi ele alınarak karesel ve 

kübik dönüĢüm yöntemleri anlatılıp, iki ve üç boyutlu dağılımlardan yeni tek boyutlu 

dağılımlar elde edilecektir. DönüĢtürülmüĢ dağılımlarda, mevcut olan dağılımların 

parametrelerine dönüĢüm parametresi eklenerek daha esnek hale getirilecektir. 

Literatür incelemesi yapıldığında, kullanılacak olan dönüĢüm yönteminin tanıtılması ilk 

olarak Shaw ve Buckley (2007) tarafından yapılmıĢtır. Shaw ve Buckley (2007) 

çalıĢmalarında farklı dönüĢüm yöntemlerini (sıra dönüĢümleri, karesel dönüĢümler ve 

karesel sıra dönüĢümleri) tanıtmıĢlardır. Sonraki yıllarda, bu makaleden yola çıkılarak bu 

yöntem doğrultusunda birçok çalıĢma yapılmıĢtır. Bu çalıĢmalardan bazıları Aryal ve Tsokos 

(2011), Merovci (2013a,b) ve Luguterah ve Nasiru (2015) olarak yayınlanmıĢtır. Daha sonra 

birkaç araĢtırmacı tarafından bu teknik kullanılıp dönüĢüm ailesi zenginleĢtirilmiĢtir. Kübik 

dönüĢüm aileleri ise, Granzotto vd. (2017) tarafından verilmiĢtir. Bu çalıĢmada kübik 

dönüĢtürülmüĢ Weibull ve kübik dönüĢtürülmüĢ log-Lojistik dağılımları ele alınmıĢtır. 

AL-Kadim ve Mohammed (2017) makalesinde kübik dönüĢtürülmüĢ Weibull dağılımını 

dönüĢüm parametreleri eĢit alınarak incelenmiĢtir. Kübik dönüĢtürülmüĢ Pareto dağılımı 

Rahman vd. (2018), kübik dönüĢtürülmüĢ Gompertz-Makeham dağılımı ise Riffi ve Hamdan 

(2018) tarafından incelenmiĢtir. Rahman vd. (2019) makalesinde kübik dönüĢtürülmüĢ 

Weibull dağılımı verilmiĢtir. Yukarıda önerilen kübik dönüĢtürülmüĢ aileler kullanılarak 

farklı parametre uzayı ile tanıtılmıĢtır.  
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Bahsedilen tüm çalıĢmalarda kullanılan dönüĢüm yöntemi tek boyutlu dağılımlar için 

önerilmiĢ olup, bu tez çalıĢmasında ise yeni önerilecek olan dönüĢüm yöntemi iki ve üç 

boyutlu dağılımlardan tek boyutlu dağılım elde etme üzerinde kullanılmıĢtır. ÖnerilmiĢ 

dönüĢüm yöntemi farklı özellikteki dağılımlar üzerinde uygulanabilir olduğundan literatürde 

birçok çalıĢma yapabilme olanağı sağlayacaktır. Bu dönüĢüm yöntemi iki ve üç boyutlu 

dağılımlara uygulandığında elde edilen yeni tek boyutlu dağılımların parametre sayısı 

artacağından dağılımın Ģeklini etkileyebilecektir. Dolayısıyla dağılım daha esnek bir hale 

gelip bazı veri setlerinin modellemesinde daha iyi sonuçlar elde edilebileceği 

düĢünülmektedir. Bu araĢtırmanın amacı, mühendislik, biyolojik, finansal, çevresel ve diğer 

yaĢam alanlarındaki verilerin uyumluluğunu artıran ve karmaĢıklığı yakalayabilen daha 

esnek dağılımlar üretmektir. Böylece birçok uygulamalı bilimlerin bazı ömür verilerinin 

analiz ve modellemelerine daha uygun olması beklenmektedir. 

Tez altı bölümden oluĢmaktadır. Ġkinci bölümde tez için gerekli olan bazı tanımlar ve temel 

kavramlar verilmiĢtir. Tezde kullanılacak olan dağılımlardan bahsedilmiĢtir. Ayrıca, Shaw 

ve Buckley (2007)’de anlatılan dönüĢüm yöntemi de anlatılmıĢtır. Son olarak, iki ve üç 

bileĢenli sistemler incelenmiĢtir. 

Üçüncü ve dördüncü bölümde ise, iki ve üç bileĢenli sistemlerin bozulma olasılıklarından 

elde edilen dönüĢüm anlatılacaktır. Bu bölümlerde, dönüĢüm ailesinde kullanılacak olan 

sistem bileĢenlerinin dağılımları üç farklı durum için elde edilecektir. Üçüncü bölümün ilk 

kısmında, iki bileĢenli sistemin bileĢenleri ilk olarak bağımsız aynı dağılıma sahip olarak 

alınmıĢtır. Ġkinci kısımda ise, sistem bileĢenleri bağımsız farklı dağılıma sahip olarak 

alınacaktır. Son kısımda, sistem bileĢenleri bağımlı aynı marjinal dağılımlara sahip olarak 

alınmıĢtır. Dördüncü bölüm de üç kısımdan oluĢmaktadır. Ġlk kısımda, üçlü sistemin 

bileĢenleri bağımsız aynı dağılıma sahip olarak alınacaktır. Ġkinci kısmında, sistem 

bileĢenleri bağımsız farklı dağılıma sahip olup üçüncü alt bölümde de, sistem bileĢenleri 

bağımlı birbirleri ile yer değiĢtirilebilir özelliğe sahip olarak alınmıĢtır. Böylece altı tane 

dağılım ailesi elde edilmiĢtir. Bu dağılım ailelerin matematiksel özelliklerinden yani yaĢam 

fonksiyonu, bozulma oranı fonksiyonu ve ortalama kalan ömür fonksiyonundan 

bahsedilmiĢtir. Ayrıca, bu dağılımlar için moment çıkaran fonksiyonu, momentler ve 
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çarpıklık ve basıklık elde edilecektir. Bunlara ek olarak, rasgele sayı üretme, Rényi entropi, 

en çok olabilirlik tahminleri ve sıra istatistikleri bulunmaya çalıĢılmıĢtır. Elde edilen altı 

dağılım ailesinde temel dağılımlar üstel, iki değiĢkenli üstel (Gumbel) ve 

Farlie-Gumbel-Morgenstern (FGM) dağılımı olarak ele alınmıĢtır, böylece altı dağılım elde 

edilmiĢtir. Bu dağılımların matematiksel özellikleri incelenmiĢtir, yani olasılık yoğunluk 

fonksiyonu, yaĢam fonksiyonu, bozulma oranı fonksiyonu ve ortalama kalan ömür 

fonksiyonu verilip bu fonksiyonların monotonlukları incelenip grafikleri verilmiĢtir. Daha 

sonra, bu dağılımlar için moment çıkaran fonksiyonu, momentleri, çarpıklık ve basıklık 

katsayısı, en çok olabilirlik tahmini, Fisher bilgi matrisi, Rényi entropisi ve sıra istatistikleri 

elde edilmiĢtir.  

BeĢinci bölümde ise, söz konusu olan altı dağılım literatürde mevcut olan farklı yedi gerçek 

veri seti için uygulanmıĢtır. Bu dağılımların veri setlerine uygun olup olmadıklarını anlamak 

için Akaike bilgi kriteri (   ), Bayesian bilgi kriteri (   ) ve Kolmogorov-Smirnov (  ) 

değerleri kullanılmıĢtır ve hangi veri setine hangi dağılımın uygun olduğu gösterilmiĢtir.  
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2. TEMEL KAVRAMLAR  

 

Bu bölümde, çalıĢma için gerekli olan temel tanımlar ve bilgiler verilmiĢtir.  

 

2.1 Rasgele DeğiĢken, Olasılık Yoğunluk Fonksiyonu, Dağılım Fonksiyonu ve YaĢam 

Fonksiyonu 

 

AĢağıdaki tanımlarda     örnek uzayı,   ise   uzayında bir   cebir olarak 

alınacaktır. (   )  ikilisine ölçülebilir uzay denir.  ( ), Borel   cebiri   deki açık 

aralıkların ürettiği   cebirdir ve  (*(   )          +)  olarak tanımlanmıĢtır. 

 (  )  ise    deki Borel   cebir olup  (  )   (*(     )  (     )    

(     )  (     )                   +) olduğu bilinmektedir. 

 

Tanım 2.1 (Olasılık Ölçüsü) (   ) ölçülebilir uzay olmak üzere, 

 

     ,   - 

   ( ) 

 

küme fonksiyonu için, 

(i) Her     için  ( )   , 

(ii)  ( )   , 

(iii)     cebirinden alınmıĢ ayrık olayların her *  +    dizisi için,  

 (⋃   
 
   )  ∑  (  )

 
   , 

 

özellikleri sağlanıyor ise,   küme fonksiyonuna (   ) ölçülebilir uzayında bir olasılık 

ölçüsü, (     ) üçlüsüne ise bir olasılık uzayı denir. 

 

Tanım 2.2 (Rasgele DeğiĢken) (   ) bir ölçülebilir uzay ve  ( ) Borel   cebir olsun.  
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   ( ) 

 

olmak üzere, her    ( )  için    ( )    Ģartı sağlanıyor ise,   fonksiyonuna bir 

rasgele değiĢken denir. Burada    ( ) ters görüntü kümesini ifade etmektedir.  

 

Tanım 2.3 (n-Boyutlu Rasgele DeğiĢken veya Rasgele Vektör) (   ) ölçülebilir uzay ve 

 (  ) Borel   cebir olsun ve 

 

(          )       

  (          )( )  (  ( )   ( )     ( )) 

 

olmak üzere, her    (  ) için (          )  ( )    ölçülebilirlik Ģartı sağlanıyor 

ise, (          ) n-boyutlu rasgele değiĢken veya rasgele vektördür. 

 

Tanım 2.4 (Bir Boyutlu Dağılım Fonksiyonu) (     ) bir olasılık uzayı olmak üzere, 

 

     ,   - 

   ( )   (*     ( )   +)   (   (    -)    ((    -) 

 

Ģeklinde tanımlı   veya    fonksiyonuna,   rasgele değiĢkenin dağılım fonksiyonu denir.  

 

Teorem 2.1  ( ),   rasgele değiĢkeninin dağılım fonksiyonu ise,  

 

(i)         ( )    ve        ( )   , 

(ii)  ( ) azalmayan bir fonksiyondur,  

(iii)  ( ) sağdan sürekli bir fonksiyondur, yani     sayısı için,  

   
   

 (   )   ( ) 
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özellikleri sağlanır. 

 

Tanım 2.5 (n-DeğiĢkenli Dağılım Fonksiyonu) (     ) bir olasılık uzayı olsun ve  

 

           
                     ,   - 

(          )             
(          )   (*      ( )       ( )         ( )    +) 

  .(          )  ((     -  (     -    (     -)/ 

            
((     -  (     -    (     -) 

 

Ģeklinde tanımlanan            
 fonksiyonuna,            rasgele değiĢkenlerinin ortak 

dağılım fonksiyonu veya (          ) n-boyutlu rasgele vektörün dağılım fonksiyonu 

denir. 

 

Teorem 2.2  (     ), (     ) rasgele vektörünün dağılım fonksiyonu olmak üzere,  

 

(i)             (     )  0 ve            (     )   , 

(ii)         (     )   (    )   (  )    ,         (     )   (    )   (  )     

(iii)  (     ) bileĢenlere göre azalmayan bir fonksiyondur,  

(iv)  (     ) bileĢenlere göre sağdan sürekli bir fonksiyondur,  

(v) Fréchet sınırlarına göre   (     )   (     )    (     )  olmalıdır, burada 

  (     )      * (  )   (  )     + ve   (     )     * (  )  (  )+, 

 

özellikleri sağlanmaktadır. Bu teoremin tersi doğru değildir. Bu dört özelliğe sahip her 

fonksiyonun bir dağılım fonksiyonu olması için, o fonksiyonun    uzayında monoton bir 

fonksiyon olması gerekmektedir.  

 

Tanım 2.6 (Süreklilik)  ( ) fonksiyonunun tanım aralığının bir    noktasında sürekli bir 

fonksiyon olabilmesi için,  

 

(i)         ( )    mevcut olması, 
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(ii)  ( ) fonksiyonunun    noktasında tanımlı olması, 

(iii)  (  )    olması, 

 

özelliklerini sağlamalıdır. 

 

Tanım 2.7 (Sürekli Rasgele DeğiĢken)   bir rasgele değiĢken ve  ( )  bu rasgele 

değiĢkenin dağılım fonksiyonu olsun. Bir        fonksiyonu yardımıyla  

 

 ( )  ∫ ( )  

 

  

     

 

tanımlanan   ye sürekli rasgele değiĢken ve dağılımına sürekli dağılım adı verilir.  ( ) 

fonksiyonu da  ( ) fonksiyonu da   nin olasılık yoğunluk fonksiyonu olarak adlandırılır.  

 

Bu çalıĢma boyunca, ele alınan rasgele değiĢkenler ,   )  değerli sürekli rasgele 

değiĢkenlerdir.  

 

  sürekli rasgele değiĢkenin olasılık yoğunluk fonksiyonu,  ( ) dağılım fonksiyonu için 

 ( ) olasılık yoğunluk fonksiyonu   noktasında sürekli iken,  

 

 ( )  
 

  
 ( )  

 

dır.  

 

      sürekli rasgele değiĢkenlerinin ortak olasılık yoğunluk fonksiyonu aĢağıdaki gibi 

verilir,   

 

 (     )  
  

      
 (     )     

     
   

     

 (                         )
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 (             )   (         )
   

    
     

 (         )   (     )
   

   
 

    
     

 
   

 (         )  
 

   
 (     )

   
 

 

Ayrıca  

 

 (     )   (           )  ∫ ∫  (   )    

  

  

  

  

         

 

dır.  

 

Tanım 2.8 (KoĢullu Dağılım Fonksiyonu) (     ) rasgele vektörünün dağılım fonksiyonu 

      
(     )  olmak üzere       verilmiĢken    rasgele değiĢkeninin koĢullu dağılım 

fonksiyonu,  

 

   |     
(  )   (     |     )  

 (     )

 (  )
  (  )     

 

Ģeklince verilmiĢtir. Burada  (  ) ,    rasgele değiĢkeninin marjinal dağılım 

fonksiyonudur. Benzer biçimde,       verilmiĢken    rasgele değiĢkeninin koĢullu 

dağılım fonksiyonu, 

 

   |     
(  )   (     |     )  

 
   

      
(     )

   
(  )

  

 

olarak bulunur. 
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Tanım 2.9 (KoĢullu Olasılık Yoğunluk Fonksiyonu)       verildiğinde,    rasgele 

değiĢkeninin koĢullu olasılığı,  

 

   |     
(  )  

 (     )

 (  )
  (  )    

 

olarak tanımlanmaktadır. 

 

Tanım 2.10 (Birbirleri ile Yer DeğiĢtirebilir Rasgele DeğiĢkenler) *  +   
  rasgele 

değiĢkenleri birbirleri ile yer değiĢtirebilmesi için,  ( ) tüm permütasyonların kümesi iken, 

her         için, 

 

          

 
 
 
  ( )   ( )     ( )     ( ) 

 

olması gerekir. (Lauritzen 2007)  

 

Örneğin,       ve    rasgele değiĢkenlerinin birbirleri ile yer değiĢtirebilmeleri için 

aĢağıdaki üç özellik sağlanmalıdır.  

 

 (        )   (        )   (        )   (        )   (        )   (        )   

 (       )   (       )   (       )  

 (      )   (      )   (      ). 

 

Eğer,            rasgele değiĢkenleri bağımsız ve aynı dağılımlı ise o zaman birbirleri ile 

yer değiĢtirebilirdir ama tersi geçerli değildir.  

 

Tanım 2.11 (YaĢam Fonksiyonu)   bir yaĢam süresini gösteren rasgele değiĢken olsun.   

rasgele değiĢkenin   zamanından daha büyük değer alma olasılığına yaĢam fonksiyonu 

denir ve  ̅( ) ile gösterilir. BaĢka bir deyiĢle, bileĢenin   zamanından daha fazla yaĢama 
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olasılığını ifade etmektedir. YaĢam fonksiyonu, 

 

 ̅( )   (   )     ( )  ∫  ( )  

 

 

  

 

Ģeklinde gösterilir. Burada   olasılık yoğunluk fonksiyonu ve   dağılım fonksiyonudur. 

YaĢam fonksiyonu, monoton azalan bir fonksiyondur ve  ̅( )     
   

 ̅( )   ,  ̅( )  

   
   

 ̅( )    özelliklerini sağlar (Leemis 1986). 

 

Bu çalıĢmada sadece iki ve üç değiĢkenli yaĢam fonksiyonu kullanıldığı için sadece bu iki 

durum incelenecektir. 

 

Tanım 2.12 (Ġki DeğiĢkenli YaĢam Fonksiyonu)    ve    iki bileĢenin yaĢam sürelerini 

gösteren rasgele değiĢkenler olsun. Bu rasgele değiĢkenlerin marjinal dağılım fonksiyonları 

   
(  )  ve    

(  ) , ortak dağılım fonksiyonu ise       
(     )  olsun.    ve    rasgele 

değiĢkenlerinin sırası ile    ve    zamanından daha çok yaĢama olasılığına iki boyutlu 

yaĢam fonksiyonu adı verilip,  ̅     
(     ) ile gösterilir ve, 

 

 ̅     
(     )   (           )       

(  )     
(  )        

(     )  

 

olarak tanımlanır. YaĢam fonksiyonu, monoton azalan bir fonksiyondur ve  ̅(   )  

   
       

 ̅     
(     )   ,  ̅     

(   )     
       

 ̅     
(     )    özelliklerini sağlar. 

 

Tanım 2.13 (Üç DeğiĢkenli YaĢam Fonksiyonu)       ve    bileĢenlerin yaĢam 

sürelerini gösteren rasgele değiĢkenler olsun. Bu rasgele değiĢkenlerin marjinal dağılım 

fonksiyonları    
(  )        , ikili ortak dağılım fonksiyonları ise       

(     )     

          ve ikili ortak yaĢam fonksiyonları  ̅     
(     )               olarak 

yazılabilir. Üç rasgele değiĢkenin ortak dağılım fonksiyonu ise  (        ) ve üçlü ortak 
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yaĢam fonksiyonu ise,  

 

 ̅        
(        )       

(  )     
(  )     

(  )        
(     )        

(     )        
(     )

          
(        )  

 

olarak tanımlanır, YaĢam fonksiyonu, monoton azalan bir fonksiyondur ve  

 

 ̅(     )     
          

 ̅        
(        )     ̅        

(     )     
          

 ̅        
(        )    

 

özelliklerini sağlar (Leemis 1986). 

 

Tanım 2.14 (KoĢullu YaĢam Fonksiyonu) Ġki değiĢkenli koĢullu yaĢam fonksiyonu,  

 

 ̅  |     
(  )   (     |     )  

 

Ģeklinde tanımlanır. Ġkinci bileĢenin    zamanında bozulduğu bilindiğinde, birinci bileĢenin 

   zamanından daha fazla yaĢama olasılığına koĢullu yaĢam fonksiyonu denir.  

 

2.2 Bozulma Oranı Fonksiyonu ve Ortalama Kalan Ömür Fonksiyonu   

 

Tanım 2.15 (Bozulma Oranı Fonksiyonu) Bozulma oranı fonksiyonu, bir bileĢenin   

zamanında yaĢadığı bilindiğinde, bu bileĢenin çok küçük bir zaman aralığında bozulması 

oranına denir ve, 

 

 ( )     
    

 (        |   )

  
    

    

 

  

 (            )

 (   )
 

 
 

 ̅( )
   
    

 (        )

  
 

 

 ̅( )
   
    

 (    )   ( )

  
 

 ( )

 ̅( )
  

 

olarak tanımlanır. BaĢka bir ifade ile,  
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 ( )  
 ( )

 ̅( )
 

 
  

 ( )

   ( )
  

 

  
   (   ( ))   

 

  
    ̅( )  

 

dır. Böylece olasılık yoğunluk fonksiyonu ve yaĢam fonksiyonu, bozulma oranı 

fonksiyonundan aĢağıdaki gibi elde edilir, 

 

 ̅( )    ∫  ( )  
 
   ( )   ( )  ∫  ( )  

 
   

 

Yukarıda görüldüğü gibi bozulma oranı fonksiyonu, dağılım fonksiyonunu tek olarak 

belirler.  

 

Tanım 2.16 (Ġki DeğiĢkenli Bozulma Oranı Fonksiyonu) Ġki değiĢkenin arasındaki ortak 

bozulma oranı fonksiyonu, 

 

 (     )     
         

 (                         |           )

      
 

    
         

 (                         )

      

 

 (           )
 

 

   (     )
      
 ̅(     )

 
 (     )

 ̅(     )
  

 

Ģeklinde tanımlıdır.  

 

Tanıma göre    bileĢenin    zamanı ve    bileĢenin    zamanından önce yaĢadıkları 

bilindiğinde, bu bileĢenlerin sırasıyla    ve    zamanında bozulması ani bir risktir ki ona iki 

değiĢkenli bozulma oranı fonksiyonu denir. (Rodriguez 2010) 
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Tanım 2.17 (Monoton bozulma oranı) Monoton bozulma oranı, yaĢam zamanı geçtikçe 

bozulma oranının sabit kalması, artması ya da azalması Ģeklinde üç durum olarak ifade 

edilmektedir. Sabit bozulma oranı için, eriĢkin insanların geçirdiği yaĢam süreleri örnek 

olarak verilebilir. Elektronik aletlerin yaĢam sürelerinin dağılımı azalan bozulma oranı için 

örnektir. Son olarak belirli bir zamandan sonra ele alınan yaĢlı insan grubların ömrü de artan 

bozulma oranına örnek olarak gösterilebilir.  

 

Tanım 2.18 (KoĢullu Bozulma Oranı Olasılığı) Ġki bileĢenin sırası ile    ve    

zamanlarından sonra yaĢadıkları bilindiğinde, bir bileĢenin (        ) aralığında bozulma 

olasılığına koĢullu bozulma oranı olasılığı denir ve, 

 

   |           
(  )     

    

 (           |           )

  
 

    
    

 (                 )

  

 

 (           )
 

 

  
   

 ̅(     )

 ̅(     )
  

 

Ģeklinde elde edilir. 

 

Tanım 2.19 (Ortalama Kalan Ömür Fonksiyonu)   bir parçanın ömrünü göstermek 

üzere, bu parçanın en az   kadar yaĢıdığı bilinsin. Bu durumda, en az   süre kadar daha 

çalıĢması olasılığı, 

 

 (     |   )  
 (         )

 (   )
 

 (     )

 (   )
 

 ̅(   )

 ̅( )
  

 

Ģeklinde ifade edilir. Ortalama kalan ömür fonksiyonu   yaĢındaki bir bileĢenin geriye kalan 

ortalama ömrüdür, böylece  
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 ( )   (   |   )  ∫  (     |   )  

 

 

 ∫
 ̅(   )

 ̅( )
  

 

 

 

 
∫  ̅(   )  

 

 

 ̅( )
 

∫  ̅( )  
 

 

 ̅( )
 

∫   ( )  
 

 

 ̅( )
    

 

olarak tanımlanır. Zahedi (1991), türevlenebilir  ( ) fonksiyonunun aĢağıdaki koĢulları 

sağlaması gerektiğini göstermiĢtir, 

(i)  ( )       ,   ), 

(ii)  ( )   ( )   , 

(iii)   ( )        (   ), 

(iv) ∫
 

 ( )
  

 

 
  . 

 

Ortalama kalan ömür fonksiyonun mevcut olabilmesi için ikinci koĢul sağlanmalıdır. 

 

2.3 Çarpıklık ve Basıklık Katsayıları 

 

Tanım 2.20 (Çarpıklık Katsayısı-ÇK): Çarpıklık katsayısı, bir dağılımın simetrik olup 

olmadığını sayısal bir değer ile vermektedir. Ancak istatistiksel özellikler bakımından çok 

güçlü ölçümler değildirler.  

 

Bir dağılımın, 

(i) Ortalama, mod ve medyan konumları farklı noktalarda ise,  

(ii) Çeyreklikleri medyana eĢit uzaklıkta değilse, 

(iii) Veriler yardımıyla çizilen eğrisi simetrik değilse, yani bir tarafa diğer tarafa göre 

daha fazla yaslanmıĢsa, 

 

o dağılıma çarpık denir. Çarpıklık ölçüsü,  
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    [4
   ( )

√   ( )
5

 

]  
 

(   ( ))
 
 

0 (  )    ( ) (  )   ( ( ))
 
1 

 

Ģeklinde hesaplanmaktadır. (Gupta ve Kapoor 2000)  

 

Bu değer    ve   arasında değiĢir. Negatif, sıfır ve pozitif olmak üzere üç tür çarpıklıktan 

söz edilebilir. 

 

Sola Çarpık: Eğer ortalama medyandan ve medyan değeri moddan küçük ise, çarpıklık 

değeri negatif olur. Yani, dağılımın çarpıklığı ne kadar büyük ise ortalama ile mod arasındaki 

uzaklık o kadar fazladır. Dağılımın kütlesi grafiğin sağ tarafında toplanıp soldaki kuyruk 

daha uzun olur. Bu durumda, dağılım sola çarpıktır denir. YaĢa göre tasarruf eğilimi örneği 

sola çarpık dağılım için bir örnek olabilir. Genç bireylerin tasarrufu az olup, orta yaĢa doğru 

giderek artmakta ancak ileri yaĢta tekrar azalmaktadır. 

 

Simetrik: Eğer ortalama ve mod eĢit ise, çarpıklık değeri sıfır olur ve simetrik dağılım denir. 

(Genelde çarpıklık ölçüsü    veya    aralığındayken, Normal dağılım olarak kabul 

edilmektedir.) 

 

Sağa Çarpık: Eğer ortalama değeri medyandan ve medyan mod değerinden büyük ise, 

çarpıklık değeri pozitif olur. Dağılımın kütlesi grafiğin sol tarafında toplanıp sağdaki kuyruk 

daha uzun olur. Bu durumda, dağılım sağa çarpıktır denir. Örneğin hastaların iyileĢme 

sürelerinin dağılımının sağa çarpık olması iyidir. 

 

Tanım 2.21 (Basıklık Katsayısı-BK): Bir rasgele değiĢken için gözlem değerlerinin 

dağılım yapısı çarpıklık haricinde, basıklık katsayısı ile de özetlenebilir. Bir dağılımda 

rasgele değiĢken için alınan gözlemlerin varyansı artar ise, gözlemlerin dağılımı basık olur, 

ve varyans azaldıkça da sivrileĢir. Bir dağılımın sivriliği veya basıklığı ölçüsüne basıklık 

katsayısı adı verilir ve,  
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    [4
   ( )

√   ( )
5

 

] 

 
 

(   ( ))
 0 (  )    ( ) (  )   ( ( ))

 
 (  )   ( ( ))

 
 ( )  ( ( ))

 
1 

 

olarak tanımlanır. Basık veya sivri olmayan eğriye normal eğri denir. Normaldan daha yassı 

olan eğriye basık denir. Normale göre zirveye sahip olan eğriye sivri denir. (Gupta ve Kapoor 

2000) 

 

Basıklık katsayısı en küçük    değeri alabilir. Negatif, sıfır ve pozitif olmak üzere üç tür 

basıklıktan söz edilebilir. 

 

Basık: Basıklık katsayısı negatif ise (       ), dağılımın grafiği ortalama etrafında 

daha basık olup daha büyük varyansa sahiptir. Eğri normal dağılıma göre daha basıktır.   

 

Simetrik: Eğer basıklık katsayısı sıfır ise, bu dağılıma simetrik dağılım denir.  

 

Sivri: Basıklık katsayısı pozitif ise, dağılımın grafiği ortalama değerinde toplanıp daha sivri 

olur, bu dağılımın varyansı küçüktür ve dağılım eğrisi normal dağılıma göre daha diktir.  

 

2.4 Rasgele Sayı Üretme  

 

Bu kısımda dağılımlardan sayı üretme yöntemleri anlatılacaktır. 

 

2.4.1 Ters dönüĢüm yöntemi ile rasgele sayı üretme  

 

  dağılım fonksiyonuna sahip bir   rasgele değiĢkeninin dağılımından sayı üretmek için en 

kullanıĢlı yöntem,   dağılım fonksiyonunun genelleĢtirilmiĢ tersi olan,  
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    (   )    

     *   ( )   +    ( ) 

 

dan yola çıkmaktır. Burada   rasgele değiĢkeni (   ) aralığında tanımlı düzgün dağılıma 

sahiptir ve,    ( ) olarak alındığında yukarıda tanımlanan fonksiyondan yola çıkarak, 

 

    ( ) 

 

dönüĢümü kullanılmaktadır.   ( ) rasgele değiĢkeninin dağılım fonksiyonu   dir, yani 

  ( ) dönüĢümü ile ortaya çıkan rasgele değiĢken,   rasgele değiĢkeninin kendisidir.  

 

    ( )  dönüĢümü integral dönüĢümü olarak bilinmektedir. Sonuç olarak, (   ) 

aralığında tanımlı olan düzgün dağılımdan üretilen sayılar, integral dönüĢümü sonucunda   

rasgele değiĢkenin dağılımından üretilmiĢ sayılar olacaktır.  

 

Algoritma 1. Ters dönüĢüm yöntem ile rasgele sayı üretme 

Adım 1: 

Adım 2: 

Adım 3: 

 ( ) dağılım fonksiyonunu belirle, 

  rasgele değiĢkenini düzgün (   ) dağılımından üret, 

    ( ) hesapla. 

 

Örneğin   parametreli üstel dağılımı göz önüne alınsın.  

 

 (   )             

 

ve    (   ) düzgün dağılımına sahip ve    ( ) alındığında, dönüĢüm uygulanınca,  

 

   ( )  
  

 
  (   )        
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olmak üzere,  

 

     ( )  
  

 
  (   ) 

 

dönüĢümü ile   rasgele sayıları üstel dağılımdan üretilmiĢ sayılardır. Burada     rasgele 

değiĢkeni de   rasgele değiĢkeni gibi düzgün (   ) dağılımına sahiptir. Böylece   parametreli 

üstel dağılımdan sayı üretmek için   
  

 
  ( ) dönüĢümü de kullanılabilir. 

 

2.4.2 Çok değiĢkenli dağılımlardan rasgele sayı üretme  

 

           rasgele değiĢkenlerinin ortak dağılım fonksiyonu            
(          ) 

olsun. Bu rasgele değiĢkenler bağımsız ise,  

 

           
(          )     

(  )   
(  )    

(  ) 

           
(          )     

(  )   
(  )    

(  ) 

 

dır.            birbirinden bağımsız (   ) aralığına sahip düzgün dağılımdan alınmıĢ 

olsun, o zaman,  

 

      

  (  )       

  (  )         

  (  ) 

 

ters dönüĢüm yöntemi ile            rasgele değiĢkenleri üretilebilir.  

 

           rasgele değiĢkenleri bağımlı ise, o zaman,  
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(  )   (     )  

   
(  |  )   (     |     )  

  

   
(  |            )   (     |                   ) 

 

ve iliĢkili olasılık yoğunluk fonksiyonu ve koĢullu olasılık yoğunluk fonksiyonu,  

 

   
(  )    

(  |  )      
(  |            ) 

 

Ģeklinde yazılabilir. Rosenblatt (1952) çalıĢmasında bu konuyu anlatmıĢtır. Böylece,  

 

      
(  )  

      
(  |  )  

  

      
(  |            ) 

 

Burada    rasgele değiĢkenleri birbirinden bağımsız (   )  aralığına sahip düzgün 

dağılımdan alınmıĢtır. (          )  rasgele vektörünün çok değiĢkenli dağılım 

fonksiyonu, 

 

      

  (  )  

      

  (  |  )     

  .  |   

  (  )/  

  

      

  (  |            ) 

    

  (  |   

  (  )    

  .  |   

  (  )/       

  .    |   

  (  )        

  (    )/) 

 

Böylece            rasagele değiĢkenlerinden dağılımlarından rasgele sayı üretilmiĢtir.  

 



 

20 
 

Ġki değiĢkenli dağılım için de benzer Ģekilde, 

  

   
(  )   (     )  

   
(  |  )   (     |     )  

 

yazılabilir ve iliĢkili olasılık yoğunluk fonksiyonu ve koĢullu olasılık yoğunluk fonksiyonu,  

 

   
(  )    

(  |  ) 

 

ilk adım olarak    rasgele sayısı (   ) aralığında tanımlı olan düzgün dağılımdan üretilip 

ve    
(  )     alınarak,       

  (  )  den üretilir. Ġkinci adım olarak,    rasgele 

değiĢkeninden bağımsız olarak (   )  aralığı üzerinde tanımlı düzgün dağılımdan    

rasgele sayısı üretilecektir. Böylece    
(  |  )     dönüĢümü yapılarak    

   

  (  |  )     

  .  |   

  (  )/ eĢitliği alınarak üretilebilir. 

 

Örnek olarak aĢağıdaki iki değiĢkenli dağılım ele alınsın,  

 

      
(     )  ,

 

 
(      )              

 
                                       

 

 

ġimdi bu dağılımdan sayı üsretmek için aĢağıdaki adımlar takip edilecektir,  

 

   
(  )  

 

 
(    )    

(  |  )  
      
    

 

 

   rasgele sayısı Düzgün (   )  dağılımından üretilip ve    
 

 
.
  

 

 
    /  alınıp, 

       √      den üretilir.    rasgele sayısı ise    rasgele değiĢkeninden 

bağımsız olarak Düzgün(   ) dağılımından üretilecektir. KoĢullu dağılım fonksiyonu ise,  
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(  |  )  ∫

      
    

   

  

 

 
  (      )

    
 

 

Böylece    
  (      )

    
 dönüĢümü yapılarak    

       √    
                        

 
 

eĢitliğinde alınarak üretilebilir. 

 

2.4.3 Karma yöntem ile rasgele sayı üretme  

 

BaĢka bir rasgele sayı üretme yöntemi de karma yöntemdir. Bu yöntem karma dağılımlar için 

kullanılmaktadır.   rasgele değiĢkeninin olasılık yoğunluk fonksiyonu,  ( ), iki olasılık 

yoğunluk fonksiyonunun karması olarak verilsin,  

 

 ( )      ( )      ( ) 

 

burada         dir.      yi geniĢleten bir   olasılık yoğunluk fonksiyonu varsayılır 

ise, yani tüm   ler için  ( )      ( ) dir. Böylece bu karma dağılımdan rasgele sayı 

üretmek için aĢağıdaki adımlar takip edilmelidir. (Gentle 2013) 

 

Algoritma 2. Karma yöntem ile rasgele sayı üretme 

Adım 1: 

Adım 2: 

Adım 3: 

Adım 4: 

  yi olasılık yoğunluk fonksiyonu   olan dağılımdan üret 

  rasgele değiĢkenini düzgün (   ) dağılımından üret, 

Eğer       ( )  ( )⁄  ise, o zaman   yi    den üret, 

Diğer durumda   yi    den üret.  

 

2.5 Rényi Entropi Fonksiyonu 

 

Rényi entropiden bahsetmek için genel olarak entropilerin ne iĢe yaradığı anlatılacaktır. Bir 

sistemin belirsizliği ve rasgeleliğini ölçmek için entropi kavramları ortaya çıkmıĢtır. Bir 
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sistemin entropi ölçüsü ne kadar düĢük ise bilgi oranı bir o kadar çoktur. Rényi entropi ise 

diğer entropilerin özel bir durumudur ve Alfréd Rényi (1961) tarafından tanımlanmıĢtır. Bir 

deney yapıldığında ne kadar sonuç belirsiz ise, Rényi entropi o kadar artar.  

Örneğin bir zar atıldığında 6 sayısının gelme olasığı diğer sayılara göre daha fazlaysa, o 

zaman belirsizlik az olacaktır ve böylece Rényi entropi daha küçük olacaktır. Bu örnekten 

yola çıkarak, bir olayın belirsizliğini ortadan kaldırmak için o olay hakkında detaylı ve 

gerekli bilgi açığına Rényi entropi denilir.   parametresinin Rényi entropisi,     ve 

    iken aĢağıdaki gibi tanımlanmıĢtır, 

 

  ( )  
 

   
   ∫ ( ( ))

 
  

 

 

                                                     (   ) 

 

Bu entropi  ’ya göre artmayandır.  

 

2.6 Sıra Ġstatistikleri 

 

           bağımsız ve aynı dağılımlı rasgele değiĢkenler olsun. Bu rasgele değiĢkenler, 

olasılık yoğunluk fonksiyonu  ( ) ve dağılım fonksiyonu  ( ) olan sürekli bir dağılımdan 

alınmıĢ olsun.            rasgele değiĢkenlerin sıra istatistikleri                  

ile gösterilsin. Buna göre,      n hacimli bir rasgele örneklemin  .sıra istatistiğidir.     ( ), 

     sıra istatistiğinin olasılık yoğunluk fonksiyonunu göstermek üzere,  

 

    ( )  
  

(   ) (   ) 
 ( )( ( ))

   
( ̅( ))

   
           

 

olarak tanımlanır. En küçük ve en büyük sıra istatistikleri (         *          + ve 

          *          +) olasılık yoğunluk fonksiyonları sırası ile,  

 

    ( )    ( )( ̅( ))
   

     ( )    ( )( ( ))
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dir. 

 

2.7 Deneysel dağılım 

 

(          ) ortak dağılım fonksiyonu  ( ) olan bağımsız aynı dağılıma sahip rastgele 

değiĢkenler olsun. O zaman ampirik dağılım fonksiyonu aĢağıdaki gibi verilmiĢtir, 

 

 ̂ ( )  
 

 
∑     

 

   

 

 

burada, 

      {
                               

 
                    

 

 

(Yani   gösterge fonksiyonudur).  

Bir   sabiti için,       gösterge fonksiyonu    ( )  parametresine sahip bir bernolli 

rasgele değiĢkenidir. Çünkü,   ̂ ( ) ortalaması ve varyansı sırasıyla   ( ) ve   ( )(  

 ( )) olan bir binom rasgele değiĢkenidir. Sonuç olarak  ̂ ( ) ise  ( ) için bir yansız 

tahmin edicidir. 

 

2.8 Model Seçim Kriterleri  

 

Akaike bilgi kriteri: AIC (Akaike Information Criterion) ilk defa Akaike (1973) tarihinde 

farklı modelleri, verilen sonuçlara göre karĢılaĢtırmak maksadıyla kullanılmıĢtır. En iyi 

modeli bulmak maksadıyla model ile sonuçlar arasındaki iliĢkiye bakarak bir değer (ceza) 

hesaplanır. Bu değer Ģu Ģekilde hesaplanır,  
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Burada   tahmin edilebilir parametre sayısı ve        (    ) için kullanılan fonksiyon 

en çok olabilirlik fonksiyonudur. Eğer örnekleme ait gözlenen sayı fazla ise yukarıdaki     

değeri yeterli olacaktır (Snipes ve Taylorn, 2014). Aksi halde, eğer   örneklem sayısı yeteri 

kadar büyük değil ise daha genel bir ifade olan      kullanılır. En küçük     veya      

değerine sahip olan model en iyi modeldir.     geniĢ bir Ģekilde biyolojik incelemelerde, 

çevre bilimleri, Ģu ve deniz araĢtırmalarında ve medikal bilimlerde kullanılmaktadır.  

 

Bayesian bilgi kriteri: BIC (Bayesian Information Criterion/Schwarz Criterion) model 

seçim kriteridir ve aĢağıdaki gibi tanımlanır, (McQuarrie ve Tsai, 1998) 

 

             ( ) 

 

Burada   örneklem boyutudur. Fakat AIC ve BIC arasındaki benzerliğe rağmen, daha 

sonraları bayes yapısı içinde farklılıklar gösterdiği ortaya çıkmıĢtır.  

Literatür içindeki çalıĢmalara bakacak olursak BIC faktörün daha fazla kullanılmaktadır. 

Bunun da sebeplerinden biri analiz sonrasında büyük hesaplamalara ihtiyaç duyulmasıdır. 

 

Kolmogorov-Smirnov testi: Kolmogorov-Simirnov testini, Kolmogorov (1933) 

önermiĢtir. Kolmogorov, tek örnek için uyum iyiliği testini önermiĢtir. 1939 yılında ise bir 

Rus matematikçisi olan Simirnov tarafından iki bağımsız örnek için uyum iyiliği testi 

geliĢtirilmiĢtir. Kolmogorov ve Simirnov testi benzerlik nedeniyle, uygulamada, 

Kolmogorov–Simirnov uyum iyiliği testleri olarak bilinirler. Bu çalıĢmada 

Kolmogorov-Simirnov tek örnek testi kullanılacaktır.  

 

Ġstatistikte Kolmogorov-Smirnov testi sürekli eĢitliği ölçen parametrik olmayan bir test olup, 

referans alınan bir dağılım ile örneklemin karĢılaĢtırılmasına dayanır. Kolmogorov-Smirnov 

istatistiği örnekleme iliĢkin ampirik dağılım fonksiyonu ile karĢılaĢtırılacak dağılım 

fonksiyonu arası bir uzaklığı ölçer. Eğer    test istatistiği red edilemez olarak elde edilirse 
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örneklem ile referans dağılımın aynı olduğu değerlendirilebilir. 

ġimdi elimizde birbirinden bağımsız aynı   dağılımlı            örneklemi olsun ve biz 

de bu dağılımının belirgin bir    dağılımına eĢit olup olmadığını test etmek için, aĢağıdaki 

hipotezler belirlensin, 

{
       

 
       

 

 

 ( )   (   ) olarak veriye ait dağılım fonksiyonu tanımlansın. Ampirik dağılımı ise 

 ̂ ( )  
 

 
∑  (    ) 

    olsun, 

 

   
   

| ̂ ( )   ( )|    

 

 ̂  ile   arasındaki en büyük fark olasılıkta sıfıra yaklaĢmaktadır.   ̂ ( ) ortalaması ve 

varyansı sırasıyla   ( ) ve   ( )(   ( )) olan bir Binom rasgele değiĢkenidir. 

 

√ . ̂ ( )   ( )/
 
  .   ( )(   ( ))/ 

 

ve  

 

 (√     | ̂ ( )   ( )|   )     ( )     ∑(  )         

 

   

 

 

Burada  ( ) Kolmogorov-Smirnov dağılım fonksiyonudur. Kolmogorov-Smirnov testi ise 

aĢağıdaki gibi tanımlanır, 

 

      
   

| ̂ ( )   ( )|  
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Kolmogorov-Smirnov test istatistiğinin örnek grafiği aĢağıdaki grafikte verilmiĢtir. 

       

        ġekil 2.1 Kolmogorov-Smirnov Test Ġstatistiği Örnek Grafiği 

 

2.9 DönüĢümler  

 

Ġlk olarak sürekli rasgele değiĢenlerin dağılım fonksiyonu ile ilgili iki özellikten 

bahsedilecektir. Birincisi,   rasgele değiĢkeninin dağılım fonksiyonu   ( ) olmak üzere; 

    ( ) iken, 

 

     
 ( ) 

 

Ģeklinde yazılabilir. Burada  , (   ) aralığında tanımlı olan düzgün dağılımdan alınmıĢ bir 

rasgele değiĢkendir. Ġkinci özellik, eğer rasgele değiĢkenlerden biri örneğin   değiĢkeni  

   ( ) olarak değiĢir ise,   rasgele değiĢkeninin olasılık yoğunluk fonksiyonunu elde 

etmek için en kolay ve güvenilir yöntem; rasgele değiĢkenlerin değiĢimini dağılım 

fonksiyonu ile yapmayı olasılık yoğunluk fonksiyonu ile yapmaya tercih etmektir. 
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  ( )    ( 
  ( )) |

    ( )

  
| 

 

Burada tezde önerilecek olan dönüĢümü kavramak için Shaw ve Buckley (2007) 

makalesinde tanımladığı dönüĢüm anlatılacaktır. 

 

Sıra dönüĢümleri:    ve    iki bağımsız rasgele değiĢken olsun. Bu rasgele değiĢkenlerin 

dağılım fonksiyonu    
 ve    

 olmak üzere,     ve     sıra dönüĢümleri, 

 

   ( )     
.   

  ( )/     ( )     
.   

  ( )/                  (   ) 

 

olarak tanımlanır. Tanımlanan sıra dönüĢümleri   ,   -  birim aralığında değiĢip 

   ( )    ve    ( )    değerlerini alır. Sıra dönüĢüm yöntemi ile kesin bir dağılım geçiĢi 

elde edilmektedir. Sıra dönüĢümleri için en kolay örnek, her | |    için    ( )  

  .  
  ( )/      (   )  (   )      olarak alınabilir ve bu örnek karesel 

dönüĢüm yöntemi ile elde edilecektir.  

 

Karesel dönüĢümleri: Karesel dönüĢümler, sıra dönüĢümlerin en basit örneğidir.    
 ve 

   
 aynı destek kümesine sahip iki dağılım fonksiyonu ise, karesel dönüĢüm bu iki dağılım 

fonksiyonu için, | |    iken, 

 

   
( )  (   )   

( )   .   
( )/

 

                                         (   ) 

 

ifadesi ile tanımlanır. Dolayısıyla (   )  de tanımlanan    
( )  dağılım fonksiyonunun 

tanımı dikkate alınır ise, 

 

(   )   
( )   .   

( )/
 

    
( )    
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ifadesinden    
( )  

(   ) √(   )       
( )

  
 olarak bulunmaktadır. 

 

Bu durumda sıra dönüĢümlerindeki eĢitliklerden yola çıkarak    ( )  ve    ( )  sıra 

dönüĢümleri, 

 

   ( )     
.   

  ( )/  (   )   
.   

  ( )/   (   
.   

  ( )/)
 

 

 (   )                   (   ) 

 

   ( )     
.   

  ( )/  
(   )  √(   )     

  
 

 

olarak elde edilir. 

 

 

2.9.1 Sıra dönüĢümlerin farklı çeĢitleri 

 

Karesel dönüĢüm bölümünde,    ( )     (   )  (   )      Ģeklinde ifade 

edilmiĢti. Burada sıra dönüĢümlerinin farklı bir çeĢidi, 

 

   ( )     (   ) ( )  (   ( ))     ( )  

 

dır. Burada  , farklı parametrelere sahip bir polinomdur. Bu sıra dönüĢümü medyan değerini 

koruması için, polinom 
 

 
 noktasındade sıfır değer almalıdır, yani  

 

   (
 

 
)  

 

 
 

 

 
(  

 

 
) (

 

 
)  

 

 
 

 

 
 (

 

 
)  

 

 
 

 

 
( )  
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olur. Ayrıca polinom  (   )    ( ) ise,  

 

   (   )       (   ) (   )       (   ) ( )       ( ) 

 

olur, yani sıra dönüĢümü simetrik olur. Bunun için en basit örnek, bazı sabit   lar için 

 ( )   .  
 

 
/ olabilir. Böylece, tanımlanan sıra dönüĢümü aĢağıdaki gibi olacaktır.  

 

   ( )     (   ) ( )  (  
 

 
 )   

 

 
        

 

Elde edilen sıra dönüĢümü bu çalıĢmanın dördüncü bölümünde verilen kübik dönüĢümün 

özel halidir. 

 

2.10 Kullanılan Dağılımlar 

 

Bu çalıĢmada kullanılacak olan dağılımlar bu bölümde kısaca anlatılacaktır.  

 

Ġki DeğiĢkenli Üstel (Gumbel) Dağılım: Ġki değiĢkenli üstel dağılım ilk olarak Gumbel 

(1960) makalesinde tanımlanmıĢtır. Gumbel bu dağılımın yaĢam fonksiyonunu,  

 

 ̅     
(     )    (               )                                  (   ) 

 

ġeklinde vermiĢtir. Burada    ve    ölçek parametreleri olup,   bağımlılık parametresidir 

ve parametrelerin arasındaki iliĢki                  olarak tanımlanmıĢtır.    ve 

   rasgele değiĢkenlerinin marjinal yaĢam fonksiyonları sırası ile        ve        dır. 

Yani,    ve    üstel dağılıma sahiptir. (   ) ifadesinde bahsedilen yaĢam fonksiyonundan 

yola çıkarak olasılık yoğunluk fonksiyonu, 
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(     )  

  

      
 ̅     

(     )  
 

   
(

 

   
  (               )) 

 (      )(      ) 
 (               )          

 

olarak elde edilmiĢtir. 

 

Gumbel’ın tanımladığı iki boyutlu üstel dağılımında       alınıp ve         kabul 

edilir ise, yaĢam fonksiyonu, 

 

 ̅     
(   )    (       )                                 (   ) 

 

Ģeklinde tanımlanır. (   ) ifadesinde verilen yaĢam fonksiyonundan yola çıkarak, (     ) 

rasgele değiĢkenin dağılım fonksiyonu, 

 

      
(   )     ̅  

( )   ̅  
( )   ̅     

(   )            (       ) 

 

Ģeklinde bulunmuĢtur. Dağılım fonksiyonundan türev alınarak olasılık yoğunluk fonksiyonu,  

 

      
(   )         (      )  (       ) 

   (       (       ))       (       )                                                      (   ) 

 

olarak elde edilmiĢtir. Bu dağılımının ortalama kalan ömür fonksiyonu aĢağıdaki gibi elde 

edilir, 

 

 (     )  
∫  ̅(   )  

 

 

 ̅(   )
 

∫   (       )  
 

 

  (       )
 

 

(
 
 

√
 
  

  

    (
    

√ 
))|

 

 

  (       )
 

 
 

√
 
  

  

     (
    

√ 
)

  (       )
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ġimdi bu dağılımın özelliklerinden bahsedilecektir. Ġlk olarak moment çıkaran fonksiyonu 

bulunacaktır ve tez boyunca  (   )  √
 

 
 

  

     .
 

√ 
/ olarak alınacaktır. (erf fonksiyonu 

EK 1’de anlatılmıĢtır.) 

 

  ( )   (   )  ∫          
(   )  

 

 

 
   

   
 

 

 
√

 

 
 

(    ) 

      (
    

√ 
)      

 

Ġlk dört moment aĢağıdaki gibi elde edilmiĢtir,  

 

 ( )   4      |
 

  
 ∫       

 

 

    (       )|
 

  
 ∫   (       )  

 

 

5 

  (
  

 
    |

 

  

  
  

  ∫  
 4√ (  

 
 
)5

 

  
 

 

)  
 

 
  (   )  

 (  )  
 

  
 

 

 
 

 

 
 (   )  

 (  )  
  

  
 

  

  
 

 

  
4  

   

 
5  (   )  

 (  )  
  

  
 

 

   
4      

   

 
5  ( 

 

  
 

  

  
   

  
 (   ))  

 

Farlie-Gumbel-Morgenstern Dağılımı (FGM):          üç tane sürekli rasgele değiĢken 

olsun. Bu rasgele değiĢkenlerin ortak dağılım fonksiyonu          
 ve marjinal dağılım 

fonksiyonları    
         olsun. Üç boyutlu FGM dağılımı aĢağıdaki gibi tanımlanmıĢtır,   

 

         
(        )     

(  )   
(  )   

(  ) .      
(  )   

(  )   
(  )/  

 

burada   ,    -  aralığında değer alır. (Nelsen 1998, Bairamov vd. 2001, Tank ve 
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Gebizlioğlu 2004). 

 

Bu dağılımın olasılık yoğunluk fonksiyonu, 

 

         
(        )     

(  )   
(  )   

(  ) 0   .      
(  )/ .      

(  )/ .      
(  )/1 

 

Ģeklinde bulunmuĢtur. Burada marjinal dağılımlar sırasıyla            parametrelerine 

sahip üstel dağılımdan alınır ise, ortak dağılım fonksiyonu,  

 

         
(        )  (         )(        )(        )(     (              )) 

 

olarak elde edilir ve            ve   ,    - aralığındadır. Eğer            

alınır ise,  

 

         
(        )  (        )(       )(       )(      (        )) 

 

dır.            alınır ise,  

 

 (     )  (      )
 
(        ) 

                (   )                                  (   ) 

 

Ģeklinde yazılır. 

 

2.11 Sistemler 

 

Tanım 2.22 (YaĢam Zamanı) Bir sistemin, bir nesnenin veya bir canlının yaĢam zamanı 

(lifetime) veya bozulma zamanı (failure time), negatif olmayan sürekli   rasgele değiĢkeni 

ile gösterilmektedir.  



 

33 
 

 

Tanım 2.23 (Sistem) Birkaç parçadan oluĢan bir küme göz önüne alındığında, bu parçalar 

belirli bir amaç doğrultusunda bir araya gelmiĢ ise, bu kümeye sistem adı verilir. Sistemi 

oluĢturan parçalara bileĢen adı verilir. Bu bileĢenlerin sistemde ne Ģekilde ve nasıl 

çalıĢacağına sistemin yapısı karar verir. Sistemdeki bileĢenler birbirlerine seri, paralel ve 

bunların karıĢımı olarak bağlanabilmektedir. Bu çalıĢmada iki ve üç bileĢenli sistemler ele 

alınacaktır. AĢağıdaki alt bölümlerde            olayları bileĢenlerin bozulma olayları 

olarak alınacaktır. 

 

2.11.1 Ġki bileĢenli sistemler 

 

Ġlk olarak iki bileĢenden oluĢan seri ve paralel sistem anlatılacaktır. Sonra bu sistemler 

incelenip sistemlerin bozulma veya baĢarısızlık olasılıkları elde edilecektir.  

 

Ġki BileĢenli Seri Sistem: Seri sistemin çalıĢması için bileĢenlerin hepsinin çalıĢması 

gerekir, bileĢenlerden herhangi birisi çalıĢmaz ise sistem çalıĢmaz.   ,    bu bileĢenlerin 

bozulma olayları ise, bu sistemin çalıĢmaması için bu iki olaydan birinin gerçekleĢmesi 

yeterli olacaktır. 

 

 

 

ġekil 2.2 Ġki BileĢenli Seri Sistem 

 

Seri sistemin yaĢam zamanı      ile gösterilmek üzere,         *     +  Ģeklinde 

tanımlanır ve    ve    sırası ile bileĢenlerin yaĢam zamanlarını gösteren rasgele 

değiĢkenler olsun. Bu rasgele değiĢkenler bağımsız ve aynı dağılımlı olarak alındığında, 

sistemin baĢarısızlık olasılığı, 

 

 (      )   (   *     +   )     (   *     +   ) 

𝐴  𝐴  
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    (         )     (    ) (    ) 

   (   ( ))
 

   ( )    ( ) 

 

biçimindedir.    ve    sırası ile    
( ) ve    

( ) farklı dağılımlarına sahip bağımsız 

rasgele değiĢkenler olarak alınır ise, bu sistemin baĢarısızlık olasılığı, 

 

 (      )    .     
( )/ .     

( )/     
( )     

( )     
( )   

( ) 

 

olarak elde edilir.    ve    bileĢenlerinin ömürleri bağımlı dağılıma sahip ise, bu sistemin 

bozulma olasılığı, 

 

 (      )     (         )     ̅(   )   (   )   (   )   (   ) 

 

Ģeklinde yazılır. 

 

Ġki BileĢenli Paralel Sistem: Paralel bağlanan bileĢenlerden oluĢan bir sistemin çalıĢması 

için bileĢenlerden en az birinin çalıĢması yeterlidir. Bu sistemin çalıĢmaması için    ve    

olayı gerçekleĢmelidir.  

 

 

 

 

 

 

ġekil 2.3 Ġki BileĢenli Paralel Sistem 

 

Paralel sistemin yaĢam zamanı      ile gösterilmek üzere,          *     + Ģeklinde 

tanımlanır. BileĢenlerin ömürleri birbirinden bağımsız aynı dağılıma sahip ise, paralel 

𝐴  

𝐴  
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sistemin baĢarısızlık olasılığı, 

 

 (      )   (    *     +   )   (         )   (    ) (    )    ( )  

 

dır.    ve    rasgele değiĢkenleri bağımsız ve farklı dağılımlı olarak alınır ise, bu 

sistemin baĢarısızlık olasılığı, 

 

 (      )   (         )   (    ) (    )     
( )   

( ) 

 

Ģeklinde elde edilir. BileĢenlerin ömürleri bağımlı dağılıma sahip ise, bu sistemin 

baĢarısızlık olasılığı aĢağıda verilmiĢtir; 

 

 (      )   (    *     +   )   (         )   (   )  

 

2.11.2 Üç bileĢenli sistemler 

 

Bu kısımda üç bileĢenden oluĢan sistemlerden bahsedilecektir ve bu sistemlerin farklı 

bağlanma durumları anlatılacaktır. Sonra bu sistemler incelenip, sistemlerin bozulma veya 

baĢarısızlık olasılıkları elde edilecektir.   ,    ve    sistemi oluĢturan bileĢenlerin 

bozulma olayları olarak alınacaktır. 

 

Üç bileĢenli Seri Sistem: Burada her üç bileĢenin seri bağlandığı sistem ele alınacaktır. Seri 

sistemin bozulması için bu üç olaydan birinin gerçekleĢmesi yeterli olacaktır. 

 

 

 

 

ġekil 2.4 Üç BileĢenli Seri Sistem 

 

𝐴  𝐴  𝐴  
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      ve    bileĢenlerin yaĢam zamanlarını gösteren rasgele değiĢkenler olsun. Üçlü seri 

sistemin yaĢam zamanı      ile gösterilmek üzere,         *        +  Ģeklinde 

tanımlanır. Böylece,       ve    rasgele değiĢkenleri bağımsız ve aynı  ( ) dağılımına 

sahip ise, sistemin baĢarısızlık olasılığı, 

 

 (      )   (   *        +   )     (   *        +   ) 

    (              )     (    ) (    ) (    ) 

   (   ( ))
 

   ( )     ( )    ( ) 

 

Ģeklinde elde edilir.       ve    rasgele değiĢkenleri bağımsız ve farklı dağılımlara sahip 

olarak alınır ise, bu sistemin baĢarısızlık olasılığı, 

 

 (      )     (              )     (    ) (    ) (    ) 

    
( )     

( )     
( )     

( )   
( )     

( )   
( )     

( )   
( )

    
( )   

( )   
( ) 

 

Ģekline yazılır. BileĢenlerin ömürleri bağımlı dağılıma sahip ise, sistemin bozulma olasılığı, 

 

 (      )     ̅(     ) 

  (     )   (     )   (     )   (     )   (     )

  (     )   (     ) 

 

olarak bulunur. 

 

Üç BileĢenli Seri ve Paralel Karma Sistemin Birinci Türü: Burada iki bileĢenin seri 

bağlanıp diğer bileĢenin bunlara paralel bağlandığı durum ele alınacaktır.   
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        ġekil 2.5 Üç BileĢenli Seri ve Paralel Karma Sistemin Birinci Türü  

 

Bu sistemin yaĢam zamanı    ile gösterilmek üzere,        *      (     )+ Ģeklinde 

tanımlanır. Böylece,       ve    rasgele değiĢkenleri aynı dağılımlı ve bağımsız ise, bu 

sistemin baĢarısızlık olasılığı, 

 

 (    )   (    *      (     )+   )   (        (     )   ) 

  (    )(   (   (     )   )) 

  (    ) .  (   (    ))(   (    ))/ 

  ( ) .  (   ( ))
 
/     ( )    ( ) 

 

Ģekline verilmektedir.       ve    rasgele değiĢkenleri farklı dağılımlı ve bağımsız alınır 

ise, sistemin baĢarısızlık olasılığı, 

 

 (    )   (    ) .  (   (    ))(   (    ))/ 

    
( ) (  .     

( )/ .     
( )/) 

    
( )   

( )     
( )   

( )     
( )   

( )   
( ) 

 

ve bileĢenlerin ömürleri bağımlı dağılıma sahip ise, bu sistemin bozulma olasılığı, 

 

 (    )   (    *      (     )+   )   (     )   (     )   (     ) 

𝐴  

𝐴  

𝐴  
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Ģeklinde elde edilir. 

 

Üç BileĢenli Seri ve Paralel Karma Sistemi Ġkinci Türü: Burada iki bileĢenin birbirine 

paralel bağlanıp diğer bileĢenin bunlara seri bağlandığı durum ele alınacaktır.  

 

 

 

 

 

 

            ġekil 2.6 Üç BileĢenli Seri ve Paralel Karma Sistemin Ġkinci Türü 

 

Bu sistemin yaĢam zamanı    ile gösterilir ise,       *       (     )+  Ģeklinde 

tanımlanır. Böylece,       ve    rasgele değiĢkenleri aynı dağılımlı ve bağımsız ise, 

sistemin baĢarısızlık olasılığı, 

 

 (    )   (   *       (     )+   )     (         (     )   ) 

    (    ) (    (     )   ) 

   (   (    ))(   (         )) 

   .(   ( ))(    ( ))/ 

  ( )    ( )    ( ) 

 

olarak bulunur.       ve    rasgele değiĢkenleri farklı dağılımlı ve bağımsız alınır ise, bu 

sistemin baĢarısızlık olasılığı, 

 

 (    )    .     
( )/ (  .   

( )   
( )/) 

    
( )     

( )   
( )     

( )   
( )   

( ) 

𝐴  

𝐴  

𝐴  
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𝐴  

𝐴  

𝐴  

𝐴  

𝐴  

 

dır ve bileĢenlerin ömürleri bağımlı dağılıma sahip ise, bu sistemin bozulma olasılığı 

aĢağıdaki gibi elde edilir; 

 

 (    )     (         (     )   )   (         (     )   )

  (         (     )   ) 

  (    )   (         )   (              ) 

  (     )   (     )   (     )  

 

Üçte Ġki ÇıkıĢlı Sistem: Bu sistemde üç bileĢenden en az ikisi çalıĢmadığında sistem 

çalıĢmaz.  

 

 

 

 

 

 

 

ġekil 2.7 Üçte iki ÇıkıĢlı BileĢenli Seri ve Paralel Sistem 

 

Bu sistemin yaĢam zamanı      ile gösterilmek üzere, 

 

         {   *     +    *     +    *     +} 

 

Ģeklinde tanımlanır. Böylece,       ve    rasgele değiĢkenleri aynı dağılımlara sahip ve 

bağımsız olarak alınır ise, bu sistemin baĢarısızlık olasılığı, 

 

 (      )   (    {   *     +    *     +    *     +}   ) 

𝐴  
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    (   *     +   )   (   *     +   )   (   *     +       *     +   )

  (   *     +   )   (   *     +       *     +   )

  (   *     +       *     +   )

  (   *     +       *     +       *     +   ) 

    (         )   (         )   (              )   (         )

  (              )   (              )   (              ) 

    ( )     ( ) 

 

Ģeklinde elde edilir.       ve    rasgele değiĢkenleri farklı dağılımlara sahip ve bağımsız 

olarak alınır ise, bu sistemin baĢarısızlık olasılığı, 

 

 (      )    .     
( )/ .     

( )/  .     
( )/ .     

( )/  .     
( )/ .     

( )/

  .     
( )/ .     

( )/ .     
( )/ 

    
( )   

( )     
( )   

( )     
( )   

( )      
( )   

( )   
( ) 

 

olarak bulunur ve       ve    bileĢenlerin ömürleri bağımlı dağılıma sahip ise, bu 

sistemin bozulma olasılığı, 

 

 (      )     (         )   (         )   (         )    (              ) 

    ̅(     )   ̅(     )   ̅(     )    ̅(     ) 

  (     )   (     )   (     )    (     ) 

 

olarak elde edilir. 

 

Üç bileĢenli Paralel Sistem: Paralel bağlanan bileĢenlerden oluĢan bu sistemin çalıĢmaması 

için   olayı,    olayı ve    olayı gerçekleĢmelidir. 
 

 

 

 

 

 

ġekil 2.8 Üç BileĢenli Paralel Sistem 

𝐴  

𝐴  

𝐴  
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Paralel sistemin yaĢam zamanı      ile gösterilmek üzere,          *        + 

Ģeklinde tanımlanır.       ve    bileĢenlerinin ömürleri aynı dağılımlı ve birbirinden 

bağımsız dağılıma sahip ise, paralel sistemin baĢarısızlık olasılığı, 

 

 (      )   (    *        +   )   (              ) 

  (    ) (    ) (    )    ( ) 

 

dır.       ve    rasgele değiĢkenleri farklı dağılımlara sahip ve bağımsız olarak alınır ise, 

bu sistemin baĢarısızlık olasılığı, 

 

 (      )   (    ) (    ) (    )     
( )   

( )   
( ) 

 

Ģeklinde verilir.       ve    bileĢenlerin ömürleri bağımlı dağılıma ise, bu sistemin 

baĢarısızlık olasılığı, 

 

 (      )   (              )   (     ) 

 

olarak bulunur.  
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3. ĠKĠ BĠLEġENLĠ SĠSTEMLER ĠLE ÖNERĠLEN DÖNÜġÜM 

 

Bu bölümde, ilk olarak Shaw ve Buckley (2007) makalesinde tanımladığı ve bu çalıĢmanın 

ikinci bölümünde bahsedilen karesel dönüĢüm yöntemi olarak adlandırılan yöntemin ana 

fikri, iki bileĢenli sistemlerden yola çıkarak anlatılacaktır. Daha sonra karesel dönüĢüm 

yöntemiyle yeni dağılımlar elde edilecektir. Sistemlerin bileĢenleri üç farklı durum için ele 

alınacaktır. Ġlk olarak bileĢenler bağımsız ve aynı dağılıma sahip olarak alınacaktır, ikinci alt 

bölümde ise bağımsız ve farklı dağılımlara sahip alınacaktır. Üçüncü alt bölümde bağımlı ve 

aynı marjinal dağımlara sahip olarak alınacaktır. Son olarak, bu bileĢenlerin dağılımı üstel ve 

tek boyutlu üstel (Gumbel) olarak alınıp özellikleri incelenecektir.  

 

3.1 Bağımsız Aynı Dağılıma Sahip Ġki BileĢenli Sistemler ile Dağılım 

 

Ġlk olarak iki bileĢenden oluĢan sistemler kullanılarak karesel dönüĢüm yönteminin nasıl elde 

edildiği ve alt yapısının ne olduğu anlatılacaktır.  

 

Karesel DönüĢüm Yönteminin Ana Fikri: Ġki bileĢenli sistemlerin bileĢenleri bağımsız ve 

aynı dağılımlara sahip olarak alındığında, bir önceki bölümde elde edilen baĢarısızlık 

olasılıklarının, 

 

    ( )    ( )    ( )     ( )    ( ) 

 

olduğu gözönüne alınsın. Burada                    sıralaması geçerlidir. Herhangi 

bir dağılım fonksiyonu için;     ( )   ( )      ( )  sıralaması geçerlidir. Burada 

 (    )   ( )  olarak alınmıĢtır. Bu durumda,  ( ) ,   ( )    ( )  ile   ( ) 

ifadelerinin 
 

 
 ağırlığı ile konveks kombinasyonudur. Öte yandan   ,   - için, 

 

 ( )       ( )  (   )    ( ) 
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  (  ( )    ( ))  (   )  ( ) 

    ( )  (    )  ( )                                                                                                (   ) 

 

konveks kombinasyonu yazılırsa   ( )    ( )  ile   ( )  arasında birçok dağılım 

fonksiyonu elde etmek mümkündür. ġimdi   
   

 
 olarak alınır ise, dönüĢüm parametresi 

  ,    - aralığında elde edilir.   için (   ) ifadesi yeniden yazılır ise, 

 

  (   )  (   ) ( )     ( )                                                                                               (   ) 

 
   

 
    ( )  

   

 
    ( ) 

 

Ģekline dönüĢür. Hemen görüleceği gibi     iken,   
 

 
 olur. Bu dağılım fonksiyonu 

Shaw ve Buckley (2007) makalesinde (  ) denkleminde önermiĢ olduğu karesel dönüĢümü 

ile aynıdır. Burada     değeri alır ise, temel dağılım yani   elde edilecektir. (   ) 

denkleminde elde edilen dağılım fonksiyonundan faydalanarak olasılık yoğunluk 

fonksiyonu, 

 

  (   )   ( )((   )     ( ))   ,    -                                                            (   ) 

 
   

 
    ( )  

   

 
    ( ) 

 

biçiminde elde edilir.  

 

3.1.1     dağılımın yaĢam fonksiyonu ve bozulma oranı fonksiyonu 

 

Bu kısımda elde edilen dağılımın yaĢam fonksiyonu ise, 

 

 ̅ (   )    (   ) ( )     ( ) 
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 (   ) ̅( )    ̅ ( ) 

  ̅( )(    ( ))  

 

olarak elde edilir. Ayrıca bozulma oranı fonksiyonu, 

 

   
(   )    ( )

(   )     ( )

    ( )
 

   ( ) 4  
    (   ( ))

    ( )
5 

   ( ) 4  
  ̅( )

    ( )
5                                                                             (   ) 

 

biçiminde yazılır. Burada    
(   )  (   )  ( )  ve   ( )  temel dağılım yani   

dağılımının bozulma oranı fonksiyonudur. Çarpan değer yani 

((   )     ( )) (    ( ))⁄   temel bozulma oranı fonksiyonunun düzenleme 

faktörüdür. (   )  denkleminde,    
(   )   ( )⁄  ifadesi pozitif   değerleri için   

değiĢkenine göre azalan ve negatif   değerleri için   değiĢkenine göre artandır. Ayrıca 

(   ) denklemi aĢağıdaki gibi de ifade edilebilmektedir,  

 

   
(   )  4

(   ) ̅( )

  (   ) ( )     ( )
5

 ( )

 ̅( )
 (

 .  ( )   /

  (   ) ( )     ( )
)

  ( ) ( )

    ( )
 

  ( )  ( )  (   ( ))     
( ) 

 

burada  ( )  (   )(   ( ))   (   ) ( )     ( )⁄  dir. Böylece bozulma oranı 

fonksiyonu   ( )  ve      
( )  (yani          *     +  sıra istatistiğinin bozulma oranı 

fonksiyonunun) ağırlandırılmıĢı olarak yazılabilmektedir. ġimdi bozulma oranı 

fonksiyonunun monotonluk özelliği incelenecektir. Bunun için bozulma oranı fonksiyonu 

aĢağıdaki gibi yazılacaktır,  
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(   )    ( )  

 

  
.    (    ( ))/  

 ( )

 ̅( )
 

  ( )

    ( )
                      (   ) 

 

Dolayısıyla,    
(   ) bozulma oranı fonksiyonunun ilk türevi, temel dağılımın bozulma 

oranı fonksiyonunun türevine ve     (    ( )) ifadesinin ikinci türevine bağlıdır, Yani 

(   ) denkleminin sağ tarafındaki ifadenin ikinci türevi aĢağıdaki denklemle verilmiĢtir, 

 

  ( )
 

    ( )
   ( )

  

(    ( ))
                                           (   ) 

 

i)   ( )        iken veya   ( )        iken, (3.6) ifadesinin pozitifliği 

sağlanmıĢtır. Dolayısıyla,   dağılımı artan bir bozulma oranıdır ve böylece 

monotonluk sağlanmıĢtır. 

ii)   ( )        iken veya   ( )        iken, (3.6) ifadesinin negatifliği 

sağlanmıĢtır. Dolayısıyla,   dağılımı azalan bir bozulma oranıdır ve böylece 

monotonluk sağlanmıĢtır. 

 

3.1.2     dağılımının moment çıkaran fonksiyonu, momentleri ve çarpıklık ve 

basıklık katsayıları 

 

  rasgele değiĢkeninin moment çıkaran fonksiyonu,  

 

  ( )  (   )   
( )        

( )  

 

biçiminde elde edilir. Bu rasgele değiĢkenin k. momenti aĢağıdaki gibi bulunur, 

 

 (  )  (   ) (  
 )    (    

 )  

 

Bu denklemde           alındığında, bu rasgele değiĢkenin ilk dört momenti, çarpıklık ve 
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basıklık katsayılarını hesaplamak için elde edilir ve varyans aĢağıdaki gibi bulunur,  

 

   ( )  (   ) (  
 )    (    

 )  ((   ) (  )    (    ))
 
 

 

Bu rasgele değiĢkenin çarpıklık katsayısı,  

 

   
 

(   ( ))
 
 

(

 
 

(   ) .  
 
/    .    

 
/                                                         

  ((   ) (  )    (    )) ((   ) .  
 
/    .    

 
/)

  ((   ) (  )    (    ))
 
                                                )

 
 
  

 

Ģeklinde hesaplanır ve bu dağılımın basıklık katsayısı ise, 

 

   
 

(   ( ))
 

(

 
 
 
 

(   ) (  
 
)    (    

 
)                                                                 

  ((   ) (  )    (    )) ((   ) .  
 /    .    

 /) 

  ((   ) (  )    (    ))
 
((   ) .  

 /    .    
 /)

  ((   ) (  )    (    ))
 
                                                     )

 
 
 
 

  

 

olarak elde edilir. 

 

3.1.3     dağılımından rasgele sayı üretme 

 

Ġlk olarak önceki bölümde tanımlanan dağılım fonksiyonunun,         *     +  ve 

         *     + dağılım fonksiyonlarının bir karıĢımı olarak,  

 

  (   )  
   

 
    ( )  

   

 
    ( ) 

 

Ģeklinde yazıldığı hatırlansın. Karma yöntem ile sayı üretmek için aĢağıdaki adımlar takip 
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edilmelidir. 

 

Algoritma Karma yöntem ile rasgele sayı üretme 

Adım 1: Bağımsız olarak         den ve         den üret, 

Adım 2:   rasgele değiĢkenini düzgün (   ) dağılımından üret, 

Adım 3: Eğer   
   

 
 ise, o zaman      *     + den üret, 

Adım 4: Eğer   
   

 
 ise, o zaman       *     + den üret. 

 

 

3.1.4     dağılımının Rényi entropisi 

    dağılımın Rényi entropisini elde etmek için temel dağılımı standart düzgün dağılımı 

(yani  ( )    ve  ( )   ) olarak alınacaktır, böylece Rényi entropi fonksiyonu,  

 

  ( )  
 

   
   ∫ ((   )     )

 
  

 

 

 

 

Ġntegrali çözümünde ise,   ((   )     ) değiĢken değiĢmesi yapıldığında,  

 

∫ ((   )     )
 
  

 

 

 
 

   
∫     

   

   

 
 

   

(   )    (   )   

   
 

 

olduğundan,  

 

  ( )  

{
 
 

 
 

 

   

 

   
   4

(   )  (   ) 

   
5              

                                                                                               
 

   

 

   
   4

(   )  (   ) 

   
5                 

 

 

biçiminde hesaplanır.  
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3.1.5     dağılımı için özel durum  

 

Burada    ve    rasgele değiĢkenleri bağımsız   parametresine sahip üstel dağılımından 

alınsın. Daha önce (   ) deki dönüĢümlü dağılım fonksiyonunu hatırlayalım. | |    için,  

 

  (   )    (   )                                           (   ) 

 

dönüĢümlü yeni tek boyutlu dağılım fonksiyonu elde edilmiĢtir. Burada parametre uzayı 

  *(   )            + dir. Dağılım fonksiyonundan   değiĢkenine göre türev 

alarak olasılık yoğunluk fonksiyonu, 

 

  (   )       .(   )        /                                                                                                   (   ) 

 (   )      ( )( )         (  )( ) 

 

Ģeklinde bulunur. Görüldüğü gibi bu olasılık yoğunluk fonksiyonu   ve    parametrelerine 

sahip üstel dağılımların olasılık yoğunluk fonksiyonunun kombinasyonu olarak yazılabiliyor. 

Tanımlanan olasılık yoğunluk fonksiyonu aĢağıdaki gibi analiz edilebilir;  

 

  
 (   )   (   )                , 

 

Bu türevi inceleyerek,     olduğunda   
 (   )    olup, olasılık yoğunluk fonksiyonu 

azalandır. Ayrıca, (   ) de tanımlanan olasılık yoğunluk fonksiyonunun tek modlu olması 

için,     olmalıdır. Bu fonksiyonun farklı parametreler için grafiği çizilmiĢ ve aynı 

sonuçlar görülmüĢtür. 
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ġekil 3.1     dağılımın olasılık yoğunluk fonksiyonu 

 

3.1.6     dağılımın özel durumu için matematiksel özellikleri 

 

Bu kısımda,   rasgele değiĢkenin yaĢam fonksiyonu,  

 

 ̅ (   )      .(   )       /        ,    - 

 

olarak bulunur ve bozulma oranı fonksiyonu ise; 

 

   
(   )   

(   )        

(   )       
  4  

     

(   )       
5                                        (    ) 

 

Ģeklinde bulunur. ġimdi bozulma oranı fonksiyonu incelenecektir, 
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 (   )  
  (   )      

((   )       )
  

 

Yukarıdaki türevli ifadenin iĢaretinin negatif olabilmesi için   pozitif olmalıdır. Böylece, 

bozulma oranı fonksiyonu azalmaktadır. Ayrıca, bozulma oranı fonksiyonunun artan olması 

için,     olmalıdır. ġimdi (    ) ifadesinde elde edilen bozulma oranı fonksiyonunu, 

 

   
(   )  (   )     

   
   

(   )    

 

değerlerine sahiptir. Böylece bozulma oranı fonksiyonu (   )  değeri ile   değeri 

aralığında değiĢir. DönüĢüm parametresinin uç değerlerinde bozulma oranı fonksiyonu 

incelenmiĢtir, 

 

   
(   )  

{
 
 

 
  

 (      )

      
             

                                         
 

                                        

 

 

    ve     iken, bozulma oranı fonksiyonu sabittir.  

 

ġekil 3.2     dağılımın bozulma oranı fonksiyonu 
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ġekil 3.2’de görüldüğü gibi,     için dağılım azalan bir bozulma oranı fonksiyonuna 

sahiptir.     ise, bozulma oranı fonksiyonu artan ve     için sabittir. 

 

Ortalama kalan ömür fonksiyonu, 

 

 (   )  
 

 
 
(   )  

 
     

(   )       
 

 

biçiminde bulunur. Elde edilen ortalama kalan ömür fonksiyonu, 

 

 (   )  
   

  
 

   
   

 (     )  
 

 
 

 

değerlerini almaktadır. Bazı parametre değerleri için ortalama kalan ömür fonksiyonu 

aĢağıdaki Ģekillerde verilmiĢtir. 
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ġekil 3.3     dağılımın ortalama kalan ömür fonksiyonu 

 

Böylece görüldüğü gibi ortalama kalan ömür fonksiyonu negatif   değerleri için azalan ve 

pozitif   değerleri için artan olmaktadır.  

 

3.1.7     dağılımının özel durumu için moment çıkaran fonksiyonu, momentleri, 

çarpıklık ve basıklık katsayıları 

 

Bu kısımda (   )  ifadesinde olasılık yoğunluk fonksiyonu dikkate alınır ise, moment 

çıkaran fonksiyonu, 

 

  ( )  (   )
 

   
  

  

    
 

 (   )      ( )( )         (  )( ) 

 

olarak bulunur. Bu moment çıkaran fonksiyon,   ve    parametrelerine sahip üstel 
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dağılımlı rasgele değiĢkenlerin moment çıkaran fonksiyonlarının ağırlıklandırılmıĢ bir 

ifadesi olarak elde edildi ve burada     dır.     dağılımına sahip   rasgele değiĢkenin 

k. momenti,  

 

 (  )   (   ) (
   

  
 

 

(  ) 
) 

 (   ) (      ( )
 )    (      (  )

 ) 

 

olarak bulunur ve           alınır ise, ilk dört moment aĢağıdaki gibi hesaplanır, 

 

 ( )  
   

  
  (  )  

    

   
  (  )  

 (    )

   
  (  )  

 (      )

   
 

 

Bu dağılımın çarpıklık katsayısı, 

 

   
 (           )

(       )
 
 

        

 

biçiminde hesaplanır. Elde edilen çarpıklık katsayısının,   parametresinin uç değerlerinde, 

 

   ,

  

 √ 
             

 
                            

 

 

değerlerini alır. Bu dağılımın çarpıklık katsayısı ile üstel dağılımın çarpıklık katsayısı 

aĢağıdaki grafik ile kıyaslanmıĢtır. 

 

{
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ġekil 3.4     dağılımının çarpıklık katsayısı ile üstel dağılımın çarpıklık katsayısının 

karĢılaĢtırılması 

 

ġekilde görüldüğü gibi     dağılımının çarpıklık değeri her   için pozitiftir, yani 

dağılımın kütlesi grafiğin sol tarafında toplanmıĢtır ve dağılım sağa çarpıktır. Ayrıca, 

çarpıklık katsayısının pozitif   değerleri için üstel dağılımın çarpıklık katsayısından büyük 

olup üstel dağılıma göre daha sağa çarpıktır ve negatif   değerleri için üstel dağılımın 

çarpıklık katsayısından daha küçüktür.          ve     değerleri için dağılımın 

çarpıklık ölçüsü üstel dağılımın çarpıklık ölçüsüne eĢittir. 

 

Bu dağılımın basıklık katsayısı ise, 

 

   
                     

                 
        

 

Ģeklinde hesaplanır. Elde edilen basıklık katsayısının,   parametresinin uç değerlerinde 

aldığı değerler, 
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   {
            

 
               

 

 

olarak elde edilir. Bu dağılımın basıklık katsayısı ile üstel dağılımın basıklık katsayısı 

aĢağıdaki grafikte kıyaslanmıĢtır. 

 

{
                                    

 
                                        

 

 

 

ġekil 3.5     dağılımının basıklık katsayısı ile üstel dağılımın basıklık katsayısının 

karĢılaĢtırılması 

 

Yukarıdaki Ģekilde görüldüğü gibi     dağılımının basıklık katsayısı her   için pozitiftir, 

yani dağılımın grafiği ortalama değerinde toplanıp daha sivri olur ve dağılım eğrisi normal 

dağılıma göre daha dik olacaktır. Ayrıca basıklık katsayısı pozitif   değerleri için üstel 

dağılımın basıklık katsayısından büyük olup üstel dağılıma göre daha sivri ve diktir ve 
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negatif   değerleri için üstel dağılımın basıklık katsayısından küçük olup üstele göre daha 

basık olacaktır.         değerleri için dağılımın basıklık katsayısı üstel dağılımın 

basıklık ölçüsüne eĢittir. 

 

3.1.8     dağılımın özel durumu için en çok olabilirlik tahmini ve Fisher bilgi matrisi 

 

(          ),     dağılımdan gözlenen değerler olsun.   *   + parametre uzayı için 

olabilirlik fonksiyonu,  

 

 (    )  ∏.(   )                /

 

   

  

 

olarak yazılır. Bu çalıĢma boyunca, log-olabilirlik fonksiyonu kısaltması        (    ) 

ile gösterilecektir.   fonksiyonu   ve   parametrelerine göre aĢağıdaki gibi ayırt edilir, 

 

  

  
  ∑

      (        )

  (    )

 

   

                                                                                               (    ) 

 

  

  
  ∑

(   )          (      ) 
     

  (    )

 

   

                                                            (    ) 

 

 ̂  ve  ̂  parametrelerinin en çok olabilirlik tahmin edicileri, (    )  ve (    ) 

denklemlerini sıfıra eĢitleyerek ve eĢitlikleri aynı anda çözerek elde edilir. Bu iki parametre 

için, bilgi matris elemanlarını elde etmek için log-olabilirlik fonksiyonunun ikinci dereceden 

türevleri alınır. 

 

    
   

   
  ∑4

                

  (    )
5
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  ∑

.(   )              /
 

   (   )(   )
       

(  (    ))
 

 

   

  

 

        
   

    
  ∑

  (    )   
     

(  (    ))
 

 

   

  

 

Böylece,   ve   parametreleri örnek büyüklüğü   olan Fisher bilgi matrisi, 

 

  ( )    (
      

      
) 

 

dır. Tek gözlemli Fisher bilgi matrisinin tersi, yani   
  ( ),   parametre uzayının en çok 

olabilirlik tahminlerinin asimptotik varyans-kovaryans matrisini gösterir. Dolayısıyla,   

için en çok olabilirlik tahmincisinin ortak dağılımı, ortalaması   ve varyans-kovaryans 

matrisi   
  ( ) olan asimptotik normaldir. Yani, 

 

√ ([
 ̂
 ̂
]  [

 
 
])   

 
    4.

 
 
/    

  ( )5                                           (    ) 

 

Bu ters dağılım matrisi çözülürse, bu çözümler bu parametreler için en çok olabilirlik 

tahmincilerinin asimptotik varyansı ve kovaryanslarını verecektir. Buradan parametreler için 

asimptotik normal dağılım ise, 

 

 ̂   (  
   

   .
   
   

/   
) 
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 ̂   

(

  
 

  
 

 (
 
   

  (   )  
      

((   )         )
 )

)

  
 

 

 

dır.   ve   parametreleri için yaklaĢık olarak    (   )  güven aralıkları sırasıyla, 

 

4 ̂   
  

 
 
√   

    ̂   
  

 
 
√   

  5  ( ̂   
  

 
 
√   

    ̂   
  

 
 
√   

  )  

 

olarak verilmiĢtir.  

 

3.1.9     dağılımının özel durumu için Rényi entropisi 

 

(   ) ve (   ) denklemlerinde tanımlanan olasılık yoğunluk fonksiyonu ve dağılımın 

genel durum için elde edilen Rényi entropi göz önüne alınsın, genelleĢtirilmiĢ Binom 

teoremini uygulayarak,  

 

(  (   ))
 

 .(   )              /
 

 

 ∑.
 
 / .(   )     /

   

(        )
 

 

   

 

 ∑.
 
 / (   )   (  )     (   )  

 

   

 

 

açılımı yazılabilir. Böylece, Rényi entropi fonksiyonu,  

 

  ( )  
 

   
   (∑.

 
 / (   )   (  ) 

  

(   ) 

 

   

) 
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olarak hesaplanır. 

 

3.1.10     dağılımın özel durumu için sıra istatistikleri 

 

           bağımsız ve aynı dağılımlı rasgele değiĢkenlerin  . sıra istatistiği,      ile 

gösterilmek üzere bu sıra istatistiğin olasılık yoğunluk fonksiyonu,           için, 

 

    ( )  
  

(   ) (   ) 
.(   )              / 

               (  (   )           )
   

.(   )           /
   

  

 

Ģeklinde bulunmuĢtur. Böylece, birinci ve sonuncu sıra istatistiklerinin olasılık yoğunluk 

fonksiyonu, 

 

    ( )   .(   )              / .(   )           /
   

 

 

    ( )   .(   )              / (  (   )           )
   

  

 

olarak bulunur.   

 

3.2 Bağımsız Farklı Dağılıma Sahip Ġki BileĢenli Sistemler ile Önerilen Dağılım 

 

Bu alt bölümde bileĢenlerin ömürleri bağımsız ve farklı dağılımlara sahip olarak 

alınacaktır. Ġkinci bölümde elde edilen seri ve paralel sistemlerin baĢarısızlık olasılıkları 

sırasıyla, 
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    ( )     
( )     

( )     
( )   

( )     ( )     
( )   

( )  

 

olduğu göz önüne alınsın. Burada sistemlerin bileĢenleri                    olarak 

sıralanabilir. Yani,     ( )   ( )      ( )  sıralaması geçerlidir. Böylece, önceki alt 

bölümde anlatıldığı gibi, her konveks kombinasyon parametresi   ,   - için,  

 

 ( )       ( )  (   )    ( ) 

  .   
( )     

( )/  (    )   
( )   

( )                                                           (    ) 

 

yazılabilir. Eğer   
   

 
 dönüĢümü yapılır ise, ,   - aralığından ,    - aralığına geçiĢ 

sağlanacaktır, yani yeni dönüĢüm parametresi        ,    - olup böylece | |    

için, 

 

  (   )  (
   

 
) .   

( )     
( )/      

( )   
( )                                                      (    ) 

 
   

 
    ( )  

   

 
    ( ) 

 

olarak tanımlanır. Dolayısıyla, bu yöntemle dönüĢtürülmüĢ dağılıma benzeyen yeni tek 

değiĢkenli bir dağılım elde edilmiĢtir. Eğer temel dağılımlar özdeĢ, yani ikinci denklemde 

   
( )     

( ) alınırsa, son yıllarda çok popüler hale gelen dönüĢtürülmüĢ dağılımı elde 

edebiliriz. Önerilen dağılım için parametre uzayı   *    
     

 * ++  olarak 

tanımlanmaktadır. Bilinen dönüĢtürülmüĢ dağılımların parametre uzayıyla karĢılaĢtırılması 

yapıldığında, bu yeni dağılımın fazladan bir parametre kümesi yani     
 vardır. ġimdi 

(    ) deki dağılım fonksiyonunun türevi alınır ise, olasılık yoğunluk fonksiyonu aĢağıdaki 

gibi elde edilir. 

 

  (   )  (
   

 
) .   

( )     
( )/   .   

( )   
( )     

( )   
( )/                     (    ) 

 
   

 
    ( )  

   

 
    ( )  
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3.2.1     dağılımın yaĢam fonksiyonu ve bozulma oranı fonksiyonu 

 

Bu kısımda, (    ) ifadesinde elde edilen dağılım göz önüne alınırsa, yaĢam fonksiyonu, 

 

 ̅ (   )    (
   

 
) .   

( )     
( )/      

( )   
( ) 

 (
   

 
) . ̅  

( )   ̅  
( )/    ̅  

( ) ̅  
( ) 

 

olarak elde edilir. Ayrıca, bozulma oranı fonksiyonu, 

 

   
(   )  

.
   

 / .   
( )     

( )/   .   
( )   

( )     
( )   

( )/

.
   

 / . ̅  
( )   ̅  

( )/    ̅  
( ) ̅  

( )
                     (    ) 

 

dır. (    )’de önerilen dağılımın bozulma oranı fonksiyonu, temel dağılımların bozulma 

oranlarının bir fonksiyonu olarak aĢağıdaki Ģekilde elde edilir. 

 

   
(   )     

( )     
( )  

   
 .   

( ) ̅  
( )     

( ) ̅  
( )/

   
 . ̅  

( )   ̅  
( )/    ̅  

( ) ̅  
( )

  

 

Burada    
(   )  

   

 
.   

( )     
( )/ ki    

( ) ve    
( ) temel dağılımların bozulma 

oranı fonksiyonlarıdır.  

 

3.2.2     dağılımın moment çıkaran fonksiyonu, momentleri, çarpıklık ve basıklık 

katsayıları 

 

  rasgele değiĢkeninin moment çıkaran fonksiyonu, 
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  ( )  4
   

 
5.   

( )     
( )/        

( )  

 

olarak bulunur. Bu rasgele değiĢkenin k. momenti aĢağıda verilmiĢtir,  

 

 (  )  
   

 
. (  

 )   (  
 )/    (    

 )  

 

Böylece yukarıda elde edilen k. momentte           alınırsa ilk dört moment ve varyans 

elde edilecektir. Böylece, önerilen rasgele değiĢkenin çarpıklık ve basıklık katsayısı,  

 

   
 

(   ( ))
 
 

(

 
 
 
 
 
 

   

 
( (  

 )   (  
 ))    (    

 )                                                                              
 

  (
   

 
( (  )   (  ))    (    )) (

   

 
( (  

 )   (  
 ))    (    

 ))

 

  (
   

 
( (  )   (  ))    (    ))

 

                                                                   
)

 
 
 
 
 
 

 

 

   
 

(   ( ))
 

(

 
 
 
 
 
 
 
 

   

 
( (  

 )   (  
 ))    (    

 )                                                                              

  (
   

 
( (  )   (  ))    (    ))(

   

 
( (  

 )   (  
 ))    (    

 ))

  (
   

 
( (  )   (  ))    (    ))

 

(
   

 
( (  

 )   (  
 ))    (    

 ))

  (
   

 
( (  )   (  ))    (    ))

 

                                                                   
)

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

olarak hesaplanır. 
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3.2.3     dağılımdan rasgele sayı üretme  

 

Bu bölümde, önerilen dağılımdan rasgele sayı üretmek için ikinci bölümde tanımlanan 

karma yöntemi kullanılacaktır. (    )  fonksiyonunda tanımlanan dağılım fonksiyonu, 

        *     + ve          *     + dağılım fonksiyonlarının bir kombinasyonu 

olarak yazılmıĢtır. Böylece, rasgele sayı aĢağıdaki adımlarla üretilir. 

 

Algoritma Karma yöntem ile rasgele sayı üretme 

Adım 1: Bağımsız olarak         den ve         den üret, 

Adım 2:   rasgele değiĢkenini düzgün (   ) dağılımından üret, 

Adım 3: Eğer   
   

 
 ise, o zaman      *     + den üret, 

Adım 4: Aksi takdirde,       *     + den üret. 

 
 
3.2.4     dağılımın Rényi entropisi 

 

(    ) denkleminde önerilen dağılım için Rényi entropiyi elde etmek için genelleĢtirilmiĢ 

Binom teoremini uygulayarak, 

 

(  (   ))
 

 ((
   

 
)     ( )  (

   

 
)     ( ))

 

 

 ∑ .
 
 /((

   

 
) .   

( )     
( )/)

   

(  .   
( )   

( )     
( )   

( )/)
 

 

   

 

 ∑ .
 
 / (

   

 
)
   

(  ) (∑ .
   

 
/ .   

( )/
     

.   
( )/

 
 

   

)

 

   

 

                         (∑ .
 
 

/ .   
( )   

( )/
   

.   
( )   

( )/
 

 

   

) 

                         ∑ ∑ ∑(  ) .
 
 / .

   
 

/ .
 
 

/ (
   

 
)
   

  

 

   

 

   

 

   

 

                       .   
( )/

     
.   

( )/
   

.   
( )/

 
.   

( )/
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açılımı yapılmıĢtır. Rényi entropi ise,  

 

  ( )  
 

   
   *∑ ∑ ∑(  ) .

 
 / .

   
 

/ .
 
 

/(
   

 
)
   

  

 

   

 

   

 

   

 

                                   ∫ .   
( )/

     
.   

( )/
   

.   
( )/

 
.   

( )/
   

  
 

 

7                    (    ) 

 

dir. 

 

3.2.5     dağılımı için özel durum 

 

Bu kısımda,    ve    rasgele değiĢkenleri sırası ile    ve    parametrelerine sahip üstel 

dağılımdan alınsın. Böylece dağılım fonksiyonu,   

 

  (   )    
   

 
(           )     (     )                                     (    ) 

 

olarak elde edilir. Burada parametre uzayı   *(       )                 + dir. 

Böylece yeni tek boyutlu dağılım fonksiyonu elde edilmiĢtir. Bu dağılım, farklı 

parametrelere sahip iki üstel dağılımın konveks kombinasyonu olarak adlandırılır. Böylece 

(    ) de tanımlanan dağılımın olasılık yoğunluk fonksiyonu, 

 

  (   )  
   

 
(   

        
    )   (     ) 

 (     )              (    ) 

 

olarak verilir. Bu olasılık yoğunluk fonksiyonu analiz edilecektir. 

 

  
 (   )   

   

 
(  

         
      )   (     )

   (     ) , 

 

Bu türevli ifade incelendiğinde,     için   
 (   )    elde edildiği ve olasılık yoğunluk 
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fonksiyonunun azalan olduğu söylenebilir. Ayrıca, olasılık yoğunluk fonksiyonunun Tek modlu 

olması için     olmalıdır.  

 

 

 

ġekil 3.6     dağılımın olasılık yoğunluk fonksiyonu 

 

ġekil 3.6’de görüldüğü gibi, önerilen dağılımın olasılık yoğunluk fonksiyonu farklı Ģekiller 

alabilmektedir.  

 

3.2.6     dağılımın özel durumu için matematiksel özellikleri 

 

Bu kısımda, (    ) ifadesinde verilen dağılım fonksiyonu göz önüne alınarak, bu dağılımın 

yaĢam fonksiyonu, 

 

 ̅ (   )  
   

 
(           )     (     )  

 

olarak verilir. Önerilen dağılım fonksiyonun bozulma oranı fonksiyonu ise, 
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(   )  

   
 ( 

 
       

 
     )   ( 

 
  

 
)  (     ) 

   
 

(           )     (     ) 
 

 (     )  

   
 (   

        
    )

   
 

(           )     (     ) 
                              (    ) 

 

dır. Bozulma oranı fonksiyonu incelenecektir.  

 

   
 (   )  

 .
   

 
/
 

(     )
   (     )   .

   
 

/ (  
   (      )    

   (      ) )

.
   

 
(           )     (     ) /

  

 

Bu türevli ifade göz önüne alındığında, türevin iĢaretinin negatif olması için   pozitif 

olmalıdır ve bozulma oranı fonksiyonu azalan olacaktır. Ayrıca, bozulma oranının tek 

modlu olması için,    

 (   )    nin tek kökü olmalıdır, yani     olmalıdır. 

 

Böylece (    ) ifadesinde elde edilen bozulma oranı fonksiyonu, 

 

   
(   )  

   

 
(     )    

   
   

(   )     *     + 

 

değerlerini alır. Ayrıca, bozulma oranı fonksiyonu 
   

 
(     ) değeri ile    *     + 

değeri aralığında değiĢir. Bozulma oranı fonksiyonu dönüĢüm parametresinin uç 

değerlerinde, 

 

   
(   )  

{
 
 

 
 ( 

 
       

 
     )  ( 

 
  

 
)  (     ) 

(           )    (     ) 
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dır.     iken, bozulma oranı fonksiyonu sabittir.  

 

 
 

ġekil 3.7     dağılımın bozulma oranı fonksiyonu 

 

ġekil 3.9’de önerilen dağılımın bozulma oranı fonksiyonu farklı parametreler için 

gösterilmiĢtir. Negatif   değerleri için bu dağılım tek modlu bozulma oranı fonksiyonuna 

sahiptir. Pozitif   değerleri için bu dağılım monoton azalan bozulma oranı fonksiyonu 

özelliğine sahiptir.     iken bu fonksiyon sabittir. Önerilen dağılımın ortalama kalan 

ömür fonksiyonu, 

 

 (   )  
.
   

 / (
 
  

      
 
  

     )   (
 

     
)   (     ) 

   
 

(           )     (     ) 
 

 
 

     
 

   
 (

 
  

      
 
  

     )

   
 

(           )     (     ) 
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olarak elde edilir. Bu fonksiyon, 

 

 (   )  (
   

 
)
     

    
  

 

     
    

   
 (   )     *     + 

 

değerlerini alır. Bu ortalama kalan ömür fonksiyonu farklı parametreler için aĢağıdaki 

Ģekilde gösterilmiĢtir. 

 

 
 

ġekil 3.8     dağılımın ortalama kalan ömür fonksiyonu 

 

3.2.7     dağılımın özel durumu için moment çıkaran fonksiyonu, momentleri, 

çarpıklık ve basıklık katsayıları 

 

Bu kısımda (    )’de önerilen olasılık yoğunluk fonksiyonu ele alınarak moment çıkaran 

fonksiyonu,  
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  ( )  
   

 
(

  

    
 

  

    
)   (

     

       
) 

 
   

 
.      (  )( )       (  )( )/         (     )( ) 

 

Ģeklinde elde edilmiĢtir, burada      { 
 
  

 
} dir. Bu moment çıkaran fonksiyon       

ve       parametreli üstel dağılımlarına sahip rasgele değiĢkenlerin moment çıkaran 

fonksiyonlarının ağırlıklandırılmıĢ bir ifadesi olarak verilmiĢtir.   rasgele değiĢkeninin  . 

momenti ise, 

 

 (  )  
   

 
4
 (   )

  
  

 (   )

  
 5   

 (   )

(     ) 
 

 
   

 
. (      (  )

 )   (      (  )
 )/    (      (     )

 ) 

 

dır ve           alınır ise, ilk dört moment elde edilecektir. Önerilen dağılımın çarpıklık 

katsayısı;  

 

   
 

(   ( ))
 
 

(

 
 
 
 
 

 ( ) 4
   

 
4

 

  
  

 

  
 5  

 

(     )
 5                                                         

  ( ) (
   

 
(
 

  
 

 

  
)  

 

     
)4

   

 
4

 

  
  

 

  
 5  

 

(     )
 5

  ( ) (
   

 
(
 

  
 

 

  
)  

 

     
)
 

                                                              
)

 
 
 
 
 

 

 

olarak hesaplanır. Bu çarpıklık katsayısı,   parametresinin uç değerlerinde aldığı değerler 

ise, 

 

   {
                       

 
               

 

 

dır. Bu dağılımın çarpıklık katsayısı ile üstel dağılımın çarpıklık katsayısı aĢağıdaki grafikte 
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kıyaslanacaktır. 

 

{
                                     

 
                                    

 

 

 

 

ġekil 3.9     dağılımın çarpıklık katsayısı ile üstel dağılımın çarpıklık katsayısının 

karĢılaĢtırılması 

 

ġekilde görüldüğü gibi     dağılımının çarpıklık değeri her   için pozitiftir, yani 

dağılımın kütlesi grafiğin sol tarafında toplanmıĢtır ve dağılım sağa çarpıktır. Ayrıca, bu 

çarpıklık katsayısı üstel dağılımın çarpıklık katsayısından büyük olup üstel dağılıma göre 

sağa çarpıktır.      ve     için üstel dağılımın çarpıklık katsayısı ile eĢittir. Bu 

dağılımın basıklık katsayısı, 
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(   ( ))
 

(

 
 
 
 
 

 ( ) 4
   

 
4

 

  
  

 

  
 5  

 

(     )
 5                                                        

  ( ) (
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)  

 

     
)4

   

 
4

 

  
  

 

  
 5  

 

(     )
 5

  ( ) (
   

 
(
 

  
 

 

  
)  

 

     
)
 

                                                                
)

 
 
 
 
 

 

 

dır. Bu basıklık katsayısı   parametresinin uç değerlerinde, 

 

   {
                         

 
                

 

 

değerlerini alır. Bu dağılımın basıklık katsayısı ile üstel dağılımın basıklık katsayısı 

aĢağıdaki grafikte kıyaslanacaktır. 

 

{
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ġekil 3.10     dağılımın basıklık katsayısı ile üstel dağılımın basıklık katsayısının 

karĢılaĢtırılması 

 

ġekil 3.10’de görüldüğü gibi,     dağılımının basıklık katsayısı her   için pozitiftir, yani 

dağılımın grafiği ortalama değerinde toplanıp daha sivri olur. Ayrıca, basıklık katsayısı üstel 

dağılımın basıklık katsayısından büyük olup üstel dağılıma göre daha sivri ve diktir.      

ve     için üstel dağılımın basıklık katsayısına eĢittir. 

 

3.2.8     dağılımın özel durumu için en çok olabilirlik tahmini ve Fisher bilgi matrisi 

 

(          )  önerilen dağılımdan gözlenen değerler olsun.   *       +  parametre 

uzayı için olabilirlik fonksiyonu,  
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 (    )  ∏(
   

 
(   

         
     )   (     ) 

 (     )  )

 

   

  

 

olarak yazılır. Log-olabilirlik fonksiyonu      ve    parametrelerine göre aĢağıdaki gibi 

ayırt edilir, 

 

  

  
 ∑

  
 (   

         
     )  (     ) 

 (     )  

  (    )

 

   

                                             (    ) 

 

  

   
 ∑

   
 

(      ) 
       (           ) 

 (     )  

  (    )

 

   

                                (    ) 

 

  

   
 ∑

   
 

(      ) 
       (           ) 

 (     )  

  (    )

 

   

                               (    ) 

 

 ̂  ̂  ve  ̂  parametrelerinin en çok olabilirlik tahmin edicileri, (    ) (    ) ve (    ) 

denklemlerini sıfıra eĢitleyerek ve eĢitlikleri aynı anda çözerek elde edilir. Bu üç parametre 

için, bilgi matris elemanlarını elde etmek için log-olabilirlik fonksiyonunun parametrelere 

göre ikinci dereceden türevleri elde edilecektir. 
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 ) 

 

Böylece,   *       +  parametre uzayı için örnek büyüklüğü   olan Fisher bilgi 

matrisi, 

 

  ( )    (

       
    

         
     

         
     

) 
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dır. Dolayısıyla,   parametre uzayı için en çok olabilirlik tahmincisinin ortak dağılımı, 

ortalaması   ve varyans-kovaryans matrisi   
  ( ) olan asimptotik normaldir. Yani, 

 

√ (*

 ̂
 ̂ 

 ̂ 

+  [
 
  

  

])  
 
    ((

 
 
 
)    

  ( ))                                                       (    ) 

 

dır. Bu ters dağılım matrisi çözülürse, bu çözümler parametreler için en çok olabilirlik 

tahmincilerinin asimptotik varyansı ve kovaryanslarını verecektir. Buradan parametreler 

için asimptotik normal dağılım ise, 
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dır.      ve    parametreleri için yaklaĢık olarak    (   )  güven aralıkları 

sırasıyla aĢağıdaki gibidir. 
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4 ̂   
  

 
 
√   

    ̂   
  

 
 
√   

  5  ( ̂   
  

 
 
√     

    ̂   
  

 
 
√     

  )  

( ̂   
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    ̂   
  

 
 
√     

  )  

 

3.2.9     dağılımın özel durumu için Rényi entropisi 

 

(    )  ve (    )  denklemlerinde tanımlanan olasılık yoğunluk fonksiyonu ve önerilen 

dağılımın genel durumu için elde edilen Rényi entropi göz önüne alınsın, genelleĢtirilmiĢ 

Binom teoremini uygulayarak, 

 

(  (   ))
 

 ∑.
 

 / 4
   

 
( 

 
       

 
     )5

   

( ( 
 
  

 
)  (     ) )

 
 

   

 

 ∑ 4
 

 
5

   

.
 
 / (   )     

(∑ .
   

 
/ (   

    )
     

(   
    )

 
 

   

) (  

 

   

   )
    (     )  

 ∑ ∑ (
 

 
)
   

.
 
 / .

   
 

/ (   )       
     

  
 (  

 

   

 

   

   )
   (     )            (     )  

 ∑ ∑ (
 

 
)

   

.
 
 / .

   
 

/ (   )       
     

  
 (  

 

   

 

   

   )
   ((   )   (   )  )   

 

açılımı verilir. Rényi entropi ise,  

 

  ( )  
 

   
   *∑ ∑ 4

 

 
5

   

.
 
 / .

   
 

/ (   )       
     

  
 (     )

 

(   )   (   )  

 

   

 

   

+  

 

biçiminde hesaplanır. 
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3.2.10     dağılımının özel durumu için sıra istatistikleri 

 

(    ) ve (    ) de önerilen olasılık yoğunluk fonksiyonu ve dağılım fonksiyonu dikkate 

alındığında,            rasgele değiĢkenlerin sıra istatistikleri                  

olmak üzere,      yani  . sıra istatistiğinin olasılık yoğunluk fonksiyonu,           

için; 

 

    ( )  
  

(   ) (   ) 
(
   

 
( 

 
       

 
     )   ( 

 
  

 
)  (     ) ) 

              (  
   

 
(           )     (     ) )

   

 

              (
   

 
(           )     (     ) )

   

 

 

olarak bulunur. Böylece,      ve      nin olasılık yoğunluk fonksiyonu, 

 

    ( )   (
   

 
(   

        
    )   (     ) 

 (     ) ) 

                   (
   

 
(           )     (     ) )

   

 

 

    ( )   (
   

 
(   

        
    )   (     ) 

 (     ) ) 

                  (  
   

 
(           )     (     ) )

   

 

 

olarak bulunuyor.     için, (     )  parametresine sahip üstel dağılımın sıra 

istatistiğini verir. 
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3.3 Bağımlı, Aynı Marjinallere Sahip Ġki BileĢenli Sistemler ile Önerilen Dağılım 

 

Önceki alt bölümlerde bağımsız rasgele değiĢkenler ele alınarak tek boyutlu dağılım elde 

edildi, burada ise tek boyutlu dağılım bağımlılık yapısı altında yani sistemin parçalarını 

oluĢturan bileĢenler bağımlı alınarak elde edilecektir. BileĢenler bağımlı olarak alındığında 

bu bileĢenler ortak dağılıma sahip olacaklar. Yani burada iki boyutlu dağılım yardımıyla 

tek boyutlu bir dağılım elde edilecektir. Burada Ģunu belirtmeliyim ki iki boyutlu 

dağılımlarda       alındığı zaman tek boyutlu bir dağılım elde etmek mümkündür ve bu 

yöntem uygulanmıĢtır.  

 

Bu alt bölümde yeni tek boyutlu dağılım elde etmek için bileĢenlerin ömürleri bağımlı ve 

aynı marjinal dağılımlara sahip olarak alınmaktadır, böylece seri ve paralel sistemin 

baĢarısızlık olasılıkları,  

 

    ( )     
( )     

( )        
(   )     ( )        

(   )   

 

olarak yazılır.    ve    aynı marjinallere sahip, sürekli ve birbirleri ile bağımlı iki rasgele 

değiĢken olmak üzere,              sıralaması geçerlidir, yani    
( )     

( )  

   
( ) dır. Böylece,  

 

      
(   )     

( )      
( )        

(   ) 

 

sıralaması geçerlidir. Son eĢitsizlikte    
( ) dağılımının alt ve üst sınırına ağırlık vererek 

dağılım fonksiyonu, 

 

 ( )       ( )  (   )    ( ) 

  .    
( )        

(   )/  (   )      
(   ) 

      
( )  (    )      

(   )                                                                                   (    ) 
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Ģeklinde yazılır. Burada  , ,   -  aralığında değer alır.        ,    -  dönüĢümü 

yapılır ise, | |    için, 

 

  (   )  (   )   
( )         

(   )                                                                                 (    ) 

 (   ) .   ̅  
( )/   .   ̅     

(   )/ 

 
   

 
    ( )  

   

 
    ( )  

 

elde edilir. (    )  ifadesinin birinci denkleminde       
(   )  .   

( )/
 

 olarak alınırsa, 

son yıllarda çok popüler hale gelen Shaw ve Buckley (2007) 'in ikinci dereceden dönüĢüm 

yöntemiyle oluĢturulan dönüĢtürülmüĢ dağılımı elde edilir. Burada     iken, temel 

dağılım yani    
( ) elde edilir.      iken, bağımlı iki rasgele değiĢkenin ortak dağılım 

fonksiyonu .      
(   )/  elde edilir ve     için    ve    rasgele değiĢkenlerinin 

minimumunun dağılımı elde edilir. 

 

Teorem 3.1   rasgele değiĢkeninin olasılık yoğunluk fonksiyonu aĢağıdaki gibidir,  

 

  (   )  (   )   
( )    ̅     

(   )(  ( )    ( ))                        (    ) 

 

burada    ve   , her iki bileĢenin de   zamanında yaĢadığı bilindiğinde, ilgili bileĢenlerin 

baĢarısızlık oranlarını gösterir.  

 

Ġspat. Önerilen rasgele değiĢkenin olasılık yoğunluk fonksiyonu, (    ) 'de tanımlanan 

dağılım fonksiyonunun türevi alınarak, 

 

  (   )  (   ) (
  

  
 ̅  

( ))   (
  

  
 ̅     

(   )) 
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Ģeklinde yazılır. Ayrıca,  

 

  

  
 ̅     

(   )  
  

  
∫ ∫       

(   )    
 

 

 

 

  ∫       
(   )  

 

 

 ∫       
(   )  

 

 

 

     
( ) (    |    )     

( ) (    |    ) 

 
  

   
 ̅     

(    )|
    

 
  

   
 ̅     

(    )|
    

 

   ( ) ̅     
(   )    ( ) ̅     

(   )  

 

olarak elde edilir ki burada    ve   , her iki bileĢenin de   zamanında yaĢadığı 

bilindiğinde, ilgili bileĢenlerin baĢarısızlık oranlarını gösterilir ve aĢağıdaki Ģekildedir, 

 

  ( )     
     

 (         |         )

  
 

  
   

 ̅     
(    )|

    

 ̅     
(   )

     

 

  ( )     
     

 (         |         )

  
 

  
   

 ̅     
(    )|

    

 ̅     
(   )

        

 

(Shaked ve Shanthikumar 2015, Johnson ve Kotz 1975). 

 

3.3.1     dağılımının yaĢam fonksiyonu ve bozulma oranı fonksiyonu 

 

(    ) ifadesinde elde edilen dağılım ele alınarak yaĢam fonksiyonu, 

 

 ̅ (   )    (   )   
( )         

(   ) 

 (   ) ̅  
( )    ̅     

(   )  

 

olarak yazılır. Buradan elde edilen dağılımın bozulma oranı fonksiyonu, 
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(   )  

(   )   
( ) ̅  

( )    ̅     
(   )(  ( )    ( ))

(   ) ̅  
( )    ̅     

(   )
                                     (    ) 

   ( )    ( )  
(   ) ̅  

( ) .   
( )  (  ( )    ( ))/

(   ) ̅  
( )    ̅     

(   )
 

   ( )   
( )    ( )(  ( )    ( ))  

 

olarak elde edilir. Burada   ( )  .(   ) ̅  
( )/ .(   ) ̅  

( )    ̅     
(   )/⁄  ve   ( )  

  ( )    dır. Böylece, bozulma oranı fonksiyonu, T rasgele değiĢkeninin bozulma oranı 

fonksiyonunun ve koĢullu bozulma oranlarının toplamlarının, ağırlıklı bir toplamı olarak 

yazılmıĢtır.  

 

3.3.2     dağılımından rasgele sayı üretme 

 

Ġlk olarak önceki bölümde tanımlanan dağılım fonksiyonunun,         *     +  ve 

         *     + dağılım fonksiyonlarının bir karıĢımı olarak,  

 

  (   )  
   

 
    ( )  

   

 
    ( ) 

 

Ģeklinde yazıldığı hatırlansın. Karma yöntem ile sayı üretmek için aĢağıdaki adımlar takip 

edilmelidir. 

 

Algoritma Karma yöntem ile rasgele sayı üretme 

Adım 1: 

Adım 2: 

Adım 3: 

Adım 4: 

Bağımsız olarak         den ve         den üret, 

  rasgele değiĢkenini düzgün (   ) dağılımından üret, 

Eğer   
   

 
 ise, o zaman      *     + den üret, 

Eğer   
   

 
 ise, o zaman       *     + den üret. 
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3.3.3     dağılımı için özel durum 

 

   ve    rasgele değiĢkenleri   parametreli üstel dağılıma sahip olsun. Ayrıca (     ), 

Gumbel dağılımına sahip iken, | |    için, 

 

  (   )    (   )        (       )                                      (    ) 

 

Ģeklindedir.   *(     )                   +  parametre uzayına sahip, 

dönüĢümlü tek boyutlu dağılım fonksiyonu elde edilmiĢtir. (    )  ifadesinde önerilen 

dağılım fonksiyonundan ve (    ) de elde edilen olasılık yoğunluk fonksiyonundan,  

 

  ( )  

  
   

  (           )|
    

  (       )
        ( )            

 

olarak elde edilir. Sonuç olarak, önerilen rasgele değiĢkenin olasılık yoğunluk fonksiyonu,  

 

  (   )  (   )        (    )  (       )                        (    ) 

 

olarak bulunur. Önerilen olasılık yoğunluk fonksiyonu aĢağıdaki gibi analiz edilir. 

 

  
 (   )   (   )         (    )   (       ), 

 

Bu türevli ifadeyi inceleyerek,       olduğunda,   
 (   )    elde edildiği açıktır ve 

olasılık yoğunluk fonksiyonu azalandır. Ayrıca, olasılık yoğunluk fonksiyonunun tek modlu 

olması için        olmalıdır ve olasılık yoğunluk fonksiyonunun grafiği aĢağıdaki 

gibidir.  
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ġekil 3.11     dağılımın olasılık yoğunluk fonksiyonu 

 

ġekil 3.11’de görüldüğü gibi önerilen dağılımın olasılık yoğunluk fonksiyonu      için 

tek modlu olmaktadır.  

 

3.3.4     dağılımın özel durumu için matematiksel özellikleri 

 

Dağılımın yaĢam fonksiyonu,  

 

 ̅ (   )  (   )        (       )  

 

olarak elde edilir. Bozulma oranı fonksiyonu ise, 

 

   
(   )  

(   )        (    )  (       )

(   )        (       )
 

   
 (     )  (       )

(   )        (       )
                                                                       (    ) 
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biçiminde yazılır. Bu bozulma oranı fonksiyonu incelenecektir. 

 

   

 (   )  
  (   )(     )   (       )

.(   )        (       )/
   

 

Yukarıdaki türevden açıkça görüldüğü gibi,        olduğunda bozulma oranı 

fonksiyonu artandır, yani    

 (   )   .       oldıuğunda bozulma oranı fonksiyonu 

azalandır (   

 (   )   ). Burada bozulma oranı fonksiyonunun dönüĢüm parametresinin 

uç noktalarında aldığı değerler aĢağıda verilmiĢtir. 

 

   
(   )  (   )  

 

   
   

   
(   )  

{
 
 

 
    

   

(   )   (      )  (      )

(   )     (      )
  

 
 

   
   

(      )                                               

 

 

Ayrıca, bozulma oranı fonksiyonu parametrenin uç değerlerinde aĢağıdaki gibi elde edilir, 

 

(i)     iken, bu bozulma oranı fonksiyonu üstel dağılımın bozulma oranı 

fonksiyonu ile aynıdır;  

   
(   )    

(ii)     iken, bu bozulma oranı fonksiyonu lineer bozulma oranı fonksiyonudur; 

   
(   )   (    ) 

(iii)     iken, bu bozulma oranı fonksiyonu dönüĢtürülmüĢ üstel dağılımın 

bozulma oranı fonksiyonu ile aynıdır; 

   
(   )  

(   )         

(   )      
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Önerilen bozulma oran fonksiyonun grafiği aĢağıdaki gibidir. 

 

 

 

ġekil 3.12     dağılımın bozulma oranı fonksiyonu 

 

ġekil 3.12’de önerilen dağılımın bozulma oranı fonksiyonu farklı parametreler için 

gösterilmiĢtir. Görüldüğü gibi, negatif   değerleri için bozulma oranı fonksiyonu artan ve 

pozitif   değerleri için azalandır. Ortalama kalan ömür fonksiyonu, 

 

 (   )  
∫ (   )        (       )  

 

 

(   )        (       )
 

 

(   )
  
 

     
 
 

√
 
  

  

 4   (
    

√ 
)5|

 

 

(   )        (       )
 

 

(   )
 
 

     
 
 

√
 
  

  

     (
    

√ 
)

(   )        (       )
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dır. Ortalama kalan ömür fonksiyonu aĢağıdaki özelliklere sahiptir: 

 

(i)     iken, önerilen dağılımın ortalama kalan ömür fonksiyonu üstel dağılımın 

ortalama kalan ömür fonksiyonu ile aynıdır;  

 (   )  
 

 
 

(ii)     iken, ortalama kalan ömür fonksiyonu aĢağıdaki gibidir; 

 (   )   
 

 
√

 

 
    (

    

√ 
)  

  

 
        

  

 

Tanımlanan ortalama kalan ömür fonksiyonu bazı parametre değerleri için aĢağıda 

verilmiĢtir. 

 

 

 

ġekil 3.13     dağılımın ortalama kalan ömür fonksiyonu 
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3.3.5     dağılımın özel durumu için moment çıkaran fonksiyonu, momentleri, 

çarpıklık ve basıklık katsayıları 

 

Bu rasgele değiĢkenin moment çıkaran fonksiyonu, 

 

  ( )  (   )
 

   
  (  

 

 
√

 

 
 

(    ) 

      (
    

√ 
)) 

 

olarak bulunmuĢtur. Çarpıklık ve basıklık katsayıların elde edilmesi için ilk dört moment ve 

varyans aĢağıdaki Ģekildedir. 

 

 ( )  (   )
 

 
   (   ) 

 (  )  (   )
 

  
  (

 

 
 

 

 
 (   )) 

 (  )  (   )
 

  
  4

      

   
 (   )  

  

   
5 

 (  )  (   )
  

    4
        

   (   )  
   

   
 

  5 

   ( )  (   )
 

  
  (

 

 
 

 

 
 (   ))  ((   )

 

 
 

 

 
 (   ))

 

 

 

Bu dağılımın çarpıklık katsayısı; 

 

   
 

(   ( ))
 
 

(

 
 
 
 
 
 

(   )
 

  
  4

      

   
 (   )  

  

   5

  ((   )
 

 
 

 

 
 (   ))((   )

 

  
  (

 

 
 

 

 
 (   )))

  ((   )
 

 
 

 

 
 (   ))

 

)
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olarak elde edilmiĢtir. Burada        aralığında değer almaktadır, böylece elde edilen 

çarpıklık katsayısının   parametresinin uç noktalarda aldığı değerler, 

 

   

{
 
 

 
 

                                  
 

                                     
 

                                 

 

 

{
                                           

 
                                                     

 

 

olarak hesaplanmıĢtır ve grafiği aĢağıda verilmiĢtir. 

  

 

 

 

ġekil 3.14     dağılımın çarpıklık katsayısı ile üstel dağılımın çarpıklık katsayısının 

karĢılaĢtırılması 
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Çarpıklık katsayı grafiğinden de göründüğü gibi, önerilen dağılımın çarpıklık değeri her   

için pozitiftir, yani dağılımın kütlesi grafiğin sol tarafında toplanmıĢtır ve dağılım sağa 

çarpıktır.  

 

Dağılımın basıklık katsayısı ise, 

 

   
 

(   ( ))
 

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(   )
  

  
  (

        

  
 (   )  

   

  
 

 

  
)                                           

  ((   )
 
 

 
 
 
 (   ))((   )

 

 
 
  (

  
 
   

   
 (   )  

  

   
))

  ((   )
 
 

 
 
 
 (   ))

 

((   )
 

 
 
  (

 
 

 
 
 

 (   )))                     

  ((   )
 
 

 
 
 
 (   ))

 

                                                                                            
)

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

olarak hesaplanır. Elde edilen basıklık katsayısının   parametresinin uç değerlerinde aldığı 

değerler ise, 

 

   

{
 
 

 
 

                       
 

                                
 

                        

 

 

{
                                            

 
                                                           

 

 

dır ve grafiği aĢağıda verilmiĢtir.   
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ġekil 3.15     dağılımın basıklık katsayısı ile üstel dağılımın basıklık katsayısının 

karĢılaĢtırılması 

 

ġekil 5.7 de görüldüğü gibi önerilen dağılımın basıklık katsayısı negatif  ’lar için pozitiftir, 

yani dağılımın grafiği ortalama değerinde toplanıp daha sivri olur ve dağılım eğrisi normal 

dağılıma göre daha dik olacaktır. Basıklık katsayısı pozitif  ’lar için negatif değerler 

verildiği görünmektedir, yani dağılımın grafiği ortalama etrafında daha basık olup daha 

büyük varyansa sahiptir. Eğri normal dağılıma göre daha basıktır. 

 

3.3.6     dağılımın özel durumu için en çok olabilirlik tahmini ve Fisher bilgi matrisi  

 

(          ) önerilen dağılımdan gözlenen değerler olsun.   *     + parametre uzayı 
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için olabilirlik fonksiyonu, 

  

 (    )  ∏.(   )         (     ) 
 (        

 )/

 

   

  

 

olarak yazılır. Log-olabilirlik fonksiyonu     ve   parametrelerine göre aĢağıdaki gibi 

ayırt edilir. 

 

  

  
 ∑

         (     ) 
 (        

 )

  (    )

 

   

                                                                     (    ) 

 

  

  
 ∑

 (   )          (           
 )  (        

 )

  (    )

 

   

                                   (    ) 

 

  

  
 ∑

    (         
 )  (        

 )

  (    )

 

   

                                                                          (    ) 

 

 ̂  ̂  ve  ̂  parametrelerinin en çok olabilirlik tahmin edicileri, (    ) (    ) ve (    ) 

denklemlerini sıfıra eĢitleyerek ve eĢitlikleri aynı anda çözerek elde edilir. Bu üç parametre 

için, Fisher bilgi matrisi elemanlarını elde etmek için log-olabilirlik fonksiyonunun 

parametrelere göre ikinci dereceden türevleri, 

 

    
   

   
  ∑(

         (     ) 
 (        

 )

  (    )
)

  

   

  

 

    
   

   
  ∑

((   )          (        
 ))

 

   (   )(     (     ))  
   (        

 )

(  (    ))
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  ∑

  (   )   
 (         

 )  (        
 )       

    (        
 )

(  (    ))
 

 

   

  

 

        
   

    
  ∑

 ((   )     )   
 (        

 )

(  (    ))
 

 

   

  

        
   

    
  ∑

     (         
 )  (        

 )

(  (    ))
 

 

   

  

 

        
   

    
 

  ∑(
  (   )  (      (    )  

      
 )  (        

 )        
  (        

 )

(  (    ))
 )

 

   

  

 

olarak elde edilir. Böylece,   parameter uzayı için örnek boyutu   olan, 

 

  ( )    (

         

         

         

) 

 

biçiminde verilir. Böylece,   parametre uzayı için en çok olabilirlik tahmincisinin dağılımı, 

ortalaması   ve varyans-kovaryans matrisi   
  ( ) olan asimptotik normaldir. Yani, 

 

√ (*
 ̂
 ̂

 ̂

+  [
 
 
 

])  
 
    ((

 
 
 
)    

  ( ))                                              (    ) 

 

dır. Buradan parametreler için asimptotik normal dağılım ise, 
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 ̂   

(

 
 

  
 

 4
         (     ) 

 (        
 )

  (    )
5

 

)

 
 

 

 

 ̂   

(

 
 
 
 

  
 

 (
.(   )          (        

 )/
 

   (   )(     (     ))  
   (        

 )

(  (    ))
 )

)

 
 
 
 

 

 

 ̂   

(

  
 

  
 

 (
  (   )   

 (         
 )  (        

 )       
    (        

 )

(  (    ))
 )

)

  
 

 

 

dır.      ve   parametreleri için yaklaĢık olarak    (   )  güven aralıkları (    ) 

deki yaklaĢım yardımıyla sırasıyla, 

 

4 ̂   
  

 
 
√   

    ̂   
  

 
 
√   

  5  ( ̂   
  

 
 
√   

    ̂   
  

 
 
√   

  )  

4 ̂   
  

 
 
√   

    ̂   
  

 
 
√   

  5  

 

dır. burada   

 
, standart normal dağılımın      üst kantilidir. 

 

3.3.7     dağılımın özel durumu için Rényi entropisi 

 

(    )  ifadesinde tanımlanan olasılık yoğunluk fonksiyonu göz önüne alındığında, 

genelleĢtirilmiĢ Binom teoremini uygulayarak sonsuz seri açılımı,  
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(  (   ))
 

 ∑.
 
 / .(   )     /

   

( (      )  (       ))
 

 

   

 

 ∑.
 
 / (   )         (   )    (      )     (       )

 

   

 

 ∑.
 
 / (   )         (      )   (   )       

 

   

 

 

olarak yazılır. Son denklemde,   (   )       
 ifadesi,  

   .  
(   ) 

   
/
 
 

(   )   

    olarak 

yazılabilir. Ayrıca, (      )  Binom serisi uygulanır ise,  

 

(  (   ))
 

 ∑∑.
 
 / .

 
 
/ (   )                    

   (  
(   ) 

   
)
 

 
(   )   

   

 

   

 

   

 

 ∑∑.
 
 / .

 
 
/ (   )              

(   )   

      
   (  

(   ) 
   

)
  

   

 

   

 

 

dır. Böylece, Rényi entropi, 

 

  ( )  
 

   
   *∑∑.

 
 / .

 
 
/ (   )             

 
(   )   

    ∫    
   (  

(   ) 
   )

 

  

 

 

 

   

 

   

 + 

 

olarak yazılır.     .  
(   ) 

   
/
 

 dönüĢümü yapıldığında son denklemde integral, 

 

∫    
   (  

(   ) 
   

)
 

  

 

 

 ∫
 

 √   
4√

 

  
 

(   ) 

   
5

 

     

 

(   )   

   

                     (    ) 
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biçiminde yazılır ve tekrar Binom açılımı (√
 

  
 

(   ) 

   
)
 

 ifadesi için uygulanır ise, 

 

(√
 

  
 

(   ) 
   

)

 

 ∑ .
 
 
/(√

 

  
)

 

4
 (   ) 

   
5

    

   

 

 

eĢitliği sağlanır. Böylece, (    ) integral yeniden yazılır ise,  

 

∫
 

 √   
(√

 

  
 

(   ) 
   

)

 

     

 

(   )  
 

   

 
 

 
∑ .

 
 
/ 4

 (   ) 
   

5

   

    
   
 ∫  

   
      

 

(   )  
 

   

 

   

 

 

dır ve son integral tamamlanmamıĢ Gamma fonksiyonu ile ifade edilebilir, yani, 

 

∫  
   
      

 

(   )  
 

   

  (
   

 
 
(   )  

 

   
) 

 

Sonuç olarak, Rényi entropi, 

 

  ( )  
 

   
   *∑∑ ∑ .

 
 / .

 
 
/ .

 
 
/ (  )   (   )                  

   
 ( 

 

   

 

   

 

   

  )    
   
 

   
(   )   

     4
   

 
 
(   )   

   
5 + 

 

olarak elde edilir.  
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3.3.8     dağılımın özel durumu için sıra istatistikleri 

 

(    )  ve (    )  ifadelerinde tanımlanan olasılık yoğunluk fonksiyonu   (   )  ve 

dağılım fonksiyonu   (   )  olan            rasgele değiĢkenlerin sıra istatistikleri 

                 olmak üzere,    sıra istatistiğinin olasılık yoğunluk fonksiyonu, 

          için, 

 

    ( )  
  

(   ) (   ) 
.(   )       (      )  (       )/ 

                             (  (   )        (       ))
   

.(   )        (       )/
   

 

 

dır. Buradan, birinci sıra istatistiğinin olasılık yoğunluk fonksiyonu, 

 

    ( )   .(   )       (      )  (       )/ .(   )        (       )/
   

 

 

olarak verilir ve  . sıra istatistiğinin olasılık yoğunluk fonksiyonu, 

 

    ( )   .(   )       (      )  (       )/ (  (   )        (       ))
   

 

 

olarak bulunur.  
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4. ÜÇ BĠLEġENLĠ SĠSTEMLER ĠLE ÖNERĠLEN DÖNÜġÜM  

 

Bu bölümde, üç bileĢenden oluĢan sistemlerden yola çıkarak dönüĢüm yöntemini kullanıp 

yeni tek boyutlu dağılımlar elde edilecektir. Bu dönüĢüm yöntemi, kübik dönüĢümü diye 

adlandırılacaktır. Sistemlerin bileĢenleri üç farklı durum için ele alınacaktır. Ġlk olarak 

bileĢenler bağımsız ve aynı dağılıma sahip olarak alınacaktır, bir sonraki alt bölümde ise 

bileĢenler bağımsız ve farklı dağılımlara sahip alınacaktır. Üçüncü kısımda ise, bileĢenlerin 

dağılımı bağımlı ve birbirleri ile yer değiĢtirilebilir özelliğine sahip olarak ele alınacaktır. 

Son olarak, bu bileĢenlerin dağılımı üstel ve Farlie-Gumbel-Morgenstern olarak alınıp 

özellikleri incelenecektir. 

 

4.1 Bağımsız Aynı Dağılıma Sahip Üç BileĢenli Sistemler ile Önerilen DönüĢüm 

 

Burada üç bileĢenden oluĢan sistemleri ele alarak kübik dönüĢüm yöntemi elde edilip üç 

boyutlu dağılımlardan tek boyutlu dağılım elde edilip özellikleri incelenecektir.  

 

Kübik DönüĢüm Yöntemi: Bu yöntemin tanıtılması ile, kübik dönüĢüm yöntemini 

kullanarak tanımlanmıĢ olan dağılımlara ek olarak daha fazla dağılım fonksiyonu ortaya 

çıkacaktır. Önerilen kübik dönüĢüm yönteminde, dönüĢüm parametrelerinin uzayı karıĢıktır. 

Bu karıĢıklığı ortadan kaldırmak için, hem Shaw ve Buckley (2007)’in karesel form yapısını 

hem de Yilmaz (2015)’in üçlü sistemler için yazmıĢ olduğu bölümünden esinlenerek 

aĢağıdaki gibi bir düĢünce ortaya çıkmıĢtır. Bölüme 2.9’da üç bileĢenli sistemlerin 

bileĢenlerinin bağımsız ve aynı dağılımlı olduğunda elde edilen baĢarısızlık olasılıklarından 

üçü göz önüne alınıp, 

 

      ( )    ( )     ( )    ( )         ( )     ( )     ( )     ( )    ( )  
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olarak hatırlanmıĢtır. Yilmaz (2015) de bahsettiği üzere,     ( )      ( )      ( ) 

sıralaması geçerlidir. Bunun yanı sıra,  ( )  
 

 
    ( )  

 

 
    ( )  

 

 
    ( ) eĢitliği de 

geçerlidir. Öte yandan,     ( )   ( )      ( )  sıralamasının geçerliliği açıktır. Eğer 

    ( ) bu sıralamaya dahil edilir ise,  ( )  
 

 
 için     ( )   ( )      ( )      ( ) 

ve  ( )  
 

 
 için     ( )      ( )   ( )      ( )  olarak sıralanır. O zaman bu iki 

sıralamayı içeren bir konveks kombinasyon önerilecektir. Bu öneri  ( )  dağılım 

fonksiyonunun tam olarak nerede olduğunu belirlemektedir. Bu durumda,     ( )  ile 

    ( ) arasında   ( ) gibi bir konveks bileĢim yazılabilir.    ,   - olmak üzere, 

 

  ( )        ( )  (    )    ( )                                              (   ) 

 

kombinasyonu geçerlidir. Tekrar,   ( )  ile     ( )  arasındaki konveks bileĢime  ( ) 

denilir ise,    ,   - için,  

 

 ( )     
 ( )  (    )    ( )                                               (   ) 

 

Ģeklinde elde edilir. Denklem (   ) ve (   ) birlikte ele alındığında, 

 

 ( )          ( )  (    )      ( )  (    )    ( )                       (   ) 

 

biçimine dönüĢür. Sistemlerin dağılım fonksiyonları önüne alındığında (   )  ifadesini 

yeniden yazıp  ( ) fonksiyonunun polinom derecesine göre düzenlenir ise, 

 

 ( )        ( )     (     ) 
 ( )  (           ) 

 ( )               (   ) 

 

olarak elde edilir.  ( )  fonksiyonunun dağılım fonksiyonu olduğu biliniyor. Karesel 

dönüĢüm yöntemine benzer bir yapıyı kurabilmek adına yeniden parametrelendirme 

yapılacaktır. Öyle ki,         ve            alınıp denklem (   ) aĢağıdaki gibi 

tekrar yazılabilir, 
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 ( )      ( )   (     ) 
 ( )  (     ) 

 ( )                      (   ) 

 

burada       ,   -  dir. Denklem (   )  da tekrardan    
    

 
 ve    

    

 
 

parametrelendirmesi yapılırsa aĢağıdaki eĢitlik bulunur ve elde edilen dağılım fonksiyonu 

  (       ) olarak adlandırılır, böylece 

 

  (       )  (    ) ( )  (     ) 
 ( )     

 ( )                                                  (   ) 

 
    

 
    ( )  

    

 
    ( )  

       

 
    ( )  

 

burada       ,    -  dir. Ayrıca          olduğundan,         koĢulu da 

parametreler üzerine gelmektedir, ġekil 4.1 ile verilen parametre uzayı daha basit halde 

sunulmuĢtur. (   ) denkleminde tanımlanan dağılım fonksiyonuna, kübik dönüĢümü adı 

verilir. Hemen görüleceği üzere,      için karesel dönüĢüm,         için temel 

dağılım yani  ( )  dağılımı elde edilir. Kübik dönüĢüm yöntemi karesel dönüĢüm 

yönteminin genelleĢtirilmiĢ halidir.    ve    parametreleri için parametre uzayı ise, 

*(     )        ,    -        + Ģeklinde tanımlanır ve Çizelge 4.1 de verilmiĢtir.     

 

 

ġekil 4.1 ġekil üzerinde farklı dönüĢüm parametreler için yeni dağılımdan elde edilen 

sistemler 
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ġekil 4.1 de görüldüğü gibi üçgenin ağırlık merkezi (   ) noktasıdır ve bu noktada elde 

edilen dağılım  ( )  olup, böylece temel dağılım  ( )  olarak alınır. AĢağıdaki tabloda 

dönüĢüm parametreleri, tam değerler aldıklarında üretilen dağılım fonksiyonları 

tanımlanmaya çalıĢılmıĢtır. 

 

Çizelge 4.1 Farklı dönüĢüm parametreler için yeni dağılımdan elde edilen sistemlerin 

dağılımı 

      Dağılımlar Tanım 

-1 -1   ( )     ’ün dağılımı (    ( )) 

-1 0   ( )     ’ün dağılımı (    ( )) 

-1 1    ( )    ( )     *      (     )+’ün dağılımı 

-1 2    ( )     ( )     ’ün dağılımı (    ( )) 

0 -1   ( )    ( )   ( ) 
 

 
    ( )  

 

 
    ( ) 

0 0  ( ) Temel dağılım  

0 1   ( )   ( )    ( )    *       (     )+’ün dağılımı 

1 -1   ( )     ( )    ( ) 
 

 
    ( )  

 

 
    ( ) 

1 0   ( )    ( )     ’ün dağılımı (    ( )) 

2 -1   ( )     ( )    ( )     ’ün dağılımı (    ( )) 

 

Çizelge 4.1'de verilen tanımlamalara bakıldığında, Shaw ve Buckley (2009)'un Çizelge 

4.1’deki dönüĢümlü parametrelerinin özel değerlerine göre verilen dağılımları kapsadığı 

görünüyor. 

Granzotto vd. (2017) makalesinde kübik dönüĢüm yönteminden bahsedilmiĢtir. Ancak bu 

makalede birçok sayıda yanlıĢ var. Bu tez çalıĢmasında o yanlıĢların bazılarından tartıĢma 

bölümünde bahsedilmiĢtir.  
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ġimdi önerilen   rasgele değiĢkenin olasılık yoğunluk fonksiyonu aĢağıdaki gibi elde 

edilecektir, 

  (       )   ( )((    )   (     ) ( )      
 ( ))                                        (   ) 

 
    

 
    ( )  

    

 
    ( )  

       

 
    ( )  

4.1.1     dağılımın yaĢam fonksiyonu ve bozulma oranı fonksiyonu 

Bu dağılımın yaĢam fonksiyonu, 

 ̅ (       )    (    ) ( )  (     ) 
 ( )     

 ( ) 

 (       ) ̅( )  (      ) ̅
 ( )     ̅

 ( ) 

  ̅( )(     ( )     
 ( ))                                                                        (   ) 

olarak yazılır. YaĢam fonksiyonun üçüncü denkleminden yola çıkarak bozulma oranı 

fonksiyonu, 

   
(       )    ( ) 4  

   (      ) ( )      
 ( )

     ( )      ( )
5 

   ( ) 4  
      (      ) ( )

     ( )      ( )
5 

   ( ) 4   ̅( )
       ( )

     ( )      ( )
5                                                  (   ) 

 

biçiminde elde edilir. Burada    
(       )  (    )  ( )  ve    

(       )    ( ) 

dir. AĢağıdaki önerme ve teorem, önerilen     dağılımının bozulma oranı fonksiyonunun 

monotonluk özelliğini vermektedir. 

 

Önerme 4.1 

 

i) Eğer   ( ),   ( )    ve         koĢulları altında   değiĢkenine göre artan 

ise,    
(       ) de   ye göre artandır. 
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ii) Eğer   ( ) ,   ( )   , ve      ve     √    koĢulları altında   

değiĢkenine göre artan ise,    
(       ) de   ye göre artandır. 

iii) Eğer   ( ),   ( )   , ve      v e        koĢulları altında   değiĢkenine 

göre artan ise,    
(       ) de   ye göre artandır. 

iv) Eğer   ( ) ,   ( )   , ve      ve      √    koĢulları altında   

değiĢkenine göre artan ise,    
(       ) de   ye göre artandır. 

v)   ( ),   ( )   , ve           ve         √     koĢulları altında 

  değiĢkenine göre azalan ise,    
(       ) de   değiĢkenine göre azalandır. 

 

Ġspat. (   )  denkleminden   ( )  için bozulma oranı fonksiyonu aĢağıdaki gibi 

yazılabilmektedir,  

 

   
(       )    ( )  

 

  
.    (     ( )     

 ( ))/                                            (    ) 

 
 ( )

 ̅( )
 

 ( )(       ( ))

     ( )     
 ( )

  

 

Dolayısıyla,    
(       ) bozulma oranı fonksiyonunun monotonluk özelliğini incelemek 

için birinci türevi alınacaktır. Bu fonksiyonun ilk türevi, temel dağılımın bozulma oranı 

fonksiyonunun türevine ve     (     ( )     
 ( ))  ifadesinin ikinci türevine 

bağlıdır. (    )  denkleminin sağ tarafındaki ifadenin ikinci türevi aĢağıdaki denklemle 

verilmiĢtir, 

 

  ( )
       ( )

     ( )     
 ( )

   ( )
   (     ( )     

 ( ))  (       ( ))
 

(     ( )     
 ( ))

            (    ) 

 

i)   ( )    ve         iken, (    )  denkleminin pozitifliği sağlanmıĢtır. 

Dolayısıyla,   dağılımı IHR (Increasing Hazard Rate) özelliğini sağlayıp artan 

bir bozulma oranıdır ve böylece monotonluk sağlanmıĢtır. 
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ii)   ( )    ve      iken, (    )  denkleminin birinci toplamının pozitifliği 

        olduğunda sağlanır. Bunun yanı sıra, ikinci toplamın pozitif 

olabilmesi  ( )     (         
 )  (       )    ,   -  ifadesinin 

pozitif olmasına bağlıdır. Bu ifade açıldığında,  ( )     
             

  

    elde edilir. Hemen görüleceği üzere bu ifade   nun konveks bir 

fonksiyonudur. O halde  ( ) fonksiyonu minimum noktasındaki değeri pozitif 

ise, ikinci toplam kesinlikle pozitif olacaktır.  ( )    alındığında, bu 

fonksiyonun minimum noktası     
  

   
 olarak elde edilir ki bu noktada 

fonksiyon minimum değerine ulaĢır yani  . 
  

   
/      

  
 

 
 ve   

       

olması durumunda minimum değerin pozitif olması sağlanır.         koĢulu 

ile birleĢtirildiğinde      olamayacağı sonucuna varılır. Buradan    

[ √     ] elde edilir. 

iii) Ġspat (ii) deki gibidir. 

iv) Ġspat (ii) deki gibidir. 

v)   ( )    iken, (    ) denkleminin birinci toplamının negatifliği         

olduğunda sağlanır. Bunun yanı sıra, ikinci toplamın negatif olabilmesi  ( )  

   
             

        ,   -  ifadesinin konveks bir fonksiyon 

olmasından dolayı, uç noktalardaki değerlerinin negatif olmasına bağlıdır. Yani, 

 ( )    
        ve  ( )     

          
      (     )

  

  (    )    olması için gerekli koĢullar    √     ve          

√   (    )  dır.         koĢulu ile birleĢtirildiğinde,    *      +  

      2√         √   (    )3  olup,         √     sonucu 

elde edilir.  

 

AĢağıdaki Teorem, bozulma oranının dönüĢüm parametrelerine göre monotonluğu ile 

ilgilidir. 
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Teorem 4.1    
(   )  bozulma oranı    ve    parametrelerinin azalmayan bir 

fonksiyonudur.   parametre uzayı 2.       /             ,    -        3 

Ģeklinde tanımlanmaktadır. 

 

Ġspat. (   ) denklemin son eĢitliği göz önüne alındığında, 
 

   
   

(   ) ifadesinin iĢareti 

 

   
 (     ) ,       ifadesinin iĢaretine bağlıdır, burada  (     )  

       

           

olmaktadır. Böylece,  

 

 

   
 (     )  

     
 

(          ) 
    

 

buradan       olur, ve 

 

 

   
 (     )  

 (     )

(          ) 
    

 

eĢitsizliğinden      sonucu elde edilir. Böylece    ,    - dir. Aynı sonuç    için de 

geçerlidir.  

 

4.1.2     dağılımının moment çıkaran fonksiyonu, momentleri, çarpıklık ve basıklık 

katsayıları 

 

  rasgele değiĢkeninin moment çıkaran fonksiyonu,  

 

  ( )  
    

 
     

( )  
    

 
     

( )  
       

 
     

( )  

 

olarak elde edilir. Bu rasgele değiĢkenin k. momenti ise, 
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 (  )  
    

 
 (    

 )  
    

 
 (    

 )  
       

 
 (    

 )  

 

dır. Son denklemde           alınır ise, o zaman bu rasgele değiĢkenin ilk dört momenti 

çarpıklık ve basıklık katsayılarını hesaplamak için elde edilir. Bu rasgele değiĢkenin 

çarpıklık katsayısı,  

 

   
 

   ( )
 
 

(

 
 
 
 
 
 
 

    

 
 (    

 )  
    

 
 (    

 )  
       

 
 (    

 )

  4
    

 
 (    )  

    

 
 (    )  

       

 
 (    )5

 4
    

 
 (    

 )  
    

 
 (    

 )  
       

 
 (    

 )5

  4
    

 
 (    )  

    

 
 (    )  

       

 
 (    )5

 

)

 
 
 
 
 
 
 

 

 

biçiminde hesaplanır. Basıklık katsayısı ise, 

 

   
 

   ( ) 

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

    

 
 (    

 )  
    

 
 (    

 )  
       

 
 (    

 )

  4
    

 
 (    )  

    

 
 (    )  

       

 
 (    )5

 4
    

 
 (    

 )  
    

 
 (    

 )  
       

 
 (    

 )5

  4
    

 
 (    )  

    

 
 (    )  

       

 
 (    )5

 

 4
    

 
 (    

 )  
    

 
 (    

 )  
       

 
 (    

 )5

  4
    

 
 (    )  

    

 
 (    )  

       

 
 (    )5

 

)

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

olarak bulunur. 
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4.1.3     dağılımından rasgele sayı üretme  

 

Bu dağılımdan rasgele sayı üretmek için, denklem (   ) da verilen dağılımın karma olduğu 

biliniyor. Karma dağılımda ağırlıklar sırasıyla 
    

 
, 

    

 
 ve 

  (     )

 
 olup,       

,    - ve       ,    -  olarak elde edilmiĢti. Buna göre, önerilen dağılımdan sayı 

üretmek için aĢağıdaki adımlar takip edilecektir. 

 

Algoritma Karma yöntem ile rasgele sayı üretme 

Adım 1: 

Adım 2: 

Adım 3: 

Adım4: 

         rasgele sayılar bağımsız olarak   temel dağılımından üret, 

  rasgele değiĢkenini düzgün (   ) dağılımından üret, 

Eğer   
    

 
 ise, o zaman       *        + den üret, 

Eğer   
    

 
 ise, o zaman      *   *     +     *     +     *     ++den üret, 

Aksi takdirde,        *        + den üret. 

 

4.1.4     dağılımın Rényi entropisi 

 

Denklem (   )  yani olasılık yoğunluk fonksiyonunda, temel dağılım standart düzgün 

dağılımı olarak düĢünülür ise,  ( )    ve dolayısıyla  ( )    olup böylece Rényi 

entropi,  

 

  ( )  
 

   
   ∫ ((    )   (     )      

 )
 
  

 

 

 

 

olarak bulunur. Burada integral ifadesi,  'nun ikinci dereceden bir polinomudur. Bundan 

dolayı,    ve    noktaları polinomun kökleri olarak alındığında polinom (    )(  

  )(    )  olarak yeniden yazılabilir. Burada       dir. Böylece yukarıdaki 

integral, 
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(    )
 ∫(    )

 (    )
   

 

 

 

 

olarak yazılır.   
    

     
 değiĢken değiĢmesi yapılır ise,  

 

(    )
 (     )

    ∫   (   )   

    
     

   
     

 

 

   ve    kökleri (   ) aralığında değildir. Dolayısıyla,      veya      olmalıdır. 

Ġntegralin alt ve üst sınırları hem pozitif hem de negatif olabilir. Bu tür integralin 

değerlendirilmesi tamamlanmamıĢ Beta fonksiyonu kullanılarak baĢarılabilir 

(TamamlanmamıĢ Beta fonksiyonu Ek 3’de anlatılmıĢtır). Böylece,  

 

(    )
 (     )

    6     
     

(       )      
     

(       )7 

 

olarak yazılır. Rényi entropisi ise, 

 

  ( )  
 

   
   (    )  

    

   
   (     ) 

  
 

   
   46     

     

(       )      
     

(       )75 

 

Ģeklinde hesaplanır. Burada 

 

     
(     )  √(     )

     (    )
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Ve bunlar kompleks veya gerçek değer alabilmektedir. 

 

4.1.5     dağılımı için özel durum 

 

Bu bölümde, kübik dönüĢümün temel dağılımı üstel dağılım olarak alınacaktır. Bu özel 

dağılımın kısa bir tarifi, olasılık yoğunluk fonksiyonunun ve bozulma oranı fonksiyonunun 

grafiği verilecek, böylece çalıĢma çok fazla hacimli olmayacaktır.  

  rasgele değiĢkeni   parametreli üstel dağılımına sahip olsun. Denklem (   ) de önerilen 

dağılım göz önüne aldığında dönüĢümlü yeni dağılım fonksiyonu,  

 

  (   )    (       ) 
    (      ) 

        
                                      (    ) 

 

olarak elde edilir. ġimdi bu dağılımın olasılık yoğunluk fonksiyonu verilecektir,  

 

  (   )       (         (      ) 
        

    ) 

 (       )      ( )( )  (      )      (  )( )          (  )( )                  (    ) 

 

Burada parametre uzayı   *(       )       ,    -            +  olarak 

tanımlanmaktadır. Denklem (    ) ’de önerilen olasılık yoğunluk fonksiyonunun son 

gösteriminden yola çıkarak,      ve    parametreleri ile üstel olasılık yoğunluk 

fonksiyonlarının toplamları ile ifade edilebileceği gösterilmiĢtir. Yukarıda tanımlanan 

olasılık yoğunluk fonksiyonu aĢağıdaki gibi analiz edilebilir,  

 

  
 (   )   (       ) 

       (      ) 
           

       

 

Bu türevin negatif olması için, birinci toplamda  (       )    olup         

olmalıdır, üçüncü toplamın negatif olması için      olmalıdır ve böylece ikinci toplam da 

negatif olması için         olmalıdır yani      olmalıdır. Böylece bu fonksiyonun 

azalan olması için yani türevin negatif olması için koĢullar           ve         
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olarak elde edilmiĢtir. Ayrıca       iken de türevin iĢareti negatif olup fonksiyon azalan 

olmaktadır. ġimdi türevin pozitif olması incelenecektir. Bu türevin pozitif olması için ilk 

olarak üçüncü toplama bakılırsa      olması gerektiği gözükmektedir. Ġkinci toplamın 

pozitif olması için de      olmalıdır. Birinci toplam hep negatif değerler almaktadır. 

Böylece türevin sıfırdan büyük olması için      ve      olmalıdır. ġimdi bahsedilen 

olasılık yoğunluk fonksiyonu farklı parametreler için çizilecektir; 

 

 

 

ġekil 4.2     dağılımın olasılık yoğunluk fonksiyonu 

 

4.1.6     dağılımın özel durumu için matematiksel özellikleri 

 

Bu dağılım için yaĢam fonksiyonu aĢağıdaki gibi bulunur, 

 

 ̅ (   )      (        (      ) 
       

    )  

 

burada           ,    -         dır. Denklem (   )’de verilen bozulma oranı 

fonksiyonundan yola çıkılır ise,  
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(   )   4  

 (       )  (      ) 
   

        (      ) 
       

    
5                                                 (    ) 

 

olarak bulunur. Bozulma oranı fonksiyonunun bazı özel durumları    
(   )  (    )  

ve          
(   )    olarak verilebilir. Böylece bozulma oranı fonksiyonu (    )  

değerinden   değerine değiĢiyor.         iken, bozulma oranı sabit olup   ya eĢit 

olmaktadır ve           iken, bozulma oranı fonksiyonu    değerine sahip ve sabit 

oluyor. ġimdi (    )’de verilen bozulma oranı fonksiyonu grafiği çizilecektir; 

 

 

 

ġekil 4.3     dağılımın bozulma oranı fonksiyonu 

 

ġimdi ortalama kalan ömür fonksiyonu elde edecektir, 

 

 (   )  
 

 
4  

  (      ) 
        

    

 ((       )  (      )            )
5  

 

Elde edilen ortalama kalan ömür fonksiyonun özelliklerine bakılacaktır, 
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 (   )  
 

 
(  

  

 
 

  

 
)     

   
 (   )  

 

 
 

 

ve bazı parametre değerleri için ortalama kalan ömür fonksiyonu aĢağıdaki Ģekillerde 

verilmiĢtir. 

 

 

 

ġekil 4.4     dağılımın ortalama kalan fonksiyonu 

 

4.1.7     dağılımın özel durumu için moment çıkaran fonksiyon, momentler ve 

çarpıklık ve basıklık katsayıları 

 

Önerilen rasgele değiĢkenin moment çıkaran fonksiyonu bulunacaktır, 

 

  ( )  (       )
 

   
 (      )

  

    
   

  

    
 

 (       )      ( )( )  (      )      (  )( )          (  )( ) 
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burada     dir. ġimdi elde edilen dağılımın özelliklerine bakılacaktır. Ġlk olarak k. 

moment bulunacaktır, 

 

 (  )   (   ) 4
       

  
 

      

(  ) 
 

  

(  ) 
5 

 

Burada           alınırsa ilk dört moment elde edilecektir. Beklenen değer ise,  

 

 ( )  
 

  
(         ) 

 

Burada     
 

 
   iken, bu rasgele değiĢken, üstel rasgele değiĢkenden daha uzun ömür 

beklentisine sahip olacaktır. Bu rasgele değiĢkenin varyansı aĢağıdaki gibi bulunmaktadır,  

 

   ( )  
 

  
 

             
            

 

    
  

 

Bu dağılımın çarpıklık ve basıklık katsayıları sırasıyla, 

 

   
 (        

            
     

      
 (     )     (          

 ))

(    
     (     )   (         

 ))
 
 

 

 

     (
 

 
 

     
                       

            

(   
     (     )   (         

 ))
 )  

 

elde edilir. 

 

4.1.8     dağılımın özel durumu için en çok olabilirlik tahmini ve Fisher bilgi matrisi 

 

(          )  önerilen dağılımdan n-boyutlu gözlenen örneklem olsun.   *       + 
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parametrelerin olabilirlik fonksiyonu,  

 

 (    )  ∏((       )       (      )                   )

 

   

  

 

olarak yazılır. Bu alt bölüm boyunca, log-olabilirlik fonksiyonu kısaltması       (    ) 

ile gösterilir.   fonksiyonu       ve   parametrelerine göre aĢağıdaki gibi ayırt edilir, 

 

  

   
 ∑

 (        )      

  (    )

 

   

                                                                                               (    ) 

 

  

   
 ∑

 (       )(        )      

  (    )

 

   

                                                                         (    ) 

 

  

  
 

 

 
 ∑  

 

   

  ∑
((      )      

    )    
     

   (    )

 

   

                                                  (    ) 

 

 ̂   ̂  ve  ̂ parametrelerinin en çok olabilirlik tahmin edicileri, (    ) (    ) ve (    ) 

denklemlerini sıfıra eĢitleyerek ve eĢitlikleri aynı anda çözerek elde edilir. Bu üç parametre 

için, bilgi matris elemanlarını elde etmek için olasılık yoğunluk fonksiyonunun 

logaritmasının ikinci dereceden türevleri elde edilecektir, 

 

     
 

   

   
   ∑4

(        )      

  (    )
5

  

   

 

 

     
 

   

   
   ∑4

(       )(        )      

  (    )
5
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  ∑

.(       )(      )   (       )   
      (      )   

     / (   )
       

(  (    ))
 

 

   

 

 

     
      

 
   

      
 ∑

 (       )(        )(        )(      ) 

(  (    ))
 

 

   

 

 

    
      

   

     
 ∑

  ((    )      
         

     )     
     

(  (    ))
 

 

   

 

          
   

     
 ∑

  ((    )   (    ) 
         

     )     
     

(  (    ))
 

 

   

 

 

  *       + için   boyutunda örneğin Fisher bilgi matrisi   ( ) aĢağıdaki gibidir, 

 

  ( )    (

     
     

    

     
     

    

    
    

   

) 

 

Tek gözlemin bilgi matrisinin tersi, yani   
  ( ),  'nın en çok olabilirlik tahminlerinin 

asimptotik varyans-kovaryans matrisini gösterir. Dolayısıyla,   için en çok olabilirlik 

tahmincisinin ortak dağılımı, ortalama   ve varyans-kovaryans matrisi   
  ( )  ile 

asimptotik olarak normaldir. Yani 

 

√ (*

 ̂ 

 ̂ 

 ̂

+  [

  

  

 
])  

 
    ((

 
 
 
)    

  (       ))                                        (    ) 

 

Bu ters dağılım matrisi çözülürse, bu çözümler bu parametreler için en çok olabilirlik 

tahmincilerinin asimptotik varyansı ve kovaryanslarını verecektir.         parametreleri 
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için yaklaĢık olarak    (   )  güven aralıkları sırasıyla aĢağıdaki gibidir, 

 

( ̂   
  

 
 
√     

    ̂   
  

 
 
√     

  )  ( ̂   
  

 
 
√     

    ̂   
  

 
 
√     

  )  

( ̂   
  

 
 
√   

    ̂   
  

 
 
√   

  )   

 

burada   

 
, standart normal dağılımın      üst kantilidir. 

 

4.1.9     dağılımın özel durumu için Rényi entropisi 

 

(    ) denkleminde tanımlanan olasılık yoğunluk fonksiyonu göz önüne alınsın. Rényi 

entropiyi elde etmek için (  (   ))
 

 genelleĢtirilmiĢ Binom açılımı yazılacaktır,  

 

(  (   ))
 

 ((       )       (      )                )
 

 

 ∑ .
 
 / .(       )       (      )      /

   

(          )
 

 

   

 

 ∑.
 
 /(∑.

   
 

/ ((       )     )
     

. (      )      /
 

 

   

)(  )   
 
  

      

 

   

 

 ∑ ∑(  ) 
 

 .
 
 / .

   
 

/ (       )
     (      )

   
     (       )  

 

   

 

   

 

 

açılımı verilir ve Rényi entropi ise,  

 

  ( )  
 

   
   *∑ ∑(  )   (

 
 ) (

   
 

) (       )
     (      )

   
 

  

(       ) 

 

   

 

   

+  

 

Ģeklinde hesaplanır. 
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4.1.10     dağılımın özel durumu için sıra istatistikleri 

 

           bağımsız ve aynı dağılımlı rasgele değiĢkenlerin  . sıra istatistiği,      ile 

gösterilmek üzere bu sıra istatistiğin olasılık yoğunluk fonksiyonu,           için, 

 

    ( )  
  

(   ) (   ) 
.     (         (      ) 

        
    )/ 

               (  (       ) 
    (      ) 

        
    )

   
 

               .    (        (      ) 
       

    )/
   

  

 

Ģeklinde bulunmuĢtur. Böylece, birinci ve sonuncu sıra istatistiklerinin olasılık yoğunluk 

fonksiyonu, 

 

    ( )   .     (         (      ) 
        

    )/ 

               .    (        (      ) 
       

    )/
   

 

 

    ( )   .     (         (      ) 
        

    )/ 

                (  (       ) 
    (      ) 

        
    )

   
  

 

olarak bulunur. 

 

4.2 Bağımsız Farklı Dağılıma Sahip Üç BileĢenli Sistemler ile Önerilen DönüĢüm 

 

2.9.2 bölümünde üç bileĢenli sistemlerde elde edilen bileĢenlerin ömürleri bağımsız aynı 

dağılıma sahip alındığında, sistemlerin baĢarısızlık olasılıkları aĢağıdaki gibi özetlenebilir: 

 

    ( )     
( )     

( )     
( )     

( )   
( )     

( )   
( )     

( )   
( )     

( )   
( )   

( )  
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    ( )     
( )   

( )     
( )   

( )     
( )   

( )      
( )   

( )   
( )    

 

    ( )     
( )   

( )   
( )   

 

Önceki bölümde anlatılan sıralama bu bölüm için de geçerlidir yani     ( )      ( )  

    ( ) olup, böylece aynı Ģekilde     ( )    ( )      ( ) olduğundan denklem (   ) 

de anlatıldığı gibi   ( ) tanımlanacaktır. ġimdi     ( )   ( )    ( ) olacak biçimde 

 ( ) yi   ( ) ve     ( ) fonksiyonların bir konveks kombinasyonu olarak yazılabilir; 

 

 ( )          ( )  (    )      ( )  (    )    ( )                                            (    ) 

               .   
( )     

( )     
( )/  (     )  .   

( )   
( )     

( )   
( )     

( )   
( )/ 

  (           ) .   
( )   

( )   
( )/ 

 

burada bu dağılım fonksiyonu Shaw ve Buckley (2007) makalesinde tanıttığı dönüĢümlü 

dağılım Ģeklinde yazabilmemiz için ilk olarak, 
    

 
    

       

 
    tanımlanır. Burada 

   ,   -  ve    ,   -  aralığında değer alıyor. Böylece dönüĢümlü dağılım 

fonksiyonumuz; 

 

 ( )     .   
( )     

( )     
( )/   (     ) .   

( )   
( )     

( )   
( )     

( )   
( )/

 (     ) .   
( )   

( )   
( )/ 

 

olarak bulunur. DönüĢüm parametrelerini aĢağıdaki gibi tanımlanacaktır;    
    

 
    

    

 
       ,    -  ve buradan         olarak elde edilir. Böylece dönüĢümlü 

dağılım aĢağıdaki gibi yazılmıĢtır, 
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  (       )  (    ) .   
( )     

( )     
( )/

 (     ) .   
( )   

( )     
( )   

( )     
( )   

( )/

 (     ) .   
( )   

( )   
( )/ 

 (    )    ( )  (    )    ( )  (       )    ( )                   (    ) 

 

Böylece (    )  fonksiyonundan önerilen   rasgele değiĢkenin olasılık yoğunluk 

fonksiyonu aĢağıdaki gibi elde edilecektir; 

 

  (       )  (    ) .   
( )     

( )     
( )/

 (     ) .   
( )   

( )     
( )   

( )     
( )   

( )     
( )   

( )

    
( )   

( )     
( )   

( )/

 (     ) .   
( )   

( )   
( )     

( )   
( )   

( )

    
( )   

( )   
( )/ 

 (    )    ( )  (    )    ( )  (       )    ( )                   (    ) 

 

ġimdi yaĢam fonksiyonu ve bozulma oranı fonksiyonunu elde edilecektir; 

 

 ̅ (       )   (         ) . ̅  
( )   ̅  

( )   ̅  
( )/

 (        ) . ̅  
( ) ̅  

( )   ̅  
( ) ̅  

( )   ̅  
( ) ̅  

( )/

 (     ) ̅  
( ) ̅  

( ) ̅  
( )  

 

4.2.1     dağılımın moment çıkaran fonksiyonu, momentleri ve çarpıklık ve basıklık 

katsayıları 

 

  rasgele değiĢkeninin moment çıkaran fonksiyonu aĢağıdaki gibi elde etmektedir;  
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  ( )  (    )     
( )  (    )     

( )  (       )     
( ) 

 

Bu rasgele değiĢkenin k. momenti aĢağıda verilmektedir, 

 

 (  )  (    ) (    
 )  (    ) (    

 )  (       ) (    
 ) 

 

Son denklemde           alınır ise, o zaman bu rasgele değiĢkenin ilk dört momenti 

çarpıklık ve basıklık hesaplamak için elde ediliyor. Ġlk olarak bu rasgele değiĢkenin çarpıklık 

katsayısı aĢağıdaki gibi bulunmaktadır;  

 

   
 

   ( )
 
 

(

 
 

(    ) (    
 )  (    ) (    

 )  (       ) (    
 )

  ((    ) (    )  (    ) (    )  (       ) (    ))

 ((    ) (    
 )  (    ) (    

 )  (       ) (    
 ))

  ((    ) (    )  (    ) (    )  (       ) (    ))
 
)

 
 

 

 

ġimdi bu dağılımın basıklık katsayısı bulunacaktır; 

 

   
 

   ( ) 

(

 
 
 
 
 

(    ) (    
 )  (    ) (    

 )  (       ) (    
 )

  ((    ) (    )  (    ) (    )  (       ) (    ))

 ((    ) (    
 )  (    ) (    

 )  (       ) (    
 ))

  ((    ) (    )  (    ) (    )  (       ) (    ))
 

 ((    ) (    
 )  (    ) (    

 )  (       ) (    
 ))

  ((    ) (    )  (    ) (    )  (       ) (    ))
 
)

 
 
 
 
 

 

 

4.2.2     dağılımdan rasgele sayı üretme  

 

Bu dağılımdan rasgele sayı üretmek için, denklem (    )  de verilen dağılımın karma 

olduğu hatırlansın. Bu karma dağılımın bileĢenleri sırasıyla, 3'lü sistemin 3.sinin ömür 

dağılımı, 3'lü sistemin 2.sinin ömür dağılımı ve 3'lü sistemin 1.sinin ömrü dağılımıdır. 

Karma ağırlıkları sırasıyla     ,      ve  (       ) olup,        ,    -  ve 
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       ,    - dır. Buna göre, önerilen dağılımdan sayı üretmek için aĢağıdaki adımlar 

takip edilecektir: 

 

Algoritma Karma yöntemi ile rasgele sayı üretme 

Adım 1: 

Adım 2: 

Adım 3: 

Adım 4: 

Adım 5: 

         rasgele sayılar bağımsız olarak   temel dağılımından üret, 

  rasgele değiĢkenini düzgün (   ) dağılımından üret, 

Eğer        ise, o zaman       *        + den üret, 

Eğer        ise, o zaman      *   *     +     *     +     *     ++den üret, 

Aksi takdirde,        *        + den üret. 

 

4.2.3     dağılımı için özel durum 

 

Bu kısımda            rasgele değiĢkenleri bağımsız sırası ile            parametreleri 

ile üstel dağılımına sahip olsun. Yani denklem (    )'deki temel dağılımlar, iki farklı üstel 

dağılım olarak düĢünülür, böylece;  

 

  (   )    (       )( 
                ) 

  (        )( 
 (     )    (     )    (     ) ) 

  (     ) 
 (        )                                                                                       (    ) 

 

burada parametre uzayı   *(              )       ,    -                  

 + olarak tanımlanır. ġimdi bu dağılımın olasılık yoğunluk fonksiyonunu elde edelim; 

 

  (   )   (       )(   
        

        
    )

 (        ) .(     ) 
 (     )  (     ) 

 (     ) 

 (     ) 
 (     ) /  (     )(        ) 

 (        )       (    ) 

 

burada       ,    -         olarak tanımlanmıĢtır. Yukarıda tanımlanan olasılık 
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yoğunluk fonksiyonu aĢağıdaki gibi analiz edilebilir, 

 

  
 (   )  (       )(  

         
         

      )

 (        )((     )
   (     )  (     )

   (     ) 

 (     )
   (     ) )  (     )(        )

   (        )  

 

Bu türevin negatif olması için, birinci toplamın negatif olması için          olmalıdır, 

üçüncü toplamın negatif olması için     
 

 
 olmalıdır ve böylece ikinci toplam da negatif 

olması için          olmalıdır yani     
 

 
 olmalıdır. Böylece bu fonksiyonun 

azalan olması için yani türevin negatif olması için koĢullar     
 

 
     

 

 
 ve    

      olmasıdır. Ayrıca       iken de türevin iĢareti negatif olup fonksiyon azalan 

olmaktadır. 

 

ġimdi türevin pozitif olması incelenecektir. Bu türevin pozitif olması için     
 

 
    

 
 

 
 ve          olmalıdır.  

 

Bu dağılımın yaĢam fonksiyonu ve bozulma oranı fonksiyonu aĢağıdaki gibi bulunur; 

 

 ̅ (   )   (       )( 
                ) 

  (        )( 
 (     )    (     )    (     ) ) 

  (     ) 
 (        )  

 

burada           ,    -         dır. 

 

4.2.4     dağılımın özel durumu için moment çıkaran fonksiyon, momentler ve 

çarpıklık ve basıklık katsayıları 

 

Önerilen rasgele değiĢkenin moment çıkaran fonksiyonu bulunacaktır, 
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  ( )   (       ) (
  

    
 

  

    
 

  

    
) 

  (        ) (
     

       
 

     

       
 

     

       
) 

  (     )
        

          
 

 

burada      *        + dir. ġimdi elde edilen dağılımın özelliklerine bakılacaktır. Ġlk 

olarak k. moment bulunacaktır, 

 

 (  )    (   )(       ) 4
 

  
  

 

  
  

 

  
 5 

   (   )(        ) (
 

(     )
 
 

 

(     )
 
 

 

(     )
 
) 

  (     )
 (   )

(        )
 
 

 

Burada           alınır ise, ilk dört momenti ve çarpıklık ve basıklık katsayıları elde 

edilecektir.  

 

4.2.5     dağılımın özel durumu için en çok olabilirlik tahmini ve Fisher bilgi matrisi 

 

(          )  önerilen dağılımdan gözlenen değerler olsun.   *              + 

parametre uzayı için olabilirlik fonksiyonu,  

 

 (    )  ∏. (       )(   
        

        
    )

 

   

 (        ) .(     ) 
 (     )  (     ) 

 (     ) 

 (     ) 
 (     ) /  (     )(        ) 

 (        ) /  
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olarak yazılır. Log-olabilirlik fonksiyonu             ve    parametrelerine göre 

aĢağıdaki gibi ayırt edilir, 

 

  

   
  ∑

   
        

        
    

  (    )

 

   

 

             ∑
(     ) 

 (     )  (     ) 
 (     )  (     ) 

 (     ) 

  (    )

 

   

         (    ) 

 

  

   
  ∑

(   
        

        
    )   (        ) 

 (        ) 

  (    )

 

   

 

               ∑
 .(     ) 

 (     )  (     ) 
 (     )  (     ) 

 (     ) /

  (    )

 

   

            (    ) 

 

  

   
  ∑

(       )(     ) 
    

  (    )

 

   

 

              ∑
(        ) .(  ( 

 
  

 
) )  (     )  (  ( 

 
  

 
) )  (     ) /

  (    )

 

   

 

            ∑
(     )(  (        ) ) 

 (        ) 

  (    )

 

   

                                          (    ) 

 

  

   
  ∑

(       )(     ) 
    

  (    )
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              ∑
(        ) .(  (     ) ) 

 (     )  (  (     ) ) 
 (     ) /

  (    )

 

   

 

            ∑
(     )(  (        ) ) 

 (        ) 

  (    )

 

   

                                    (    ) 

 

  

   
  ∑

(       )(     ) 
    

  (    )

 

   

 

              ∑
(        ) .(  (     ) ) 

 (     )  (  (     ) ) 
 (     ) /

  (    )

 

   

 

            ∑
(     )(  (        ) ) 

 (        ) 

  (    )

 

   

                                       (    ) 

 

 ̂   ̂   ̂   ̂  ve  ̂  parametrelerinin en çok olabilirlik tahmin edicileri, (    ), (    ), 

(    ), (    ) ve (    ) denklemlerini sıfıra eĢitleyerek ve eĢitlikleri aynı anda çözerek 

elde edilir. Bu üç parametre için, bilgi matris elemanlarını elde etmek için log-olabilirlik 

fonksiyonunun parametrelere göre ikinci dereceden türevleri elde edilerek   *       + 

parametre uzayı için örnek büyüklüğü   olan Fisher bilgi matrisi, 

 

  ( )    

(

 
 
 

     
     

     

     
      

     

                 

    

     

     

     
 

       

       

         

     
                     

           

     
                     

          )

 
 
 

 

 

dır. Dolayısıyla,   parametre uzayı için en çok olabilirlik tahmincisinin ortak dağılımı, 
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ortalaması   ve varyans-kovaryans matrisi   
  ( ) olan asimptotik normaldir. Yani, 

 

√ 

(
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 ̂ 
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 ̂ ]
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(
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  ( )

)

  
 

                                                       (    ) 

 

dır. Bu ters dağılım matrisi çözülürse, bu çözümler parametreler için en çok olabilirlik 

tahmincilerinin asimptotik varyansı ve kovaryanslarını verecektir.             ve    

parametreleri için yaklaĢık olarak    (   )  güven aralıkları sırasıyla aĢağıdaki gibidir. 

 

( ̂   
  

 
 
√     
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√     

  )  ( ̂   
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√     
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√     

  )  ( ̂   
  

 
 
√     

    ̂   
  

 
 
√     

  )  

( ̂   
  

 
 
√     

    ̂   
  

 
 
√     

  )  

 

4.2.6     dağılımın özel durumu için Rényi entropisi 

 

(    ) denkleminde tanımlanan olasılık yoğunluk fonksiyonu göz önüne alınsın. Rényi 

entropiyi elde etmek için (  (   ))
 

 genelleĢtirilmiĢ Binom açılımı yazılacaktır,  
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(  (   ))
 

 . (       )(   
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 (     )
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  .(       )   (       )   (       )  /  

 

açılımı verilir ve Rényi entropi ise,  

 

  ( )  
 

   
   *∑∑∑ ∑∑ ∑ .
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(     )

   
         

  
 
  

 
(     )

     
(     )

 
(     )

 
(        )

 

(       )   (       )   (       )  

+ 

 

Ģeklinde hesaplanır. 

 

4.2.7     dağılımın özel durumu için sıra istatistikleri 

 

           bağımsız ve aynı dağılımlı rasgele değiĢkenlerin  . sıra istatistiği,      ile 

gösterilmek üzere bu sıra istatistiğin olasılık yoğunluk fonksiyonu,           için, 

 

    ( )  
  

(   ) (   ) 
. (       )(   
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 (        ) .(     ) 
 (     )  (     ) 

 (     )  (     ) 
 (     ) /

 (     )(        ) 
 (        ) / (  (       )( 
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 (        ) )
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Ģeklinde bulunmuĢtur. Böylece, birinci ve sonuncu sıra istatistiklerinin olasılık yoğunluk 

fonksiyonu, 

 

    ( )   . (       )(   
        

        
    )

 (        ) .(     ) 
 (     )  (     ) 

 (     )  (     ) 
 (     ) /
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 (     )  (     ) 
 (     ) /

 (     )(        ) 
 (        ) / (  (       )( 

                )

 (        )( 
 (     )    (     )    (     ) )  (     ) 

 (        ) )
   

  

 

olarak bulunur. 

 

4.3 Bağımlı Birbirleri ile Yer DeğiĢtirilebilir Özelliğine Sahip Üç BileĢenli Sistemler ile 

Önerilen DönüĢüm 

 

2.9.2 alt bölümünde üç bileĢenli sistemlerde sistemlerin baĢarısızlık olasılıkları elde 

edilmiĢtir ve bu bileĢenlerin ömürleri bağımlı dağılıma sahip iken baĢarısızlık olasılıkları 

verilmiĢtir. Tanım 2.10 de anlatıldığı gibi tanımlanan dağılımlar birbirleri ile yer 

değiĢtirilebilir dağılım alınacaktır, yani  (     )   (     )   (     )     
( )  ve 

 (     )   (     )   (     )        
(   ) alınır ve baĢarısızlık olasılıkları, 

 

    ( )      
( )         

(   )           
(     ),     ( )         

(   )            
(     ) 

 

    ( )           
(     ) 



 

128 
 

 

olarak hesaplanır. Önceki bölümlerde gözüktüğü gibi aĢağıdaki konveks kombinasyonu 

burada da geçerlidir; 

 

 ( )          ( )  (    )      ( )  (    )    ( ) 

         
( )   (     )        

(   )  (           )         
(     ) 

 

burada           (    )      olarak tanımlanınca, 

 

 ( )       
( )  (     )      

(   )  (    )         
(     ) 

 

ki       ,   - dir. DönüĢüm parametreleri aĢağıdaki gibi tanımlansın, 

 

                      ,    - 

 

ġimdi    ve    parametreleri arasındaki iliĢki bulunacaktır,           aralığında 

değer alır ve buradan         olarak elde edilir. Böylece dönüĢümlü dağılımı, 

 

  (       )  (    )   
( )  (     )      

(   )             
(     ) 

   (       ) ̅  
( )  (      ) ̅     

(   )     ̅        
(     ) 

 
    

 
    ( )  

    

 
    ( )  

       

 
    ( )                             (    ) 

 

olarak yazılır ve        ,    -  aralığında değerler alır, ayrıca         olarak 

tanımlanmıĢtır.  

 

Teorem 4.2 Önerilen dağılımın olasılık yoğunluk fonksiyonu, 

 

  (   )  (       )   
( )  (      ) ̅     

(   )(  ( )    ( )) 

                        ̅        
(     ) .    (   )      (   )      (   )/                                    (    ) 
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Ģeklinde tanımlanır, burada           ve      her bileĢenin   zamanında yaĢadığı 

bilindiğinde, ilgili bileĢenlerin baĢarısızlık oranlarıdır. 

 

Ġspat. Önerilen rasgele değiĢkenin olasılık yoğunluk fonksiyonu, (    )  denkleminde 

tanımlanan dağılım fonksiyonunun türevi ile aĢağıdaki gibi elde edilebilir, 

 

  (   )  (       ) (
  

  
 ̅  

( ))  (      ) (
  

  
 ̅     

(   ))    (
  

  
 ̅        

(     )) 

 

(    ) denkleminde gösterilen fonksiyon aĢağıdaki yöntem ile elde edilecektir, 
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     (   ) ̅        
(     )      (   ) ̅        

(     )      (   ) ̅        
(     )  

 

burada           ve      her bileĢenin   zamanında yaĢadığı bilindiğinde, ilgili bileĢenlerin 

baĢarısızlık oranlarını aĢağıdaki gibi belirlenir, 
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 (                   |              )
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    (   )     
     

 (                   |              )
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(       )|    
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    (   )     
     

 (                   |              )
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(       )|    
    

 ̅        
(     )

        

 

4.3.1     dağılımın yaĢam fonksiyonu ve bozulma oranı fonksiyonu 

 

(    ) ifadesinde elde edilen dağılım ele alınarak yaĢam fonksiyonu, 

 

 ̅ (       )  (       ) ̅  
( )  (      ) ̅     

(   )     ̅        
(     )  

 

olarak yazılır. Buradan elde edilen dağılımın bozulma oranı fonksiyonu, 

 

   
(   )  

(       )   
( ) ̅  

( )  (      ) ̅     
(   )(  ( )    ( ))     ̅        

(     ) .    (   )      (   )      (   )/

(       ) ̅  
( )  (      ) ̅     

(   )     ̅        
(     )

 

 

Ģeklinde elde edilmiĢtir.  

 

4.3.2     dağılımı için özel durum 

 

Bu kısımda özel dağılım olarak 2.8 alt bölümünde anlatılan FGM dağılımı ele alınacaktır. 

Denklem (   ) den yola çıkarak, (    ) de elde edilen yeni üç boyutlu dağılım,  
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  (   )    (       ) 
    (      ) 

    

    
    .(   )                       /                            (    ) 

 

olarak bulunur. Burada parametre uzayı,  

 

  *(         )       ,    -               ,    -+ 

 

olarak tanımlanır. ġimdi bu dağılımın olasılık yoğunluk fonksiyonunu elde edelim; 

 

  (   )  (       )       (      )      

          .(   )                        /                    (    ) 

 

ġimdi bahsedilen olasılık yoğunluk fonksiyonu farklı parametreler için çizilecektir; 

 

 

ġekil 4.5     dağılımın olasılık yoğunluk fonksiyonu 
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4.3.3     dağılımın özel durumu için matematiksel özellikleri 

 

Bu dağılımın yaĢam fonksiyonu ve bozulma oranı fonksiyonu aĢağıdaki gibi bulunur; 

 

 ̅ (   )  (       ) 
    (      ) 

    

    
    .(   )                       / 

 

Bozulma oranı fonksiyonu ise, 

 

   
(   )

  
(       )   (      ) 

        
    .(   )                        /

(       )  (      ) 
       

    ((   )                       )
 (    ) 

 

Burada bozulma oranı fonksiyonunun dönüĢüm parametresinin uç noktalarında aldığı 

değerler aĢağıda verilmiĢtir. 

 

   
(   )   (    ) 

 

   
   

   
(   )    

 

Ayrıca, bozulma oranı fonksiyonu parametrenin uç değerlerinde aĢağıdaki gibi elde edilir, 

 

(i)      ve      iken, bu bozulma oranı fonksiyonu üstel dağılımın bozulma oranı fonksiyonu ile 

aynıdır;  

   
(   )    

 

(ii)      ve      iken, bu bozulma oranı fonksiyonu lineer bozulma oranı fonksiyonudur; 

 

   
(   )   

                   .(   )                        /

                  ((   )                       )
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(iii)     iken, bu bozulma oranı fonksiyonu dönüĢtürülmüĢ üstel dağılımın bozulma oranı fonksiyonu 

ile aynıdır; 

 

   
(   )   4  

(      ) 
         

    

(       )     (      )         
    

5 

 

Önerilen bozulma oran fonksiyonun grafiği aĢağıdaki gibidir. 

 

 

 

ġekil 4.6     dağılımın bozulma oranı fonksiyonu 

 

ġekil 4.8’de önerilen dağılımın bozulma oranı fonksiyonu farklı parametreler için 

gösterilmiĢtir. Görüldüğü gibi, negatif   değerleri için bozulma oranı fonksiyonu artan ve 

pozitif   değerleri için azalandır. Ortalama kalan ömür fonksiyonu, 
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dır. Ortalama kalan ömür fonksiyonu aĢağıdaki özelliklere sahiptir: 

 

(iii)     iken, önerilen dağılımın ortalama kalan ömür fonksiyonu üstel dağılımın 

ortalama kalan ömür fonksiyonu ile aynıdır;  

 (   )  
 

 
 

(iv)     iken, ortalama kalan ömür fonksiyonu aĢağıdaki gibidir; 

 (   )   
 

 
√

 

 
    (

    

√ 
)  

  

 
        

  

 

Tanımlanan ortalama kalan ömür fonksiyonu bazı parametre değerleri için aĢağıda 

verilmiĢtir. 

 

 

ġekil 4.7     dağılımın ortalama kalan ömür fonksiyonu 

 

4.3.4     dağılımın özel durumu için moment çıkaran fonksiyon, momentler ve 

çarpıklık ve basıklık katsayıları 

 

Önerilen rasgele değiĢkenin moment çıkaran fonksiyonu bulunacaktır, 
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  ( )  (       )
 

   
 (      )

  

    

     4
(   )

    
 

  

    
 

  

    
 

  

    
5  

 

burada     dir. ġimdi elde edilen dağılımın özelliklerine bakılacaktır. Ġlk olarak k. 

moment bulunacaktır, 

 

 (  )  (       )
 (   )

  
  (      )

 (   )

(  ) 

   (   )  4
   

(  ) 
 

  

(  ) 
 

  

(  ) 
 

  

(  ) 
5  

 

Burada           alınırsa ilk dört moment elde edilecektir. 

 

4.3.5     dağılımın özel durumu için en çok olabilirlik tahmini ve Fisher bilgi matrisi  

 

(          ) önerilen dağılımdan gözlenen değerler olsun.   *         + parametre 

uzayı için olabilirlik fonksiyonu, 

  

 (    )  ∏((       )        (      )       

 

   

     .(   )                                 /)  

 

olarak yazılır. Log-olabilirlik fonksiyonu         ve   parametrelerine göre aĢağıdaki gibi 

ayırt edilir. 

 

  

   
 ∑

       (        )

  (    )

 

   

                                                                                              (    ) 
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 ∑
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                                            (    ) 

 

 ̂   ̂   ̂  ve  ̂  parametrelerinin en çok olabilirlik tahmin edicileri, (    )  (    ) 

denklemlerini sıfıra eĢitleyerek ve eĢitlikleri aynı anda çözülerek elde edilir. Bu üç parametre 

için, Fisher bilgi matrisi elemanlarını elde etmek için log-olabilirlik fonksiyonunun 

parametrelere göre ikinci dereceden türevleri alınarak   parameter uzayı için örnek boyutu 

  olan, 

 

  ( )    

(

 
 

     
     

    

     
      

    

                   
    

    

    

      

    
      

                  )

 
 

 

 

biçiminde verilir. Böylece,   parametre uzayı için en çok olabilirlik tahmincisinin dağılımı, 

ortalaması   ve varyans-kovaryans matrisi   
  ( ) olan asimptotik normaldir. Yani, 
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dır.         ve   parametreleri için yaklaĢık olarak    (   )  güven aralıkları 

(    ) deki yaklaĢım yardımıyla sırasıyla, 

 

( ̂   
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dır. Burada   

 
, standart normal dağılımın      üst kantilidir. 

 

4.3.6     dağılımın özel durumu için Rényi entropisi 

 

(    ) denkleminde tanımlanan olasılık yoğunluk fonksiyonu göz önüne alınsın. Rényi 

entropiyi elde etmek için (  (   ))
 

 genelleĢtirilmiĢ Binom açılımı yazılacaktır,  
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açılımı verilir ve Rényi entropi ise,  
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Ģeklinde hesaplanır. 

 

4.3.7     dağılımın özel durumu için sıra istatistikleri 

 

           bağımsız ve aynı dağılımlı rasgele değiĢkenlerin  . sıra istatistiği,      ile 

gösterilmek üzere bu sıra istatistiğin olasılık yoğunluk fonksiyonu,           için, 

 

    ( )  
  

(   ) (   ) 
4(       )       (      )      

          ((   )                        )54 

 (       )     (      )     

    
    ((   )                       )5

   

4(       )    

 (      )         
    ((   )                       )5

   

  

 

Ģeklinde bulunmuĢtur. Böylece, birinci ve sonuncu sıra istatistiklerinin olasılık yoğunluk 

fonksiyonu, 

 

    ( )   ((       )       (      )      

          .(   )                        /) ((       )    

 (      )             .(   )                       /)
   

 

 

    ( )   ((       )       (      )      

          .(   )                        /) ( 

 (       )     (      )     

        .(   )                       /)
   

 

 

olarak bulunur.  
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5. UYGULAMA 

 

Bu çalıĢmanın son kısmı olarak, daha önceki bölümlerde elde edilen 6 tane tek boyutlu 

dağılımları kıyaslamak amacıyla 3 farklı veri seti kullanılacaktır. Bu dağılımların olasılık 

yoğunluk fonksiyonları,  

 

  ( )  (   )                       

 

  ( )  
   

 
(   

        
    )   (     )  

 (     )              

 

  ( )  (   )        (    )  (       )                

 

  (         )  (       )      (      )        (   )                   

 

  (   )   (       )(   
        

        
    )

 (        ) .(     ) 
 (     )  (     ) 

 (     ) 

 (     ) 
 (     ) /  (     )(        ) 

 (        )  

               

 

  (   )  (       )       (      )      

          .(   )                        /  

          ,    - 

 

olarak düĢünülsün. Bu altı dağılımın farklı veri setlerine uygun olup olmadığını ortaya 

koymak amacıyla çeĢitli testler uygulanacaktır. Böylece, hangi dağılımın hangi veri grubu 

için etkili olarak kullanılabileceği belirlenecektir. Bu testler arasında en bilinenleri olarak, 

Akaike bilgi kriteri (Akaike Information Criterion)            , Bayesian bilgi 

kriteri (Bayesian Information Criterion/Schwarz Criterion)              ( )  ve 
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Kolmogorov-Smirnov (KS)          | ̂ ( )   ( )| değerleri kullanılacaktır. Burada 

  tahmin edilebilir parametre sayısı,   örneklem boyutudur ve        (    ) en çok 

olabilirlik fonksiyonudur. Ayrıca,  ̂ ( )  
 

 
∑      

 
    ampirik dağılım fonksiyonudur ve 

 ( ) dağılım fonksiyonudur. 

 

Yapılan uygulamalarda parametreler için alınan baĢlangıç değerler aĢağıdaki çizelgede 

verilmiĢtir.  

 

Çizelge 5.1 Önerilen altı dağılımın parametreleri için alınan baĢlangıç değerleri 

 

    Dağılımı             

    Dağılımı                     

    Dağılımı                   

    Dağılımı                       

    Dağılımı                                      

    Dağılımı                             

 

5.1 Birinci Veri Seti (B Bankasındaki MüĢteri Hizmetleri Öncesi Bekleme Süresi)  

 

Birinci veri seti banka B'deki 60 müĢterinin iĢlemleri baĢlayana kadarki müĢteri hizmetleri 

öncesi bekleme süresini dakika olarak Çizelge 5.1’de vermiĢtir. Ġlk olarak Al-Mutairi vd. 

(2013) tarafından kullanılmıĢ olan bu veriler daha sonra Singh vd. (2014) makalesinde ele 

alınmıĢtır.  

 

 

 

 

http://www.nedirnedemek.com/ampirik-da%C4%9F%C4%B1t%C4%B1m-fonksiyonu-nedir-ampirik-da%C4%9F%C4%B1t%C4%B1m-fonksiyonu-ne-demek
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Çizelge 5.2 B Bankasındaki müĢteri hizmetleri öncesi bekleme süresi (dakika olarak) 

 

0.1 0.2 0.3 0.7 0.9 1.1 1.2 1.8 1.9 2.0 2.2 2.3 

2.3 2.3 2.5 2.6 2.7 2.7 2.9 3.1 3.1 3.2 3.4 3.4 

3.5 3.9 4.0 4.2 4.5 4.7 5.3 5.6 5.6 6.2 6.3 6.6 

6.8 7.3 7.5 7.7 7.7 8.0 8.0 8.5 8.5 8.7 9.5 10.7 

10.9 11.0 12.1 12.3 12.8 12.9 13.2 13.7 14.5 16.0 16.5 28.0 

 

 

Bu veri seti altı dağılım ile modellenmeye çalıĢılacaktır. En çok olabilirlik yöntemiyle 

parametre tahminleri bulunup aĢağıdaki çizelgede verilmiĢtir.  

 

Çizelge 5.3 B Bankası verileri için parametre tahminleri 

 

    Dağılımı  ̂         ̂         

    Dağılımı  ̂         ̂         ̂        

    Dağılımı  ̂         ̂         ̂         

    Dağılımı  ̂         ̂          ̂         

    Dağılımı  ̂         ̂         ̂         ̂          ̂         

    Dağılımı  ̂         ̂         ̂          ̂         

 

Böylece hangi dağılım bu veri setine daha çok esneklik göstereceğini bilmek için model 

seçim kriterleri incelenecektir.  
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Çizelge 5.4 Banka B verileri için model seçim kriterleri 

 

Dağılım KS -2LL AIC BIC 

    Dağılımı 0.063 338.142 342.142 346.330 

    Dağılımı 0.129 342.221 348.221 354.504 

    Dağılımı 0.067 336.777 342.777 349.060 

    Dağılımı 0.069 338.071 344.071 350.354 

    Dağılımı 0.070 338.070 348.070 358.542 

    Dağılımı 0.069 338.036 346.036 354.413 

 

Model seçim kriterlerine göre KS değerine bakılırsa önerilen dağılımlardan    dağılımı bu 

verilerin modellenmesinde en uygun dağılım olarak karĢımıza çıkmıĢtır. Çizelge 5.4’de AIC 

değerine bakılırsa,    ve     dağılımı daha küçük ceza değerine sahip olup bu veriyi daha 

iyi modellemekteler.   

 

5.2 Ġkinci Veri Seti (Wheaton Nehri TaĢkın Verilerinin Ġhlalleri) 

 

Önerilen dağılımları test etmek için sıradaki veriler Kanada’da Yukon bölgesinde Carcross 

yakınlarında bulunan Wheaton Nehrine iliĢkin (   ⁄ )  olarak ölçülen sel taĢma 

miktarlarına iliĢkin 1958-1984 yılları arasındaki 72 taĢmaya ait verilerdir. Bu veriler 

Choulakian ve Stephens (2001), Akinsete vd. (2008), Mahmoudi (2011) ve Bourguignon vd. 

(2013) tarafından kullanılmıĢtır. Son yıllarda bu veri seti Yılmaz vd. (2016) ele alınmıĢtır.  

 

Çizelge 5.5 Wheaton Nehri taĢkın verilerinin ihlalleri 

1.7 2.2 14.4 1.1 0.4 20.6 5.3 0.7 

13.0 12.0 9.3 1.4 18.7 8.5 25.5 11.6 

14.1 22.1 1.1 2.5 14.4 1.7 37.6 0.6 

2.2 39.0 0.3 15.0 11.0 7.3 22.9 1.7 
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Çizelge 5.5 Wheaton Nehri taĢkın verilerinin ihlalleri (Devam) 

0.1 1.1 0.6 9.0 1.7 7.0 20.1 0.4 

14.1 9.9 10.4 10.7 30.0 3.6 5.6 30.8 

13.3 4.2 25.5 3.4 11.9 21.5 27.6 36.4 

2.7 64.0 1.5 2.5 27.4 1.0 27.1 20.2 

16.8 5.3 9.7 27.5 2.5 27.0 1.9 2.8 

 

 

Parametre tahminleri en çok olabilirlik yöntemiyle elde edilip aĢağıdaki çizelgede 

verilmiĢtir.  

 

Çizelge 5.6 Nehir taĢkınlığı verileri için parametre tahminleri 

 

    Dağılımı  ̂         ̂        

    Dağılımı  ̂         ̂         ̂        

    Dağılımı  ̂         ̂         ̂        

    Dağılımı  ̂         ̂         ̂         

    Dağılımı  ̂         ̂         ̂         ̂          ̂         

    Dağılımı  ̂         ̂          ̂         ̂         

 
 

Son olarak bu veri setinin hangi dağılım ile en iyi Ģekilde modellediğimizi bilmek için KS, 

AIC ve BIC değerleri incelenecektir. Bu değerleri kıyaslayabilmek için aĢağıdaki Çizelge 5.7 

verilmiĢtir.  
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Çizelge 5.7 Nehir taĢkınlığı verileri için model seçim kriterleri 

Dağılım KS -2LL AIC BIC 

    Dağılımı 0.131 503.930 507.930 512.483 

    Dağılımı 0.079 499.164 505.164 511.994 

    Dağılımı 0.089 496.314 502.314 509.144 

    Dağılımı 0.056 495.065 501.065 507.895 

    Dağılımı 0.087 497.029 507.029 518.413 

    Dağılımı 0.090 501.556 506.556 512.262 

  

Sonuçlar incelediği zaman her açıdan bakıldığında önerilen dağılımların, nehir taĢma verileri 

için iyi sonuçlar verdiği değerlendirilebilir. KS test istatistiğine bakıldığı zaman    ve    

Dağılımları daha küçük bir değerle uygunluk sağlanmıĢtır. AIC değerleri incelendiğinde de 

önerilen dağılımlar küçük ceza puanına sahip olarak daha iyi uygunluk gösterdiği 

belirlenmiĢtir. Örneklem sayısı yeteri kadar büyük olduğundan AIC değeri yeterli olacaktır 

ancak; BIC değerine bakılırsa da     Dağılımı daha iyi değerlerle sonuç verdiği 

gözlenmektedir.  

 

5.3 Üçüncü Veri Seti (Mesane Kanseri Verileri)  

 

Diğer dağılımlarla bu çalıĢmada önerilen dağılımların karĢılaĢtırılması maksadıyla kullanılan 

üçüncü veri grubu mesane kanseri hastalarının sansürlenmemiĢ aylık olarak elde edilmiĢ 

iyileĢme (hafifleme) zamanlarına ait 128 hastanın verileriyle önerilen dağılımlar test 

edilecektir. Veriler ilk olarak Lee ve Wang tarafından kitaplarında kullanılmıĢ (Lee ve Wang 

2013), daha sonra Merovci bu verileri Lindley (L) ve Transmuted Lindley (TL) dağılımların 

uygunluğunu ölçmek için kullanmıĢtır (Merovci 2013b). Son yıllarda, Acik Kemaloglu ve 

Yilmaz mesane kanseri veri setini iki parametreli Lindley (TPL) dağılımı ve transmuted iki 

parametreli Lindley (TTL) dağılımı için test etmiĢlerdir (Acik Kemaloglu ve Yilmaz 2017). 

Bu veri seti aĢağıdaki çizelgede verilmiĢtir. 
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Çizelge 5.8 Mesane kanseri verileri 

 

3.52 0.08 0.20 0.40 0.50 0.51 0.81 0.90 1.05 1.19 1.26 1.35 

1.40 1.46 1.76 2.02 2.02 2.07 2.09 2.23 2.26 2.46 2.54 2.62 

2.64 2.69 2.69 2.75 2.83 2.87 3.02 3.25 3.31 3.36 3.36 3.48 

3.57 3.64 3.70 3.82 3.88 4.18 4.23 4.26 4.33 4.34 4.40 4.50 

4.51 4.87 4.98 5.06 5.09 5.17 5.32 5.32 5.34 5.41 5.41 5.49 

5.62 5.71 5.85 6.25 6.54 6.76 6.93 6.94 6.97 7.09 7.26 7.28 

7.32 7.39 7.59 7.62 7.63 7.66 7.87 7.93 8.26 8.37 8.53 8.65 

8.66 9.02 9.22 9.47 9.74 10.06 10.34 10.66 10.75 11.25 11.64 11.79 

11.98 12.02 12.03 12.07 12.63 13.11 13.29 13.8 14.24 14.76 14.77 14.83 

15.96 16.62 17.12 17.14 17.36 18.1 19.13 20.28 21.73 22.69 23.63 25.74 

25.82 26.31 32.15 34.26 36.66 43.01 46.12 79.05     

 

Parametre tahminleri en çok olabilirlik yöntemiyle elde edilip aĢağıdaki çizelgede 

verilmiĢtir.  

 

Çizelge 5.9 Mesane kanseri verileri için parametre tahminleri 

 

    Dağılımı  ̂         ̂        

    Dağılımı  ̂         ̂         ̂        

    Dağılımı  ̂         ̂         ̂         

    Dağılımı  ̂         ̂          ̂        

    Dağılımı  ̂         ̂         ̂         ̂          ̂         

    Dağılımı  ̂         ̂          ̂          ̂        

 
 

Son olarak bu veri setinin hangi dağılım ile en uygun modellediğimizi bulmak için model 

seçim değerleri yani KS, AIC ve BIC değerleri incelenecektir.  



 

146 
 

Çizelge 5.10 Mesane kanseri verileri için model seçim kriterleri 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Sonuçlar incelediği zaman her açıdan bakıldığında elde edilen dağılımların mesane kanseri 

hastalarının iyileĢme zamanlarına ait verilerde daha önce modellemede kullanılmıĢ olan dört 

dağılıma göre daha iyi sonuçlar verdiği belirtilebilir. AIC değerlerine bakıldığında her dört 

dağılıma karĢı açık bir Ģekilde incelendiğinde bu çalıĢmada önerilen dağılımlar daha küçük 

ceza puanına sahiplerdir. Ayrıca KS değerine bakıldığında önerilen dağılımların arasında 

      ve    dağılımları bu verileri modellemek için uygun dağılımlar olduğu 

gözükmektedir.  

 

5.4 Dördüncü Veri Seti (Kevlar 373/epoksi'nin yorulma kırılma ömrü)  

 

Bu veri seti,     basınç seviyesinde sabit basınca maruz kalan ve baĢarısız olana kadar 

sürekli veri deposu yapan Kevlar 373/epoksi'nin kırılma ömrünü temsil eden bir veri 

setidir. Veriler Abdul-Moniem ve Seham (2015) çalıĢmasınden çıkarıldı ve daha önce 

Barlow vd. (1984) makalesinde incelenmiĢtir. Bu veri seti aĢağıda verilmiĢtir; 

 

Dağılım KS -2LL AIC BIC 

    Dağılımı 0.095 826.994 830.994 836.698 

    Dağılımı 0.085 828.758 834.758 843.314 

    Dağılımı 0.065 824.080 830.080 838.636 

    Dağılımı 0.058 823.313 829.313 837.869 

    Dağılımı 0.032 818.694 828.694 842.955 

    Dağılımı 0.054 822.420 830.420 841.828 

L 0.074 839.040 841.040 843.911 

TL 0.226 830.310 834.310 840.018 

TPL 0.084 828.684 832.684 --- 

TTL 0.064 825.884 831.884 --- 
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Çizelge 5.11 Kevlar 373/epoksi'nin kırılma ömrü 

 

0.0251 0.0886 0.0891 0.2501 0.3113 0.3451 0.4763 0.5650 0.5671 

0.6566 0.6748 0.6751  0.6753 0.7696 0.8375 0.8391 0.8425 0.8645 

0.8851 0.9113 0.9120 0.9836 1.0483 1.0596 1.0773 1.1733 1.2570 

1.2766 1.2985 1.3211 1.3503 1.3551 1.4595 1.4880 1.5728 1.5733  

1.7083 1.7263 1.7460 1.7630 1.7746 1.8275 1.8375 1.8503 1.8808 

1.8878 1.8881 1.9316  1.9558 2.0048 2.0408 2.0903 2.1093 2.1330 

2.2100 2.2460 2.2878 2.3203 2.3470 2.3513  2.4951 2.5260 2.9911 

3.0256 3.2678 3.4045 3.4846 3.7433 3.7455 3.9143 4.8073 5.4005  

5.4435 5.5295 6.5541 9.0960      

 

Bu veri seti elde edilen altı dağılım için uygulandığında elde edilen parametre tahminleri 

aĢağıdaki çizelgede verilmiĢtir. 

 

Çizelge 5.12 Kevlar verileri için parametre tahminleri 

 

    Dağılımı  ̂         ̂         

    Dağılımı  ̂         ̂         ̂        

    Dağılımı  ̂         ̂         ̂         

    Dağılımı  ̂         ̂         ̂        

    Dağılımı  ̂         ̂         ̂         ̂          ̂         

    Dağılımı  ̂         ̂          ̂          ̂         

 

AĢağıdaki çizelgede ise bu altı dağılım için model seçim değerleri verilmiĢtir.  
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Çizelge 5.13 Banka B verileri için model seçim kriterleri 

 

Dağılım KS -2LL AIC BIC 

    Dağılımı 0.096 243.033 247.033 251.695 

    Dağılımı 0.094 242.986 248.986 255.978 

    Dağılımı 0.081 239.604 245.604 252.596 

    Dağılımı 0.089 242.757 248.757 255.749  

    Dağılımı 0.090 242.757 252.757 264.410 

    Dağılımı 0.093 241.369 249.369 258.692 

 

Yukarıdaki tablo incelendiğinde KS ve AIC değerlerine bakıldığında önerilen dağılımlardan 

   dağılımı bu verileri daha iyi modelleyeceği gözükmektedir.  

 

5.5 BeĢinci Veri Seti (Elli maddenin    'da kullanılmıĢ ve hata verme süreleri)  

 

Bu bölümde de, bu çalıĢmadaki dağılımların daha iyi bir model olabileceklerini göstermek 

için gerçek bir veri seti kullanıyoruz. AĢağıda çizelge Murthy vd. (2004) sayfa 180'den 

alınmıĢtır,    'da kullanılan 50 maddeyi temsil edip baĢarısızlık zamanlarını hafta olarak 

vermiĢtir.  

 

Çizelge 5.14 Elli maddenin    'da kullanılmıĢ ve hata verme süreleri (hafta olarak) 

 

0.013 0.065 0.111 0.111 0.163 0.309 0.426 0.535 

0.684 0.747 0.997 1.284 1.304 1.647 1.829 2.336 

2.838 3.269 3.977 3.981 4.520 4.789 4.849 5.202 

5.291 5.349 5.911 6.018 6.427 6.456 6.572 7.023 

7.087 7.291 7.787 8.596 9.388 10.261 10.713 11.658 

13.006 13.388 13.842 17.152 17.283 19.418 23.471 24.777 

32.795 48.105       
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Parametre tahminleri bu altı dağılım için aĢağıdaki çizelgede verilmiĢtir: 

 

Çizelge 5.15 Elli maddenin hata verme verileri için parametre tahminleri 

 

    Dağılımı  ̂         ̂        

    Dağılımı  ̂         ̂         ̂        

    Dağılımı  ̂         ̂          ̂        

    Dağılımı  ̂         ̂         ̂         

    Dağılımı  ̂         ̂         ̂         ̂          ̂         

    Dağılımı  ̂         ̂          ̂         ̂         

 

 

Çizelge 5.16 Elli maddenin hata verme verileri için model seçim kriterleri 

Dağılım KS -2LL AIC BIC 

    Dağılımı 0.098 304.420 308.420 312.244 

    Dağılımı 0.075 298.981 304.981 310.717 

    Dağılımı 0.070 299.082 305.082 310.818 

    Dağılımı 0.089 304.123 310.123 315.859 

    Dağılımı 0.079 298.811 308.811 318.371 

    Dağılımı 0.086 304.579 312.579 320.227 

 

Model seçim kriterlerine göre KS değerine bakıldığında    dağılımı bu verilerin 

modellenmesinde en uygun dağılım olarak karĢımıza çıkmıĢtır. Ayrıca, AIC değerine de 

bakılırsa da    ve     dağılımı daha küçük değere sahipler ve bu veriyi modellemek için 

daha uygundurlar.  
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5.6 Altıncı Veri Seti (Karbon liflerinin kırılması verileri)  

 

Nichols ve Padgett (2006) karbon fiberlerin (Gba'da) kırılması konusunda yüz tane gözlem 

kullanmıĢtır. 

 

Çizelge 5.17 Karbon liflerinin kırılması verileri 

3.7 2.74 2.73 2.5 3.6 3.11 3.27 2.87 

1.47 3.11 4.42 2.41 3.19 3.22 1.69 3.28 

3.09 1.87 3.15 4.9 3.75 2.43 2.95 2.97 

3.39 2.96 2.53 2.67 2.93 3.22 3.39 2.81 

4.2 3.33 2.55 3.31 3.31 2.85 2.56 3.56 

3.15 2.35 2.55 2.59 2.38 2.81 2.77 2.17 

2.83 1.92 1.41 3.68 2.97 1.36 0.98 2.76 

4.91 3.68 1.84 1.59 3.19 1.57 0.81 5.56 

1.73 1.59 2 1.22 1.12 1.71 2.17 1.17 5.08 

2.48 1.18 3.51 2.17 1.69 1.25 4.38 1.84 

0.39 3.68 2.48 0.85 1.61 2.79 4.7 2.03 

1.8 1.57 1.08 2.03 1.61 2.12 1.89 2.88 

2.82 2.05 3.65      

 

Parametre tahminleri Çizelge 5.18 de özetlenmiĢtir,   

 

Çizelge 5.18 Karbon liflerinin kırılması verileri için parametre tahminleri 

 

    Dağılımı  ̂         ̂     

    Dağılımı  ̂         ̂         ̂        

    Dağılımı  ̂         ̂         ̂         
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Çizelge 5.18 Karbon liflerinin kırılması verileri için parametre tahminleri (Devam) 

 

    Dağılımı  ̂         ̂          ̂         

    Dağılımı  ̂         ̂         ̂         ̂          ̂         

    Dağılımı  ̂         ̂          ̂          ̂         

 

Böylece önerilen dağılımların karbon liflerinin kırılması verileri için uygunluğu aĢağıda 

verilmiĢtir. 

 

Çizelge 5.19 Karbon liflerinin kırılması verileri için model seçim kriterleri 

 

Dağılım KS -2LL AIC BIC 

    Dağılımı 0.210 338.209 342.209 347.419 

    Dağılımı 0.211 338.210 344.210 352.025 

    Dağılımı 0.134 312.722 312.722 326.538 

    Dağılımı 0.152 315.576 321.576 329.392 

    Dağılımı 0.195 321.802 331.802 344.828 

    Dağılımı 0.142 313.937 321.937 332.357 

 

Model seçim kriterlerine göre AIC değerine bakılırsa önerilen dağılımlardan    dağılımı 

bu verilerin modellenmesinde en uygun dağılım olarak karĢımıza çıkmıĢtır.  

 

 

5.7 Yedinci Veri Seti (128 Mesane kanseri hastalarının iyileĢme süreçleri)  

 

Çizelge 5.20'de verilen veriler, Lee ve Wang (2003) makalesinde rapor edilen 128 mesane 

kanseri hastalarının rastgele bir örneğinin iyileĢme sürelerini (ay olarak) göstermektedir. 

Daha sonra bu veri seti Merovci (2013b) tarafından kullanılmıĢtır.  
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Çizelge 5.20 Mesane kanseri hastalarının iyileĢme süreçleri (ay olarak) 

 

0.08 2.09 3.48 4.87 6.94 8.66 13.11 23.63 0.20 2.23 

3.52 4.98 6.97 9.02 13.29 0.40 2.26 3.57 5.06 7.09 

9.22 13.80 25.74 0.50 2.46 3.64 5.09 7.26 9.47 14.24 

25.82 0.51 2.54 3.70 5.17 7.28 9.74 14.76 26.31 0.81 

2.62 3.82 5.32 7.32 10.06 14.77 32.15 2.64 3.88 5.32 

7.39 10.34 14.83 34.26 0.90 2.69 4.18 5.34 7.59 10.66 

15.96 36.66 1.05 2.69 4.23 5.41 7.62 10.75 16.62 43.01 

1.19 2.75 4.26 5.41 7.63 17.12 46.12 1.26 2.83 4.33 

7.66 11.25 17.14 79.05 1.35 2.87 5.62 7.87 11.64 17.36 

1.40 3.02 4.34 5.71 7.93 11.79 18.10 1.46 4.40 5.85 

8.26 11.98 19.13 1.76 3.25 4.50 6.25 8.37 12.02 2.02 

3.31 4.51 6.54 8.53 12.03 20.28 2.02 3.36 6.76 12.07 

21.73 2.07 3.36 6.93 8.65 12.63 22.69 5.49   

 

ġimdi elde edilen altı dağılım için parametre tahminleri verilmiĢtir; 

 

Çizelge 5.21 Mesane kanseri hastalarının iyileĢme süreçleri verilerinin parametre tahminleri 

 

    Dağılımı  ̂         ̂        

    Dağılımı  ̂         ̂         ̂        

    Dağılımı  ̂         ̂         ̂         

    Dağılımı  ̂         ̂          ̂        

    Dağılımı  ̂         ̂         ̂         ̂          ̂         

    Dağılımı  ̂         ̂          ̂          ̂        

 

Böylece bu verileri önerilen dağılımlara uygunluğu aĢağıda verilmiĢtir. 
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Çizelge 5.22 Mesane kanseri hastaları verileri için model seçim kriterleri 

 

Dağılım KS -2LL AIC BIC 

    Dağılımı 0.095 826.994 830.994 836.699 

    Dağılımı 0.085 828.758 834.758 843.314 

    Dağılımı 0.065 824.080 830.080 838.636 

    Dağılımı 0.058 823.314 829.314 837.869 

    Dağılımı 0.032 818.694 828.694 842.955 

    Dağılımı 0.054 822.420 830.420 841.828 

 

 

Model seçim kriterlerine göre KS değerine bakılırsa önerilen dağılımlardan    dağılımı bu 

verilerin modellenmesinde en uygun dağılım olarak karĢımıza çıkmıĢtır.  

 

Bu veri setlerine genel olarak bakıldığında     dağılımı veri setleri için daha iyi sonuçlar 

verip bu verilerin analizi için en uygun dağılım diye kabul edilebilir.  

  



 

154 
 

6. TARTIġMA ve SONUÇ 

 

Bu çalıĢmanın en önemli amacı literatürde mevcut olan dağılımlara parametre ilave ederek 

daha esnek hale getirip gerçek veri setlerini daha iyi modellenmesini sağlamaktır.  

 

Shaw and Buckley (2007)’de karesel dönüĢüm yöntemi, sıra dönüĢümü yöntemi anlatılarak 

verilmiĢtir. Aslında karesel dönüĢüm yöntemi, iki bileĢenin minimum ve maksimumların 

dağılımlarının konveks kombinasyonu olarak yazılıp yeniden parametrelendirerek elde 

edilmektedir. Ayrıca, iki bileĢenin minimum ve maksimum dağılımları, iki bileĢenli paralel 

ve seri sistemlerin baĢarısızlık olasılıklarına eĢittir. Yani sistemlerden yola çıkarak dönüĢüm 

yöntemi çok açık ve kolay bir Ģekilde elde edildiği görüldü. Benzer Ģekilde, kübik dönüĢüm 

yöntemi de üç bileĢenli sistemlerin paralel sistem, üçte iki çıkıĢlı sistem ve seri sistemlerin 

baĢarısızlık olasılıklarının konveks kombinasyonu yapılıp parametre değiĢikliği yapılarak 

elde edilir.  

 

Granzotto vd. (2017) makalesinde kübik dönüĢüm yöntemi ilk defa tanıtılmıĢtır. Bu tez 

çalıĢmasında kübik dönüĢüm yöntemi için parametre uzayı detaylıca incelenmiĢtir, ama adı 

geçen makalede parametre uzayı doğru tanımlanmamıĢtır. (Teorem 2.1 denklem (3) ile 

verilen kübik dönüĢümünde, örnek olarak            alındığında dağılım özellikleri 

yansıtılmamaktadır). Son bir yılda kübik dönüĢtürülmüĢ dağılım adı altında bir kaç çalıĢma 

yapılmıĢtır. AL-Kadim ve Mohammed (2017) makalesinde kübik dönüĢtürülmüĢ Weibull 

dağılımını dönüĢüm parametreleri eĢit alınarak incelenmiĢtir. Kübik dönüĢtürülmüĢ Pareto 

Rahman vd. (2018), kübik dönüĢtürülmüĢ Gompertz-Makeham dağılımı ise Riffi ve Hamdan 

(2018) tarafından incelenmiĢtir. Rahman vd. (2019) makalesinde kübik dönüĢtürülmüĢ 

Weibull dağılımı verilmiĢtir. Yukarıda önerilen kübik dönüĢtürülmüĢ aileler kullanılarak 

daha dar bir parametre uzayı ile tanıtılmıĢtır. 

 

Bu araĢtırmanın amaçları karesel ve kübik dönüĢüm yöntemlerini kullanarak yeni dağılımlar 

üretmek, bu önerilen dağılımların özelliklerini incelemek, bazı gerçek veri setlerine 

uygulamaktır. Ayrıca, literatürdeki tüm makalelerde tek de+ğiĢkenli dağılımlar ele alınarak 
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dönüĢüm yöntemi ile yeni tek değiĢkenli dağılımlar elde edilmiĢtir. Bu tez gelecekteki 

araĢtırmacılara iki ve üç boyutlu dağılımları da ele alarak yeni tek değiĢkenli dağılım elde 

etme fırsatı vermektedir. Ayrıca, bu tez gelecekteki araĢtırmacılar için en çok olabilirlik 

yöntemi dıĢında momentler tahmini, en küçük kareler tahmini ve L-moment tahmini 

yöntemleri gibi birçok yeni çalıĢma alanı için fırsat sağlayabilir. Bu tez çalıĢmasını okuyan 

araĢtırmacılar için, yeni karesel ve kübik dönüĢtürülmüĢ dağılımlar önermek, dörtlenik 

(quartic) dönüĢtürülmüĢ dağılımları tanıtmak ve çok değiĢkenli dönüĢtürülmüĢ dağılımlar 

geliĢtirmek gelecekteki çalıĢmalar için kayda değer öneriler olabilir.  
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EKLER 

 

Ek 1. Erf Fonksiyonu 

 

Matematikte, hata fonksiyonu (ayrıca Gauss hata fonksiyonu olarak da adlandırılır) özel 

fonksiyondur. Olasılık, istatistik ve kısmi diferansiyel denklem içinde temel olmayan bir 

fonksiyondur. Hata fonksiyonu     olarak tanımlanıp, 

 

   ( )  
 

√ 
∫    

   

 

 

 

 

Eğer x negatif ise, integral   değerinden sıfıra tanımlanır. 

 

    ( )       ( )  
 

√ 
∫     

   

 

 

 

 

Hata fonksiyonunun özelliklerinden    (  )      ( ) olduğunu söyleyebiliriz. 

 

 

 

https://tr.wikipedia.org/wiki/Matematik
https://tr.wikipedia.org/wiki/%C3%96zel_fonksiyon
https://tr.wikipedia.org/wiki/%C3%96zel_fonksiyon
https://tr.wikipedia.org/wiki/Olas%C4%B1l%C4%B1k
https://tr.wikipedia.org/wiki/%C4%B0statistik
https://tr.wikipedia.org/w/index.php?title=K%C4%B1smi_differansiyel_denklem&action=edit&redlink=1
https://tr.wikipedia.org/w/index.php?title=Elementary_function&action=edit&redlink=1
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Ek 2. Tam olmayan Beta Fonksiyonu 

 

Beta fonksiyonunun bir genellemesi Tam olmayan veya TamamlanmamıĢ Beta 

fonksiyonudur ve aĢağıdaki gibi tanımlanır,  

 

  (   )  ∫     (   )     
 

 

 

 

burada       dır.     iken tamamlanmamıĢ Beta fonksiyonu, Beta fonksiyonuna eĢit 

oluyor. (TamamlanmamıĢ demek integralin bir sınırı kapalı diğer sınırı ise açık olması 

demektir.)    
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