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EDILMESINE ILISKIN BIR YONTEM
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Istatistik Anabilim Dali

Danisman: Prof. Dr. Mehmet YILMAZ

Giintimiizde, literatiirde bilinen ve kullanilan dagilimlara bir veya daha fazla parametre eklenip genisletilerek
birka¢ yeni dagilim ailesi onerilmektedir. Bu ama¢ dogrultusunda, tezde onerilerin dagilimlar da daha fazla
parametreye sahip olup bazi karmasik veri setlerini iyi modellenebilmektedir ve analiz etme konusunda daha
fazla esneklik saglamaktadir. Boylece gelecege dair tahminler daha giivenli ve gercege yakin olacaktir. Bu yeni
dagilimlar ailesinden biri de doniistiiriilmiis dagilimlar ailesidir. Karesel doniisiim yontemi ilk defa Shaw ve
Buckley (2007) tarafindan onerilmistir. Bu yontemde iki bilesenli seri ve paralel sistemin basarisizlik
olasiliklarinin konveks kombinasyonuna parametre doniisiimii yapilip karesel doniisiim dagilimi elde edilir.
Sistemin iki bileseninin dagilimi ii¢ durumda (bagimsiz ve ayni dagilimli, bagimsiz ve farkli dagilimli ve
bagimli ve ayn1 marjinallere sahip olarak) ele alinip ii¢ tane tek boyutlu doniistiiriilmiis dagilimi elde edilmistir.
Sonraki boliimde benzer sekilde, {i¢ bilesenli sistemler ele alinarak doniisim yonteminin Kiibik hali
anlatilmistir. Burada bilesenlerin dagilimu ii¢ farkli durum igin ele alinarak, ti¢ tane tek boyutlu dagilim elde
edilmistir. Elde edilen alti dagilimin 6zel durumu igin temel dagihimlar dstel, iki boyutlu iistel (Gumbel)
dagilimi ve Farlie-Gumbel-Morgenstern dagilimi elde edilir. Daha sonra, elde edilen tek boyutlu dagilimlarin
matematiksel Ozellikleri incelenip en ¢ok olabilirlik yontemi ile parametre tahminleri elde edilmeye
caligilmigtir. Son olarak, literatiirde mevcut olan baz1 gergek veri Setleri ele alinarak elde edilen dagilimlarin bu
veriler i¢in uygunlugu gosterilir.

Haziran 2019, 162 sayfa
Anahtar Kelimeler: Déniisiim Yontemi, Iki Degiskenli Ustel Dagilimi (Gumbel), Karma Dagilimlar,

Farlie-Gumbel-Morgenstern Dagilimu.
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Recently, a number of new distribution families have been proposed by adding one or more parameters to the
known and used distributions in the literature. In parallel with this purpose, new proposed distributions in this
thesis have more parameters, and model the complex data sets better and also provide more flexibility in
analyzing process. Thus, future estimates will be more secure and realistic. One of the new distribution families
is the family of transmuted distributions. The quadratic transmutation method was first proposed by Shaw and
Buckley (2007). In this method, convex combinations of the failure probabilities of the two-component series
and the parallel system will be obtained and quadratic transmuted distribution is obtained with parameter
transformation. The distribution of the two components of the system in three cases (independent and
identically distribution, independent and different distribution and dependent and have the same marginal) three
univariate transmuted distribution is obtained.

In the next section similarly, the three-component system is considered and the cubic transmutation method is
described. Here, the distribution of the components is considered for three different situations, and three
univariate distribution is obtained. For the specific case of the six obtained distributions, the components
distributions are taken as exponential, bivariate exponential (Gumbel) distribution and
Farlie-Gumbel-Morgenstern distribution. Then, the mathematical properties of these distributions are examined
and parameter estimations have been tried to be obtained with the maximum likelihood method. Finally, by
using the real data available in the literature the appropriateness of these distributions is shown.

June 2019, 162 pages
Key Words: Transmutation Method, Bivariate Exponential Distribution (Gumbel), Mixture Distributions,

Farlie-Gumbel-Morgenstern Distribution.
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1. GIRIS

Bir deney yapildiginda bir takim belirsizlikler ortaya ¢ikar ve bu belirsizlikleri modellemek
icin farkli dagilimlar kullanilir. Daha 6nce yapilan caligmalara bakildiginda, standart ve
bilinen tek degiskenli dagilimlar bu belirsizlikleri ortadan kaldirmak igin yeterli olmayip
farkli veri setleri icin iyi modelleme yapamamaktadir. Bununla birlikte, son yillarda farkl
yontemler kullanilarak karmasik veri setlerine daha uygun tek boyutlu dagilimlar elde
edilmistir. Ornegin karma dagilimlar, bilesik dagilimlar ve doniistiiriilmiis dagilimlar ile elde
edilen yeni dagilimlar diger dagilimlara gore daha fazla esneklik gostermektedir.
Dolayisiyla, yeni dagilimlar1 gelistirmek istatistik teorisinin 6nemli uygulamalarindan biri
oldugu agikca goziikmektedir. Bu tez ¢alismasinda, doniisiim yontemi ele alinarak karesel ve
kiibik donilisim yontemleri anlatilip, iki ve ti¢ boyutlu dagilimlardan yeni tek boyutlu
dagilimlar elde edilecektir. Dondistiriilmiis dagilimlarda, mevcut olan dagilimlarin

parametrelerine doniisiim parametresi eklenerek daha esnek hale getirilecektir.

Literatiir incelemesi yapildiginda, kKullanilacak olan doniisiim yonteminin tanitilmasi ilk
olarak Shaw ve Buckley (2007) tarafindan yapilmistir. Shaw ve Buckley (2007)
calismalarinda farkli doniisiim yoOntemlerini (sira doniisiimleri, karesel doniigsiimler ve
karesel sira doniigiimleri) tanitmiglardir. Sonraki yillarda, bu makaleden yola ¢ikilarak bu
yontem dogrultusunda birgok ¢alisma yapilmistir. Bu galismalardan bazilar1 Aryal ve Tsokos
(2011), Merovci (2013a,b) ve Luguterah ve Nasiru (2015) olarak yayinlanmistir. Daha sonra
birkag arastirmaci tarafindan bu teknik kullanilip doniisiim ailesi zenginlestirilmistir. Kiibik
doniistim aileleri ise, Granzotto vd. (2017) tarafindan verilmistir. Bu ¢alismada kiibik
dontistiriilmiis Weibull ve kiibik donistiiriilmiis log-Lojistik dagilimlart ele alinmustir.
AL-Kadim ve Mohammed (2017) makalesinde kiibik doniistiiriilmiis Weibull dagilimini
dontisiim parametreleri esit alinarak incelenmistir. Kiibik doniistiiriilmiis Pareto dagilimi
Rahman vd. (2018), kiibik doniistiiriilmiis Gompertz-Makeham dagilimi ise Riffi ve Hamdan
(2018) tarafindan incelenmistir. Rahman vd. (2019) makalesinde kiibik donistiirilmiis
Weibull dagilimi verilmistir. Yukarida onerilen kiibik dontistiiriilmiis aileler kullanilarak

farkli parametre uzayi ile tanitilmigtir.



Bahsedilen tiim c¢alismalarda kullanilan doniisim yontemi tek boyutlu dagilimlar igin
Onerilmis olup, bu tez calismasinda ise yeni onerilecek olan doniisiim yontemi iki ve {i¢
boyutlu dagilimlardan tek boyutlu dagilim elde etme iizerinde kullanilmistir. Onerilmis
doniistim yontemi farkli 6zellikteki dagilimlar tizerinde uygulanabilir oldugundan literatiirde
birgok ¢alisma yapabilme olanagi saglayacaktir. Bu doniisiim yontemi iki ve ii¢ boyutlu
dagilimlara uygulandiginda elde edilen yeni tek boyutlu dagilimlarin parametre sayisi
artacagindan dagilimin seklini etkileyebilecektir. Dolayisiyla dagilim daha esnek bir hale
gelip bazi veri setlerinin modellemesinde daha iyi sonuglar elde edilebilecegi
diistiniilmektedir. Bu arastirmanin amaci, mithendislik, biyolojik, finansal, ¢cevresel ve diger
yasam alanlarindaki verilerin uyumlulugunu artiran ve karmasikligi yakalayabilen daha
esnek dagilimlar iiretmektir. Boylece bir¢ok uygulamali bilimlerin bazi émiir verilerinin

analiz ve modellemelerine daha uygun olmasi beklenmektedir.

Tez alt1 boliimden olugmaktadir. Ikinci béliimde tez icin gerekli olan bazi tammlar ve temel
kavramlar verilmistir. Tezde kullanilacak olan dagilimlardan bahsedilmistir. Ayrica, Shaw
ve Buckley (2007)’de anlatilan doniisiim yontemi de anlatilmigtir. Son olarak, iki ve ig

bilesenli sistemler incelenmistir.

Uciincii ve dordiincii boliimde ise, iki ve ii¢ bilesenli sistemlerin bozulma olasiliklarindan
elde edilen doniistim anlatilacaktir. Bu boliimlerde, doniisiim ailesinde kullanilacak olan
sistem bilesenlerinin dagilimlar ii¢ farkli durum icin elde edilecektir. Ugiincii boliimiin ilk
kisminda, iki bilesenli sistemin bilesenleri ilk olarak bagimsiz aym1 dagilima sahip olarak
alinmugtir. Ikinci kisimda ise, sistem bilesenleri bagimsiz farkli dagilima sahip olarak
alinacaktir. Son kisimda, sistem bilesenleri bagimli ayn1 marjinal dagilimlara sahip olarak
almmistir. Dordiincii bolim de iic kisimdan olusmaktadir. Ik kisimda, iiglii sistemin
bilesenleri bagimsiz aymi dagilima sahip olarak alinacaktir. Ikinci kisminda, sistem
bilesenleri bagimsiz farkli dagilima sahip olup iigiinci alt bolimde de, sistem bilesenleri
bagimli birbirleri ile yer degistirilebilir 6zellige sahip olarak alinmistir. Boylece alt1 tane
dagilim ailesi elde edilmistir. Bu dagilim ailelerin matematiksel 6zelliklerinden yani yagsam
fonksiyonu, bozulma oram1 fonksiyonu ve ortalama kalan Omiir fonksiyonundan

bahsedilmistir. Ayrica, bu dagilimlar i¢cin moment ¢ikaran fonksiyonu, momentler ve



carpiklik ve basiklik elde edilecektir. Bunlara ek olarak, rasgele sayi iiretme, Rényi entropi,
en ¢ok olabilirlik tahminleri ve sira istatistikleri bulunmaya calisilmistir. Elde edilen alti
dagilim ailesinde temel dagilimlar {stel, iki degiskenli {iistel (Gumbel) ve
Farlie-Gumbel-Morgenstern (FGM) dagilimi olarak ele alinmistir, boylece alt1 dagilim elde
edilmistir. Bu dagilimlarin matematiksel 6zellikleri incelenmistir, yani olasilik yogunluk
fonksiyonu, yasam fonksiyonu, bozulma orani fonksiyonu ve ortalama kalan Omiir
fonksiyonu verilip bu fonksiyonlarin monotonluklari incelenip grafikleri verilmistir. Daha
sonra, bu dagilimlar i¢in moment ¢ikaran fonksiyonu, momentleri, ¢arpiklik ve basiklik
katsayisi, en ¢ok olabilirlik tahmini, Fisher bilgi matrisi, Rényi entropisi ve sira istatistikleri

elde edilmistir.

Besinci boliimde ise, s6z konusu olan alt1 dagilim literatiirde mevcut olan farkli yedi gercek
veri seti i¢cin uygulanmistir. Bu dagilimlarin veri setlerine uygun olup olmadiklarini anlamak
icin Akaike bilgi kriteri (AIC), Bayesian bilgi kriteri (BIC) ve Kolmogorov-Smirnov (KS)

degerleri kullanilmistir ve hangi veri setine hangi dagilimin uygun oldugu gosterilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, ¢aligma igin gerekli olan temel tanimlar ve bilgiler verilmistir.

2.1 Rasgele Degisken, Olasiik Yogunluk Fonksiyonu, Dagilim Fonksiyonu ve Yasam

Fonksiyonu

Asagidaki tanmimlarda Q # @ oOrnek uzayi, U ise Q uzayinda bir o — cebir olarak
alinacaktir. (Q,U) ikilisine 6lgiilebilir uzay denir. B(R), Borel o —cebiri R deki agik
araliklarin trettigi o — cebirdir ve o({(a,b);a,b € R,a < b}) olarak tanimlanmustir.
B(R™) ise R™ deki Borel o — cebir olup B(R"™) = a({(ay, b1) X (ay, by) X ... X
(an, by); (a;, b)) € R, a; < b;,i =1,2,...,n}) oldugu bilinmektedir.

Tamim 2.1 (Olasihik Olgiisii) (Q,U) olgiilebilir uzay olmak iizere,

P:U - [0,1]
A - P(A)

kiime fonksiyonu igin,
(i) Her A € U i¢in P(A) = 0,
(i) P =1,
(ili) U o —cebirinden alinmis ayrik olaylarin her {A}rey dizisi igin,
P(Ukz141) = Z=1 P(4p),

ozellikleri saglaniyor ise, P kiime fonksiyonuna (Q,U) o6lgiilebilir uzayinda bir olasilik

olgtsti, (Q,U, P) tgliisiine ise bir olasilik uzay: denir.

Tamim 2.2 (Rasgele Degisken) (Q,U) bir 6l¢iilebilir uzay ve B(RR) Borel ¢ —cebir olsun.



T:02-R
w - T(w)

olmak iizere, her B € B(R) icin T~ 1(B) € U sart1 saglamyor ise, T fonksiyonuna bir

rasgele degisken denir. Burada T~1(.) ters goriintii kiimesini ifade etmektedir.

Tamim 2.3 (n-Boyutlu Rasgele Degisken veya Rasgele Vektor) (Q,U) olgiilebilir uzay ve

B(R™) Borel o —cebir olsun ve

(T, Ty, ..., T): 2 > R"
w = (Ty, Ty v, T) (@) = (T1 (), Ty (@), ..., Tp(w))

olmak iizere, her B € B(R™) i¢in (T, Ty, ..., T,)"1(B) € U &lgiilebilirlik sart1 saglantyor

ise, (Ty, Ty, ..., T,) n-boyutlu rasgele degisken veya rasgele vektordiir.
Tanim 2.4 (Bir Boyutlu Dagilim Fonksiyonu) (€, U, P) bir olasilik uzay1 olmak iizere,

F:R - [0,1]
t > F(t) =P({w € 2:T(w) <t}) = P(T71(—o0,t]) = Pr((—oo,t])

seklinde tanimli F veya Fp fonksiyonuna, T rasgele degiskenin dagilim fonksiyonu denir.
Teorem 2.1 F(t), T rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonu ise,

()  lime_o F(t) = 0 ve lim, o F(£) = 1,

(i)  F(t) azalmayan bir fonksiyondur,

(ilf)  F(t) sagdan siirekli bir fonksiyondur, yani h > 0 sayisi i¢in,
;lirré F(t+ h) = F(t)



ozellikleri saglanir.
Tamim 2.5 (n-Degiskenli Dagilim Fonksiyonu) (£, U, P) bir olasilik uzay1 olsun ve

FTl,Tz,...,Tn : R" - [0,1]
(tli tZ' e tn) - FTl,Tz,...,Tn(tli t2! R tn) = P({(,U € Tl(w) =< tl: T2 (w) < t2: T Tn(w) = tn})
=P ((TllTZI "'ITn)_l((_ml tl] X (—OO, tZ] X ... X (—00, tn]))

= PTl,TZ,...,Tn((_OOI tl] X (—OO, tZ] X ... X (—OO, tn])

seklinde tamimlanan Fr r, r fonksiyonuna, T;,T,,..,T, rasgele degiskenlerinin ortak
dagilim fonksiyonu veya (Ty, Ty, ..., T,,) n-boyutlu rasgele vektoriin dagilim fonksiyonu

denir.
Teorem 2.2 F(tq,t,), (Ty,T,) rasgele vektoriiniin dagilim fonksiyonu olmak tizere,

0] lim v, -0 F (1, t2) =0 Ve limg p¢, 00 F (g, t2) = 1,

(i) limg o F(t1,t,) = F(0,t5) = F(t;),Vty, limg, o, F(ty,t;) = F(t;,0) = F(t,),Vt;

(ili)  F(t1,t,) bilesenlere gore azalmayan bir fonksiyondur,

(iv) F(ty,t;) bilesenlere gore sagdan siirekli bir fonksiyondur,

(V) Fréchet siirlarina  gore  F~(tq,t,) < F(t1,t;) < F*(ty,t;) olmahdir, burada
F~(ty,t,) = maks{F(t,) + F(t,) — 1, 0} ve F*(t,,t,) = min{F(t,), F(t;)},

ozellikleri saglanmaktadir. Bu teoremin tersi dogru degildir. Bu dort 6zellige sahip her
fonksiyonun bir dagilim fonksiyonu olmasi igin, o fonksiyonun R? uzayinda monoton bir

fonksiyon olmasi1 gerekmektedir.

Tanmm 2.6 (Siireklilik) f(t) fonksiyonunun tanim araliginin bir t, noktasinda siirekli bir

fonksiyon olabilmesi i¢in,

(i) lim,_,., f(t) = | mevcut olmasi,



(ii) f(t) fonksiyonunun t, noktasinda tanimli olmasi,

(i)  f(ty) =l olmasi,
ozelliklerini saglamalidir.

Tamim 2.7 (Siirekli Rasgele Degisken) T bir rasgele degisken ve F(t) bu rasgele
degiskenin dagilim fonksiyonu olsun. Bir f: R - R* fonksiyonu yardimiyla

F(t) = jf(u)du, teR

tanimlanan T ye siirekli rasgele degisken ve dagilimina siirekli dagilhim adi verilir. F(t)

fonksiyonu da f(t) fonksiyonu da T nin olasilik yogunluk fonksiyonu olarak adlandirilir.

Bu c¢alisma boyunca, ele alinan rasgele degiskenler [0,00) degerli siirekli rasgele

degiskenlerdir.

T siirekli rasgele degiskenin olasilik yogunluk fonksiyonu, F(t) dagilim fonksiyonu i¢in
f(t) olasilik yogunluk fonksiyonu t noktasinda siirekli iken,

d
f() = EF(t),

dir.

Ty, T, siirekli rasgele degiskenlerinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki gibi

verilir,

9? P(ty <T; <t;+4,t, <T, < tp + 4Aty)
ti,t)) = =——=—F(ty, t,) = lim li
fltt) dat,0t, (&1, t2) Atlzrfomlﬁ»lo At At,




. F(tl +At1, tz +At2) _F(tl, t2 +At2) . F(tl +At1, tz) _F(tl, tz)
lim — lim
At1-0 Aty 4t1-0 4ty

At—0 At,

I
§.

d d
a_tlF(tp t, + 4t;) — 6_151F(t1’t2)

- AltierO At,
Ayrica
t1 t2
F(tl, tz) = P(Tl < tll T2 < tz) = f f f(u, U)dvdu, tl’ tz (S R
dir.

Tanim 2.8 (Kosullu Dagilim Fonksiyonu) (T;,T,) rasgele vektoriiniin dagilim fonksiyonu
Fr,r,(t1,t;) olmak iizere T, < t, verilmisken T; rasgele degiskeninin kosullu dagilim

fonksiyonu,

F(tlﬂ tZ)

FTllTZStz(tl) =P(T, =t4T, <tp) = F(t,) '’
2

F(t,) > 0.

seklince verilmistir. Burada F(t,) , T, rasgele degiskeninin marjinal dagilim
fonksiyonudur. Benzer bi¢cimde, T, =t, verilmisken T; rasgele degiskeninin kosullu

dagilim fonksiyonu,

d
at, Fr r,(t1,t2)

fr,(t2)

Frimy=t,(t1) = P(Ty < 41T, = t5) =

olarak bulunur.



Tamm 2.9 (Kosullu Olasihk Yogunluk Fonksiyonu) T, = t, verildiginde, T; rasgele

degiskeninin kosullu olasiligi,

_ [, t,)
frimy=t,(t1) = —f(tz) f(t2) >0

olarak tanimlanmaktadir.

Tammm 2.10 (Birbirleri ile Yer Degistirebilir Rasgele Degiskenler) {T;};2; rasgele
degiskenleri birbirleri ile yer degistirebilmesi igin, S(n) tiim permiitasyonlarin kiimesi iken,

her n = 1,2, ... igin,

d
T, T,, .., T, = Tn(l)' Tn(z)' ...,Tn.(n),VT[ € S(Yl)

olmasi gerekir. (Lauritzen 2007)

Ornegin, T;,T, ve T; rasgele degiskenlerinin birbirleri ile yer degistirebilmeleri icin

asagidaki li¢ 6zellik saglanmalidir.

F(ty,ty, t3) = F(ty,t3,t2) = F(t, ty,t3) = F(ty, t3,t) = F(t3,t4,t;) = F(t3,t5, 1),
F(tlr tZ' OO) = F(tlﬂ 0, t3) = F(OO, tZ' t3)'
F(t1! o0, OO) = F(Ooﬂ tZF OO) = F(Ooﬂ o, t3)

Eger, Ty, T,, ..., T,, rasgele degiskenleri bagimsiz ve ayni1 dagilimli ise 0 zaman birbirleri ile

yer degistirebilirdir ama tersi gegerli degildir.

Tamim 2.11 (Yasam Fonksiyonu) T bir yasam siiresini gosteren rasgele degisken olsun. T
rasgele degiskenin t zamanindan daha biiyiikk deger alma olasiligina yasam fonksiyonu

denir ve F(t) ile gosterilir. Baska bir deyisle, bilesenin t zamanindan daha fazla yasama



olasiligini ifade etmektedir. Yasam fonksiyonu,
F&)=P(T>t)=1—-F(t) = f f(w)du,
t

seklinde gosterilir. Burada f olasilik yogunluk fonksiyonu ve F dagilim fonksiyonudur.

Yasam fonksiyonu, monoton azalan bir fonksiyondur ve F(0):= lingF (t) =1, F(0):=
t—

limF (t) = 0 dzelliklerini saglar (Leemis 1986).
t—>00

Bu calismada sadece iki ve ii¢ degiskenli yagsam fonksiyonu kullanildig1 i¢in sadece bu iki

durum incelenecektir.

Tamim 2.12 (iki Degiskenli Yasam Fonksiyonu) T; ve T, iki bilesenin yasam siirelerini
gosteren rasgele degiskenler olsun. Bu rasgele degiskenlerin marjinal dagilim fonksiyonlari
Fr,(t;) ve Fr,(t;), ortak dagilim fonksiyonu ise Fr, r,(ty,t;) olsun. T; ve T, rasgele
degiskenlerinin siras1 ile t; ve t, zamanindan daha ¢ok yasama olasiligina iki boyutlu

yasam fonksiyonu adi verilip, Fr, r,(ty,t;) ile gosterilir Ve,
FTl,Tz (t1,t2) = P(Ty > t1,T, > tp) = 1 — Fr, (t;) — Fr,(tz) + Fr 1, (t1, t2).

olarak tanmimlanir. Yasam fonksiyonu, monoton azalan bir fonksiyondur ve F(0,0):=

lim FTLTZ (tl, tz) = 1, FTLTZ (OO, OO): = lim FTIITZ (tl, tz) = 0 Ozelliklerini Saglar.
tq,t2—0 tq,tp—>o

Tammm 2.13 (U¢ Degiskenli Yasam Fonksiyonu) T;,T, ve T; bilesenlerin yasam
stirelerini gosteren rasgele degiskenler olsun. Bu rasgele degiskenlerin marjinal dagilim
fonksiyonlar1 FTl.(ti),i = 1,2,3, ikili ortak dagilim fonksiyonlar1 ise Fti,Tj(tl-,tj), i,j=
1,2,3, i #j ve ikili ortak yasam fonksiyonlari FTl.,Tj(ti, tj), i,j =123, i #j olarak

yazilabilir. Ug rasgele degiskenin ortak dagilim fonksiyonu ise F(ty,t,,t3) Ve iiclii ortak

10



yasam fonksiyonu ise,

Fr 1, (ti ta, t3) = 1= Fr (t1) = Fr(t;) = Fr, (t3) + Fr, r,(t1, t5) + Fr p, (t1, t3) + Fr, 1, (5, t3)

- FTl,TZ,T3 (tlﬂ t2 t3);

olarak tanimlanir, Yasam fonksiyonu, monoton azalan bir fonksiyondur ve

F(0,0,0): = lim FTer2rT3 (tli tz, t3) = 1, FTl:T2tT3 (OO, oo, OO): = lim FTlvTZvTS (tli tz, t3) =0
t1,t2,t3—0 tq,tp,t3—>00

ozelliklerini saglar (Leemis 1986).
Tamm 2.14 (Kosullu Yasam Fonksiyonu) Iki degiskenli kosullu yasam fonksiyonu,
Fr,iry=¢,(t1) = P(Ty > t4|T, = t;).

seklinde tanimlanir. Ikinci bilesenin ¢, zamaninda bozuldugu bilindiginde, birinci bilesenin

t; zamanindan daha fazla yagama olasiligina kosullu yasam fonksiyonu denir.

2.2 Bozulma Oram Fonksiyonu ve Ortalama Kalan Omiir Fonksiyonu

Tamm 2.15 (Bozulma Oram Fonksiyonu) Bozulma orani1 fonksiyonu, bir bilesenin t
zamaninda yasadig bilindiginde, bu bilesenin c¢ok kiigiik bir zaman araliginda bozulmasi

oranina denir ve,

- P(t<T<t+AtIT >t) 1 PALST<t+A4t,T>t)
r(t) = lim = lim —
At—0 At 4t—0 At P(T >1t)
1 P{t<T<t+A4t) 1 . F({t+4t)—F(@t) f(@)
== lim == lim ==,
F(t) 4t-0 At F(t) at-o0 At F(t)

olarak tanimlanir. Baska bir ifade ile,
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r(t)

_f(t)_%F(t)_ d _d ~
=Fo"1-F@ - a9t -F®)=-logF®.

dir. Boylece olasilik yogunluk fonksiyonu ve yasam fonksiyonu, bozulma orani

fonksiyonundan asagidaki gibi elde edilir,

F(t) = e~ hr®dt £(4) = p(p)ehr®at,

Yukarida goriildiigii gibi bozulma oran1 fonksiyonu, dagilim fonksiyonunu tek olarak

belirler.

Tamm 2.16 (iki Degiskenli Bozulma Oram Fonksiyonu) iki degiskenin arasindaki ortak

bozulma oran1 fonksiyonu,

P(ty < Ty <ty +At,t, <T, < t, +At,|Ty > t;,T, > t,)

ritut) =, lim it,4t,
- lim P(t; <Ty <ty +A4t,t, <T, <t,+At,) 1
Aty,At,—0 Aty At, P(T, >t,,T, > t,)
0%F (ty,tp)

atlatz — f(tll tZ)
F(ty,t)  F(ty,ty)

seklinde tanimlidir.
Tanima gore T; bilesenin t; zamani ve T, bilesenin t, zamanindan Once yasadiklari

bilindiginde, bu bilesenlerin sirasiyla t; ve t, zamaninda bozulmasi ani bir risktir ki ona iki

degiskenli bozulma orani fonksiyonu denir. (Rodriguez 2010)
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Tamm 2.17 (Monoton bozulma orani) Monoton bozulma orani, yasam zamani gegtikge
bozulma oraninin sabit kalmasi, artmasi ya da azalmasi seklinde ii¢ durum olarak ifade
edilmektedir. Sabit bozulma orami i¢in, erigkin insanlarin geg¢irdigi yasam stireleri 6rnek
olarak verilebilir. Elektronik aletlerin yasam siirelerinin dagilimi azalan bozulma orani1 igin
ornektir. Son olarak belirli bir zamandan sonra ele alinan yaslh insan grublarin 6mrii de artan

bozulma oranina ornek olarak gosterilebilir.
Tamm 2.18 (Kosullu Bozulma Oram Olasihg) Iki bilesenin siras1 ile t; ve t,
zamanlarindan sonra yasadiklari bilindiginde, bir bilesenin (¢t;,t; + At) araliginda bozulma

olasiligina kosullu bozulma oran1 olasilig: denir ve,

P(t, <Ty <t;+At|Ty > t;,T, > t;)

V>t m>t, (G) = Lim

At—0 At
P(t; <T, <t;+A4t, T, >t,) 1
= lim
At—0 At P(Tl > tl’ T2 > tz)

—d -
~ d_tlF(tl’ ty)
F(ty,t;)

seklinde elde edilir.

Tamim 2.19 (Ortalama Kalan Omiir Fonksiyonu) T bir parcanin mriinii gostermek
lizere, bu parcanin en az t kadar yasidig bilinsin. Bu durumda, en az x siire kadar daha

caligmasi olasilig,

P(T—t>x,T>t)_P(T>t+x)_F(t+x)

PO —t>xT >0 =—Fa=5 " ~"pa>0 _ F@O

seklinde ifade edilir. Ortalama kalan 6miir fonksiyonu t yasindaki bir bilesenin geriye kalan

ortalama omriidiir, boylece
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(°9) [o9]

F(t+x)
mt)=E(T—tIT>t)=| PT—t>x|T >t)dx = | ———dx
_ fOOOF(t +x)dx ftooF(x)dx _ ftoo uf (uw)du
- Fo | Fo | Fo "

olarak tanimlanir. Zahedi (1991), tiirevlenebilir m(t) fonksiyonunun asagidaki kosullar
saglamasi gerektigini gostermistir,

(i) m(t) > 0,Vt € [0,00),

(i)  m(0) =E(T) < oo,

(i)  m'(t) > —1,Vt € (0,0),

(iv) [7——du=o.

Ortalama kalan 6miir fonksiyonun mevcut olabilmesi i¢in ikinci kosul saglanmalidir.
2.3 Carpiklik ve Basiklik Katsayilari

Tamim 2.20 (Carpikhik Katsayisi-CK): Carpiklik katsayisi, bir dagilimm simetrik olup
olmadigini sayisal bir deger ile vermektedir. Ancak istatistiksel 6zellikler bakimindan ¢ok

giiclii 6lgtimler degildirler.

Bir dagilimin,
(i) Ortalama, mod ve medyan konumlari farkli noktalarda ise,
(i)  Ceyreklikleri medyana esit uzaklikta degilse,
(iii)  Veriler yardimiyla ¢izilen egrisi simetrik degilse, yani bir tarafa diger tarafa gore

daha fazla yaslanmissa,

o dagilima carpik denir. Carpiklik dl¢iisti,
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N ;[E®) = 3EMET?) + 2(E(M))]

(Var (T))7

CK=E

(T—EU»
JVar(T)
seklinde hesaplanmaktadir. (Gupta ve Kapoor 2000)

Budeger —co ve oo arasinda degisir. Negatif, sifir ve pozitif olmak tizere {ig tiir carpikliktan

sOz edilebilir.

Sola Carpik: Eger ortalama medyandan ve medyan degeri moddan kiigiik ise, ¢arpiklik
degeri negatif olur. Yani, dagilimin ¢arpikligi ne kadar biiylik ise ortalama ile mod arasindaki
uzaklik o kadar fazladir. Dagilimin kiitlesi grafigin sag tarafinda toplanip soldaki kuyruk
daha uzun olur. Bu durumda, dagilim sola carpiktir denir. Yasa gore tasarruf egilimi 6rnegi
sola ¢arpik dagilim i¢in bir 6rnek olabilir. Geng bireylerin tasarrufu az olup, orta yasa dogru

giderek artmakta ancak ileri yasta tekrar azalmaktadir.

Simetrik: Eger ortalama ve mod esit ise, ¢arpiklik degeri sifir olur ve simetrik dagilim denir.
(Genelde carpiklik Olglisii £3 veya +2 araligindayken, Normal dagilim olarak kabul
edilmektedir.)

Saga Carpik: Eger ortalama degeri medyandan ve medyan mod degerinden biiyiik ise,
carpiklik degeri pozitif olur. Dagilimin kiitlesi grafigin sol tarafinda toplanip sagdaki kuyruk
daha uzun olur. Bu durumda, dagilim saga carpiktir denir. Ornegin hastalarin iyilesme

stirelerinin dagiliminin saga ¢arpik olmasi iyidir.

Tamm 2.21 (Basikhik Katsayisi-BK): Bir rasgele degisken icin gozlem degerlerinin
dagilim yapist c¢arpiklik haricinde, basiklik katsayisi ile de Ozetlenebilir. Bir dagilimda
rasgele degisken igin alinan gozlemlerin varyansi artar ise, gozlemlerin dagilimi basik olur,
ve varyans azaldik¢a da sivrilesir. Bir dagilimin sivriligi veya basiklig1 ol¢iisiine basiklik

katsayist ad1 verilir ve,
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BK =E

Jvar(T)
= V) (BT — 4B + 6(E ) BT — a(ED) BT + (ED)'
ar

olarak tanimlanir. Basik veya sivri olmayan egriye normal egri denir. Normaldan daha yassi
olan egriye basik denir. Normale gore zirveye sahip olan egriye sivri denir. (Gupta ve Kapoor
2000)

Basiklik katsayisi en kiigiik —2 degeri alabilir. Negatif, sifir ve pozitif olmak {izere ii¢ tiir

basikliktan soz edilebilir.

Basik: Basiklik katsayisi negatif ise (—2 < BK < 0), dagilimin grafigi ortalama etrafinda
daha basik olup daha biiyiik varyansa sahiptir. Egri normal dagilima gore daha basiktir.

Simetrik: Eger basiklik katsayis1 sifir ise, bu dagilima simetrik dagilim denir.

Sivri: Basiklik katsayisi pozitif ise, dagilimin grafigi ortalama degerinde toplanip daha sivri

olur, bu dagilimin varyansi kiigiiktiir ve dagilim egrisi normal dagilima gore daha diktir.
2.4 Rasgele Say1 Uretme

Bu kisimda dagilimlardan say1 liretme yontemleri anlatilacaktir.

2.4.1 Ters doniisiim yontemi ile rasgele sayi iiretme

F dagilim fonksiyonuna sahip bir T rasgele degiskeninin dagilimindan sayi tiretmek i¢in en

kullanigh yontem, F dagilim fonksiyonunun genellestirilmis tersi olan,
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F~:(0,1) » R
u-inf{t:F(t) > u}=F (w)

dan yola ¢ikmaktir. Burada U rasgele degiskeni (0,1) araliginda tanimli diizgiin dagilima

sahiptir ve, U = F(T) olarak alindiginda yukarida tanimlanan fonksiyondan yola ¢ikarak,

T=F (U)

dontigimii kullanilmaktadir. F~(U) rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonu F dir, yani

F~(U) doniisiimii ile ortaya ¢ikan rasgele degisken, T rasgele degiskeninin kendisidir.
T =F~(U) dontsimii integral doniisimii olarak bilinmektedir. Sonug olarak, (0,1)
araliginda tanimli olan diizglin dagilimdan iiretilen sayilar, integral doniisiimii sonucunda T

rasgele degiskenin dagilimindan iiretilmis sayilar olacaktir.

Algoritma 1. Ters doniisiim yontem ile rasgele sayi iiretme

Adim 1: F(t) dagilim fonksiyonunu belirle,
Adim 2: U rasgele degiskenini diizgiin (0,1) dagilimindan firet,
Adim 3: T = F~(U) hesapla.

Omegin B parametreli iistel dagilimi g6z 6niine alinsin.
Fit;B)=1—ePtt>0
ve U~U(0,1) diizgiin dagilimina sahip ve U = F(T) alindiginda, déniisiim uygulaninca,

Fl(w) =_711n(1—u),0 <u<l1
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olmak iizere,

T=F1U)= _—11n(1 -U)
B

dontisimii ile T rasgele sayilari istel dagilimdan iretilmis sayilardir. Burada 1 — U rasgele

degiskeni de U rasgele degiskeni gibi diizgiin (0,1) dagilimina sahiptir. Boylece B parametreli

istel dagilimdan sayi tiretmek i¢in T = _?1 In(U) doniistimii de kullanilabilir.

2.4.2 Cok degiskenli dagihmlardan rasgele sayi iiretme

Ty, Ty, -+, T, rasgele degiskenlerinin ortak dagilim fonksiyonu Fr, r, .7 (t1,t2,,ts)

olsun. Bu rasgele degiskenler bagimsiz ise,

fro e (1 tas o ) = fr, () fr, (82) - fr, (E0)

Fr. .., (E1,t3, -, ty) = Fr, (t1) Fr, (t2) - Fr, (tn)

dir. Uy, U,, -, U, birbirinden bagimsiz (0,1) araligina sahip diizgiin dagilimdan alinmig

olsun, o zaman,
Tl = Fﬁl(Ul)l TZ = F’ITZI(UZ)I”'IT‘H, = F’Enl(U‘n)
ters donilisiim yontemi ile Ty, Ty, -+, T,, rasgele degiskenleri iiretilebilir.

T, Ty, -+, T, rasgele degiskenleri bagimli ise, 0 zaman,
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Fr,(t;) = P(T; < ty),
Fr,(t;|t)) = P(T, < t,|T; = ty),

Fr, (tplty, b, tnq) = P(Ty S Ty = 64, T, = b3, 0+, T = t)
ve iligkili olasilik yogunluk fonksiyonu ve kosullu olasilik yogunluk fonksiyonu,
fr, @), fr,@E21E0), -+, fr, (EnlEq, b2 0 tay)
seklinde yazilabilir. Rosenblatt (1952) calismasinda bu konuyu anlatmistir. Boylece,

U = FT1(T1),
U, = FTZ(T2|T1),

Un = FTn(TnITerZI 0, Tpet)
Burada U; rasgele degiskenleri birbirinden bagimsiz (0,1) araligina sahip diizgiin
dagilimdan alinmistir. (Ty,T,, -+, T,) rasgele vektoriiniin ¢ok degiskenli dagilim

fonksiyonu,

Tl = Fﬁl(Ul))

T, = F5 (U,|Ty) = Fy! (UZIFT‘ll(Ul)),

T, = FT_nl(Un|T1» Ty, -+, Tho1)

= P (Ual P D, P (Ual B 00) -, B, (Unca B D, Bt W) ) )

Boylece Ty, Ty, -, T,, rasagele degiskenlerinden dagilimlarindan rasgele sayi iiretilmistir.
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iki degiskenli dagilim icin de benzer sekilde,

Fr,(t;) = P(T; < ty),
Fr,(t;]t)) = P(T, < t,|T; = ty),

yazilabilir ve iligkili olasilik yogunluk fonksiyonu ve kosullu olasilik yogunluk fonksiyonu,

fr, (1), fr, (t21t1)

ilk adim olarak U; rasgele sayis1 (0,1) araliginda tanimli olan diizgiin dagilimdan {iretilip
ve Fr,(T;) = U, alarak, T; = Fr, (U,) den iiretilir. ikinci adim olarak, U; rasgele
degiskeninden bagimsiz olarak (0,1) araligi lizerinde tanmimli diizgiin dagilimdan U,

rasgele sayis1 iiretilecektir. Boylece Fr,(T;|T;) = U, doniisimii yapilarak T, =

F£'(U,|Ty) = Fr! (Uz |FT_11(U1)) esitligi almarak iiretilebilir.

Ornek olarak asagidaki iki degiskenli dagilim ele alinsin,

1
b (tty) = ?h+%ﬁ' 0<t;<2,0<t,<1
Tl!TZ 1,42 -

0, Diger durumlar

Simdi bu dagilimdan say1 lisretmek icin asagidaki adimlar takip edilecektir,

t, + 4t,
t, + 2

1
fr,(t1) = 5 (t, +2), fr,(t21t) =

2
U, rasgele sayist Diizgiin (0,1) dagilimindan iretilip ve U; = %(%1+ 2T1) alinip,

T, =—-2+2/1+4+3U; den iretilir. U, rasgele sayis1 ise U; rasgele degiskeninden

bagimsiz olarak Diizgiin(0,1) dagilimindan iiretilecektir. Kosullu dagilim fonksiyonu ise,
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L2t + 4t, _ tp(ty + 2¢))

FTz(t2|t1):f 2 T2
1

o ti+2

—6U1+2i\/36U12—24U1+48U1U2—16U2+2U2+4

Boylece U, = % doniistimii yapilarak T, = "
1

esitliginde alinarak {iretilebilir.
2.4.3 Karma yontem ile rasgele sayi iiretme
Bagka bir rasgele say1 liretme yontemi de karma yontemdir. Bu yontem karma dagilimlar i¢in

kullanilmaktadir. x rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu, p(x), iki olasilik

yogunluk fonksiyonunun karmasi olarak verilsin,

p(x) = wip;(x) + wyp,(x)
burada w; + w, = 1 dir. wyp; yi genisleten bir g olasilik yogunluk fonksiyonu varsayilir
ise, yani tim x ler i¢in g(x) = w;p;(x) dir. Boylece bu karma dagilimdan rasgele sayi

tiretmek i¢in agagidaki adimlar takip edilmelidir. (Gentle 2013)

Algoritma 2. Karma yontem ile rasgele say1 liretme

Adim 1: Y yi olasilik yogunluk fonksiyonu g olan dagilimdan tiret
Adim 2: U rasgele degiskenini diizgiin (0,1) dagilimindan iiret,
Adim 3: Eger u > wyp;(y)/g(y) ise, 0 zaman y yi p, den lret,
Adim 4: Diger durumda y yi P; den tiret.

2.5 Rényi Entropi Fonksiyonu

Rényi entropiden bahsetmek i¢in genel olarak entropilerin ne ise yaradigi anlatilacaktir. Bir

sistemin belirsizligi ve rasgeleligini 6lgmek i¢in entropi kavramlar1 ortaya ¢ikmustir. Bir
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sistemin entropi Olglisii ne kadar diisiik ise bilgi oran1 bir 0 kadar goktur. Rényi entropi ise
diger entropilerin 6zel bir durumudur ve Alfréd Rényi (1961) tarafindan tanimlanmistir. Bir
deney yapildiginda ne kadar sonug belirsiz ise, Rényi entropi o kadar artar.

Ornegin bir zar atildiginda 6 sayisinin gelme olasig1 diger sayilara gore daha fazlaysa, o
zaman belirsizlik az olacaktir ve boylece Rényi entropi daha kiiciik olacaktir. Bu 6rnekten
yola ¢ikarak, bir olayin belirsizligini ortadan kaldirmak icin o olay hakkinda detayli ve
gerekli bilgi agigima Rényi entropi denilir. p parametresinin Rényi entropisi, p > 0 ve

p # 1 iken asagidaki gibi tanimlanmustir,

1
1-p

I,(T) = log j (g(©) dt, (2.1)
0

Bu entropi p’ya gore artmayandir.
2.6 Sira Istatistikleri

Ty, T, ..., T, bagimsiz ve ayn1 dagiliml rasgele degiskenler olsun. Bu rasgele degiskenler,
olasilik yogunluk fonksiyonu f(t) ve dagilim fonksiyonu F(t) olan siirekli bir dagilimdan
alimmis olsun. Ty, T, ..., T,, rasgele degiskenlerin sira istatistikleri X;., < Xo.p < -+ < Xpn
ile gosterilsin. Buna gore, X;., n hacimli bir rasgele 6rneklemin j.sira istatistigidir. hj.,(t),

Xj.n siraistatistiginin olasilik yogunluk fonksiyonunu géstermek tizere,

G-Di(n—-

hjn () = T FOFO)Y T FO),  j=12..n

olarak tanimlanir. En kiigiik ve en biiyiik sira istatistikleri (X;.,: = min{T;, T, ..., T,} ve

Xpn: = maks{Ty, Ty, ..., T, }) olasilik yogunluk fonksiyonlari sirast ile,

hin(® = nfOFD), (@ = nfOF@®)"
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dir.

2.7 Deneysel dagilhm

(T4, Ty, ..., T,) ortak dagilim fonksiyonu G(t) olan bagimsiz ayni dagilima sahip rastgele

degiskenler olsun. O zaman ampirik dagilim fonksiyonu agagidaki gibi verilmistir,

n

~ 1

Ga®) = = Ire
i=1

burada,

1, T,<t
ITiSt :{

0, diger durumlar

(Yani I gosterge fonksiyonudur).

Bir t sabiti igin, Iy <, gOsterge fonksiyonu p = G(t) parametresine sahip bir bernolli
rasgele degiskenidir. Ciinkii, nG,,(t) ortalamasi ve varyansi sirasiyla nG(t) ve nG (t)(l —
G(t)) olan bir binom rasgele degiskenidir. Sonug olarak G, (t) ise G(t) igin bir yansiz

tahmin edicidir.

2.8 Model Secim Kriterleri

Akaike bilgi kriteri: AIC (Akaike Information Criterion) ilk defa Akaike (1973) tarihinde
farkli modelleri, verilen sonuglara gore karsilastirmak maksadiyla kullanilmistir. En iyi
modeli bulmak maksadiyla model ile sonuclar arasindaki iligkiye bakarak bir deger (ceza)

hesaplanir. Bu deger su sekilde hesaplanir,
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AIC = =2LL + 2k

Burada k tahmin edilebilir parametre sayisi ve LL = log L(0;t;) i¢in kullanilan fonksiyon
en ¢ok olabilirlik fonksiyonudur. Eger 6rnekleme ait gézlenen say1 fazla ise yukaridaki AIC
degeri yeterli olacaktir (Snipes ve Taylorn, 2014). Aksi halde, eger n 6rneklem sayisi yeteri
kadar biiyiik degil ise daha genel bir ifade olan AICc kullanilir. En kiigiik AIC veya AlCc
degerine sahip olan model en iyi modeldir. AIC genis bir sekilde biyolojik incelemelerde,

¢evre bilimleri, su ve deniz arastirmalarinda ve medikal bilimlerde kullanilmaktadir.

Bayesian bilgi kriteri: BIC (Bayesian Information Criterion/Schwarz Criterion) model

sec¢im kriteridir ve asagidaki gibi tanimlanir, (McQuarrie ve Tsai, 1998)

BIC = —2LL + klog(n)

Burada n orneklem boyutudur. Fakat AIC ve BIC arasindaki benzerlige ragmen, daha
sonralar1 bayes yapisi iginde farkliliklar gosterdigi ortaya ¢ikmustir.
Literatiir i¢indeki ¢alismalara bakacak olursak BIC faktoriin daha fazla kullanilmaktadir.

Bunun da sebeplerinden biri analiz sonrasinda biiyiik hesaplamalara ihtiya¢ duyulmasidir.

Kolmogorov-Smirnov testi: Kolmogorov-Simirnov  testini, Kolmogorov (1933)
onermistir. Kolmogorov, tek 6rnek i¢in uyum 1iyiligi testini dnermistir. 1939 yilinda ise bir
Rus matematikgisi olan Simirnov tarafindan iki bagimsiz 6rnek i¢in uyum 1iyiligi testi
gelistirilmistir. Kolmogorov ve Simirnov testi benzerlik nedeniyle, uygulamada,
Kolmogorov-Simirnov  uyum iyiligi testleri olarak bilinirler. Bu ¢alismada

Kolmogorov-Simirnov tek 6rnek testi kullanilacaktir.

Istatistikte Kolmogorov-Smirnov testi siirekli esitligi dlgen parametrik olmayan bir test olup,
referans alinan bir dagilim ile 6rneklemin karsilastiritlmasina dayanir. Kolmogorov-Smirnov
istatistigi Ornekleme iliskin ampirik dagilim fonksiyonu ile karsilastirilacak dagilim

fonksiyonu arasi bir uzakligi 6lcer. Eger H, test istatistigi red edilemez olarak elde edilirse
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orneklem ile referans dagilimin ayni oldugu degerlendirilebilir.
Simdi elimizde birbirinden bagimsiz ayn1 P dagilimli Ty, T, ..., T,, 6rneklemi olsun ve biz
de bu dagiliminin belirgin bir P, dagilimina esit olup olmadigini test etmek igin, asagidaki

hipotezler belirlensin,
HO: P = PO

HA:P#—'PO

G(t) = P(T <t) olarak veriye ait dagilim fonksiyonu tanimlansin. Ampirik dagilimi ise

Gn(t) = %Z?:l I(Tl < t) Olsun,
sup|G,(6) = G(O)| - 0
teR

G, ile G arasmdaki en biiyiik fark olasilikta sifira yaklasmaktadir. nG,,(t) ortalamasi ve

varyansi sirasiyla nG(t) ve nG (t)(l — G(t)) olan bir Binom rasgele degiskenidir.
A d

Vi (Ga(®) = G(®) > N (0,6(0)(1 - 6(®))

ve

P(Vnsup|G,(H) = G()| <x) » H(x) =1- zz(—1)i—1e—2i2x
i=1

Burada H(t) Kolmogorov-Smirnov dagilim fonksiyonudur. Kolmogorov-Smirnov testi ise

asagidaki gibi tanimlanir,

D, = sup|(7n(t) — G(t)|.

teR
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Kolmogorov-Smirnov test istatistiginin drnek grafigi asagidaki grafikte verilmistir.

1

09} ——G(®)
—G,(t)
08F
0.7 sup|G, (t) — 1e163]

0.6

0.5

04

0.3

0.2

0.1

0 1 1 1 1 | ] I I
96.5 97 975 98 98.5 9 995 100 100.5

Sekil 2.1 Kolmogorov-Smirnov Test Istatistigi Ornek Grafigi

2.9 Doniisiimler

[k olarak siirekli rasgele degisenlerin dagilim fonksiyonu ile ilgili iki ozellikten
bahsedilecektir. Birincisi, T rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonu F;(T) olmak iizere;
U = F;(T) iken,

T= F_lT(U)

seklinde yazilabilir. Burada U, (0,1) araliginda tanimli olan diizgiin dagilimdan alinmis bir
rasgele degiskendir. Ikinci 6zellik, eger rasgele degiskenlerden biri drnegin T degiskeni
Y = h(T) olarak degisir ise, Y rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonunu elde
etmek icin en kolay ve giivenilir yontem; rasgele degiskenlerin degisimini dagilim

fonksiyonu ile yapmayi olasilik yogunluk fonksiyonu ile yapmaya tercih etmektir.
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dh™1
fO) = fal(h- 1<y>)‘ b )‘

Burada tezde Onerilecek olan dontsiimi kavramak i¢in Shaw ve Buckley (2007)

makalesinde tanimladigi doniisiim anlatilacaktir.

Sira doniisiimleri: T; ve T, iki bagimsiz rasgele degisken olsun. Bu rasgele degiskenlerin

dagilim fonksiyonu Fr, ve Fr, olmak iizere, S;, Ve S,; sira doniigiimleri,

S = Fr, (Fr, @), Su@) = Fr, (F, @), 2.2)

olarak tanimlanir. Tanimlanan sira dontistimleri I = [0,1] birim araliginda degisip
S5;;(0) = 0 ve S;;(1) = 1 degerlerini alir. Sira doniisiim yontemi ile kesin bir dagilim gegisi
elde edilmektedir. Sira doniisiimleri ig¢in en kolay oOrnek, her |6] <1 i¢in Si,(u) =
F, (Fl_l(u)) =u+6u(l —u) =1+ 6)u— su? olarak alinabilir ve bu &rek karesel

doniisiim yontemi ile elde edilecektir.

Karesel doniisiimleri: Karesel doniisiimler, sira doniisiimlerin en basit 6rnegidir. Fr, ve

Fr, aym destek kiimesine sahip iki dagilim fonksiyonu ise, karesel doniisiim bu iki dagilim

fonksiyonu igin, |6] <1 iken,

Fr,(x) = (1 + 8)Fr, (x) — 8 (Fr, (x))z, (2.3)

ifadesi ile tanimlanir. Dolayisiyla (2.3) de tamimlanan Fr,(x) dagilim fonksiyonunun

tanimi dikkate alinir ise,

2
(1 + 8)Fr, () = 8 (Fr,(¥)) = Fr,(x) = 0

27



(1+68)— J(1+5)2—45FT2(x)
25

ifadesinden Fr, (x) = olarak bulunmaktadir.

Bu durumda sira doniisimlerindeki esitliklerden yola cikarak S;,(u) ve S,;(u) sira

doniisiimleri,

S1aw) = Fr, (™ @) = (1 + )y (Fr, ) = 8 (P, (P, )

=1+&u—-d6ut=u+déu—56u?=u+du(l—u)

1+6)—J(@A+6)2—-46
521(1/-):FT1 (FTz_l(u)):( +0) \/(26+ ) -

olarak elde edilir.

2.9.1 Sira doniisiimlerin farkh cesitleri

Karesel doniisiim béliimiinde, S;,(w) = u +u(1 —u)§ = (1 + §)u — du? seklinde ifade

edilmisti. Burada sira dontistimlerinin farkl: bir ¢esidi,
S =u+u(l —wnw) = (1 +7(w))u — u?n(w),

dir. Burada m, farkli parametrelere sahip bir polinomdur. Bu sira doniisiimii medyan degerini

korumast igin, polinom % noktasindade sifir deger almalidir, yani
s (1)_1+1(1 1) (1)_1+1 (1)_1+1(0)_1
12\2) 727207 2)"2) T2 \2) T2 T2
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olur. Ayrica polinom (1 —u) = —m(u) ise,
S, —w=1-u+u@—-uwr(l-w=1—-u—-u(l—-—wn(u) =1-S5,,(w)

olur, yani sira doniisiimii simetrik olur. Bunun i¢in en basit 6rnek, bazi sabit y lar i¢in

n(u) =y (u - %) olabilir. Boylece, tanimlanan sira dontigiimii asagidaki gibi olacaktir.

1 3
Spo(w) =u+u(l-—wnru) = (1 —Ey)u + Eyuz —yul

Elde edilen sira doniistimii bu ¢alismanin dordiincii boliimiinde verilen kiibik doniistimiin

ozel halidir.
2.10 Kullamlan Dagilimlar

Bu calismada kullanilacak olan dagilimlar bu boliimde kisaca anlatilacaktir.

iki Degiskenli Ustel (Gumbel) Dagiim: iki degiskenli iistel dagilim ilk olarak Gumbel

(1960) makalesinde tanimlanmistir. Gumbel bu dagilimin yasam fonksiyonunu,
Fr.p,(ty,ty) = e~ Prtithetatbtita) ¢ ¢ >0, (2.4)

Seklinde vermistir. Burada S, ve B, 6l¢ek parametreleri olup, 6 bagimlilik parametresidir
ve parametrelerin arasindaki iliski 1,5, > 0,0 < 8 < [, olarak tanimlanmistir. T; ve
T, rasgele degiskenlerinin marjinal yasam fonksiyonlar1 sirasi ile e F1t1 ve e=F2tz dir.
Yani, T, ve T, tistel dagilima sahiptir. (2.4) ifadesinde bahsedilen yasam fonksiyonundan

yola ¢ikarak olasilik yogunluk fonksiyonu,
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2

_ o (0
- - - 6
frym, (1, t2) = mFTLTz(tli t;) = 6_t1<6_tze (Buta+Batz t1t2)>

= (By + 0t,) (B, + Oty e~ Prtathetztbtits), ty,t; > 0.
olarak elde edilmistir.

Gumbel’in tanimladig: iki boyutlu iistel dagiliminda B; = B, alinip ve t; = t, =t kabul

edilir ise, yasam fonksiyonu,
Frop,(t,t) = e"(GF02%) 5 0,8>0,0<6 < B2 (2.5)

seklinde tanimlanir. (2.5) ifadesinde verilen yasam fonksiyonundan yola ¢ikarak, (T;,T,)

rasgele degiskenin dagilim fonksiyonu,
FT1;T2 (t, t) =1- FT1 (t) - FTl (t) + FT1;T1 (t' t) =1- ze_ﬁt + e—(Zﬁt+9t2)
seklinde bulunmustur. Dagilim fonksiyonundan tiirev alinarak olasilik yogunluk fonksiyonu,

le,Tz(t» t) = Zﬁe_ﬁt - (28 + th)e—(ZBHetz)

— ZB(e‘Bt _ e—(ZBt+9t2)) — 20te—(2Bt+6t%) (2.6)

olarak elde edilmistir. Bu dagiliminin ortalama kalan 6miir fonksiyonu asagidaki gibi elde

edilir,
[P Fkdodk  [7 e (Fo) g
m(t,ﬁ,9)= : F(t,t) = e—(Zﬁt+9t2)
1w B (B+6k )m ik
5 [peferf 1 m o g+ ot
(2\/; ( Vo ) t_Z\/;eeerfc<\/§>

e~ (2Bt+6t?) B o—(2Pt+6t2)
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Simdi bu dagilimin dzelliklerinden bahsedilecektir. Ilk olarak moment ¢ikaran fonksiyonu

2

B
bulunacaktir ve tez boyunca (8, 8) = \/geFer fe (%) olarak alnacaktir. (erf fonksiyonu

EK 1°de anlatilmistir.)

o

My (k) = E(e"T) = f e fr, r,(t, )dt = f%i - g\/ge%erfc (23\/5 k

0

),k<ﬁ

[k dért moment asagidaki gibi elde edilmistir,

[0e]

E(T) = 2(—te‘ﬁt|zo +f e Ptdt +te‘(2ﬁt+9t2)|0 _J
0

0

me—(23t+9t2)dt)

-1 7 B —(@(”EDZ 2
— o 2 e-pe| o =—-
2 B e ) e 6 fo e dt B f(ﬁ; 9);
E(TZ)_i_l+l (B,6)
=75+ 5560,
12 38 3 2p?
E(TS) = E_ﬁ-l_@(l +7>f(ﬁ,9),
48 1 42 p B2 2p°

Farlie-Gumbel-Morgenstern Dagimm (FGM): T,,T,, T; ig tane siirekli rasgele degisken
olsun. Bu rasgele degiskenlerin ortak dagilim fonksiyonu Fr, r, 7, Ve marjinal dagilim

fonksiyonlar Fr,i = 1,2,3 olsun. Ug boyutlu FGM dagilim1 asagidaki gibi tanimlanmustir,

Fr, r,1,(t1, t2, t3) = Fr, (t1)Fr, (£2) Fr, (t3) (1 + HFTI (tl)FTZ (7~L2)F7"3 (t3))'

burada 6 € [—1,1] araliginda deger alir. (Nelsen 1998, Bairamov vd. 2001, Tank ve

31



Gebizlioglu 2004).

Bu dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu,

from,m, (t o, t3) = fr, (81 fr, (82) fr, (E3) [1 +0 (1 — 2Fr, (H)) (1 — 2Frg, (fz)) (1 — 2Fg, (t3))]

seklinde bulunmustur. Burada marjinal dagilimlar sirasiyla S;,i = 1,2,3 parametrelerine

sahip iistel dagilimdan alinir ise, ortak dagilim fonksiyonu,
FTl,TZ,T3 (ty,ty, t3) = (1 — e bBita )(1 — e—ﬁztz)(l — e—ﬁsts)(l + ge—(ﬁ1t1+ﬁzf2+33t3))

olarak elde edilir ve B;,82, 85 > 0 ve 6 € [—1,1] arah@indadir. Eger B; =B, =85 =8

alinir ise,
Fr.rr,(t,ty t3) = (1 — e Pt )(1— e7Pt2) (1 — e 7)) (1 + e Pltattatts))
dir. t; =t, = t; =t alinir ise,

F(t,t,t) = (1—e~Ft)’ (1 + ge3FY)
=1—3e Pt 43728t — (1 — )e 3Bt — 39e~*Ft + 30e5ht — ge=0Bt, (2.7)

seklinde yazilir.

2.11 Sistemler

Tamm 2.22 (Yasam Zamam) Bir sistemin, bir nesnenin veya bir canlinin yasam zamani
(lifetime) veya bozulma zamani (failure time), negatif olmayan siirekli T rasgele degiskeni

ile gosterilmektedir.
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Tamm 2.23 (Sistem) Birkag pargadan olusan bir kiime goz oniine alindiginda, bu pargalar
belirli bir amag¢ dogrultusunda bir araya gelmis ise, bu kiimeye sistem adi verilir. Sistemi
olusturan pargalara bilesen adi verilir. Bu bilesenlerin sistemde ne sekilde ve nasil
calisacagina sistemin yapist karar verir. Sistemdeki bilesenler birbirlerine seri, paralel ve
bunlarin karisimi olarak baglanabilmektedir. Bu ¢alismada iki ve ii¢ bilesenli sistemler ele
almacaktir. Asagidaki alt bolimlerde A;,i = 1,2,3 olaylart bilesenlerin bozulma olaylar1

olarak alinacaktir.

2.11.1 iKi bilesenli sistemler

Ik olarak iki bilesenden olusan seri ve paralel sistem anlatilacaktir. Sonra bu sistemler

incelenip sistemlerin bozulma veya basarisizlik olasiliklari elde edilecektir.

iki Bilesenli Seri Sistem: Seri sistemin calismasi igin bilesenlerin hepsinin ¢alismasi
gerekir, bilesenlerden herhangi birisi ¢calismaz ise sistem ¢alismaz. A, A, bu bilesenlerin
bozulma olaylari ise, bu sistemin ¢alismamasi i¢in bu iki olaydan birinin ger¢eklesmesi

yeterli olacaktir.
e A1 — Az —
Sekil 2.2 Iki Bilesenli Seri Sistem
Seri sistemin yasam zamam X;., ile gosterilmek {iizere, X;., = min{Ty,T,} seklinde
tanimlanir ve T; ve T, sirast ile bilesenlerin yasam zamanlarin1 gosteren rasgele
degiskenler olsun. Bu rasgele degiskenler bagimsiz ve ayni dagilimli olarak alindiginda,

sistemin basarisizlik olasiligi,

P(X1p < t) = P(min{Ty,T,} < t) = 1 — P(min{Ty, T,} > t)
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=1-P(T,>t,T,>t)=1—P(T, >t)P(T, > t)

=1-(1-F(@®)" = 2F(t) — F2(t)

bigimindedir. T; ve T, siwras1 ile Fr, (t) ve Fr,(t) farkli dagilimlarina sahip bagimsiz

rasgele degiskenler olarak alinir ise, bu sistemin basarisizlik olasiligi,

P(iz <) =1— (1= Fr(®) (1= Fr(0) = Fr,(6) + Fr,(8) — Fr, ()Fp, (8)

olarak elde edilir. T; ve T, bilesenlerinin dmiirleri bagimli dagilima sahip ise, bu sistemin

bozulma olasiligi,

PXi,<t)=1—P(T; >t,T,>t) =1—F(t,t) = F(t,©) + F(oo,t) — F(t,t)
seklinde yazilir.

iki Bilesenli Paralel Sistem: Paralel baglanan bilesenlerden olusan bir sistemin calismasi
icin bilesenlerden en az birinin ¢alismasi yeterlidir. Bu sistemin ¢calismamasi i¢in A; ve A,

olay1 gerceklesmelidir.

5 A

|, 4y

Sekil 2.3 Iki Bilesenli Paralel Sistem

Paralel sistemin yasam zamani X,., ile gosterilmek tizere, X,., = maks{T,,T,} seklinde

tanimlanir. Bilesenlerin 6miirleri birbirinden bagimsiz aymi dagilima sahip ise, paralel
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sistemin basarisizlik olasiligi,

P(X,, <t) = P(maks{T,;,T,} <t) =P(T; <t,T, <t) =P(T, <t)P(T, < t) = F2(t),

dir. T; ve T, rasgele degiskenleri bagimsiz ve farkli dagilimli olarak alinir ise, bu

sistemin basarisizlik olasiligi,

P(Xp, <t)=P(T <t,T, <t)=P(Ty <t)P(T, < t) = Fr,(t)Fr,(t)

seklinde elde edilir. Bilesenlerin Omiirleri bagimli dagilima sahip ise, bu sistemin

basarisizlik olasilig1 asagida verilmistir;

P(X,, <t) = P(maks{T,,T,} <t) =P(T, <t,T, <t) =F(t,t).

2.11.2 Ug bilesenli sistemler

Bu kisimda {i¢ bilesenden olusan sistemlerden bahsedilecektir ve bu sistemlerin farkli
baglanma durumlar anlatilacaktir. Sonra bu sistemler incelenip, sistemlerin bozulma veya
basarisizlik olasiliklar1 elde edilecektir. A;, A, ve A; sistemi olusturan bilesenlerin

bozulma olaylar1 olarak alinacaktir.

Ug bilesenli Seri Sistem: Burada her ii¢ bilesenin seri baglandig: sistem ele aliacaktir. Seri

sistemin bozulmasi i¢in bu ii¢ olaydan birinin gergeklesmesi yeterli olacaktir.

—> 4 —> 43

Sekil 2.4 Ug Bilesenli Seri Sistem
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T,, T, ve T; bilesenlerin yasam zamanlarim gdsteren rasgele degiskenler olsun. Uglii seri
sistemin yasam zamam X,.; ile gOsterilmek iizere, X;.; = min{Ty,T,, T3} seklinde
tanimlanir. Boylece, Ty, T, ve T; rasgele degiskenleri bagimsiz ve aym F(t) dagilimina

sahip ise, sistemin basarisizlik olasiligi,

P(X1:3 S t) = P(mln{Tl, Tz, Tg} S t) = 1 - P(mln{Tl, Tz, T3} > t)
=1-P(Ty,>t,T,>t,T;>t)=1—P(T; >t)P(T, > t)P(T; > t)

—1-(1-F(@®)’ = 3F(t) — 3F2(t) + F3(¢)

seklinde elde edilir. T}, T, ve T; rasgele degiskenleri bagimsiz ve farkli dagilimlara sahip

olarak alinir ise, bu sistemin basarisizlik olasiligi,

PX13<t)=1—-P(Ty, >t,T,>t,T3>t)=1—P(T; >t)P(T, > t)P(T3 > t)
= Fr, () + Fr,(t) + Fp, (¢) — Fr, (O Fr, (t) — Fr, (©)Fr, (t) — Fr, () Fr, ()
+ Fr, () Fr, () Fr, (2)

sekline yazilir. Bilegsenlerin 6miirleri bagimli dagilima sahip ise, sistemin bozulma olasiligi,
P(Xi3<t)=1-F(tt1t)

= F(t,00,00) + F(oo,t,0) + F(o0,00,t) — F(t,t,) — F(t,,t)
— F(oo,t,t) + F(t,¢,t)

olarak bulunur.

Uc Bilesenli Seri ve Paralel Karma Sistemin Birinci Tiirii: Burada iki bilesenin seri

baglanip diger bilesenin bunlara paralel baglandig1 durum ele alinacaktir.

36



| 4y ) A3 |

Sekil 2.5 Ug Bilesenli Seri ve Paralel Karma Sistemin Birinci Tiirii

Bu sistemin yasam zamani X, ile gosterilmek tizere, X, = maks{T;, min(T,, T5)} seklinde
tanmimlanir. Boylece, T;, T, ve Ts rasgele degiskenleri ayn1 dagilimli ve bagimsiz ise, bu

sistemin basarisizlik olasiligi,

P(X, < t) = P(maks{T;,min(T,,T;)} < t) = P(T, < t,min(T,,T;) < t)
=P(T; < t)(1 — P(min(T,, Ts) > t))

=P(T, <t) (1 —(1-PT<0)(1-P(T; < t)))

= F(t) (1 -(1- F(t))z) = 2F2(t) — F3(t)

sekline verilmektedir. Ty, T, ve T; rasgele degiskenleri farkli dagilimli ve bagimsiz alinir

ise, sistemin basarisizlik olasiligi,

P, <t)=P(T, <) (1-(1-P(T, <0)(1-P(T; < 1))

= Fp. (®) (1 ~(1-Fr®)(1- FTg(t)))

= Fr,(O)Fr, () + Fr, (O)Fr,(¢) — Fr, (O Fr, (O Fr, (t)

ve bilesenlerin dmiirleri bagimli dagilima sahip ise, bu sistemin bozulma olasiligy,
P(X, < t) = P(maks{T;,min(T,,T;)} < t) = F(t,t,©) + F(t,o,t) — F(t,t,t)
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seklinde elde edilir.

Uc Bilesenli Seri ve Paralel Karma Sistemi Ikinci Tiirii: Burada iki bilesenin birbirine

paralel baglanip diger bilesenin bunlara seri baglandigi durum ele alinacaktir.

|, 43 |

Sekil 2.6 Ug Bilesenli Seri ve Paralel Karma Sistemin ikinci Tiirii

Bu sistemin yasam zamam X; ile gosterilir ise, X5 = min{T;,maks(T,,T5)} seklinde
tanimlanir. Boylece, Ty, T, ve T; rasgele degiskenleri ayni dagilimli ve bagimsiz ise,

sistemin basarisizlik olasiligi,

P(X5; < t) = P(min{T,,maks(T,,T3)} <t) =1 — P(T, > t,maks(T,,T3) > t)
=1—P(T; > t)P(maks(T,,T3) > t)
=1-(1-P(T <)(1-P(T, <t T3 <))

=1-((1-F®)(1 - F*®))
=F(t) + F2(t) — F3(t)

olarak bulunur. T;,T, ve T; rasgele degiskenleri farkli dagilimli ve bagimsiz alinir ise, bu

sistemin basarisizlik olasiligi,

P <t)=1-(1-F,(1) (1 — (Fr,(OFr, (t)))

= Fr, (t) + Fr,(t) Fr,(t) — Fr, (£)Fr, (t) Fr, (¢)
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dir ve bilesenlerin Omiirleri bagimli dagilima sahip ise, bu sistemin bozulma olasilig

asagidaki gibi elde edilir;

P(X; <t)=1-P(T, > t,maks(T,,T3) >t) — P(T, > t,maks(T,, T;) < t)
+ P(T; > t,maks(T,,T;) < t)
=P(T,<t)+P(T,<t,T;<t)—P(T, <t,T,<t,T;<t)

= F(t,00,00) + F(oo,t,t) — F(t,t,t).

Ucte iki Cikish Sistem: Bu sistemde ii¢ bilesenden en az ikisi galismadiginda sistem

calismaz.

» 41 — Ay
> A1 Az
L5 A2 I A3 N

Sekil 2.7 Ugte iki Cikish Bilesenli Seri ve Paralel Sistem

Bu sistemin yasam zaman1 X,.3 ile gosterilmek iizere,
Xa:3 = maks{min{Ty, To}, min{Ty, Ts}, min{T,, T5}}

seklinde tanmimlanir. Boylece, Ty, T, ve T rasgele degiskenleri ayn1 dagilimlara sahip ve

bagimsiz olarak alinir ise, bu sistemin basarisizlik olasiligi,

P(X,3 < t) = P(maks{min{T,, T,}, min{T;, Tz}, min{T,, Ts}} < t)
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- P(mln{Tl, Tz} > t) + P(mln{Tl, Tz} > t, min{Tz, T3} > t)

+ P(min{T,, T,} > t,min{T;, T3} > t)
— P(min{T,, T,} > t, min{Ty, T3} > t,min{T,, T3} > t)

=1—-P(Ty >t,Ts>t)—P(T, >t,T; >t)+ P(Ty > t,T, > t,Ts >t) — P(Ty > t,T, > t)
+P(Ty > t,T, > t,Ts >t) + P(Ty > t,T, > t,Ts > t) — P(Ty > t,T, > t, T3 > t)

=3F%(t) — 2F3(t)

seklinde elde edilir. T;, T, ve T; rasgele degiskenleri farkli dagilimlara sahip ve bagimsiz

olarak alinir ise, bu sistemin basarisizlik olasiligi,

P(Xpa <) =1—(1-Fr,(®) (1= Fr®) - (1= Fr,®) (1= Fr,®) = (1= Fr,®) (1 = F,(®)

+2(1-Fr,(®) (1= Fr®) (1 - Fr,®)
= Fr, (O Fr, (t) + Fr, (O Fp, (t) + Fr, () Fr, (t) — 2Fg, () Fr, (6) Fr, (t)

olarak bulunur ve T;,T, ve T; bilesenlerin 6miirleri bagimli dagilima sahip ise, bu
sistemin bozulma olasiligi,

P(X2:3 St) :1_P(T1 >t,T2 >t)_P(T1 >t,T3 >t)_P(T2 >t,T3 >t)+2P(T1>t,T2 >t,T3 >t)
=1-F(t,t,0) = F(t,0,t) — F(0,t,t) + 2F (¢, t,t)

= F(t,t,0) + F(t, ,t) + F(oo,t,t) — 2F (t, t,t)
olarak elde edilir.

Uc bilesenli Paralel Sistem: Paralel baglanan bilesenlerden olusan bu sistemin galismamasi

icin Aqolay1, A, olayi ve Az olay: ger¢eklesmelidir.

e

v

» A2

Ly Az ||

Sekil 2.8 Ug Bilesenli Paralel Sistem
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Paralel sistemin yasam zamani Xs.; ile gosterilmek flizere, X5.53 = maks{T,,T,, T3}
seklinde tamimlanir. T}, T, ve T3 bilesenlerinin omiirleri ayn1 dagilimli ve birbirinden

bagimsiz dagilima sahip ise, paralel sistemin basarisizlik olasiligi,

P(X3:3 < t) = P(makS{Tl,Tz, T3} < t) = P(Tl < t, T2 < t, T3 < t)
=P(T, <t)P(T, < t)P(T3 < t) = F3(¢)

dir. T, T, ve T; rasgele degiskenleri farkli dagilimlara sahip ve bagimsiz olarak alinir ise,

bu sistemin basarisizlik olasiligi,

P(X3:3 <t)=P(T =)P(T, < t)P(T3 <t)= FTl(t)FTZ (t)FT3 ®)

seklinde verilir. T;,T, ve Ty bilesenlerin Oomiirleri bagimli dagilima ise, bu sistemin

basarisizlik olasiligi,

P(X35<t)=P(T, <t,T, <t T3 <t)=F(ttt)

olarak bulunur.
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3. IKi BILESENLIi SISTEMLER iLE ONERILEN DONUSUM

Bu boliimde, ilk olarak Shaw ve Buckley (2007) makalesinde tanimladigi ve bu ¢alismanin
ikinci boliimiinde bahsedilen karesel doniisiim yontemi olarak adlandirilan yontemin ana
fikri, iki bilesenli sistemlerden yola ¢ikarak anlatilacaktir. Daha sonra karesel doniistim
yontemiyle yeni dagilimlar elde edilecektir. Sistemlerin bilesenleri {i¢ farkli durum igin ele
alinacaktir. ilk olarak bilesenler bagimsiz ve aym dagilima sahip olarak alinacaktir, ikinci alt
boliimde ise bagimsiz ve farkli dagilimlara sahip almacaktir. Uciincii alt boliimde bagimli ve
ayni marjinal dagimlara sahip olarak alinacaktir. Son olarak, bu bilesenlerin dagilimu iistel ve

tek boyutlu tistel (Gumbel) olarak alinip 6zellikleri incelenecektir.
3.1 Bagimsiz Aym1 Dagihima Sahip iki Bilesenli Sistemler ile Dagilim

[lk olarak iki bilesenden olusan sistemler kullanilarak karesel déniisiim ydnteminin nasil elde

edildigi ve alt yapisinin ne oldugu anlatilacaktir.

Karesel Déniisiim Yonteminin Ana Fikri: iki bilesenli sistemlerin bilesenleri bagimsiz ve
ayni dagilimlara sahip olarak alindiginda, bir 6nceki bolimde elde edilen basarisizlik

olasiliklarinin,
Hyp(t) = 2F(t) = F?(t),  Ha(t) = F2(0)
oldugu gozoniine alinsin. Burada X;., < T; < X,.,,i = 1,2 siralamas1 gegerlidir. Herhangi

bir dagilim fonksiyonu igin; H,.,(t) < F(t) < H,.,(t) siralamasi gegerlidir. Burada
P(T; <t) = F(t) olarak alinmustir. Bu durumda, F(t), 2F(t) —F?(t) ile F?(t)

ifadelerinin % agirhigi ile konveks kombinasyonudur. Ote yandan A € [0,1] igin,

G(t) = AH,(t) + (1 — D) Hy(0)
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= A2F () - F2(t)) + (1 — DF?(t)
= 2AF(t) + (1 — 2A)F3(t), 3.1)

konveks kombinasyonu yazilirsa 2F(t) — F%(t) ile F?(t) arasinda birgok dagilim
fonksiyonu elde etmek miimkiindiir. Simdi A = %5 olarak alinir ise, doniisiim parametresi

6 € [—1,1] araliginda elde edilir. § i¢in (3.1) ifadesi yeniden yazilir ise,

G,(t;8) = (1 + 8)F(t) — 5F?(b), (3.2)
= ! -; 6H1:2(t) + - 6H2:2(t)

sekline doniisiir. Hemen goriilecegi gibi § = 0 iken, A4 =% olur. Bu dagilim fonksiyonu

Shaw ve Buckley (2007) makalesinde (48) denkleminde 6nermis oldugu karesel dontisiimii
ile aynmidir. Burada & = 0 degeri alir ise, temel dagilim yani F elde edilecektir. (3.2)
denkleminde elde edilen dagilim fonksiyonundan faydalanarak olasilik yogunluk

fonksiyonu,

9:1(68) = FO(A+6) —286F(t)), 6 €[-11] (3.3)
1456
2

1-6
hy.2(6) + — h,.2(t)
bi¢iminde elde edilir.
3.1.1 G, — dagilimin yasam fonksiyonu ve bozulma orani fonksiyonu
Bu kisimda elde edilen dagilimin yasam fonksiyonu ise,

Gi(t;8)=1—(1+86)F(t) + 5F2(¢t)
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=(1-=8)F(t) +6F%(¢t)
=F(©)(1-8F (D)),

olarak elde edilir. Ayrica bozulma orani fonksiyonu,

(14 8) — 26F(t)

16, (t;8) = 1x(8)

1—68F(t)
B —2+68(1+F@®)
=7:(0) (3 L 7o )
SF(t)
= 1e(t) <1 + m) , t>0, (3.4)

bi¢iminde yazilir. Burada 74, (0;8) = (1+ 8)rp(0) ve 7p(t) temel dagihm yani F
dagiliminin bozulma orant fonksiyonudur. Carpan deger yani
((1 + 6) — 26F (t)) / (1 — 0F (t)), temel bozulma oran1 fonksiyonunun diizenleme
faktoriidiir. (3.4) denkleminde, 75 (t;68)/7r(t) ifadesi pozitif & degerleri igin t
degiskenine gore azalan ve negatif § degerleri i¢in t degiskenine gore artandir. Ayrica

(3.4) denklemi asagidaki gibi de ifade edilebilmektedir,

F s(F*t) -1
ot 5)=( 1+ 8)F (D) >f(t)+< (F) - 1) )zf(t)F(t)

1= (1+8&F®) +6F)) F®) \1-1+8)F@) +6F*@®) | 1-F* )

=w(®re(t) + (1 —w(®))ry,, (©)

burada w(t) = (1+8)(1—F())/1— (14 8)F() + 8F?(t) dir. Bdylece bozulma orani
fonksiyonu rz(t) ve ry,, (t) (yani X,, = maks{T},T,} sira istatisti§inin bozulma orani
fonksiyonunun) agirlandirilmist  olarak yazilabilmektedir. Simdi bozulma orani
fonksiyonunun monotonluk 6zelligi incelenecektir. Bunun i¢in bozulma orani fonksiyonu

asagidaki gibi yazilacaktir,
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d 5
16,(6:8) = 1:(0) +— (~log(1 - 6F (9) ) = 1’;2’3 +s _f;;)(t), (3.5)

Dolaystyla, 7, (t; ) bozulma oram fonksiyonunun ilk tiirevi, temel dagilimin bozulma
orani fonksiyonunun tiirevine ve —lo g(l — OF (t)) ifadesinin ikinci tiirevine baglidir, Yani

(3.5) denkleminin sag tarafindaki ifadenin ikinci tiirevi asagidaki denklemle verilmistir,

2

f'@®) f? (3.6)

T—srn S (1-6F(D)”

i) f'(t) <0,6 <0 iken veya f'(t) > 0,6 > 0 iken, (3.6) ifadesinin pozitifligi
saglanmistir. Dolayisiyla, G dagilimi artan bir bozulma oranmidir ve bdylece
monotonluk saglanmistir.

i) f'(t) > 0,6 <0 iken veya f'(t) < 0,8 > 0 iken, (3.6) ifadesinin negatifligi

saglanmistir. Dolayisiyla, G dagilimi azalan bir bozulma oranidir ve bdylece

monotonluk saglanmistir.

3.1.2 G;— dagihmmmin moment ¢ikaran fonksiyonu, momentleri ve c¢arpikhk ve

basikhik katsayilar:

T rasgele degiskeninin moment ¢ikaran fonksiyonu,

Mp(k) = (1+ 6)MT1 (k) — Ssz:2 (k),

bi¢iminde elde edilir. Bu rasgele degiskenin k. momenti asagidaki gibi bulunur,

E(T*) = (1 + &E(T) + SE(XX,),

Bu denklemde k = 1,2,3,4 alindiginda, bu rasgele degiskenin ilk dort momenti, carpiklik ve
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basiklik katsayilarini hesaplamak i¢in elde edilir ve varyans asagidaki gibi bulunur,

Var(T) = (1 + 8)E(T2) + SE(X2,) — ((1 + 6)E(Ty) + 6E (Xz.5))°
Bu rasgele degiskenin ¢arpiklik katsayisi,

1+ 8)E(T?) + 6E(X3.2)

ek = ———| =3((1 + OET) + EX2)) (1 + OE(TE) + 85(X32)) |

2
(Var(T)) +2((1 + 8)E(Ty) + 6E(X2:2))3

seklinde hesaplanir ve bu dagilimin basiklik katsayisi ise,

(1 + &E(TT) + SE(X3.3)

. —4((1 + 8)E(T1) + SE(X3,2)) ((1 +8)E(T1) + 6E(X3.2)

| |

— | |

(Var(T)) k+6((1 + &)E(T) + 6E(X22)) ((1 +8)E(13) + 6E(X3, )
3((1+ &)E(Ty) + SE(XZQ))

olarak elde edilir.

3.1.3 G; — dagilhmindan rasgele say1 iiretme

Ilk olarak &nceki bolimde tanimlanan dagilim fonksiyonunun, X;., = min{t;,t,} ve

X5, = maks{ty, t,} dagilim fonksiyonlarinin bir karigimi olarak,
1+6 1-6
G1(8;6) = THl:Z(t) + THZ:Z(t)

seklinde yazildig1 hatirlansin. Karma yontem ile say1 tiretmek igin asagidaki adimlar takip
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edilmelidir.

Algoritma  Karma yontem ile rasgele say1 liretme

Adim 1: Bagimsiz olarak t;~H;., denve t,~H,., den iiret,
Adim 2: U rasgele degiskenini diizgiin (0,1) dagilimindan tiret,
Adim 3: Eger u < 1%5 ise, 0 zaman t = min{t;,t,} den iiret,
Adim 4: Eger u > %8 ise, 0 zaman t = maks{t,,t,} den iiret.

3.1.4 Gy — dagihmnn Rényi entropisi

G, — dagilimim Rényi entropisini elde etmek i¢in temel dagilimi standart diizgiin dagilimi

(yani F(t) = u ve f(t) = 1) olarak alinacaktir, boylece Rényi entropi fonksiyonu,

1 1 p
1,(T) = 1_plogf ((1+6)—26u) du
0

Integrali ¢oziimiinde ise, z = ((1 +4) — 26u) degisken degismesi yapildiginda,

! 1 1 (1-86)P" —(14+6)rH
f((1+6)—26u)pdu=— zPdz = ( ) ( )
0 _26 146 _26 p+1
oldugundan,
1 1+8)P-(A-06)P
__ 1 —1<
551 og< 1 , 1<6<0
1,(T) =10, 5§=0
1 1 1-6)—(1+6)°
| ( )P —( )  0<s<1
=251, p+1

bi¢ciminde hesaplanir.
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3.1.5 G; — dagilimi i¢in 6zel durum

Burada T; ve T, rasgele degiskenleri bagimsiz f parametresine sahip iistel dagilimindan

alinsin. Daha 6nce (3.2) deki doniisiimlii dagilim fonksiyonunu hatirlayalim. [§] < 1 i¢in,
Gi(t;0)=1—(1—-8e Pt —ge 2P,  t>0,>0 (3.8)

dontigimlii yeni tek boyutlu dagilim fonksiyonu elde edilmistir. Burada parametre uzayi
0={(,p): —1<6<1,8> 0} dir. Dagilm fonksiyonundan t degiskenine gore tiirev

alarak olasilik yogunluk fonksiyonu,

9:(6;0) = pe~Ft (1 - 8) +26e7F¢), (3.9)

= (1 - S)sttel(ﬂ) (t) + 6sttel(2ﬁ)(t)

seklinde bulunur. Goriildiigii gibi bu olasilik yogunluk fonksiyonu g ve 28 parametrelerine
sahip tstel dagilimlarin olasilik yogunluk fonksiyonunun kombinasyonu olarak yazilabiliyor.

Tammlanan olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki gibi analiz edilebilir;
gi(t;0) = —(1 — §)B?e Pt — 45p%e2¢,

Bu tiirevi inceleyerek, & = 0 oldugunda g;(t; ®) < 0 olup, olasilik yogunluk fonksiyonu
azalandir. Ayrica, (3.9) de tanimlanan olasilik yogunluk fonksiyonunun tek modlu olmasi
i¢cin, § < 0 olmalidir. Bu fonksiyonun farkli parametreler i¢in grafigi ¢izilmis ve ayni

sonuglar gorilmiistiir.
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Sekil 3.1 G; — dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu
3.1.6 G{ — dagilimin 6zel durumu i¢cin matematiksel 6zellikleri

Bu kisimda, T rasgele degiskenin yagam fonksiyonu,
Gi(;0) =e P ((1-8) +8e), p>0,6€[-11]

olarak bulunur ve bozulma orani fonksiyonu ise;

(1—26)+286e7 Pt 3 <1 Se~ Pt >

6 (60 =B a5y eer ~ P\t a5y 100

seklinde bulunur. Simdi bozulma orani fonksiyonu incelenecektir,

49

(3.10)



—85(1—68)p%eFt
((1—8) + seFr)*

16,(t;0) =

Yukaridaki tiirevli ifadenin isaretinin negatif olabilmesi i¢in § pozitif olmalidir. Boylece,
bozulma orani fonksiyonu azalmaktadir. Ayrica, bozulma orani fonksiyonunun artan olmasi

icin, § < 0 olmalidir. Simdi (3.10) ifadesinde elde edilen bozulma orani fonksiyonunu,
176,(0;0) = (1 + 6)B, thrglo 176,(6;0) =B

degerlerine sahiptir. Bylece bozulma orani fonksiyonu (1 + §)f8 degeri ile B degeri
araliginda degisir. Donlisim parametresinin u¢ degerlerinde bozulma orami fonksiyonu

incelenmistir,

( 2(1—e Pt
I T Bt
16, (t;0) = 4' B,
\28,

I §=1

6 =0 ve § =1 iken, bozulma orani fonksiyonu sabittir.

4 e 4 ——
3 / 3 //
2 // 2
11/ 1 _goaesr gl
. W ST
/
o k= 0
0 05 1 0 05 1
=1 =-05
6 10
e 3=1
R 8 =2
4 ey =4
6
4
2
SeE R S = 2
0 0
0 05 1 0 0.5 1

4=0.5 =1

Sekil 3.2 G; — dagilimin bozulma orani fonksiyonu
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Sekil 3.2’de goriildiigii gibi, 6 > 0 i¢in dagilim azalan bir bozulma orani fonksiyonuna

sahiptir. § < 0 ise, bozulma orani fonksiyonu artan ve § = 1 igin sabittir.

Ortalama kalan 6miir fonksiyonu,

1 (1-9) +ge"ﬁt

mG0) =5 T 5) + se P

biciminde bulunur. Elde edilen ortalama kalan émiir fonksiyonu,

2—-96
m(0,®)=7

) 1
imm(t:6,6) =5

degerlerini almaktadir. Bazi parametre degerleri i¢in ortalama kalan Omiir fonksiyonu

asagidaki sekillerde verilmistir.
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15 <

) 0.5
| 0
0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 = 2
5=-1 ~
1 ) §
7 P B
- 3=1
: | 3=2
=4
0.4
0.2
] e
| 0
0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 - 2
(‘::0_5 |S=1

Sekil 3.3 G, — dagilimin ortalama kalan émiir fonksiyonu

Boylece goriildiigii gibi ortalama kalan 6miir fonksiyonu negatif § degerleri i¢in azalan ve

pozitif § degerleri igin artan olmaktadir.

3.1.7 G — dagihminin 6zel durumu icin moment ¢ikaran fonksiyonu, momentleri,

carpiklik ve basikhik katsayilar:

Bu kisimda (3.9) ifadesinde olasilik yogunluk fonksiyonu dikkate alinir ise, moment

¢ikaran fonksiyonu,

_ B 2B
Mr() = (1= ) 7+ 85—

= (1 = 8)Myseipy (k) + SMyseer2p) (k)

olarak bulunur. Bu moment ¢ikaran fonksiyon, f ve 2f parametrelerine sahip iistel
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dagilimli rasgele degiskenlerin moment ¢ikaran fonksiyonlarinin agirliklandirilmis bir
ifadesi olarak elde edildi ve burada k < f dir. G; — dagilimina sahip T rasgele degiskenin

K. momenti,

1-6 6
E(Tk)zr(k+1)( o +(2,8)")

= (1= OE(Tfenp)) + OE (Tsteriapy)

olarak bulunur ve k = 1,2,3,4 alinir ise, ilk dort moment asagidaki gibi hesaplanir,

E(T) = 2—-90 E(T?) = 4 —36 E(T?) = 3(8—=176) E(T*) = 3(16 — 15¢)
28 2B Co4p3 B 2B*
Bu dagilimin ¢arpiklik katsayist,
2(8—35 —36%—-63)
K= , -1<6<1

3
(4 — 26 — 62)2

bi¢iminde hesaplanir. Elde edilen ¢arpiklik katsayisinin, § parametresinin u¢ degerlerinde,

18 16 s5=-1
CK=4{5V5
2, 5§=0,1

degerlerini alir. Bu dagilimin carpiklik katsayisi ile iistel dagilimin garpiklik katsayisi
asagidaki grafik ile kiyaslanmistir.

Maksimum Noktast: 6§ = 0.8 - CK = 2.71

Minimum Noktasi: § = -1 - CK = 1.61
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CK

Onerilen Dagilim
Ustel Dagilim
/,—/_\
/
_,—'—‘_'.’-—,—P’
_ susEsa
1 5 0 5 1

Sekil 3.4 G; — dagiliminin ¢arpiklik katsayisi ile tistel dagilimin ¢arpiklik katsayisinin

karsilastirilmasi

Sekilde goriildiigii gibi G; — dagiliminin ¢arpiklik degeri her § igin pozitiftir, yani
dagilimin kiitlesi grafigin sol tarafinda toplanmistir ve dagilim saga carpiktir. Ayrica,
carpiklik katsayisinin pozitif § degerleri igin tistel dagilimin garpiklik katsayisindan biiyiik
olup iistel dagilima gore daha saga ¢arpiktir ve negatif & degerleri igin tstel dagilimin
carpiklik katsayisindan daha kiigiiktiir. § = —1,6 = 0 ve § = 1 degerleri i¢in dagilimin
carpiklik 6lciisii iistel dagilimin garpiklik 6lciisline esittir.

Bu dagilimin basiklik katsayist ise,

1447258 — 4882 — 1263 — 36%

-1<6<1
16 — 168 — 462 + 463 + 6+ sos

seklinde hesaplanir. Elde edilen basiklik katsayisinin, § parametresinin u¢ degerlerinde

aldig1 degerler,
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olarak elde edilir. Bu dagilimin basiklik katsayisi ile iistel dagilimin basiklik katsayisi

asagidaki grafikte kiyaslanmistir.

{Maksimum Noktast: 6 = 0.844 —» BK = 15.75

Minimum Noktast: 6 = —1 — BK = 7.08

BK
Onerilen Dagilim
Ustel Dagil .
stel Dagilim N
F el
P \
. 5\
=
1 -0.5 0 0.5 1

Sekil 3.5 G; — dagilmimnin basiklik katsayisi ile iistel dagilimin basiklik katsayisinin

karsilastirilmasi

Yukaridaki sekilde goriildiigi gibi G; — dagiliminin basiklik katsayisi her § igin pozitiftir,
yani dagilimin grafigi ortalama degerinde toplanip daha sivri olur ve dagilim egrisi normal
dagilima gore daha dik olacaktir. Ayrica basiklik katsayisi pozitif § degerleri icin iistel

dagilimin basiklik katsayisindan biiyiik olup iistel dagilima gore daha sivri ve diktir ve
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negatif § degerleri igin tistel dagilimin basiklik katsayisindan kiigiik olup tistele gére daha
basik olacaktir. § = 0,8 =1 degerleri i¢in dagilimin basiklik katsayisi tistel dagilimin

basiklik dl¢iisiine esittir.
3.1.8 G; — dagilimin 6zel durumu icin en ¢ok olabilirlik tahmini ve Fisher bilgi matrisi

(tq,ty, . t,), G; — dagilimdan gozlenen degerler olsun. © = {§, 8} parametre uzay1 i¢in

olabilirlik fonksiyonu,

n

L(;t) = H (1 - 8)perti + 25pe7261),

i=1

olarak yazilir. Bu ¢alisma boyunca, log-olabilirlik fonksiyonu kisaltmasi €: = log L(0; t;)

ile gosterilecektir. £ fonksiyonu & ve B parametrelerine gore asagidaki gibi ayirt edilir,

n
a¢ “Bti(1 — 2e P
—=—Zﬁe (1—2e77) (3.11)
8- LT 5o

, (3.12)

9¢ _ zn: (1—-8)p%eFti — 25(1 — 2Bt;)e~2Fti
aﬁ - i=1 gl(ti; @)

5 ve [ parametrelerinin en ¢ok olabilirlik tahmin edicileri, (3.11) ve (3.12)
denklemlerini sifira esitleyerek ve esitlikleri ayn1 anda ¢ozerek elde edilir. Bu iki parametre
igin, bilgi matris elemanlarini elde etmek i¢in log-olabilirlik fonksiyonunun ikinci dereceden

tirevleri alinir.

L0 z": (—3e-f>’ft + 25e-zﬁfi>2
ST O g1(t;; ©) ’

1=1
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)

0 i (- 8)eru+ 26e—2f>’ti)2 —26(1 - 8)(Bt)?e 3kt
1=1 (91t @))2
0%t _ _i 2B(1 + t))tre 3Bt

= (9@t @))2 .

15[),:136:%_

Boylece, § ve B parametreleri 6rnek biiyiikligii n olan Fisher bilgi matrisi,

Iss 16[?)

1(@):—5(
" Igs  Igp

dir. Tek gozlemli Fisher bilgi matrisinin tersi, yani I;1(©), © parametre uzaymm en ¢ok

olabilirlik tahminlerinin asimptotik varyans-kovaryans matrisini gosterir. Dolayisiyla, ©

icin en ¢ok olabilirlik tahmincisinin ortak dagilimi, ortalamas1 © ve varyans-kovaryans

matrisi I;1(®) olan asimptotik normaldir. Yani,

A=) > () @)

Bu ters dagilim matrisi ¢6ziiliirse, bu ¢oziimler bu parametreler igin en ¢ok olabilirlik

tahmincilerinin asimptotik varyansi ve kovaryanslarini verecektir. Buradan parametreler i¢in

asimptotik normal dagilim ise,

S~AN| & 28°
log(125) -
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)

B~AN kﬁ; |
1 28(1—6)t2e-Bts
E\ 57— 2
(,8 ((1-6) +28e-Ftr) )/

dir. & ve B parametreleri i¢in yaklasik olarak 100(1 — ¥)% giiven araliklari sirasiyla,

olarak verilmistir.

3.1.9 G; — dagiliminin 6zel durumu i¢in Rényi entropisi

(3.7) ve (3.9) denklemlerinde tanimlanan olasilik yogunluk fonksiyonu ve dagilimin
genel durum i¢in elde edilen Rényi entropi goz Oniine alinsin, genellestirilmis Binom

teoremini uygulayarak,

(9:(5:®)° = ((1 — 8)pe bt + 25826’

(9) (= 8rpe#)"™ (220t

Il
M o

-
1l
o

I
M g

-
1l
o

(5)) (1= 8)PI(28) pPe—(P+DBt
acilimi yazilabilir. Boylece, Rényi entropi fonksiyonu,

> p
(1) = 7= log Z (1— 8)P- J(z(s)J(i)B

j=0
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olarak hesaplanir.

3.1.10 G; — dagihimin 6zel durumu i¢in Sira istatistikleri

Ty, Ty, ..., T, bagimsiz ve aym dagilimli rasgele degiskenlerin j. sira istatistigi, X;., ile

gosterilmek tlizere bu sira istatistigin olasilik yogunluk fonksiyonu, j = 1,2, ...,n igin,

hjn(6) = (1 - 8)pe Pt + 28pe2F)

n!
G- 1)!(n—j)!(

x (1= (1= 8)ebt = 6e=264) 7 (1 = §)ebt + 5e-28) ",

seklinde bulunmustur. Bdylece, birinci ve sonuncu sira istatistiklerinin olasilik yogunluk

fonksiyonu,

hin(®) = n((1 = 8)pePt + 256e7281) (1 - 8)eF* + 5e-2ﬁt)n_1

B () = n.((1 = 8)pe Pt + 26fe72P) (1 (1 — 8)e Pt — Se=2pt) 7,

olarak bulunur.

3.2 Bagimsiz Farkli Dagihma Sahip iki Bilesenli Sistemler ile Onerilen Dagilim

Bu alt bolimde bilesenlerin Omiirleri bagimsiz ve farkli dagilimlara sahip olarak
alinacaktir. Ikinci boliimde elde edilen seri ve paralel sistemlerin basarisizlik olasiliklart

sirastyla,
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Hy5(t) = Fr, (¢) + Fr, (t) — Fr, () Fr, (D), Hy5(t) = Fr, (O)Fr, (2),

oldugu g6z oniine alinsin. Burada sistemlerin bilesenleri X;., < T; < X,.,,i = 1,2 olarak
siralanabilir. Yani, H,.,(t) < F(t) < H,.,(t) siralamasi gegerlidir. Boylece, 6nceki alt

boliimde anlatildig1 gibi, her konveks kombinasyon parametresi A € [0,1] igin,

G(t) = AH,.; ®+a- A)Hz:z (1)

=1 (FT1 (t) + Fp, (t)) + (1 = 2A)Fy, () Fy, (8), (3.14)

yazilabilir. Eger 1 = % doniistimii yapilir ise, [0,1] araligindan [—1,1] aralifina gegis

saglanacaktir, yani yeni donlisiim parametresi § = 24 — 1 € [—1,1] olup boylece |6] < 1

i¢in,

62(58) = (32) (Fr, (0 + Fi, (0) = 87, (OF 1, 0, (315)
1+46

1-6
Hy,(t) + THZ:Z(t)

olarak tanimlanir. Dolayisiyla, bu yontemle doniistiiriilmiis dagilima benzeyen yeni tek
degiskenli bir dagilim elde edilmistir. Eger temel dagilimlar 6zdes, yani ikinci denklemde

Fr,(t) = Fr,(t) alimirsa, son yillarda gok popiiler hale gelen doniistiiriilmiis dagilimi elde
edebiliriz. Onerilen dagilm igin parametre uzayr P = {0le U6, U {6}} olarak

tanimlanmaktadir. Bilinen donistiiriilmiis dagilimlarin parametre uzayiyla karsilastirilmasi

yapildiginda, bu yeni dagilimin fazladan bir parametre kiimesi yani O, vardir. Simdi

(3.15) deki dagilim fonksiyonunun tiirevi alinir ise, olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki

gibi elde edilir.
1+6
92(6:0) = (=) (£ + f,®) = 8 (fr, OF1, ©) + Fr, (O3, ), (3.16)
1+6 1-6
= Thl:z(t) + > hy.o (0.
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3.2.1 G, — dagilimin yasam fonksiyonu ve bozulma orani fonksiyonu

Bu kisimda, (3.14) ifadesinde elde edilen dagilim g6z Oniine alinirsa, yasam fonksiyonu,

62(:8) = 1 (22 (Fr, (0 + Fi, (0) + 851 (01, 0

= (1;—5> (FT1 () + Fr, (t)) + 8Fr, () Fr, (1)

olarak elde edilir. Ayrica, bozulma orani fonksiyonu,

(1;—6) (fT1 (t) + fr, (t)) -6 (le(t)FTz(t) + Fr, (O fr, (t))

1-6

) (3.17)
(252) (Fr, ) + Fry (©) + 8F, (00Fr, )

16, (6 6) =

dir. (3.17)’de onerilen dagilimin bozulma orani fonksiyonu, temel dagilimlarin bozulma

oranlarmin bir fonksiyonu olarak asagidaki sekilde elde edilir.

(t; 8) O + 7 (0 1 - 5 (m (OFr, (t) + 7, (O Fr, (t))
T ; =TF Tg, —— |
) T AR (A0 4 F0) + 05, 0F O

Burada 75, (0;6) = 1:—6(1‘,:1 (0) + 75, (O)) Ki 7, (t) ve 15, (t) temel dagilimlarin bozulma

orani fonksiyonlaridir.

3.2.2 G, — dagilimin moment ¢ikaran fonksiyonu, momentleri, ¢arpikhik ve basikhk

katsayilari

T rasgele degiskeninin moment ¢ikaran fonksiyonu,
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146
MTac)—( —=° )(Mrl(k)+MT2(k)) 5My, , (K),

olarak bulunur. Bu rasgele degiskenin k. momenti asagida verilmistir,
E(T*) = (E(Tl") + E(T¥)) - 6E(X,).

Boylece yukarida elde edilen k. momentte k = 1,2,3,4 alinirsa ilk dort moment ve varyans

elde edilecektir. Boylece, onerilen rasgele degiskenin garpiklik ve basiklik katsayisi,

/ 1+9 (E(T?) + E(TS)) — E(X3,) \
I 14 146 I
cK _ - (— (E(Ty) + E(T)) = 8E(X,, 2)> (T (ET?) + E(TP)) - SE(X%:2)> |

(Var(T))2 3

+2 —(E(Tl) +E(T,)) — SE(X,, z)>

1;_6 (E(T) + E(T)) — 8E(X3:,)
1+6 1+
4 (T (E(Ty) + E(Ty)) - SE(X2:2)> ( (B + ) - 550G 2)>
1
BK

- 2
(Var(T))2 +6 (1:—6 (E(T) + E(Ty)) — 6E(X2;2)) (1;—6 (E(T®) + E(TH)) — 6E(X22:2)>

-3 (1;—6 (E(Tl) + E(Tz)) - 5E(X22)>

olarak hesaplanir.
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3.2.3 G, — dagilimdan rasgele sayi iiretme

Bu boliimde, onerilen dagilimdan rasgele sayi iiretmek igin ikinci boliimde tanimlanan
karma yontemi kullanilacaktir. (3.15) fonksiyonunda tanimlanan dagilim fonksiyonu,
Xy, = min{Ty,T,} ve X,., = maks{T,,T,} dagihm fonksiyonlarinin bir kombinasyonu

olarak yazilmistir. Boylece, rasgele say1 asagidaki adimlarla tiretilir.

Algoritma Karma yontem ile rasgele say1 liretme

Adim 1: Bagimsiz olarak t;~H;., denve t,~H,., den iiret,
Adim 2: U rasgele degiskenini diizgiin (0,1) dagilimindan firet,
Adim 3: Eger u < %5 ise, 0 zaman t = min{t,,t,} den iiret,
Adim 4: Aksi takdirde, t = maks{t;,t,} den iiret.

3.2.4 G, — dagihmin Rényi entropisi

(3.15) denkleminde 6nerilen dagilim i¢in Rényi entropiyi elde etmek igin genellestirilmis

Binom teoremini uygulayarak,

p

(0:68) = [ (22 o @ + (22 b
2 2

) p—j .
> ( (Fr(© + fi, (t))) (=8 (Fn@Fs® + B ©fr,®))
j=0
Z < ) ( 6)] (Z (P I;]) (le (t))p_j_k (sz (t))k>

i=0 k=0

(Z Y (FrFr @) (Fn(t)frz(t))"‘)

55 SO0

0m=0

[

X
1<)

_k_

< (fr,®) " (F®) " (P ©)" (@)
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acilimi yapilmistir. Rényi entropi ise,

0= S S e (O

j=0 k=0m=0

x fo (@) T (@) " ()" (Frao) dt], (3.18)
dir.

3.2.5 G, — dagihm i¢in 6zel durum

Bu kisimda, T; ve T, rasgele degiskenleri sirasi ile 8, ve 3, parametrelerine sahip istel

dagilimdan alinsin. Boylece dagilim fonksiyonu,

1-6
G,(t;0) =1— (e7Prt 4 eP2t) — ge~(Br+ha)t) (3.19)

olarak elde edilir. Burada parametre uzayr © = {(8,81,82): —1 <6 < 1,5, > 0} dir.
Boylece yeni tek boyutlu dagilim fonksiyonu elde edilmistir. Bu dagilim, farkli
parametrelere sahip iki iistel dagilimin konveks kombinasyonu olarak adlandirilir. Boylece

(3.19) de tanimlanan dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu,

1-6
92(t;0) = T(.Ble_ﬁlt + Bre F2t) + 5(By + By)e” Prtha)t, t>0,B1,B2>0, (3.20)
olarak verilir. Bu olasilik yogunluk fonksiyonu analiz edilecektir.

g5(t;0) = ——(ﬁl —Bat ﬁzze—ﬁzt) —8(B, + 32)26—(B1+B2)t,

Bu tiirevli ifade incelendiginde, § >0 i¢in g5(t;0) < 0 elde edildigi ve olasiik yogunluk
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fonksiyonunun azalan oldugu sdylenebilir. Ayrica, olasilik yogunluk fonksiyonunun Tek modlu

olmasi igin § < 0 olmalidir.

Sekil 3.6 G, — dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu

Sekil 3.6”de goriildiigii gibi, 6nerilen dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu farkli sekiller

alabilmektedir.

3.2.6 G, — dagilimin 6zel durumu icin matematiksel 6zellikleri

Bu kisimda, (3.19) ifadesinde verilen dagilim fonksiyonu goz 6niine alinarak, bu dagilimin

yagsam fonksiyonu,

1-96
2

G_z(t, (:_')) = (e_B1t + e_ﬁzt) + 69_(B1+ﬂ2)t

olarak verilir. Onerilen dagilim fonksiyonun bozulma orani fonksiyonu ise,
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L0 (Bie 1 + e ) + (8, + ,)e Vur8e)

5 (e=Pit + e=F2t) + Se—(B1+B2)t
1-6 _ _
T(ﬁze .Blt +ﬁle ﬁzt)
= B+ B~ 1= , (321)
5 (e=hit + e=hzt) 4 Se~(Brth2)t

dir. Bozulma oran1 fonksiyonu incelenecektir.

— 2 f—
_ (12_5) (B, + By)2e~Brtb)t _ g (12_5) (B2e=CR+BE 4 p2o=(Br+282)t)
15,(t;0) =

(1 ~ 0 (e=hut 4 e=Fat) + 5e—<ﬁl+32)t)

2

Bu tiirevli ifade goz oniine alindiginda, tiirevin isaretinin negatif olmasi i¢in § pozitif
olmalidir ve bozulma orani fonksiyonu azalan olacaktir. Ayrica, bozulma oraninin tek

modlu olmasi igin, 7¢,(t;©) = 0 nin tek kokii olmalidir, yani § < 0 olmaldur,

Boylece (3.21) ifadesinde elde edilen bozulma orani fonksiyonu,

1+6 ) )
TG, (0;0) = o (B1 + B2), t11_>1’£10 TG, (t; ©) = min{py, B>}

degerlerini alir. Ayrica, bozulma orani fonksiyonu 1%8(& + B,) degeri ile min{f;, B,}

degeri araliginda degisir. Bozulma oran1 fonksiyonu donisiim parametresinin ug

degerlerinde,

r([ﬂe_ﬁlt + .Bze_ﬁzt) - (.31 + Bz)e_(ﬁl+ﬁ2)t 5=—1
(e=Bit 4 e=B2t) — g=(B1+B2)t ’ -
16,(60) = { B e Fit + g e7Fot 50
e~ Bit 4 p—Bat
Lﬁl + ﬁZ' 6 =1
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dir. § =1 iken, bozulma orani fonksiyonu sabittir.

4 4
3 /’ I S— 3 // =
/ i
2t/ 2
1 ... S S 1 =
//
0° 0
0 1 2 3 0 1 2 3
4=-1 4=-0.5
6 —3,=1, 8,=2 8
3.=2, 3,=3
N\ ;
- 3.=3 3.=5 6
Ble P
i 4
o b
e 2
0 0
0 1 2 3 0 1 2 3
§=0.5 6=1

Sekil 3.7 G, — dagilimin bozulma orani fonksiyonu

Sekil 3.9’de oOnerilen dagilimin bozulma orant fonksiyonu farkli parametreler icin
gosterilmistir. Negatif § degerleri i¢in bu dagilim tek modlu bozulma orani fonksiyonuna
sahiptir. Pozitif § degerleri i¢in bu dagilim monoton azalan bozulma orani fonksiyonu
ozelligine sahiptir. § = 1 iken bu fonksiyon sabittir. Onerilen dagilimin ortalama kalan

omiir fonksiyonu,

(ﬂ) ( 1 —Bqt + le—ﬁzt) +6 ( 1 ) e—(ﬁ1+ﬁz)t
B2

1 ; J (9—3117 + e—ﬁzt) + e~ (B1tB2)t
1-6(1 1
= T =—p Pt 4 — p—Bat
1 (e e ™)

Py + B, 1;_5 (e=Frt 4+ e=Bat) 4 Se-Br+B)t
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olarak elde edilir. Bu fonksiyon,

1—6)Bl+[32 5 1

m(0:0) = () FEt t 5, mm(56) = min(6, 6:)

degerlerini alir. Bu ortalama kalan omiir fonksiyonu farkli parametreler i¢in asagidaki

sekilde gosterilmistir.

1.2 T Ty
I ST SO R 0.8
0:8 0.6
o b - [ | E——n
04 \_ —
0.2 0.2
0 0
0 1 2 3 0 1 2 3
§=-1 §=-0.5
1 ——— 1
o0 aaah ——— 8,71, 3,22
s ,‘ 0.8 8,=2,8,=3
06| 0.6 — 3,238,256
0.4 '7_ S 0.4
02" 0.2
0 0
0 1 2 3 0 1 2, 3
6=0.5 =1

Sekil 3.8 G, — dagilimin ortalama kalan 6miir fonksiyonu

3.2.7 G, — dagilmin 6zel durumu icin moment cikaran fonksiyonu, momentleri,
carpiklik ve basiklik katsayilar:

Bu kisimda (3.20)’de onerilen olasilik yogunluk fonksiyonu ele alinarak moment ¢ikaran
fonksiyonu,
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MGl =2 6([;131 it ﬁzﬁf D)+ (%)

1-6
=5 (MUstel(ﬁl) (k)+MUstel(/32)(k)) + SMUstel(ﬁ1+/32)(k)

2
seklinde elde edilmistir, burada k < min{ﬁl, ﬁz} dir. Bu moment ¢ikaran fonksiyon f;, 5,
ve B; + [, parametreli istel dagilimlarina sahip rasgele degiskenlerin moment ¢ikaran

fonksiyonlarmin agirliklandirilmis bir ifadesi olarak verilmistir. T rasgele degiskeninin k.

momenti ise,

E(TF) =

1—6<F(k+1)+r(k+1)> r'k+1)
2 B." B~ (B1 + )

1-6
-~ (E (Tdstercp) + E (Tt]'fstez(ﬁz))) + 8E (Tistor(p,48,))

dir ve k = 1,2,3,4 alinr ise, ilk dort moment elde edilecektir. Onerilen dagilimin carpiklik

katsayisi;

1"(4) (ﬂ <L + L) + L)
( 2 \B* B} By + B2)3 \)
1 1-6/1 1 F) 1-6/1 1 )
o =——| =@ (7)) (G e ) |

(Var(T))? B ) )
) (178 (é * é) 5 i /32)

olarak hesaplanir. Bu ¢arpiklik katsayisi, § parametresinin ug¢ degerlerinde aldig1 degerler

ise,

dir. Bu dagilimin ¢arpiklik katsayisi ile iistel dagilimin garpiklik katsayisi asagidaki grafikte
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kiyaslanacaktir.

Minimum Noktast:§ = —-1,6§ =1 - CK = 2

Maksimum Noktasi: § = 0.919 — CK = 3.7666

Onerilen Dagiim //-\

Ustel Dagiim / \ ]

A \
- 22
225 - ‘X
& s
g W s
Y 2 —
=
o
815 .
1F i
05} .

Sekil 3.9 G, — dagilimin garpiklik katsayisi ile iistel dagilimin garpiklik katsayisinin

karsilastirilmasi

Sekilde goriildiigii gibi G, — dagilimmin ¢arpiklik degeri her § ig¢in pozitiftir, yani
dagilimin kiitlesi grafigin sol tarafinda toplanmistir ve dagilim saga carpiktir. Ayrica, bu
carpiklik katsayisi iistel dagilimin carpiklik katsayisindan biiyiik olup iistel dagilima gore
saga carpiktir. § = —1 ve § =1 igin lstel dagilimin carpiklik katsayisi ile esittir. Bu
dagilimin basiklik katsayist,
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s 1-6/1 1 o)
( )< 2 <E+E>+(ﬁ1+ﬁz)4)

BK:; _F(S)(ﬂ<i+l)+ g )(1_6<i+i>+L>
(Var(T))2 2 \B1 B2/ PB1t+B 2 \B® B2) Bit+B)?

_ 4
\—r(4) (]Lz—é(%J“i)J’ﬁliﬁz) /

dir. Bu basiklik katsayis1 § parametresinin ug degerlerinde,

BK =

11.96, 6=0

degerlerini alir. Bu dagilimin basiklik katsayisi ile istel dagilimmn basiklik katsayis

asagidaki grafikte kiyaslanacaktir.

{Maksimum Noktast: 6 = 0919 —» BK = 22.2099

Minimum Noktasi:§ = -1, =1 - BK =9
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b
(n]

Onerilen Dadilim
Ustel Dagilim /

[
=N
T

. ¥
\

—_
i}
T
1

—
m
T

Basiklk Katsayisi

—_
E=N
T

N\

—_
o
T
1

Sekil 3.10 G, — dagilimin basiklik katsayisi ile tistel dagilimin basiklik katsayisinin

karsilastirilmasi
Sekil 3.10°de goriildiigi gibi, G, — dagiliminin basiklik katsayisi her § i¢in pozitiftir, yani
dagilimin grafigi ortalama degerinde toplanip daha sivri olur. Ayrica, basiklik katsayisi iistel

dagilimin basiklik katsayisindan biiyiik olup iistel dagilima gore daha sivri ve diktir. § = —1

ve § =1 igin iistel dagilimin basiklik katsayisina esittir.

3.2.8 G, — dagihimin 6zel durumu icin en ¢ok olabilirlik tahmini ve Fisher bilgi matrisi

(ti,ty, -+, t,) Onerilen dagilimdan gozlenen degerler olsun. O = {&,S;, B} parametre

uzayi i¢in olabilirlik fonksiyonu,
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n
1-4
L(®;t;):= | | (T (ﬁle_ﬁlti + Igze—ﬁzti) + 8B, + ﬁz)e—(ﬁﬁﬁz)ti)_
i=1

olarak yazilir. Log-olabilirlik fonksiyonu &, 8; ve B, parametrelerine gore asagidaki gibi

ayirt edilir,

by Zn: —71(319—ﬁ1ti + ByeFati) + (B, + By)e~BrtBt 22
—= , 3.22
25~ L, PROIO
nl-9 ~aty ~(Br+B2)t
a¢ _ZT(l_ﬁlti)e i+ 6(1 = oty — Poty)e Pt (3.23)
91 e~ g2(t;; 0) ' '
n1-9 ~Bati ~(Br+Bo)t;
ot zT(l — Pat)e P2+ 8(1 — Byt — Poty)e Frtheh (3.24)
9P — g2(t;; ©) ' .

5,8, ve B, parametrelerinin en ¢ok olabilirlik tahmin edicileri, (3.22),(3.23) ve (3.24)
denklemlerini sifira esitleyerek ve esitlikleri ayn1 anda ¢ozerek elde edilir. Bu ii¢ parametre
icin, bilgi matris elemanlarin1 elde etmek igin log-olabilirlik fonksiyonunun parametrelere

gore ikinci dereceden tiirevleri elde edilecektir.

_ 2
92¢ n 71(ﬁ1e_ﬁ1ti + ﬁze—ﬁzti) + (B, + ﬁz)e—(ﬁﬁﬁz)ti
=S
T 9,(t;;0)

=1

2 2
92¢ n (1 5 Se_ﬁlti + 63‘(.&"‘52)%) — (1 5 5) 2 - ﬁ1ti),32tie_('81+'82)ti
Ig,p, = 6_,32 == Z 2
1 1=1 (gZ(tl' 9))
1-6 _ .
=5—08(2 = Byt — Byti) Botie” Frt?h
- 2
(92 (ti; @))

73



1-6 _p, _ N\ 1—6\2 _ .
~ a_zf ~ _i( 5 e Bzti 4 Se (/31+ﬁ2)t1) _ (T) (2 _ ﬁzti)ﬁltie (B1+B2)t;
- 2

=1 (gz(tii @))

1-6 —2B1+Bt;

75(2 — Biti — Pati)Patie t

(92(t:; )’

ZB e —(2B1+B2)t; _ (1 — ﬁlti — ﬁzti)ﬁze—(31+232)ti

Isg, = Ig,s = 5
' ' 660’3 (gz(tii @))

Z B e —(B1+2B2)t; _ (1 — Blti — ﬁzti)ﬂle—(zﬁl"'ﬁz)ti

Isg, =1
4
1,3152 - 1,3251 632631
zn: —5‘ (1 Bit)e” (B1+2B2)t; 4 (1 — Byt; )e—(231+,82)t )
=1 (gz(ti; @))

52(6—2(31+Bz)ti _ (1 _ ,Blti)(l — 'thi)e—(lﬁ"'ﬁz)ti)

+ 2
(92 (ti; @))

Boylece, O = {8, 1,02} parametre uzayir i¢in Ornek biiyiikliigii n olan Fisher bilgi
matrisi,

Iss  Isp, Isp,
In(G)) =—-EF 1315 Iﬁ1ﬁ1 Iﬁ1ﬂz
Ig,s g, Ip,p,
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dir. Dolayisiyla, ® parametre uzayr i¢in en ¢ok olabilirlik tahmincisinin ortak dagilima,

ortalamas: © ve varyans-kovaryans matrisi I;1(®) olan asimptotik normaldir. Yani,
51 191\ » (/0
Vvul B —[lﬁ] - N <0>,I;1(®) : (3.25)
B, B 0

dir. Bu ters dagilim matrisi ¢oziiliirse, bu ¢6ziimler parametreler i¢in en ¢ok olabilirlik
tahmincilerinin asimptotik varyansi ve kovaryanslarimi verecektir. Buradan parametreler

icin asimptotik normal dagilim ise,

1 \

5~AN 5
2 (‘Ble Biti + B,eFeti) + (B, + fr)e™ (ﬁl"’ﬁz)fz)
|

g2(t;; 0)

1

(s,o0)) (5.))

1

- kﬁ ~(#,+8,)e ) - (1 2 6) (2- 5,0 )p,0e (et ) —5(2 ekt t)ﬁ o )

Lo~an (ﬁz

’(ﬁl*ﬁz)‘f)z - (1 — 5) (2 -8 t)ﬁ te (858, ) ) 1—5(2 — Bt~ B t)B te (28,08, ) )
(o)) (o))

dir. 6,8, ve B, parametreleri igin yaklagik olarak 100(1 —y)% giiven araliklar

sirasiyla asagidaki gibidir.
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(5 — Zl—% /16_61'6 + Zl—% ’Igg), (ﬁl — Zl—% I[;llﬁl'ﬁl + Zl—% ’151131>’
%) -1 A -1
(ﬁz - Zl—% Iﬁzﬁz’ﬁz + Zl_%»\’IBZBZ).

3.2.9 G, — dagihimin 6zel durumu icin Rényi entropisi

(3.18) ve (3.20) denklemlerinde tanimlanan olasilik yogunluk fonksiyonu ve Onerilen

dagilimin genel durumu i¢in elde edilen Rényi entropi goz Oniine alinsin, genellestirilmis

Binom teoremini uygulayarak,

@60 =Y. () (5 Gt ﬁze‘ﬁzﬂ) (55, + 8,00

=0
P
- ) 1
j=0 2 k=0
+ ﬁz)fe—f(ﬁl‘*'ﬁz)f

-S> 00 o

+ ﬁz)je—(P—j—k)ﬁlte—kﬁzte—j(ﬁl"'ﬁz)t

S OC ) oo st

+ B,) e~ ((=R)B1+ e+ DB2)E,

acilimi verilir. Rényi entropi ise,

LA (LY oy o - BE BB + )
—plongZ<§) (1)( k )( R (p = K)B; + (k+ B |
biciminde hesaplanir.
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3.2.10 G, — dagiliminin 6zel durumu i¢in sira istatistikleri

(3.19) ve (3.20) de onerilen olasilik yogunluk fonksiyonu ve dagilim fonksiyonu dikkate
alindiginda, Ty, Ty, ..., T, rasgele degiskenlerin sira istatistikleri X;., < Xo.p < - < Xpn

olmak iizere, X;,, yani j. sira istatistiginin olasilik yogunluk fonksiyonu, j = 1,2,...,n

i¢in;
n 120 bty g obrt ~(8,+6,)t
h]‘n(t)=(]_1)|(n_])|( 2 (:818 1 +:82e 2)+6('81+BZ)6 e )
1-6 -t
x (1 _ (e7hrt 4 e~hat) — 56—(ﬁ1+ﬁz)t)
2
n-j

X (1 ; J (e—ﬁﬂf + e—ﬁzt) + 63—(ﬁ1+ﬁz)f)

olarak bulunur. Béylece, X;., Ve X,., nin olasilik yogunluk fonksiyonu,

hi () = n <¥ (BrePrt + e Fet) + 5(B, + 52)9—(ﬁ1+ﬁz)t)

1 _ 6 n—1
x ( (e it e hit) + 56—(ﬁ1+ﬁz)t>

hpn() =n (1;—6 (ﬁle_ﬁlt + ﬁze_‘gzt) +6(B, + ﬁz)e—(ﬁl*'ﬁz)t)

j-1

x (1 _1=9 (e7Pit + e=Fat) — 56—(B1+Bz)t>
2

olarak bulunuyor. 6 =1 i¢in, (B; + B,) parametresine sahip istel dagilimin sira

istatistigini verir.
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3.3 Bagimhi, Aym1 Marjinallere Sahip iki Bilesenli Sistemler ile Onerilen Dagilhm

Onceki alt boliimlerde bagimsiz rasgele degiskenler ele alinarak tek boyutlu dagilim elde
edildi, burada ise tek boyutlu dagilim bagimlilik yapisi altinda yani sistemin parcalarini
olusturan bilesenler bagimli alinarak elde edilecektir. Bilesenler bagimli olarak alindiginda
bu bilesenler ortak dagilima sahip olacaklar. Yani burada iki boyutlu dagilim yardimiyla
tek boyutlu bir dagilim elde edilecektir. Burada sunu belirtmeliyim ki iki boyutlu
dagilimlarda t; = t, alindigi zaman tek boyutlu bir dagilim elde etmek miimkiindiir ve bu

yontem uygulanmustir.

Bu alt béliimde yeni tek boyutlu dagilim elde etmek icin bilesenlerin dmiirleri bagiml ve
ayni marjinal dagilimlara sahip olarak alinmaktadir, boylece seri ve paralel sistemin

basarisizlik olasiliklari,

Hy,(t) = Fr,(t) + Fr,(t) — Fr,r, (¢, 1), Hy,(t) = Fr, 1,(t, ),

olarak yazilir. T; ve T, ayni marjinallere sahip, siirekli ve birbirleri ile bagimli iki rasgele
degisken olmak iizere, X;, <T; < X,, siralamasi1 gegerlidir, yani Fr, (t) = Fr,(t) =

Fr,(t) dir. Boylece,
Fr,7,(t,6) < Fr,(t) < 2F7,(t) — Fr, 1, (£, ©)

siralamas1 gegerlidir. Son esitsizlikte FTi(t) dagiliminin alt ve iist sinirina agirlik vererek

dagilim fonksiyonu,

G(t) = AH;5(8) + (1 — D) Hz,(0)
= 2 (2Fr,(8) = Fr, 5, (6.)) + (1 = DFp, 7, (8, )

= 2AFr,(t) + (1 — 2)Fr, 1, (¢, 0), (3.26)
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seklinde yazilir. Burada A, [0,1] araliginda deger alir. § = 24 — 1 € [—1,1] doniistimii

yapilir ise, |6] < 1 ig¢in,

G5(£:8) = (1 + 8)Fp,(t) — 8Fr, 1, (1), (3.27)

=(1-6) (1 - FTi(t)) +6 (1 — Fr 1, (8, t))

1+6 1-6
= Hy,(t) +

Hy.5 (0).

2
elde edilir. (3.27) ifadesinin birinci denkleminde Fr, r,(t t) = (Fri(t)) olarak alinirsa,

son yillarda ¢ok popiiler hale gelen Shaw ve Buckley (2007) 'in ikinci dereceden doniigiim
yontemiyle olusturulan donistiriilmiis dagilimi elde edilir. Burada 6 = 0 iken, temel

dagilim yani Fr (t) elde edilir. § = —1 iken, bagimli iki rasgele degiskenin ortak dagilim
fonksiyonu (FTl_TZ(t, t)) elde edilir ve § =1 i¢in T; ve T, rasgele degiskenlerinin

minimumunun dagilimi elde edilir.

Teorem 3.1 T rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki gibidir,

g3(t;8) = (1 = 8) fr,(t) + 8Fr, 1, (t, ) (1 (£) + 2 (). (3.28)

burada ; ve ,, her iki bilesenin de t zamaninda yasadigi bilindiginde, ilgili bilesenlerin

basarisizlik oranlarini gosterir.

Ispat. Onerilen rasgele degiskenin olasilik yogunluk fonksiyonu, (3.27)'de tanimlanan

dagilim fonksiyonunun tiirevi alinarak,

—d _ —d _
95(6:8) = (1 - ) (E FTl.(o) +6 <E Fry i, (& t))
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seklinde yazilir. Ayrica,

_ _d [o.0] [0/0) [o.0] (o]
—Fr,r,(t,t) = _f f fr,r,(w,v)dvdu = _J fr,r,(w, t)du — J fr,r,(t,v)dv
dt dat J, J; " "

= —fr,(OP(Ty < t|T, =t) — fr, OP(T, < t|T; = t)

= d_tz Fr,r,(t, t3)

+ d_tl Fr,r,(t,1)

t2=t

=, () Fr, 1, (t, t) + Y1 (O Fr, 1, (¢, 1),

t1=t

olarak elde edilir ki burada y; ve y,, her iki bilesenin de t zamaninda yasadigi

bilindiginde, ilgili bilesenlerin basarisizlik oranlarini gosterilir ve agsagidaki sekildedir,

—d -
——Fp o (ty,t
. P(E<T,St+AtT, >t,T,>t) diy (1 )|t1=t
Pi(6) = lim =—7 o £20
At—0t At FTl:TZ (t, t)
—d -
——~F; o (¢t
P <T,<t+AtIT,>tT,>t) dt; 7, 2)|t2=t
Po(t) = lim =—F =0
At—0+ At Fr, r,(t,t)

(Shaked ve Shanthikumar 2015, Johnson ve Kotz 1975).

3.3.1 G3 — dagiliminin yasam fonksiyonu ve bozulma oram fonksiyonu

(3.27) ifadesinde elde edilen dagilim ele alinarak yasam fonksiyonu,

G3(t;8) =1 — (1 + 8)Fr,(t) + 8Fr, 1,(t, t)
= (1= 8)Fr,(t) + 8Fr, 1, (¢, 1.

olarak yazilir. Buradan elde edilen dagilimin bozulma orani fonksiyonu,
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(1 = &)rg,(OFr,(t) + 6Fr, 1, (t, BIUAGERAG))
(1= &)Fr,(t) + 8Fr, 1, (t,1) '

(1 = 8)Fr,(8) (5, (&) = (1.(8) +9,(D)))
(1= 8)Fp,(t) + 8Fr, 1, (t, 1)

= w; ()7, (£) + wa () (Y1 (1) + (D)),

76, (t; 8) = (3.29)

=1, (t) + P, (t) +

olarak elde edilir. Burada w,(¢) = ((1 —6)FTi(t))/((1 — 8)Fr (£) + 8Fy 1, (¢, t)) ve w () +
w,(t) =1 dir. Boylece, bozulma oran1 fonksiyonu, T rasgele degiskeninin bozulma orani
fonksiyonunun ve kosullu bozulma oranlarmin toplamlarinin, agirlikli bir toplami olarak

yazilmustir.

3.3.2 G3 — dagihmindan rasgele say1 iiretme

fIk olarak onceki boliimde tamimlanan dagilim fonksiyonunun, X;., = min{T;,T,} ve

X5., = maks{T;, T,} dagilim fonksiyonlarinin bir karigimi olarak,
1+6 1-6
G1(8;6) = THl:Z(t) + THz:z(t)

seklinde yazildigi hatirlansin. Karma yontem ile say1 iiretmek i¢in asagidaki adimlar takip

edilmelidir.

Algoritma Karma yontem ile rasgele sayi iiretme

Adim 1: Bagimsiz olarak t;~H,., denve t,~H,., den iiret,
Adim 2: U rasgele degiskenini diizgiin (0,1) dagilimindan iiret,
Adim 3: Eger u < %6 ise, 0 zaman t = min{t,,t,} den iiret,
Adim 4:

9 1-5 . .
Eger u > —— ise,0zaman t = maks{t,,t,} den iiret.
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3.3.3 G3 — dagilimi i¢in 6zel durum

T, ve T, rasgele degiskenleri B parametreli iistel dagilima sahip olsun. Ayrica (Ty,T,),

Gumbel dagilimina sahip iken, |6] < 1 igin,
Gs(t;0) =1 — (1 — §)e Pt — se—(2Bt+6t?) (3.30)

seklindedir. © = {(6,5,0): —1<6<1,>0,0 < B?} parametre uzaymna sahip,
dontigimlii tek boyutlu dagilim fonksiyonu elde edilmistir. (3.30) ifadesinde 6nerilen

dagilim fonksiyonundan ve (3.24) de elde edilen olasilik yogunluk fonksiyonundan,

=4 (Bt +p+ot;0)
d

tq =
1!’1@) = e—(23t+9t2) e = ﬁ + at'lpZ(t) = ﬁ + Qt, 9 S BZ

olarak elde edilir. Sonug olarak, 6nerilen rasgele degiskenin olasilik yogunluk fonksiyonu,
g3(t;0) = (1 — 8)Be Pt + 26(B + 6)e~(2B+61%) 50 8>0,0<6 <p?  (3.31)

olarak bulunur. Onerilen olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki gibi analiz edilir.

g3(t;0) = —(1 — 8)p%e Pt — 46(B + Ot)%e~(2AL+01%),

Bu tiirevli ifadeyi inceleyerek, 0 < § < 1 oldugunda, g5(t; ©) < 0 elde edildigi agiktir ve

olasilik yogunluk fonksiyonu azalandir. Ayrica, olasilik yogunluk fonksiyonunun tek modlu

olmast i¢in —1 < § < 0 olmalidir ve olasilik yogunluk fonksiyonunun grafigi asagidaki

gibidir.
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2N 3205, 6=02 2 1y
l' 5. —3=2,9=3 'vH
154 | =4, 0=10 15} |
k’s \
1 ..\ 15 l‘.
05/ N 05 \
A / I"-. "‘--.,__“__A A \
A S Ry . - RO
0 == 0 ==
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
j=-1 §=-0.5
8 8
6 6
\ \
\ \
at\ 4t
| !
2 \ 2t
=
e *-\_\: ——
0 = — 0 - ]

Sekil 3.11 G; — dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu

Sekil 3.11°de goriildiigii gibi 6nerilen dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu § = —1 igin

tek modlu olmaktadir.

3.3.4 G3 — dagilimin 6zel durumu i¢cin matematiksel ozellikleri

Dagilimin yasam fonksiyonu,
Gs(t;0) = (1 — §)e Pt + e~ (2pt+6t?),
olarak elde edilir. Bozulma orani fonksiyonu ise,

(1—8)Be Pt + 25(B + 0t)e—(2ht+6¢%)
(1—08)e Bt + §e—(2ht+ot?)
5(B + 20t)e~(2pt+6t?)
(1 —8)eFt 4 §e—(@pr+ot2)’

16,(£,0) =

— B+ (3.32)
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bi¢iminde yazilir. Bu bozulma oran1 fonksiyonu incelenecektir.

—5(1-6)(B + th)Ze—(3/3t+9t2)
((1 — 8)e Pt + 6e—(2ﬁ't+9t2))2 '

16,(t;0) =

Yukaridaki tlirevden agikca goriildiigi gibi, —1 < 3§ <0 oldugunda bozulma orani

fonksiyonu artandir, yani ¢, (£;0) = 0. 0 < § < 1 oldiugunda bozulma orami fonksiyonu

azalandir (r(’;3 (t;0) < O). Burada bozulma orani fonksiyonunun doniisiim parametresinin

uc¢ noktalarinda aldig1 degerler asagida verilmistir.

16,(0;0) = (1 +6)B

( (1—8)B+562p + 26t)e~(Br+6t?)
lim — ﬁ
t—o (1-6)+ Se—(Bt+0t?)

LACORS
ktlim (2B +26t) =

Ayrica, bozulma orani fonksiyonu parametrenin u¢ degerlerinde asagidaki gibi elde edilir,

(i) 6 = 0 iken, bu bozulma orani fonksiyonu {istel dagilimin bozulma orani
fonksiyonu ile ayndir;
16, (50) =B
(i) & =1 iken, bu bozulma orani fonksiyonu lineer bozulma orani fonksiyonudur;
16,(;0) = 2(B + 6t)
(i) 6 =0 iken, bu bozulma oran1 fonksiyonu doniistiriilmiis tstel dagilimin
bozulma oran1 fonksiyonu ile aynidir;

(1—8)pe Pt + 258
(1-06)e Pt +4

16, (t;0) =
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Onerilen bozulma oran fonksiyonun grafigi asagidaki gibidir.

4 e 4 | —
i 3=0.5, 6=0.2 2
3 3=2, 8=3 3 /
3=4, =10 /
2 / 2r
.‘// >
/

11 / 1
0= 0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

d=-1 6=-0.5
30
61 TSR L
= ™
\,\» 20 .A__,,,--“’

" .8 L
5 y 10|~
0 0 —]

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 08 1

§=0.5 §=1

Sekil 3.12 G; — dagilimin bozulma orani fonksiyonu

Sekil 3.12’de oOnerilen dagilimin bozulma orani fonksiyonu farkli parametreler icin
gosterilmistir. Goriildigi gibi, negatif § degerleri i¢in bozulma orani fonksiyonu artan ve

pozitif § degerleri igin azalandir. Ortalama kalan 6miir fonksiyonu,

[7Q@ = 8)e Pk + se=(2hk+01%) g
(1—8)eht + Se—(2ht+ot?)

oo o)

(1 —8)eht + Se—(2ht+ot?)

1 s [m B2 B+ 6t
1—6—‘/3f+—/— 6 ( )
( ).Be 2 99 erfc \/5

(1 —8)e Pt + §e—(@ht+6t2) '

m(t; 0) =

o)

t
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dir. Ortalama kalan dmiir fonksiyonu asagidaki 6zelliklere sahiptir:

(1) 6 = 0 iken, onerilen dagilimin ortalama kalan émiir fonksiyonu iistel dagilimin
ortalama kalan émiir fonksiyonu ile aynidir;
1
B
(i) 6 = 1 iken, ortalama kalan 6miir fonksiyonu agagidaki gibidir;
T (M) e%z+zﬁt+9t2
Vo

m(t; 0) =

)

Tanimlanan ortalama kalan Omiir fonksiyonu bazi parametre degerleri i¢in asagida

verilmistir.

3 SR 3
2 3=0.5, 8=0.2 2
3=2, §=3
3=4, =10
1 1
S — o———
0 0.5 1 0 0.5 1
§=-1 i=-0.5
1.5
1.5 PO
1 1
05| - 0.5 REEE s
0 0
0 0.5 1 0 0.5 1
y=0.5 6=1

Sekil 3.13 G; — dagilimin ortalama kalan 6miir fonksiyonu
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3.3.5 G3 — dagihmin 6zel durumu icin moment ¢ikaran fonksiyonu, momentleri,

carpiklik ve basiklik katsayilar:

Bu rasgele degiskenin moment ¢ikaran fonksiyonu,

~ I k £ @iy 28—k
MT(k)_(1_6)ﬁ—k+6< 2\/%8 6 erfc( NG ))

olarak bulunmustur. Carpiklik ve basiklik katsayilarin elde edilmesi igin ilk dort moment ve

varyans asagidaki sekildedir.

1
E(T) =1 -6);—68(B,6)

B

1

ETH)=Q1- )B—2+6<——Ef(ﬁ 9))
B p? + 36 36
E(T®) =(1- 6)ﬁ3 < 192 $(B, 0 ﬁ)
OO LY b ik ﬁz 2
E(T)_(1_6)B4+6< 7 sB0)+ 92>
5 2
VaT(T)—(l—S)—2+5 l—Es‘(ﬁ 6) (1—5)1——5([?,9)
p )
Bu dagilimin ¢arpiklik katsayisi;
6 6B% + 36 B
(=85 +8 < o7 §6.0) - 262>

1 1—5L 0 1-6)2 1 5
CK=—73 -3((1 - )E—Ef(ﬂﬁ) a1- )F-HS 5—55(5'9)

(Var(T))2

2((1-=-6 1.9 3
+2({ (1 - )E—Ef(ﬂﬁ)
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olarak elde edilmistir. Burada —1 < § < 1 araliginda deger almaktadir, boylece elde edilen

carpiklik katsayisinin § parametresinin u¢ noktalarda aldigi degerler,

(0, §=-1
|

cKzgz, §=0
L11.62, §=1

{Maksimum Noktasi: 6 = —0.492 - CK = 58067.389

Minimum Noktast: § = 0.215 - CK = 1.668
olarak hesaplanmistir ve grafigi asagida verilmistir.

CK
150

’\ 80
[ | 60 Jio 4 100
| \

40

CK

| | \

‘ ‘ | \ 50
\ [ \

‘ \ 20

S e | s P

¢ | —
A A . " : § | e
08 06 -04 -02 02 04 06 08 0.495 -049 -0.485 -0.48 -0.475 -047 -0.465 -0.46 -0.455

Sekil 3.14 G; — dagilimin garpiklik katsayisi ile iistel dagilimin ¢arpiklik katsayisinin

karsilastirilmasi
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Carpiklik katsay1 grafiginden de goriindiigii gibi, onerilen dagilimin ¢arpiklik degeri her &
icin pozitiftir, yani dagilimin kiitlesi grafigin sol tarafinda toplanmistir ve dagilim saga

carpiktir.

Dagilimin basiklik katsayisi ise,

24 —28° - 356 2B 2
(1—6)E+5<%E(ﬁ,9)+9—ﬁ3+?>
1 6 6 6B° + 36 33)
4l(1=-8=—= 1-08)— el i ol
4(( ) 2;’(/3,9)><( 6)ﬁ3+6< v £, 0) 202)
ro(a-05-556.0) ((1—6){%%@—%5(3,9)))

3 ((1 - 85— 386, e))

K=—"—"03
(Var(T))

olarak hesaplanir. Elde edilen basiklik katsayisinin § parametresinin ug degerlerinde aldigi

degerler ise,

(3.5104, 6=-1
BK =109, 6=0

L—2062.2, =1

{Maksimum Noktast: 6 = —0.448 — BK = 1.1307e + 07

Minimum Noktasi: § =1 — BK = —2062.2

dir ve grafigi asagida verilmistir.
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Sekil 3.15 G5 — dagilimin basiklik katsayist ile Gistel dagilimin basiklik katsayisinin

karsilastirilmasi

Sekil 5.7 de goriildiigi gibi 6nerilen dagilimin basiklik katsayisi negatif §’lar igin pozitiftir,
yani dagilimin grafigi ortalama degerinde toplanip daha sivri olur ve dagilim egrisi normal
dagilima gore daha dik olacaktir. Basiklik katsayis1 pozitif §’lar i¢in negatif degerler
verildigi goriinmektedir, yani dagilimin grafigi ortalama etrafinda daha basik olup daha

bliylik varyansa sahiptir. Egri normal dagilima gore daha basiktir.
3.3.6 G3 — dagilimin 6zel durumu icin en ¢ok olabilirlik tahmini ve Fisher bilgi matrisi
,tn) Onerilen dagilimdan gozlenen degerler olsun. @ = {6, 8,60} parametre uzayi

(tl’tz""
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icin olabilirlik fonksiyonu,

n

L(0;t;) = 1_[ (1= &)pePt + 25(8 + oty)e~(purord)),

i=1

olarak yazilir. Log-olabilirlik fonksiyonu (3,6 ve § parametrelerine gore asagidaki gibi

ayirt edilir.

06 Z": —Be Bt + 2(B + Ot;)e~(2Bti+6t]) (3.33)
a5 i gs(ti; ©) ' .

or Z": —(1— &)B2ePti +28(1 — 2Bt; — 20t2)e~(2Bti+ot) (334)
B i gs(t;; ©) ' .
06 Z": 26t,(1 — Bt; — Ot;2)e~(2Bti+6tf) (3.35)
00 L 95(t:; 0) | |

5,8 ve 0 parametrelerinin en cok olabilirlik tahmin edicileri, (3.33),(3.34) ve (3.35)
denklemlerini sifira esitleyerek ve esitlikleri ayn1 anda ¢ozerek elde edilir. Bu ii¢ parametre
icin, Fisher bilgi matrisi elemanlarin1 elde etmek igin log-olabilirlik fonksiyonunun

parametrelere gore ikinci dereceden tiirevleri,

0 N (—BePi4 2(p + oo ’
55‘@“2 g5 (t;; ©) ’

=1

2
o a2 —Z ((1 —8)e Pt 4+ zae—(zﬁfﬁeff)) —26(1 — 6)(BOt; + (B? + 20))tPe~(3Bti+ot))
BB aﬂz (g3(ti; @))2

n
1=1
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92¢ 2 28(1 — 83 (2 — Bt; — t2)e~(3BL+0td) | 452¢20-2(2hti+0t])
=1 (g3(tl; O))

. , 0%¢ Zn: 2((8 + 6) + pt;)t;e~(FL+oL)

sp = lps = =- 2 )
900p 4 (95(t:; 0))

L, 0% S —28t;(1 — Bt; — Ot2)e~(3BL+6t7)

60 =los =577 = — 3 -
0606 =1 (95t 9))

0%¢
IBG = Ig[; = W
_ zn: <28(1 — &)t;i(1+ Bty — (B% + 0)t? — pOt?)e~(3Bt+0t) 4 462tie‘2(23fi+9fi2)>
(95(t;; 9))2 ’

1=1

olarak elde edilir. Boylece, @ parameter uzay1 i¢in 6rnek boyutu n olan,

Iss  Isg Ise
I,0) = —E( Igs Igp Ipo
los lop Ige

biciminde verilir. Boylece, @ parametre uzay1 i¢in en ¢ok olabilirlik tahmincisinin dagilimi,

ortalamas1 @ ve varyans-kovaryans matrisi I;1(@) olan asimptotik normaldir. Yani,

51\ , 0
—H - N <0>,11‘1(®) : (3.36)
6 0

Vn

D) T O

dir. Buradan parametreler i¢in asimptotik normal dagilim ise,
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A 1

§~AN| §, _
E —Be=Bt1 + 2(B + Ot,)e~(2Bt2+6t7)
93(t1;0)

( \

B~AN| B, > !
. (1= &)eBts + 28e~@P0+0D))" — 25(1 = 5)(Ot, + (B2 + 26))t2e~(3Frr+08%)
(93(t12 @))2

1 \

0,
£ (25(1 —8§Pt3(2 — Bty — Btlz)e‘(wtl;f@tf) + 452tfe-2(2!?t1+0t%)> )
(93(t1; @))

|
\

dir. &,B ve 6 parametreleri i¢in yaklasik olarak 100(1 — y)% giiven araliklar1 (3.36)

deki yaklagim yardimiyla sirasiyla,

<5 _Zl—% /16751,64-21_% /Igg), (,3 _Zl—% Iﬁ_l%"B +Zl—% ’Iﬁ_ﬁl);
<é ~ 2,y /Igg,é + z,y /1591>,

dir. burada zy, standart normal dagilimin 100y st kantilidir.
2
3.3.7 Gz — dagihmin 6zel durumu icin Rényi entropisi

(3.31) ifadesinde tanimlanan olasilik yogunluk fonksiyonu g6z Oniine alindiginda,

genellestirilmis Binom teoremini uygulayarak sonsuz seri a¢ilimu,
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() (= 8)pe#e)" (5028 + 200)e~(28e+00))’

Il
M o

-
Il
o

CAG @)p

Il
M o

-
Il
o

(5’) (1 — 8)PigP-ie=(0=DBtsi (2B + 20t)) ¢~i(2Bt+6t?)

(5’) (1= 6)P~I8) gP=i (28 + 20¢)] e~ (P+DBL=i6¢?

Il
M o

-
Il
o

(p+DB\? | (p+))?p2
— i -1 2 - . — t+ - }
olarak yazilir. Son denklemde, e (pt)pt-jot ifadesi, e J ( 2j6 )

yazilabilir. Ayrica, (28 + 26t)’ Binom serisi uygulanir ise,

J

(g3(t G)) Zz (1_ 8)P-i5i2ipr-igi-lgltle

L(p+ DB\ (p+))*B>
-J (t' 270 ) T

o

- i N2 p2 _ 2
(5)) (Jl) (1 — 6)p_j6j2]'[3[)—10le%tle—je(t+(l7;j]9)ﬁ)

NMs
M-

~

Il
o
~

I
o

dir. Béylece, Rényi entropi,

[ . 2 @
; o (p+1)?B (p+1)B
’(T)——‘OglEZ(?)(’l)ﬂ—6)P-Jafzfﬁ”"91e 0 [ el >dt]

j=01=0 0

2
olarak yazilir. z = j@ (t + —) dontistimii yapildiginda son denklemde integral,

oo

T (p+)B 1 +
ftle ’9( 2j6 ) dt = ( % G é)ﬁ> “dz, (3.37)
0 (ﬂ+/)2/>’2 VJ j6z\NJ 2

4]9
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N
bi¢iminde yazilir ve tekrar Binom agilimi ( \/jzg - (";—,’9)ﬁ> ifadesi i¢in uygulanir ise,

z (p+NB) N (0 +)B
(faesa?) - S (o) 5™

esitligi saglanir. Boylece, (3.37) integral yeniden yazilir ise,

l

(1 z (+pB\ _,, 1 p+1)ﬁ I
[l fo 92 e B0 0¥ [ e

(o+)2B* ke=0 (+)2B’°
T 4j0 4j6

dir ve son integral tamamlanmamis Gamma fonksiyonu ile ifade edilebilir, yani,

f L= k+1(p+])2ﬁ
2 —_— Y
2 40
(0+)2B’
4j0

Sonug olarak, Rényi entropi,

o J 1
le(p) = 1= logIZZZ L) (FDIE(L = 8P ki1 o k6T (o

k1, s <k+1 (0 +))%B )]

)T e 4P 40

olarak elde edilir.
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3.3.8 G3 — dagilimin 6zel durumu i¢in Sira istatistikleri

(3.30) ve (3.31) ifadelerinde tanimlanan olasilik yogunluk fonksiyonu g;(t;®) ve
dagilim fonksiyonu Gs(t;®) olan Ty, T,,...,T, rasgele degiskenlerin sira istatistikleri
X1 X2 oy Xnn Olmak lizere, j. sira istatistifinin olasilik yogunluk fonksiyonu,

j=12,..,n igin,

hjn () = ol ((1— 8)Be~Ft + 52 + 20r)e~(28r+02%))

G-D!'(n-

x(1-@1—8)eFt - 6e-(23t+et2))j_1 ((1 —&e Pt 4 56—(2Bt+0t2))n_j
dir. Buradan, birinci sira istatistiginin olasilik yogunluk fonksiyonu,
hin(t) =7 ((1 —8)Pe Pt + 528 + 29t)e‘(23t+9t2)) ((1 — e bt + 56—(2Bt+9t2))n_1
olarak verilir ve n. sira istatistiginin olasilik yogunluk fonksiyonu,
hren(®) = 1 (1 = 8)Be™F* + 528 +200)e~(F0)) (1 — (1 — 6)e ¢ — se=(2r+0:7))" ™

olarak bulunur.
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4. UC BILESENLI SISTEMLER iLE ONERILEN DONUSUM

Bu bdliimde, ii¢ bilesenden olusan sistemlerden yola ¢ikarak doniisiim yontemini kullanip
yeni tek boyutlu dagilimlar elde edilecektir. Bu doniisiim yontemi, kiibik doniisiimii diye
adlandirilacaktir. Sistemlerin bilesenleri ii¢ farkli durum icin ele alinacaktir. Ik olarak
bilesenler bagimsiz ve ayni dagilima sahip olarak alinacaktir, bir sonraki alt bolimde ise
bilesenler bagimsiz ve farkli dagilimlara sahip alinacaktir. Ugiincii kisimda ise, bilesenlerin
dagilimi1 bagimli ve birbirleri ile yer degistirilebilir 6zelligine sahip olarak ele alinacaktir.
Son olarak, bu bilesenlerin dagilimi tstel ve Farlie-Gumbel-Morgenstern olarak alinip

ozellikleri incelenecektir.

4.1 Bagimsiz Aym Dagilima Sahip U Bilesenli Sistemler ile Onerilen Doniisiim

Burada {i¢ bilesenden olusan sistemleri ele alarak kiibik doniisiim yontemi elde edilip {i¢

boyutlu dagilimlardan tek boyutlu dagilim elde edilip 6zellikleri incelenecektir.

Kiibik Déniisiim Yontemi: Bu yontemin tanitilmasi ile, kiibik doniigiim yontemini
kullanarak tanimlanmis olan dagilimlara ek olarak daha fazla dagilim fonksiyonu ortaya
cikacaktir. Onerilen kiibik doniisiim yonteminde, déniisiim parametrelerinin uzay: karisiktir.
Bu karisikligi ortadan kaldirmak i¢in, hem Shaw ve Buckley (2007)’in karesel form yapisini
hem de Yilmaz (2015)’in igli sistemler igin yazmis oldugu boliimiinden esinlenerek
asagidaki gibi bir diisiince ortaya c¢ikmustir. Bolime 2.9°da ii¢ bilesenli sistemlerin
bilesenlerinin bagimsiz ve ayni dagilimli oldugunda elde edilen basarisizlik olasiliklarindan

icli gbz Oniine alinip,

Hy3(t) = 3F(t) = 3F2(t) + F3(t), H,s(t) = 3F%(t) —2F3(t),  Hs3(t) = F3(t),
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olarak hatirlanmistir. Yilmaz (2015) de bahsettigi tizere, Hs.3(t) < H,.3(t) < Hy.5(t)
siralamast gegerlidir. Bunun yani sira, F(t) = %H3:3(t) + §H2:3(t) + %Hlﬁ(t) esitligi de
gecerlidir. Ote yandan, Hs.3(t) < F(t) < H;.5(t) swralamasmimn gegcerliligi aciktir. Eger
H,.5(t) bu siralamaya dahil edilir ise, F(t) 2% icin H3.5(t) < F(t) < Hy3(t) < Hy3(t)
ve F(t) <% icin Hy.53(t) < Hy.5(t) < F(t) < Hy.3(t) olarak siralanir. O zaman bu iki

siralamay1 igeren bir konveks kombinasyon Onerilecektir. Bu o6neri F(t) dagilim
fonksiyonunun tam olarak nerede oldugunu belirlemektedir. Bu durumda, H,.5(t) ile

H,.;(t) arasinda G*(t) gibi bir konveks bilesim yazilabilir. 1; € [0,1] olmak iizere,
G*(t) = 4Hy:3(t) + (1 — A1) Hy5(2), (4.1)

kombinasyonu gegerlidir. Tekrar, G*(t) ile Hs.5(t) arasindaki konveks bilesime G(t)
denilir ise, A, € [0,1] igin,

seklinde elde edilir. Denklem (4.1) ve (4.2) birlikte ele alindiginda,
G(t) = 11 A;H,.5(8) + (1 — A1) A;Ha5(2) + (1 — A3)H35(2), (4.3)

bi¢gimine doniisiir. Sistemlerin dagilim fonksiyonlar1 oniine alindiginda (4.3) ifadesini

yeniden yazip F(t) fonksiyonunun polinom derecesine gore diizenlenir ise,

olarak elde edilir. G(t) fonksiyonunun dagilim fonksiyonu oldugu biliniyor. Karesel
donlisim yontemine benzer bir yapiyr kurabilmek adina yeniden parametrelendirme
yapilacaktir. Oyle ki, w; = 1,4, ve w, = A, — 4,4, almip denklem (4.4) asagidaki gibi
tekrar yazilabilir,
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G(t) = 3w F(t) + 3(wy, — wy)F2(t) + (1 — 3w,)F3(t), (4.5)

3

burada w,,w, € [0,1] dir. Denklem (4.5) da tekrardan W1=1+361 ve w, =

parametrelendirmesi yapilirsa asagidaki esitlik bulunur ve elde edilen dagilim fonksiyonu

G,(t; 61, 6,) olarak adlandirilir, boylece

G4(t;61,0,) = (1 + 8)F(t) + (52 — 8,)F%(t) — 5,F3(t) (4.6)

1+6 + 4, 1-6, —
L Hys(t) + ———2 Hys(t) + ——

o)
= H3:3 (t):

burada §;,6, € [-1,2] dir. Ayrica 1, = wy; + w, oldugundan, §; + 6, <1 kosulu da
parametreler {lizerine gelmektedir, Sekil 4.1 ile verilen parametre uzayr daha basit halde
sunulmustur. (4.6) denkleminde tanimlanan dagilim fonksiyonuna, kiibik doniisiimii adi
verilir. Hemen goriilecegi tizere, §, = 0 i¢in karesel doniisiim, §; = 8, = 0 i¢in temel
dagilim yani F(t) dagilmi elde edilir. Kiibik doniisim yontemi karesel doniisiim
yonteminin genellestirilmis halidir. §; ve &, parametreleri icin parametre uzay ise,

{(81,85): 61,0, € [—1,2],6; + &, < 1} seklinde tamimlanir ve Cizelge 4.1 de verilmistir.

6,

)
o
of
g
o
Mo
o

-0.5 0.5 i
-0.5

4
!

O
W

|

Sekil 4.1 Sekil iizerinde farkli donilisim parametreler icin yeni dagilimdan elde edilen

sistemler
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Sekil 4.1 de gortldugi gibi ticgenin agirlik merkezi (0,0) noktasidir ve bu noktada elde
edilen dagilim F(t) olup, boylece temel dagilim F(t) olarak alinir. Asagidaki tabloda
donlisim parametreleri, tam degerler aldiklarinda {iretilen dagilim fonksiyonlari

tanimlanmaya c¢aligilmistir.

Cizelge 4.1 Farkli doniisim parametreler i¢in yeni dagilimdan elde edilen sistemlerin

dagilimi

5, 5, Dagilimlar Tanim

-1 -1 F3(¢) X3.3°tin dagilimi (Hs5(t))

-1 0 F2(t) X,.5 tin dagilimi (Ha.p(t))

-1 1 2F2%(t) — F3(b) maks{T;, min(T,, T3)} iin dagilim1

-1 2 3F%(t) — 2F3(t) X,.3’tin dagilimi (Ha,.5(t))
- 3(+) _ 2 1 2

° FO-FO+FO = His(8) + 5 Hs(0)

0 0 F(t) Temel dagilim

0 1 F2(t) + F(t) — F3(t) min{T;, maks(T,, T5)} tin dagilimi
- 3(4Y _ 212 2 1

L | PO-2R0+2F0 5 His(0) + 5 Hyg(0)

1 0 2F(t) — F(t) X1.2 tin dagilhmi (Hy5(2))

2 -1 F3(t) — 3F?(t) + 3F(t) X,.3°tin dagilim1 (Hy.5(0))

Cizelge 4.1'de verilen tanimlamalara bakildiginda, Shaw ve Buckley (2009)'un Cizelge
4.1°deki doniisiimlii parametrelerinin 6zel degerlerine gore verilen dagilimlar1 kapsadig:

goruntyor.

Granzotto vd. (2017) makalesinde kiibik doniisiim yonteminden bahsedilmistir. Ancak bu
makalede bir¢ok sayida yanlis var. Bu tez ¢alismasinda o yanlislarin bazilarindan tartisma

boliimiinde bahsedilmistir.
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Simdi Onerilen T rasgele degiskenin olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki gibi elde

edilecektir,
94(t:681,68,) = F(O((1 + 8,) + 2(8;, — 61)F (t) — 36,F%(1)) (4.7)
1+6 1+6 1-6,—-96
=3 ! hy.3(t) + 3 2 hy.3(t) + %h&s(t)-

4.1.1 G4 — dagilimin yasam fonksiyonu ve bozulma oram fonksiyonu

Bu dagilimin yasam fonksiyonu,

G_4(t; 01,8,) =1—-(1+6)F(t) — (6, — 51)F2 () + 52F3(t)
= (1 =6, — 8)F () + (6, + 28,)F2(t) — 5,F3(t)
= F(t)(1 - 6,F(t) — 8,F%(D)), (4.8)

olarak yazilir. Yasam fonksiyonun {i¢iincii denkleminden yola c¢ikarak bozulma orani

fonksiyonu,

1—6,F(t) — 6,F%(t)

—2+6; + (8, +26,)F(t)
1—6,F(t) — 5,F%(t) )

- — 2
16, (£ 81,65) = rp(t) (1 L0+ (28, = 8)F(E) — 26,F (t)>

= 1e(t) <3 +

(4.9)

= 15(t) (1 +F(t) o1 + 26,F (1) )

1—6,F(t) — 6,F?(t)

bi¢iminde elde edilir. Burada 75, (0; 6;,6,) = (1 + 81)7:(0) ve 75, (00;64,8,) = 1p(0)
dir. Asagidaki 6nerme ve teorem, onerilen G, — dagiliminin bozulma orani fonksiyonunun

monotonluk 6zelligini vermektedir.
Onerme 4.1

i) Eger rx(t), f'(t) = 0 ve 6,8, = 0 kosullan altinda t degiskenine gore artan

ise, rG4(t; 61,6,) de t ye gore artandir.
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i) Eger rz(t), f'(t) =0, ve 6,<0 ve 6, = 2\/—_52 kosullar1 altinda t
degiskenine gore artan ise, 7, (t; §;,6,) de t ye gore artandir.

iii)  Eger rx(t), f'(t) <0,ve §, >0 ve §; < 25, kosullar1 altinda t degiskenine
gore artan ise, 7;, (t; 6;,0,) de t ye gore artandir.

iv) Eger r:(t), f'(t) <0, ve §,<0 ve §; < —2\/—_62 kosullar1 altinda t
degiskenine gore artan ise, 7, (t; §;,6,) de t ye gore artandir.

V) re(t), f'(t) <0,ve —05<6, <0 ve —25, <§; < \/TSZ kosullar1 altinda

t degiskenine gore azalan ise, 7, (t; 6;,0,) de t degiskenine gére azalandir.

Ispat. (4.8) denkleminden G,(t) igin bozulma oram1 fonksiyonu asagidaki gibi

yazilabilmektedir,

d
16, (6:81,8,) = Tp(0) + — (—10g(1 — 8,F(t) — 62F2(t))), (4.10)

_f® f@&)(8; + 26,F (1))
T F(@)  1-6,F(t) — 8,F3(t)

Dolayisiyla, 1, (t; 81,8,) bozulma orani fonksiyonunun monotonluk 6zelligini incelemek
igin birinci tiirevi alinacaktir. Bu fonksiyonun ilk tiirevi, temel dagilimm bozulma orani
fonksiyonunun tiirevine ve —log(l — 0, F(t) — 6,F 2(t)) ifadesinin ikinci tiirevine
baglidir. (4.10) denkleminin sag tarafindaki ifadenin ikinci tiirevi asagidaki denklemle

verilmistir,

81 + 26,F (t)
1—6,F(t) — 8,F?(t)

28,(1 — 8,F(t) — 8,F2(1)) + (81 + 28,F(D)°

411
(1—8,F(t) — 8,F2(D)” 1D

f'(@® + f2(1)

i) f'(t) =0 ve 6,6, =0 iken, (4.11) denkleminin pozitifligi saglanmistir.
Dolayisiyla, G dagilimi IHR (Increasing Hazard Rate) 6zelligini saglayip artan

bir bozulma oranidir ve bdylece monotonluk saglanmistir.
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f'(t) =0 ve 6, <0 iken, (4.11) denkleminin birinci toplaminin pozitifligi
6, = —26, oldugunda saglanir. Bunun yani sira, ikinci toplamin pozitif
olabilmesi p(u) = 26,(1 — 5;u — 8,u?) + (6, + 26,u)?,u € [0,1] ifadesinin
pozitif olmasia bagldir. Bu ifade agildiginda, p(u) = 265u? + 26,6,u + 62 +
28, elde edilir. Hemen goriilecegi iizere bu ifade u nun konveks bir
fonksiyonudur. O halde p(u) fonksiyonu minimum noktasindaki degeri pozitif

ise, ikinci toplam kesinlikle pozitif olacaktir. p(u) = 0 alindiginda, bu

. .. N ) G
fonksiyonun minimum noktast u* = —? olarak elde edilir ki bu noktada

2
2
81

fonksiyon minimum degerine ulasir yani p (— 2571) =26, +
2

olmasi durumunda minimum degerin pozitif olmasi saglanir. §; = —24§, kosulu
ile birlestirildiginde &§; < 0 olamayacagr sonucuna varilir. Buradan §; €
[2,/=38,, 2] elde edilir.

Ispat (ii) deki gibidir.

Ispat (ii) deki gibidir.

f'(t) <0 iken, (4.11) denkleminin birinci toplaminin negatifligi §; > —26,
oldugunda saglanir. Bunun yani sira, ikinci toplamin negatif olabilmesi p(u) =
262u? + 28,6,u + 62 + 26,, u € [0,1] ifadesinin konveks bir fonksiyon
olmasindan dolayi, u¢ noktalardaki degerlerinin negatif olmasina baghdir. Yani,
p(0)=62+25,<0 ve p(1)=262+426,6,+082+26,=(6;+68,)*+
§,(2 4+ 8,) < 0 olmasi igin gerekli kosullar §; < /—26, ve 0 < §; < -6, +
J=6,(2+ 8,) dir. 8, = —26, kosulu ile birlestirildiginde, max{0, —26,} <

6, < min{w/—262,—62 +./—8,(2 + 62)} olup, =24, < §; </ —28, sonucu

elde edilir.

Asagidaki Teorem, bozulma oraninin doniisiim parametrelerine goére monotonlugu ile

ilgilidir.
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Teorem 4.1 75, (t;0) bozulma oram §&; ve &, parametrelerinin azalmayan bir
fonksiyonudur. ® parametre uzayi {(Q,Sl, 62), 0 eRK §,6,€[-1,2], 6;+ 65, < 1}

seklinde tanimlanmaktadir.

Ispat. (4.9) denklemin son esitligi goz 6niine alindiginda, %r@‘ (t; ®) ifadesinin isareti
J

61+262u
1—6111—62”2

%n(61,62) , Jj =1,2 ifadesinin isaretine baghdir, burada 7(6;,6,) =
]
olmaktadir. Boylece,
1+ 6,u?

0
= >
06, n(81,62) (1 —6&u—6,u?)? — 0,

buradan §, > —1 olur, ve

u(2 —6,u)

0
I — >
35, n(81,63) (1—8,u—6,u)z = 0,

esitsizliginden &, < 2 sonucu elde edilir. Béylece &, € [—1,2] dir. Ayni sonug &, icin de

gecerlidir.

4.1.2 G, — dagilmimmin moment ¢ikaran fonksiyonu, momentleri, carpikhik ve basikhk

katsayilari

T rasgele degiskeninin moment ¢ikaran fonksiyonu,

61_

3

+ 6,

1 5,
M (k) = My, . (1),

1+6,
MX1:3 () + 3 MX2:3 () +
olarak elde edilir. Bu rasgele degiskenin k. momenti ise,
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1+56

E(TH) =

dir. Son denklemde k =
carpiklik ve basiklik katsayilarini hesaplamak igin elde edilir. Bu rasgele degiskenin

carpiklik katsayisi,

CK

3
var(T)2

(e

bi¢iminde hesaplanir. Basiklik katsayisi ise,

- Var(T)?

olarak bulunur.

1) 1-6,—-6
( “E(X30) + %E(Xﬁ:g))
+ 6, 1-68, -6, 3
+2 E(X2:3) + E(X33)
1+6, 1+6, 1-68, -6,
E( 1: 3) t+— E(X§:3) + 3 E(Xg:s)
1= 0z
< E(Xz 3) + 3 E(X3:3)>
1+ 51 52 1-46; 2
< 3 E(Xg:3) + 3 E(X§:3)
+6 < 3 E(X13) + E(X33) + 3 E(X33)
< E(X%3) + E(X53) + E(X33)
1+ 6 —0;1—6;
3< 3 E(Xq13) + 3 E(X3:3)>

E(X33) +

1_61_6

: 2E(xXs),

5,

3 1-46,—-6;
B(XL) + ————B(KLs)

8,
E(X2:3)

1 - 61 - 62
+ TE(X33))
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4.1.3 G, — dagihmindan rasgele say1 iiretme

Bu dagilimdan rasgele sayi tiretmek i¢in, denklem (4.6) da verilen dagilimin karma oldugu

+8; 146 1-(61+8
1 , 2 ve ( 1 2)
3 3 3

biliniyor. Karma dagilimda agirliklar sirasiyla ! olup, 6,,6, €

[—1,2] ve &; + 8, € [-2,1] olarak elde edilmisti. Buna gore, Onerilen dagilimdan sayi

tiretmek i¢in asagidaki adimlar takip edilecektir.

Algoritma Karma yontem ile rasgele say1 tiretme
Adim 1: T,,T,, T5 rasgele sayilar bagimsiz olarak F temel dagilimindan iiret,

Adim 2: U rasgele degiskenini diizgiin (0,1) dagilimindan {iret,

Adimm 3: Eger u < 1+351 ise, 0 zaman t = min {T;, T,, T3} den iiret,

1465,

Adim4: Eger u < ise, 0 zaman t = max{min{T}, T,}, min{T}, T3}, min{T;, T5}}den iiret,

Aksi takdirde, t = maks {T1,T,, T3} den iiret.

414 G4 — dagihmin Rényi entropisi

Denklem (4.7) yani olasilik yogunluk fonksiyonunda, temel dagilim standart diizgiin
dagilimi olarak disgiiniilir ise, F(t) =u ve dolayisiyla f(t) =1 olup boylece Rényi

entropi,

1 1 p
- 0

I,(T) =
olarak bulunur. Burada integral ifadesi, u'nun ikinci dereceden bir polinomudur. Bundan
dolayi, m; ve m, noktalar1 polinomun kokleri olarak alindiginda polinom (—38,)(u —
m,)(u —m,) olarak yeniden yazilabilir. Burada m; < m, dir. Boylece yukaridaki

integral,
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1
(—38,)° f(u —my)P(u—my)Pdu
0

olarak yazilir. z = e degisken degismesi yapilir ise,
my—my
1—m1
my—my
(=380 (my = me+ [ 22(= 2z
—tny
my—mq

m,; ve m, kokleri (0,1) araliginda degildir. Dolayisiyla, m; = 1 veya m; < 0 olmalidir.
Integralin alt ve iist smirlari hem pozitif hem de negatif olabilir. Bu tiir integralin
degerlendirilmesi ~ tamamlanmamis  Beta  fonksiyonu  kullanilarak  basarilabilir

(Tamamlanmamis Beta fonksiyonu Ek 3’de anlatilmistir). Boylece,

(—38,)P(my —m %P B 1—m, (p+1L,p+1)—B -m, (p+1,p+1)

my—my mz—my

olarak yazilir. Rényi entropisi ise,

p

2p+1
1=, log(—36,) + p log(m, — my)

1-p

Ip(T) =

)

1
+1_plog<lB 1-m; (p+L,p+1)—B -mi (p+1,p+1)

mp—mq mz—mq

seklinde hesaplanir. Burada

(6, -6 £ \/(51 +8,)2 +38,(1 +6,)
M2 = 36,
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Ve bunlar kompleks veya gergek deger alabilmektedir.

4.15 G4 — dagilimi i¢in 6zel durum

Bu boliimde, kiibik doniisiimiin temel dagilimi tistel dagilim olarak alinacaktir. Bu 6zel
dagilimin kisa bir tarifi, olasilik yogunluk fonksiyonunun ve bozulma orani fonksiyonunun
grafigi verilecek, boylece ¢alisma ¢ok fazla hacimli olmayacaktir.

T rasgele degiskeni 8 parametreli iistel dagilimina sahip olsun. Denklem (4.6) de 6nerilen

dagilim g6z 6niine aldiginda doniisiimlii yeni dagilim fonksiyonu,

G4_(t, (:.')) = 1 - (1 - 61 - 62)e_ﬁt - (61 + 262)8_2ﬁt + 628_3'Bt, (4‘12)

olarak elde edilir. Simdi bu dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu verilecektir,

g4(t; (:.')) = ﬁe"ﬂt(l - 61 - 62 + 2(61 + 262)8_‘8t - 3626_2‘8t)
= (161 — 82)f usterpy (V) + (61 + 262) fsster(2p)(8) — 82f ysterzp) (- (4.13)

Burada parametre uzay1 0O = {(8;,6,,8):6,,6, € [-1,2],8 > 0,6, + 5, < 1} olarak
tanimlanmaktadir. Denklem (4.13) ’de onerilen olasilik yogunluk fonksiyonunun son
gosteriminden yola ¢ikarak, f,2f ve 3[ parametreleri ile istel olasilik yogunluk
fonksiyonlarinin toplamlari ile ifade edilebilecegi gosterilmistir. Yukarida tanimlanan

olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki gibi analiz edilebilir,

ga(t;0) = —(1 = 8, — 8,)B%e Pt — 4(8, + 26,)B2e 2Pt + 95,2 ~3F"
Bu tiirevin negatif olmasi igin, birinci toplamda —(1 — §; — 6,) < 0 olup 6; + 4, <1
olmalidir, li¢iincii toplamin negatif olmast i¢in 6, < 0 olmalidir ve bdylece ikinci toplam da

negatif olmasi i¢in §; > —24, olmalidir yani §; > 0 olmalidir. Boylece bu fonksiyonun

azalan olmasi i¢in yani tiirevin negatif olmasi i¢in kosullar §; > 0,5, <0 ve §; + 6, <1
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olarak elde edilmistir. Ayrica §; = §, iken de tiirevin isareti negatif olup fonksiyon azalan
olmaktadir. Simdi tiirevin pozitif olmas1 incelenecektir. Bu tiirevin pozitif olmasi igin ilk
olarak iigiincii toplama bakilirsa 8, > 0 olmas1 gerektigi goziikmektedir. ikinci toplamin
pozitif olmasi i¢in de §; < 0 olmalidir. Birinci toplam hep negatif degerler almaktadir.
Boylece tlirevin sifirdan biiyiik olmasi igin §; < 0 ve §, > 0 olmalidir. Simdi bahsedilen

olasilik yogunluk fonksiyonu farkli parametreler i¢in ¢izilecektir;

Sekil 4.2 G, — dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu

4.1.6 G, — dagilimin 6zel durumu icin matematiksel ozellikleri

Bu dagilim i¢in yasam fonksiyonu asagidaki gibi bulunur,

Ga(£;0) = e P11 = 8, — 8, + (81 + 28,)e Pt — 5,e72FY),

burada g > 0, §,,8, € [-1,2],6; + 6, < 1 dir. Denklem (4.9)’de verilen bozulma orani

fonksiyonundan yola ¢ikilir ise,
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2(1—8; — 8,) + (8, + 28,)e~ Pt >

t;0) = 3 -
7, (£ ©) ﬁ( 1—=6; — 8, + (6, +28,)e Pt — 5,e2Bt

(4.14)
olarak bulunur. Bozulma oram fonksiyonunun bazi 6zel durumlar ¢, (0; ©) = (1 + 6;)f
ve lim,_,, 75, (t; ©) = B olarak verilebilir. Béylece bozulma orani fonksiyonu (1 + 8;)8
degerinden B degerine degisiyor. §; = §, = 0 iken, bozulma orani sabit olup S ya esit

olmaktadir ve §; = 1,8, = 0 iken, bozulma orani fonksiyonu 2 degerine sahip ve sabit

oluyor. Simdi (4.14)’de verilen bozulma orani fonksiyonu grafigi ¢izilecektir;

5 4
p=1
4 3 p=2
p=4
3 2
2 = — 1 PR
TP S T [ o
1 0
2 25 3 35 0 1 2 3 4
8,=05,6,=13 8,=-08, 8,=0.9
10 6
4 p
5 :
: 5 . :
e —_ |
0 0
0 0.5 1 15 2 0 1 2 3
8,=1.5, 6,=0.8 8,=5,=0.3

Sekil 4.3 G, — dagilimin bozulma oran1 fonksiyonu

Simdi ortalama kalan 6miir fonksiyonu elde edecektir,

_3(61 + 252)8_& + 4523_2ﬁt )

1
m(t; €) = E(l TS (=8, =8y + (6, + 26,)e Pt — 5,0 75Y) )

Elde edilen ortalama kalan 6miir fonksiyonun 6zelliklerine bakilacaktir,
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1
m(0;0) =

E(l—ﬁ—&), tli_)rgm(t;@)=%

2 3

ve baz1 parametre degerleri igin ortalama kalan 6miir fonksiyonu asagidaki sekillerde

verilmisgtir.

p=1
i et | AR B2
R 7
05 = 1 [ ——
T ... 05
0 0
0 1 2 3 0 1 2 3 4
51=-U.5, 52=1,3 51=.g_5' 52=_g_9
1 —— 1
2 gunscs —__’__ﬁ_d_—o—ﬁ-"f
/',///

05f" e 05

Sekil 4.4 G, — dagilimin ortalama kalan fonksiyonu

4.1.7 G4 — dagilimin 6zel durumu i¢cin moment ¢ikaran fonksiyon, momentler ve

carpiklik ve basiklik katsayilar:

Onerilen rasgele degiskenin moment ¢ikaran fonksiyonu bulunacaktir,

B B 2p 3B
Mr(k) = (1-6; —52)m+ (6, +262)2,8——k_623,8——k

=(1- 61 — 62)MUstel(B) (k) + (51 + 252)MUstel(2ﬁ)(k) - 62MUstel(3ﬁ) (k)
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burada k < B dir. Simdi elde edilen dagilimin 6zelliklerine bakilacaktir. ilk olarak K.

moment bulunacaktir,

o 1-6,-8, 6,425, & )
E(T) = Nt 1)< 5 GRF  GRF

Burada k = 1,2,3,4 alinirsa ilk dért moment elde edilecektir. Beklenen deger ise,

1
E(T) = @(6 — 38, — 25,)

Burada 6; < —%62 iken, bu rasgele degisken, iistel rasgele degiskenden daha uzun omiir

beklentisine sahip olacaktir. Bu rasgele degiskenin varyansi asagidaki gibi bulunmaktadir,

1 188, — 2058, — 962 — 126,68, — 463
'32 36ﬁ2 '

Bu dagilimin ¢arpiklik ve basiklik katsayilari sirasiyla,

_ 2(216 — 2183 — 1148, — 6067 — 863 — 2762(3 + 28,) — 96, (9 + 165, + 453))

CK 3
(=962 — 66,(3 + 28,) — 4(—9 + 56, + 62))?

Bk — (1 .\ 81062 + 117668,8, + 16208, + 3926219606, — 2592)
2 (962 + 68, (3 + 25,) + 4(—9 + 56, + 62))°

elde edilir.
4.1.8 G4 — dagilimin 6zel durumu icin en ¢ok olabilirlik tahmini ve Fisher bilgi matrisi

(ti,ty,++, t,) Onerilen dagilimdan n-boyutlu goézlenen 6rneklem olsun. @ = {8;,6,, B}
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parametrelerin olabilirlik fonksiyonu,

n
L(B;t) = H((1 — 81 — 85)Be”Pli + (8y + 28,)28e™ %Pl — 35,8e7%4),

i=1

olarak yazilir. Bu alt boliim boyunca, log-olabilirlik fonksiyonu kisaltmast ¢ = log L(0; t;)

ile gosterilir. ¢ fonksiyonu &,,8, ve [ parametrelerine gore asagidaki gibi ayirt edilir,

- Z”: —(1 — 2e7Pti)geFr

415
9a(t;; 0) ’ ( )

ot Z”: —(1— e7Pt)(1 — 3e~Pti)ge Pt (4.16)

a8, = 94(t;; 0) ’ .

9 n = ((8, + 28,) — 38,e7F1) prye2t

AL ti—Zz A (4.17)

0B B 94(t; ©)

i=1

51,6, ve [ parametrelerinin en cok olabilirlik tahmin edicileri, (4.15), (4.16) ve (4.17)
denklemlerini sifira esitleyerek ve esitlikleri ayni1 anda ¢6zerek elde edilir. Bu ii¢ parametre
icin, bilgi matris elemanlarin1 elde etmek i¢in olasilik yogunluk fonksiyonunun

logaritmasinin ikinci dereceden tiirevleri elde edilecektir,

=Lk (o ey
b6 = 651 ga(t; ©)

1=

Z”: <(1 — e7Pti)(1 - 3e Pt pe- ﬂfl)
B 652 94(t;; ©)

=1
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a%¢

los = 552
n X (=8 = 881 +26) = 6(1 = 61 = 8,)8;¢ 71 = 3(8: + 288,24 (Be*e P
=t 2; St
lss: = 1,6, = 5 22;5 _ i —(1—ePt)(1 - ze—ﬁti)(12_ 3eBte)(gebty?
= (94(t:;©))
Igs, = ls,p = aaw - zn: —2((1+6,) = 35,¢" + 3ize_zﬁt‘)ﬁztze_3ﬁf"
poon & (94(t:; ©))

Iy = Is,p = a?s 2; _ Zn: —2((2-5,) -3(1-8,)e*" _23518—2&,') "

00 S (94(t5©))

0 = {8;, 65, B} i¢in n boyutunda 6rnegin Fisher bilgi matrisi I,(0) asagidaki gibidir,

Is,s, Is,s, ls,p
In(g) =—-E 15251 15252 I52ﬁ
Igs, 1Igs, Igp

Tek gozlemin bilgi matrisinin tersi, yani I;1(©), ®'min en ¢ok olabilirlik tahminlerinin
asimptotik varyans-kovaryans matrisini gosterir. Dolayisiyla, © i¢in en g¢ok olabilirlik
tahmincisinin ortak dagilimi, ortalama © ve varyans-kovaryans matrisi I;71(0) ile

asimptotik olarak normaldir. Yani

O

>

1 8y 0
Jn —[52] 5N (0),1{1(61,62,[?) . (4.18)

2
Ry :

Bu ters dagilim matrisi ¢oziiliirse, bu ¢oéziimler bu parametreler i¢in en c¢ok olabilirlik

tahmincilerinin asimptotik varyansi ve kovaryanslarini verecektir. §;,8,, 8 parametreleri
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i¢in yaklagik olarak 100(1 — y)% giiven araliklar1 sirasiyla asagidaki gibidir,

burada zy, standart normal dagilimin 100y st kantilidir.
2
4.19 G4 — dagihmin 6zel durumu icin Rényi entropisi

(4.13) denkleminde tanimlanan olasilik yogunluk fonksiyonu gbz Oniine alinsin. Rényi

entropiyi elde etmek i¢in ( 94(t; @))p genellestirilmis Binom ag¢ilim1 yazilacaktir,

(94(t; 9))p = ((1— 8, — 8,)Be™Pt + 2(8, + 28,) et — 35236—3&)!’

[oe]

(?) ((1 51— 8,)Be Pt + 2(81 + 282)Be” Zﬁt) (_352'36—3[%)1'

=0

XoNG

k=

I
M8 T

(1 81— 52),39_ﬁt)p_j_k (2(6; + 262)ﬁe_zﬁf)k) (=3)i8, Bl e-31Pt

o

Y a2 () (P 7)1 =80 = 67748, + 28,) 5, P~ H-3b
0 k=0

s °=

J

acilim1 verilir ve Rényi entropi ise,

(D) = 1ip1°gl,-z:z,( 2 (5) () <1—61—62)p—f—k(61+25z>"52"ﬁ'

seklinde hesaplanir.
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4.1.10 G4 — dagilimin 6zel durumu icin sira istatistikleri

Ty, Ty, ..., T, bagimsiz ve aym dagilml rasgele degiskenlerin j. sira istatistigi, Xj., ile

gosterilmek lizere bu sira istatistigin olasilik yogunluk fonksiyonu, j = 1,2,...,n i¢in,

hjn(8) = Be P (1= 6, — 6, + 2(6; + 26,)e Pt — 35,e72F"))

n!
I
v (1 ~(1-8 - 62)e—ﬁ’t — (6, + 262)8—2ﬁt + 528_3ﬁt)j_1

n-j
)

x (e7PH (1= 6, — 8, + (8, + 26,)e ™t — 5,e72FY))

seklinde bulunmustur. Bdylece, birinci ve sonuncu sira istatistiklerinin olasilik yogunluk

fonksiyonu,

hin(t) = n (e (1= 6, — 6, + 2(6; + 26,)e Pt — 35,e7%F"))

X (e_'Bt(]_ - 61 - 62 + (61 + 252)e_ﬁt - 628_2'8t))n_1

hpn(£) = n (ﬁe‘“(l — 8, — 6, +2(8; + 25,)e Pt — 3526—z/3t))

x (1= (1= 68, — 8,)e Pt — (8, + 26,)e~2Ft + 5,e3Ft) 7",
olarak bulunur.

4.2 Bagimsiz Farkl Dagihima Sahip Uc Bilesenli Sistemler ile Onerilen Déniisiim

2.9.2 bolimiinde ii¢ bilesenli sistemlerde elde edilen bilesenlerin Omiirleri bagimsiz ayni

dagilima sahip alindiginda, sistemlerin basarisizlik olasiliklar1 asagidaki gibi 6zetlenebilir:

Hy3(t) = Fr, () + Fr,(t) + Fr,(£) — Fr, (©)Fp, (t) — Fr, () Fr, (t) — Fr,(©)Fr, (t) + Fr, () Fr, (£) Fr, (2),

116



Hy.5(t) = Fr, (6)Fr, (t) + Fr, () Fr, (t) + Fr,(£)Fr, (t) — 2Fr, (£) Fr, () Fr, (0),

H3.5(t) = Fr, () Fr, () Fr, (O).

Onceki boliimde anlatilan siralama bu béliim icin de gegerlidir yani Hs.5(t) < Hp.5(t) <
H,.5(t) olup, boylece ayni sekilde H,.3(t) < G*(t) < Hy.5(t) oldugundan denklem (4.1)
de anlatildigi gibi G*(t) tanimlanacaktir. Simdi Hs.5(t) < G(t) < G*(t) olacak bigimde
G(t) yi G*(t) ve Hs.5(t) fonksiyonlarin bir konveks kombinasyonu olarak yazilabilir;

G(t) = MAxHy5(8) + (1 — A)AHy5(8) + (1 — A)Hs5(8), (4.19)
= D2y (Fr, (6) + Fr,(6) + Fr, () + (1 = 2204, (Fr, () Fr, (6 + F, ()Fr, (6) + Fr, (O Fy, ()

+(1 = 32, + 34,42) (Fr, () Fr, () Fr, (£) )

burada bu dagilim fonksiyonu Shaw ve Buckley (2007) makalesinde tanittigi doniisiimlii

o . . C e e A1 Ap—2A14
dagilim seklinde yazabilmemiz i¢in ilk olarak, 13 2 =w,, % = w, tamimlanir. Burada

w; €[0,1] ve w, €[0,1] araliginda deger aliyor. Bdylece doniisiimli dagilim

fonksiyonumuz;

G(t) = 3w, (Fr, (6) + Fr, (6) + Fr,(8)) + 3wy = wy) (Fr, (6)Fr, (€) + Fr, ()Fy, (£) + Fr, ()Fp (1) )

+ (1= 9wy) (Fr, (Fr, (6)F, (©))

e L A 146
olarak bulunur. Doniisiim parametrelerini agagidaki gibi tanimlanacaktir; wy = %, wy =

%,61, 6, € [-1,2] ve buradan 6; + 6, <1 olarak elde edilir. Boylece doniistimlii

dagilim asagidaki gibi yazilmistr,
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Gs(t; 81,6,) = (1+61) (Fr, (£) + Fr, (6) + Fr, (1))
+ (82 = 61) (Fr, (©Fr, (6) + Fr, (6)F, (6) + Fr, ()Fp, ()

— (2+38) (Fr, (O)F, (O)F7, (1))
= (14 8)Hy5(8) + (1 + 8;)Hp5(8) — (1 + 81 + 8,)Ha (1), (4.20)

Boylece (4.20) fonksiyonundan onerilen T rasgele degiskenin olasilik yogunluk
fonksiyonu asagidaki gibi elde edilecektir;

95(t:81,62) = (1+ 89 (fr, (O + f, () + fr, (©))
+ (82 = 6) (fr, (OFr, (©) + Fr, (©fr, (8) + fr, (OFr, () + Fr, (fr, (©)
+ fr, (OFz, (6) + Fr, (Dfr, (1))
— (2+38,) (fr, (OVFy, () Fr, (6) + Fr (8) fr, (£)Fi, (6)

+ Fr, (O)Fy, ()fr, (1))
=1+ 6)hy3(0) + (1 + 62)hp3(t) — (1 + 6 + 63)h3.5(0), (4.21)

Simdi yasam fonksiyonu ve bozulma oran1 fonksiyonunu elde edilecektir;

Gs(t; 61, 82) = =(1+ 46, — 28) (Fr, (6) + Fr, (6) + Fir, (0))

+ (2 + 8, +26,) (Fr, (0 Fr, () + Fr, (©F7, (6) + Fr, (0F, (0))

— (2 + 38,) Fr, (O Fr, (O)F, (0).

4.2.1 Gs — dagilimin moment ¢ikaran fonksiyonu, momentleri ve ¢carpiklik ve basikhik

katsayilari

T rasgele degiskeninin moment ¢ikaran fonksiyonu asagidaki gibi elde etmektedir;
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My (k) = (1 + 81)Mx, ,(6) + (1 + 8,) My, . (£) — (1 + 81 + 8,) My, (£)
Bu rasgele degiskenin k. momenti asagida verilmektedir,
E(T*) = (1 + §DE(XF3) + (1 + 6,)E(X%3) — (1 + 61 + 8,)E(XX,)

Son denklemde k = 1,2,3,4 alinir ise, o zaman bu rasgele degiskenin ilk dort momenti
carpiklik ve basiklik hesaplamak icin elde ediliyor. ilk olarak bu rasgele degiskenin ¢arpiklik
katsayis1 asagidaki gibi bulunmaktadir;

1 _3((1 +61)EX13) + (1 +6)E(X23) — (1 +6; + 52)E(X3:3))

(14 6)EXD3) + (14 8,)E(X3.3) — (1 + 61 + 8,)E(X3.5) \
—3\ I
var(T)2

b= x(m+soEm&y+m+samx&>—u+6f+®nmﬁy)/
3

+2((1 + 8DE(X13) + (1 + 8)E(Xz3) — (1 + 81 + 8)E(X3:3))
Simdi bu dagilimin basiklik katsayis1 bulunacaktir;

(1+6)E(xT;) + (1 +6,)E(X35) — (1 + 6, +6,)E(x3,)
—4((1+ 8)E(3) + (14 8,)E(X,3) — (1 + 6, + 6,)E(Xy5))
1 X ((1+6)E(,) + (1 +6,)E(x3,) — (146, +8,)E(X3,))
- Var(T)? +6((1 +6)E(X,5) + (1 +6,)E(X,5) — (1 + 68, + SZ)E(X3:3))2
X (1 +6)EXE,) + (14 6,)E(X33) — (1 + 6, + 8,)E(X},))

—3((1+8.)E(Xya) + (1 + 5)E(Kyq) — (14 6, + 6,)E(Xs5))"

4.2.2 G5 — dagihmdan rasgele say1 iiretme

Bu dagilimdan rasgele sayi iiretmek igin, denklem (4.20) de verilen dagilimin karma
oldugu hatirlansin. Bu karma dagilimin bilesenleri sirasiyla, 3'li sistemin 3.sinin Omiir
dagilimi, 3'lii sistemin 2.sinin 6miir dagilimi ve 3'lii sistemin 1.sinin dmrii dagilimidir.

Karma agirliklar1 sirasiyla 1+ 6;, 1+ 6, ve —(1+ 6, +8,) olup, &;,6, € [-1,2] ve
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&, + 6, € [—2,1] dir. Buna gore, 6nerilen dagilimdan say1 iiretmek igin asagidaki adimlar

takip edilecektir:

Algoritma Karma yontemi ile rasgele say1 iiretme

Adim 1: T,,T,, T5 rasgele sayilar bagimsiz olarak F temel dagilimindan tiret,

Adim 2: U rasgele degiskenini diizgiin (0,1) dagilimindan iret,

Adim 3: Eger u<1+6, ise, 0zaman t = min {Ty,T,, T3} den liret,

Adim 4: Eger u <1+ 6, iSe, 0 zaman t = max{min{T;, T,}, min{Ty, T;}, min{T,, Ty }}den iiret,
Adim 5: Aksi takdirde, t = maks {T1,T,, T3} den iiret.

4.2.3 G5 — dagihim i¢in 6zel durum

Bu kisimda T;,i = 1,2,3 rasgele degiskenleri bagimsiz sirasi ile f;,i = 1,2,3 parametreleri
ile tistel dagilimina sahip olsun. Yani denklem (4.20)'deki temel dagilimlar, iki farkl: tistel

dagilim olarak diisiiniiliir, boylece;

Gs(t;0) = 14 (14 61 + 8,)(e Pt + e7Fet 4 eFst)
(246, + 262)(6—(ﬁ1+ﬁz)t + e~ (BatBat 4 e‘(ﬁz"‘ﬁs)t)

+(2 + 352)6—(ﬁ1+32+ﬁ3)f’ (4.22)

burada parametre uzayr 0 = {(&1,8, B1, B2, P3): 61,6, € [-1,2],6; + 6, < 1, B4, B2, B3 >

0} olarak tanimlanir. Simdi bu dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonunu elde edelim;

gs(t;0) = —(1 + 8; + 8;)(Bre Pt + Bre P2t + ByeFat)
2+ 81+ 28) ((Br + Boe™Frthot + (B, + a)eFurho

+ (By + Bs)eFetPt) — (24 38,) (By + B + e Frthatho)t,  (4.23)
burada &,,8, € [—-1,2], §; + &, < 1 olarak tammlanmistir. Yukarida tanimlanan olasilik
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yogunluk fonksiyonu asagidaki gibi analiz edilebilir,

95(6;0) = (148, + ;) (Bfe /1" + BFe~Fat + prefr)
— 2+ 8, +28;)((By + B)2e~FrtFt 4 (B + B3)?e™Frthat
+ (By + B3)?e™P2tBIl) 4 (2 4 38,)(By + By + Bs)2e” Pathathalt

Bu tiirevin negatif olmasi i¢in, birinci toplamin negatif olmasi i¢in §; + 6, < —1 olmalidir,

ticlincii toplamin negatif olmasi i¢in 6, < —% olmalidir ve bdylece ikinci toplam da negatif
olmast i¢in 2+ 6; + 26, olmahdir yani §; < —% olmalidir. Boylece bu fonksiyonun

.. e ) .. 2 2
azalan olmasi icin yani tiirevin negatif olmasi i¢in kosullar §; > —5,52 <-—; Ve 6, +

6, < —1 olmasidir. Ayrica §; = §, iken de tlirevin isareti negatif olup fonksiyon azalan

olmaktadir.

Simdi tiirevin pozitif olmasi incelenecektir. Bu tiirevin pozitif olmasi i¢in §; < -3 6, >

_§ ve 8; + 6, > —1 olmalidir.

Bu dagilimin yasam fonksiyonu ve bozulma orani fonksiyonu agagidaki gibi bulunur;

Gs(t;0) = —(1 + &1 + 8;) (e Prt + ePat 4 g7Fst)
_|_(2 + 6‘1 + 262)(9—(31"'52)15 + e—(ﬁl+ﬁ3)t + e—(ﬁ2+ﬁ3)t)
—(2+ 362)9—(ﬁ1+ﬁ2+33)t

burada g >0, §,,8, € [-1,2],6; + 6, <1 dir.

424 G5 — dagimin 6zel durumu icin moment ¢ikaran fonksiyon, momentler ve

carpiklik ve basikhik katsayilar

Onerilen rasgele degiskenin moment ¢ikaran fonksiyonu bulunacaktir,
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MT(k)=—(1+51+52)(Blﬁik+ﬁfjk+ﬁfjk)

B+ B2 + B+ B3 + B2+ B3 )
Br+B—k PBi+Bs—k P+PBz—k
B+ B2+ B

Br+ B2+ Bs—k

+(2 + 6, + 25,) (

—(2+36,)

burada k < min{f, B, f5} dir. Simdi elde edilen dagilimin &zelliklerine bakilacaktir. Ilk

olarak k. moment bulunacaktir,

1 1 1
E(T*) = —T(k 81 +8) = + = + —
(T rtk+ 1A+ + )(B{‘+B£‘+ﬁ§‘>

1 1 1
#4004 280 (G G R e P

F'k+1)

~C A3 B B T B

Burada k = 1,2,3,4 alinir ise, ilk dort momenti ve garpiklik ve basiklik katsayilar1 elde

edilecektir.

4.2.5 G5 — dagihmn 6zel durumu icin en ¢ok olabilirlik tahmini ve Fisher bilgi matrisi

(tq,ty, -, t,) Onerilen dagilimdan gozlenen degerler olsun. © = {61, 6,, B1, B2, B3}

parametre uzay1 i¢in olabilirlik fonksiyonu,

n

L@ )= | [ (=48, +8)(Bue Pt + prePet + pre i)

i=1

2+ 81 +28,) (B + B PPt 4 (B + By~ (Frhat

+ (B + Bs)e™PFt) — (24 36,)(By + By + By~ Prthatholt),
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olarak yazilir. Log-olabilirlik fonksiyonu 6&;,68,,5:,62 ve B parametrelerine gore

asagidaki gibi ayirt edilir,

Z Bre~Fit + Bre=Fat 4 preFst

861 gs(t;; 0)

+ Zn: (By + Ba)eBrtht 4 (B, + B)e~BrtPdt 4 (B, + Bs)e~(Patha)t

gs(ti; ©) o (424)

_ zn: (ﬁle_ﬁlt + Bze_ﬁzt + ﬁ3€_ﬁ3t) + 3B+ B, + ﬁ3)e_(31+32+33)t
gs(ti; ©)

n (ﬁl + ﬂz)e—(ﬁﬁ'ﬁz)t + (ﬁl + ﬁ3)e—(51+53)t + (ﬁz + B e~ (ﬁz+33)f)
Z (4.25)
=1

gs(t;; ©) ’

Z (146, +6,)(1 = it)e Pt
gs(ti; ©)

& (2480 +28) (1 (B, +8,)0)e 2t 4 (1= (B, +;))e ()
Z 9s(t; ©)

(2 4 38,)(1 — (By + By + Ba)t)e~Brtbatba)
- 4 gs(t;; ©) ’ (4.26)

l

a_g — _i (1 + 51 + 52)(1 — ﬁzt)e_ﬁzt
0B, gs(ti; ©)

1=1
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(246, +28) (1= (B + B))e™FrtFt 4 (1= (B, + By))e™Farho)t)
)
=1

gs(ti; ©)
n — —(B1+B2+B3)t
B Z (2+38,)(1 = (B + B2+ B3)t)e ’ (4.27)
p— gs(t;; 0)
o0 Z (148, +8,)(1 = Bt)e P
I gs(t;; ©)
Q2+ 8y +280) (1= (B + B)0)e™Prholt 4 (1= (B, + B)t)e™Farholt)
+; gs(t;; ©)
n — —(B1+B2+B3)t
B Z (2+38,)(1— (B + B2+ F3)t)e ' (4.28)
- gs(ti; ©)

81,65, b1, B, ve B parametrelerinin en cok olabilirlik tahmin edicileri, (4.24), (4.25),
(4.26), (4.27) ve (4.28) denklemlerini sifira esitleyerek ve esitlikleri ayni1 anda ¢6zerek
elde edilir. Bu ii¢ parametre igin, bilgi matris elemanlarini elde etmek igin log-olabilirlik

fonksiyonunun parametrelere gore ikinci dereceden tiirevleri elde edilerek © = {6, B4, 52}

parametre uzayi i¢in 6rnek biiyiikliigii n olan Fisher bilgi matrisi,

Is,s,  ls;s, gy 1s1p, 16185
Is,s, ls,s, ls,p, 15,8, Ils,ps
,0) = —E| 6. Ipse Ipipe Ipipe Toips |
klﬁ%ﬁ 15252 Iﬁzﬁl Iﬁzﬁz Iﬁzﬁ3/
Ipso,  Igss, sy Ipyp, Ipsp,

dir. Dolayisiyla, ® parametre uzay: ig¢in en ¢ok olabilirlik tahmincisinin ortak dagilimi,
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ortalamas1 © ve varyans-kovaryans matrisi I;1(®) olan asimptotik normaldir. Yani,

Jﬁ'/ﬁl - Bll\i > N((g\,lfl(G) I (4.29)
k f k ) )

dir. Bu ters dagilim matrisi ¢oziillirse, bu ¢oziimler parametreler igin en ¢ok olabilirlik
tahmincilerinin asimptotik varyansi ve kovaryanslarini verecektir. 8;,8,, 51,82 Ve Bs

parametreleri i¢in yaklasik olarak 100(1 — y)% giiven araliklar1 sirasiyla agsagidaki gibidir.

(81 - Zl_% ’151181' Sl + Zl_% ’15_1151) ’ (gz - Z1—%1’I(;2152' 52 + Zl—%1’1(;2152>'
A -1 p / -1 A -1 5 / -1
(ﬁl - Zl—% 13131’ﬁ1 + Zl—% Iﬁ1ﬁ1>’ ([))2 o Zl—% 1.32.32"32 + Zl—% Iﬁzﬁz)’
7 -1 2] -1
<ﬁ3 - Zl—% Iﬁ3ﬁa'ﬁ3 + Zl—%w’1ﬁ3ﬁ3)'

4.2.6 G5 — dagihmin 6zel durumu icin Rényi entropisi

(4.23) denkleminde tanimlanan olasilik yogunluk fonksiyonu goz Oniine alinsin. Rényi

entropiyi elde etmek icin ( 9s(¢; @))p genellestirilmis Binom agilimi yazilacaktir,
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(95(t:0))" = (=(1+ 8, + 8,) (Bre ™1t + Bre~Ft + pre=Fot)

+ (2 + 8, +28,) ((By + Be™ BBt + (B + Bye=Prrhot

+ (B2 + 53)3_(B2+B3)t) —(2+38)(B1+ B2+ 53)9_(ﬁ1+ﬁ2+/33)t)p
= ZZZZZ >HENHCTIET O ) crrra+s,

+ 82)P T2 + 8y + 282)(2 + 38K BT B BR(B, + B, (B,

l k _((p—n—r— - _
BByt B) (By By + By) e (0 DA T )

acilimi verilir ve Rényi entropi ise,

wwwwww

b =ggie 230 3 S (CETITNE O cor s sy 2+ 6

BB BB+ BT By By)" (By + By) (By + By + By)
(p—n-r=-Dp+(Tr+k+j-—m)p,+(n+k+1l—m)p,

+268,) (2 +36,)

seklinde hesaplanir.

4.2.7 G5 — dagilimin 6zel durumu icin sira istatistikleri

Ty, Ty, ..., T, bagimsiz ve ayn dagilimli rasgele degiskenlerin j. sira istatistigi, Xj., ile

gosterilmek tlizere bu sira istatistigin olasilik yogunluk fonksiyonu, j = 1,2, ...,n ig¢in,

!
G- 1)!(71—])!(
+(2+ 6, +26,) ((31 + Ble” BBt 4 (B, + B3)e~Frthadt 4 (B, + ﬁs)e_(ﬁ2+ﬁ3)t)

hjn(8) = —(1+ 8, + 8,)(Bre Pt + BreFet + BieFat)

—(2+38,)(B1 + B + ﬁ3)e‘(51+52+53”) (1+ (148, +8,)(e Pt + e=hat + g=Fst)
—(2+68, + 252)(3—(ﬁ1+ﬁ2)t + e~ (Batp3)t 4 e—(ﬁ2+ﬁ3)t)
+ (2 + 36,)eBrtba+B) TN (1 4 5, + 8,)(e Pt + eFat 4 e=hat)

+ (24 6, + 28,) (e~ 4Bt 4 o=(Br+Ba)t 4 o=(B+B3)0) _ (2 4 35,)e~Fr+Batpae)" ™,
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seklinde bulunmustur. Bdylece, birinci ve sonuncu sira istatistiklerinin olasilik yogunluk

fonksiyonu,

han(®) = 0 (=(1+ 8, + 8)(BreF1t + e Fat + pre~Pst)
+ (24 8, +28,) ((By + B)e™BrHPD 4 (B, + By)e™Prtbolt 4 (B, + p)e~(Pa+ho)t)
—(2+38)(B+ B, + ﬁ3)e‘(ﬁl+32+33)t) (—(1 + 6, + 8)(e Pt + ePat 4 e7Fst)
+ (2 + 8y + 28,) (e~ Br+Bo)t 4 o=(Br+Bo)t | o=(Ba4Ba)t) _ (2 4 35,)e~(Fr+hatfa)t)" ™!
B () = 0 (=(1+ 8, + 8,) (Bre ™1t + fre P2t + freFst)
+(2+ 6, +26,) ((31 + By)e”FrthPt 4 (B + By)eFrthalt + (B, + ﬁ3)€_(ﬁ2+33)t)
—(2+38)(B+ B, + ﬁ3)e‘<ﬁl+32+ﬁs)f) (1+ (148, +8,)(e Pt + e7het + g7hat)

—(2+68, + 252)(6—(ﬁ1+ﬁ2)f 4+ e~ (BrtB3)t | e—(ﬁz"'ﬁg)f) + 2+ 352)6—(ﬁ1+ﬁ2+ﬁ3)f)j_1.

olarak bulunur.

4.3 Bagimh Birbirleri ile Yer Degistirilebilir Ozelligine Sahip U¢ Bilesenli Sistemler ile

Onerilen Déniisiim

2.9.2 alt bolimiinde {i¢ bilesenli sistemlerde sistemlerin basarisizlik olasiliklar1 elde
edilmistir ve bu bilesenlerin omiirleri bagimli dagilima sahip iken basarisizlik olasiliklar
verilmigtir. Tanim 2.10 de anlatildigi gibi tanimlanan dagilimlar birbirleri ile yer
degistirilebilir dagilim alacaktir, yani F(t, o0,00) = F(0o,t,00) = F(c0,00,t) = Fr,(t) Ve

F(t,t,00) = F(t,0,t) = F(oo,t,t) = Fr, r,(t,t) alinir ve basarisizlik olasiliklari,

H1:3(t) = 3FT1(t) - 3FT1,T2 (t, t) + FTl,TZ,T3 (t! t, t)’ H2:3(t) = 3FT1,T2 (t' t) - ZFTi,TZ,T3 (t' L, t)

H3.3(t) = Fr, 1,1, (8, £, 1)
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olarak hesaplanir. Onceki boliimlerde goziiktiigii gibi asagidaki konveks kombinasyonu

burada da gecerlidir;

G(t) = 41 A;H,.5(8) + (1 — A)AH53(t) + (1 — A3)Hz.5(8)
= 304 Fr, (8) + 3(1 — 24)A;F, 1, (¢, 8) + (1 — 34, + 344 42) Fry 1, 1, (8, 8, 1)

burada 31,4, = wy, 3(1 — 1,)1, = w, olarak tamimlaninca,

G(t) = wiFr,(t) + (W, —wq)Fr 1, (¢,8) + (1 = wo)Fr 1,1, (8,8, 8)

Ki wy,w, € [0,1] dir. Doniisiim parametreleri asagidaki gibi tanimlansin,
wy=1+86,w, =146, 61,0, € [—1,2]

Simdi &; ve &, parametreleri arasindaki iligki bulunacaktir, 0 < w; + w, < 1 aralifinda

deger alir ve buradan §; + 6, < 1 olarak elde edilir. Boylece doniistimli dagilima,

Ge(t;81,82) = (1 + 6))Fp,(8) + (62 — 61 Fr, 1,(t, t) — 82Fp, 1,1, (8,8, 1)
=1-(1-6— 52)FT,-(t) — (6, + 262)FT1,T2 (t o)+ 52FT1,T2,T3 (ttt)

146,

1+6 1-6, —
TH1:3(t) + Tsz:s(t) + -

Oz
3 H3:3(t)' (4-30)

olarak yazilir ve &;,0, € [—1,2] arahiginda degerler alir, ayrica &; + 6, <1 olarak

tanimlanmaistir.

Teorem 4.2 Onerilen dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu,

96(t;8) = (1 — 8, — 8) fr, () + (81 + 28,) Fr, 1, (£, ) (1.(6) + ¥, (1))

—8,Fr, 1,1, (t, ) (TLZ (t,t) + 113(t, 1) + 123(8, t)). (4.31)
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seklinde tanimlanir, burada t;,,7;3 Ve 7,3 her bilesenin t zamaninda yasadig

bilindiginde, ilgili bilegenlerin basarisizlik oranlaridir.

Ispat. Onerilen rasgele degiskenin olasilik yogunluk fonksiyonu, (4.30) denkleminde

tanimlanan dagilim fonksiyonunun tiirevi ile asagidaki gibi elde edilebilir,

d_ d_ d_
96(t;6) = (1 - 52)( Fr, (t)> + (6, + 252)( Fr, ,(t, t)) (dt Fr,z,r,(t 8, t))
(4.31) denkleminde gosterilen fonksiyon asagidaki yontem ile elde edilecektir,

—Frnnen=— ft ft ft fr. 1. (u, v, 2)dzdvd

© [°) [°s)
- f lerTZrT3 (u, t, t) du — f fT1,T2nT3 (t, v, t) dv — f le,Tz,,T3 (t, t, Z)dZ
t t t

—fr,r, GOP(Ty < t|T, =t, T3 =t) — fr,r,(OP(T, < t|T, = t, T3 = t)
—fr,r, OP(T53 < t|Ty = t,T, = t)

_dZ _
- m FTI'TZnTg (tll tz, t)

2

=t dtldt
=t

——Fp 1,1, (1, t, t3)
1 1_
2 =
2

+—F t t,,t
dt,dts Tl,TZ,Tg( 2 3)t

2:
3=t

= Ty(t, )Fr 7, (6,8, 0) + T1 3, OFp, 1, 1, (8,8, 8) + T2 3(t, ) Fr, 11, (8,1, 1),

burada 7,,,713 Ve 7,3 her bilesenin t zamaninda yasadig: bilindiginde, ilgili bilesenlerin

basarisizlik oranlarini asagidaki gibi belirlenir,

Pt<T, <t+At,t <T, <t+At|T, >t, T, >t, T3 >t)

Tl Z(t t) = llm

At—0+ At
—d? _
dt dt FT1 TZ T3(t1' tZ’ t)
= _ - t, t>0
FT1,T2,T3 (t’ t’ t)
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Pt<Ti<t+At,t <T3 <t+AtITy, >t T, >t T3 >1t)

T1’3 (t, t) = Allm

t-ot At
—d? -
dt,dt; Fr, 1,1, (81, ¢, t3) t=t
= _ 52 t>0
Fr.r,r,(ttt)

Pt<T,<t+At,t <T3 <t+At|T; >t, T, >t,T; >t)

T2’3(t, t) = hm

At—0t At
_d? -
mFTl,TZ,Tg, (¢, ty, t3) ty=t
= _ 57 t>0
Fr.r,r,(t 6, 1)

4.3.1 G¢ — dagilimin yasam fonksiyonu ve bozulma orani fonksiyonu

(3.27) ifadesinde elde edilen dagilim ele alinarak yasam fonksiyonu,
Go(t;6,,8,) =(1—6; — SZ)FTi(t) + (61 + 252)FT1,T2 (t,t) — 62FT1,T2,T3 (t, t,t).

olarak yazilir. Buradan elde edilen dagilimin bozulma orani fonksiyonu,

TG (t;6) =

(1-6 - 52)7"Fi(t)ﬁn(t) +(6; + 262)FT1,T2 (t,t) (¢1(t) + 1, (f)) - 52FT1,T2,T3 (tt,t) (Tl,z (t,t) + T 3(t,t) + 153(8, f))

1-4, - 52)FTi(t) + (8, + 252)FT1,T2 tt) - 52FT1,T2,T3 (t,t,t)

seklinde elde edilmistir.

4.3.2 Gg — dagihm i¢in 6zel durum

Bu kisimda 6zel dagilim olarak 2.8 alt boliimiinde anlatilan FGM dagilimi ele alinacaktir.

Denklem (2.7) den yola ¢ikarak, (4.30) de elde edilen yeni ti¢ boyutlu dagilim,
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Gﬁ(t, @) =1- (1 - 61 - 52)6_Bt - (61 + 252)6’_2&
+ §,e3ht ((1 —0) 4+ 30e Pt — 3092t 4 98_3Bt),

olarak bulunur. Burada parametre uzay,
G) = {(61; 62)B; 9) 61; 62 € [_1'2]161 + 62 S 11[; > 0'9 € [_111]}
olarak tanimlanir. Simdi bu dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonunu elde edelim;

96(t;0) = (1 — 8, — 8,)Be Pt + 2(6, + 28,) e 2P
—38,Be™3t (1~ 0) + 40e Pt — 50¢ ¢ + 207361,

Simdi bahsedilen olasilik yogunluk fonksiyonu farkli parametreler i¢in ¢izilecektir;

3 2
N\ — %
. a 15¢ 3
2 \\ — =4 T
\ A \\\
1 N\ =~
= —“——- e 05 e e REEE
~ = s e
0 — 0
0 0.5 1 0 0.5 1
:\1=-0A5< ‘72=1,3 v|‘=-0,6. r12=-0.9
10 3
| "
\\ 2 %
=
5 \ \\\
1 4t
L \, = \\_\
\.\ |
0 e 0 M
0 0.5 1 0 0.5 1
v\‘=1.5. v\2=-0.8 4\‘=.|2=-0.3

Sekil 4.5 Gg — dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu
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4.3.3 Gg — dagilimin 6zel durumu icin matematiksel ozellikleri

Bu dagilimin yasam fonksiyonu ve bozulma orani fonksiyonu asagidaki gibi bulunur;

Ge(t;0) = (1 — 8, — 8,)e Pt + (8, + 26,)e 2Pt

— §,e~3bt ((1 — 6) +30e~Pt — 306726t 4 ge=3F")

Bozulma orani fonksiyonu ise,

TG (ti 0)

(1 =8, — 8,) + 2(8, + 28,)e~Ft — 35,e2ht ((1 —0) + 40Pt — 5028t 4 zee—3ﬁf)
=B ,(4.34)
(1 =8, — 8,) + (8, +28,)e Pt — §,e~2Pt((1 — 0) + 30e~Ft — 302t + fe3Ft)

Burada bozulma orani fonksiyonunun doniisiim parametresinin u¢ noktalarinda aldigi

degerler asagida verilmistir.

76,(0;0) = (1 +6,)

v, (t:0) = £

Ayrica, bozulma oran1 fonksiyonu parametrenin u¢ degerlerinde asagidaki gibi elde edilir,

(i) 6; =0 ve 6, =0 iken, bu bozulma orani fonksiyonu iistel dagilimin bozulma oram fonksiyonu ile
aynidir;
16,(;0) =B

(ii) 8; =1 ve §, =1 iken, bu bozulma oran1 fonksiyonu lineer bozulma orani fonksiyonudur;

—e Pt + pem2ht — 3¢ 3Pt ((1 —0) +40e Pt —50e72Pt + 296‘”“)
—e Pt + 372t — e=3Bt((1 — ) + 30e~Ft — 30e 2Pt + ge—3h1)

TG te)=p
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(iii) 8 = 0 iken, bu bozulma oramt fonksiyonu doniistiiriilmiis iistel dagilimin bozulma orani fonksiyonu

ile aynmidir;

(8, + 28,)e %t — 25,e 3t
8, — 8,)e Pt + (8, + 28,)e %t — §,e73bt

16, (£;0) = ﬁ(l + (-

Onerilen bozulma oran fonksiyonun grafigi asagidaki gibidir.

p=0.5, 6=0.2
3 p=2, 8=3
=4, 8=10 2

0
0 05 1
&=0.5

Sekil 4.6 G; — dagilimin bozulma oran1 fonksiyonu

Sekil 4.8’de onerilen dagilimin bozulma oranit fonksiyonu farkli parametreler icin
gosterilmistir. Gortildiigl gibi, negatif § degerleri i¢in bozulma orani fonksiyonu artan ve

pozitif § degerleri igin azalandir. Ortalama kalan 6miir fonksiyonu,

ft°°(1 — 8, — 8)e Pk + (8, + 28,)e 2Pk — 5, 73FK(1 — 9 + 30e 7Pk — 39e 2Pk + ge=3FK)ak

m(t; Q) =
(:6) (1 =6, — 8,)e Pt + (8, + 28,)e~2Pt — §,e73Bt((1 — 0) + 30e~Ft — 30e~2ht + fe—3h1)

1- % — 8 ,—pt | O 33252 e=2Pt _ g, (1?;))9 e-3Bt 4 %6—4& _ %e—sﬁt N ie—eﬁt)
T (1= 6, — 6,)e Pt + (8, + 26,)e 2Bt — §,e-3PL((1 — 0) + 30e~Ft — 3026t + ge—3hL)
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dir. Ortalama kalan 6miir fonksiyonu asagidaki 6zelliklere sahiptir:

(i) & = 0 iken, onerilen dagilimin ortalama kalan 6miir fonksiyonu iistel dagilimin
ortalama kalan émiir fonksiyonu ile aynidir;

1

B

(iv) & =1 iken, ortalama kalan émiir fonksiyonu asagidaki gibidir;

1 [m + 0t\ £
m(t’ @) = —E\/%erfc (%)e [Z] +2,8t+9t2,

m(t; 0) =

Tanimlanan ortalama kalan Omiir fonksiyonu bazi parametre degerleri i¢in asagida

verilmistir.

=05, 6=0.2 F—
— ] o T —
3 p=2, 8=3

p=d.0=10 || 2

0 05 1 0 05 1
B=-1 6=-05
2 0.8 ——
_\_\__\___\_N_‘_\___‘—‘——_
(151 R e B i
1 0.4
05f R— 117 S
= — ]
0 0
0 05 1 0 05 1
=05 &=1

Sekil 4.7 Gz — dagilimin ortalama kalan 6miir fonksiyonu

434 Gg— dagihmin 6zel durumu i¢cin moment cikaran fonksiyon, momentler ve

carpiklik ve basiklik katsayilar:

Onerilen rasgele degiskenin moment ¢ikaran fonksiyonu bulunacaktr,
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Mp(k) = (1= 6, = 8) g—p + (61 +26) 55—
(1-6) 46 56 26 )

_362ﬁ<3,8—k+4B—k_5ﬁ’—k+6ﬁ—k

burada k < B dir. Simdi elde edilen dagilimin &zelliklerine bakilacaktir. ilk olarak k.

moment bulunacaktir,

I'(k+1) rte+1)
E(Tk) = (1 - 61 - 62) ﬁk + 2(61 + ZSZ)W

3k 4+ 1S 1-— 40 56 20
—3rk+1) 2<(3ﬁ)k+(4ﬁ)k_(53)k+<6ﬁ)k>'

Burada k = 1,2,3,4 alinirsa ilk dort moment elde edilecektir.
4.3.5 Gg — dagihimin 6zel durumu icin en ¢ok olabilirlik tahmini ve Fisher bilgi matrisi

(tq,ty, -+, t,) Onerilen dagilimdan gozlenen degerler olsun. @ = {&;,5,, 8,60} parametre

uzay1 i¢in olabilirlik fonksiyonu,

n

L) = [ [(@ -8 - 80pe + 206, + 26,) e

i=1

— 36,8 ((1 - 9)8_3ﬁti + 49e4Bti — 5Pe~5Bti 4 298_6'&1')),

olarak yazilir. Log-olabilirlik fonksiyonu &;,d,, 8 ve 8 parametrelerine gore asagidaki gibi

ayirt edilir.

n
0¢ —Be Pti(1 — 2e7Pt
= E F ( ), (4.35)
26, Je(ti; ©)

i=1
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00 ~n—Pe i+ 4Be i — 35 ((1 - 0)e3Fl + 494t — 50e 5Bl + 2075t
35, Z PRCT) (4.36)
ot i (1-68, —8,)(1 — Bt)e Bt + 2(8, + 26,)(1 — 2t,)e 2t
B 9e(ti;0)
n 36267%P4((1-0)(1-3Bt)+40(1-4pt)e Pli-50(1-5pt)e ~2Pti+20(1-6pt)e 3Pt )

- aist 96(t1;0) , (437)
0t Zn: —38,Be73Pti(—1 + 4e~Pti — 5e~2Pti 4 2¢73hN) (438)
a6 Je(ti; ©) . .

i=1

51,6, 8 ve @ parametrelerinin en cok olabilirlik tahmin edicileri, (4.35) — (4.38)
denklemlerini sifira esitleyerek ve esitlikleri ayn1 anda ¢oziilerek elde edilir. Bu li¢ parametre
icin, Fisher bilgi matrisi elemanlarin1 elde etmek igin log-olabilirlik fonksiyonunun
parametrelere gore ikinci dereceden tiirevleri alinarak @ parameter uzay1 i¢in 6rnek boyutu

n olan,

Is,s, ls,5, Is,p Is,e
Is,s, ls,5, Is,p Is,e
Igs,  lgs, lgp Ipo
los, los, lop Igg

1,(0) = —E

bi¢ciminde verilir. Boylece, @ parametre uzay1 i¢in en ¢ok olabilirlik tahmincisinin dagilimi,

ortalamas1 @ Ve varyans-kovaryans matrisi I;1(@) olan asimptotik normaldir. Yani,

-

N )R (4.39)

Cb)m’m) 0’))
O O OO
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dir. 6;,8,,8 ve 6 parametreleri icin yaklasik olarak 100(1 — y)% giiven araliklar
(4.39) deki yaklasim yardimiyla sirasiyla,

(B — 7y 13,8 +2,y /1[;/}), <§—z1_% /19‘91,§+z1_% /1&}),

dir. Burada zy, standart normal dagilimin 100y ist kantilidir.
2
4.3.6 G¢ — dagihmin 6zel durumu icin Rényi entropisi

(4.33) denkleminde tanimlanan olasilik yogunluk fonksiyonu gbz Oniine alinsin. Rényi

entropiyi elde etmek igin ( 9e(t; G)))p genellestirilmis Binom agilimi yazilacaktir,

(96(t:©)" = ((1 — 8, — 8,)Be Pt + 2(8, + 25,)Be 2Pt
p
— 30,87 ((1 —0) +40e7Ft — 59672t + zee‘Sﬁt»

+ 8,)Pi k(51 + 262)k52]ﬁp(1 _ e)j—l—ngH'ne—(p+2j+k+2[+n+m),3t

MS
MS

N0 2@ esm@ma + 6

0

W
o
3
i

acilimi verilir ve Rényi entropi ise,

I,(T)

Y Y Y Y ()00 (s ss

ik ks
+ 82)P 1751 + 289)K8, (p+2j+k+2l+n+m)fB|
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seklinde hesaplanir.
4.3.7 G — dagilhimin 6zel durumu icin sira istatistikleri

Ty, T, ..., T, bagimsiz ve aym dagilimli rasgele degiskenlerin j. sira istatistigi, X;., ile

gosterilmek lizere bu sira istatistigin olasilik yogunluk fonksiyonu, j = 1,2,...,n i¢in,

e (A= 81— 6B 4 26 + 26, e

—38,Be3bt ((1 — 0) + 40e~Ft — 5026t + 296—3ﬁt)) (1

hj:n )=

- (1 - 61 - 62)3_[“ - (61 + 252)6_2[“

j-1

+ 8,673 (1 - 6) + 30eFt — 30e 28t + ae—3ﬁf)> ((1 — 5, — 8,)e Pt
n—j

+ (81 + 28,)e2ht — 5, 3Bt ((1 — 0) + 30ePt — 302t 4 ee—3ﬂt)> ,

seklinde bulunmustur. Bdylece, birinci ve sonuncu sira istatistiklerinin olasilik yogunluk

fonksiyonu,

hun(® = 1 (1 = 81— 82)BeFt + 2(81 + 280 pe 2
—38,Be7% ((1— 0) + 40eF* — 50e~2 + zee—3ﬂt)) ((1 — 81— 8e Pt

n-1
+ (81 + 265)e~2Bt — 5,0~ 3Bt ((1 —0) + 30eBt — 3928t + ee-3ﬁf))

hnn(©) = (1 = 81 — 8)Be P +2(81 + 28;)Be =2t

— 38,8e~3¢ (1 - 0) + 40P — 5026t + 20e34") ) (1
— (1= 81— 8)e Pt — (81 + 28)e 2t

j—1
+ 62679 ((1— 0) + 30e Pt — 3026 + ge=361) )

olarak bulunur.
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5. UYGULAMA

Bu galismanin son kismi olarak, daha onceki boliimlerde elde edilen 6 tane tek boyutlu
dagilimlan kiyaslamak amaciyla 3 farkli veri seti kullanilacaktir. Bu dagilimlarin olasilik

yogunluk fonksiyonlari,

g1() = (1 —=8)Be Bt +26pe72Ft,  t>0,20
1-6
92(6) = ——(Bre Pt + Bre™P2t) + 5(By + Bp) e™ P, £20,81,8, 20

gz(t) = (1 — 8)Be Pt +25(B + 0t)e~(2Bt+6t*)  + 50 3>0,0<6 < p?
9a(t;81,8,,8) = (1 — 8, — 8,)Be Pt + (8, + 28,)2Be 2Pt + (=5,)3Be 3P, t>0,8>0

95(t:0) =—(1+46 + 52)(.813_Blt + pre Pt + .333_33t)
+(2+ 6, +26;) ((ﬁ1 + Bp)e” BitFIt 4 (B + B)e™Frthat
+ (B2 + 33)9_(BZ+B3)t) — (2 +368)(By + By + By)e” Puthathalt,

t>0,8,p2,83>0

g6(t;0) = (1 — &1 — 8,)Be Pt + 2(81 + 28,)Be™ %P
— 38,Be73ht ((1 —0) + 40e Pt — 5072kt 4 293—3&)’

t>0,8>00¢€[-11]

olarak disiiniilsiin. Bu altt dagilimin farkli veri setlerine uygun olup olmadigin1 ortaya
koymak amaciyla ¢esitli testler uygulanacaktir. Boylece, hangi dagilimin hangi veri grubu
igin etkili olarak kullanilabilecegi belirlenecektir. Bu testler arasinda en bilinenleri olarak,
Akaike bilgi kriteri (Akaike Information Criterion) AIC = —2LL + 2k, Bayesian bilgi

kriteri (Bayesian Information Criterion/Schwarz Criterion) BIC = —2LL + klog(n) ve
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Kolmogorov-Smirnov (KS) D,, = supteR|@n(t) - G(t)| degerleri kullanilacaktir. Burada

k tahmin edilebilir parametre sayisi, n 6rneklem boyutudur ve LL = logL(0;t;) en ¢ok
olabilirlik fonksiyonudur. Ayrica, G, (t) = %Z?ﬂ I7,<; ampirik dagilim fonksiyonudur ve

G(t) dagilim fonksiyonudur.

Yapilan uygulamalarda parametreler i¢in alinan baslangic degerler asagidaki cizelgede

verilmisgtir.

Cizelge 5.1 Onerilen alt1 dagilimin parametreleri igin alinan baslangi¢ degerleri

G, — Daglm1 | =09, =04

G, — Dagilmi | f; =0.9,6, =2.8,§ =0.4

G; — Dagillmi | £=09,0 =04, =04

G4 — Dagillmi | =0.9,6, =—-0.56, =—-0.8

GS - Daglllml ﬁl = 09, ﬁz = 03, ﬁ3 = 07, 61 = _05, 62 = _08

Gg — Dagillmi | £=09,0 =04,5, =—-0.5,6, = —1.1

5.1 Birinci Veri Seti (B Bankasindaki Miisteri Hizmetleri Oncesi Bekleme Siiresi)

Birinci veri seti banka B'deki 60 miisterinin iglemleri baslayana kadarki miisteri hizmetleri
oncesi bekleme siiresini dakika olarak Cizelge 5.1°de vermistir. Ik olarak Al-Mutairi vd.
(2013) tarafindan kullanilmis olan bu veriler daha sonra Singh vd. (2014) makalesinde ele

alinmistir.
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Cizelge 5.2 B Bankasindaki miisteri hizmetleri 6ncesi bekleme siiresi (dakika olarak)

01 |02 |03 |07 |09 |11 |12 |18 |19 |20 |22 |23

23 |23 |25 |26 |27 |27 |29 |31 (31 |32 |34 |34

35 |39 |40 |42 |45 |47 |53 |56 |56 |62 |63 |6.6

68 |73 |75 |77 |77 |80 |80 |85 |85 |87 |95 |10.7

109 | 110 (121 | 123 | 128 |129 |13.2 |13.7 | 145 | 16.0 | 16.5 | 28.0

Bu veri seti altt dagilim ile modellenmeye ¢alisilacaktir. En ¢ok olabilirlik yontemiyle

parametre tahminleri bulunup asagidaki ¢izelgede verilmistir.

Cizelge 5.3 B Bankas1 verileri i¢in parametre tahminleri

G; — Dagilmi | = 0.208,8 = —0.656

=

G, — Dagihmi | g, = 0.157, 3, = 3.399,8 = 0.000

Gz — Dagilmi | g = 0.185,0 = 0.472,5 = —0.222

G, — Dagilmui | § = 0.218,6; = —0.633,5, = —0.227

Gs — Dagilmi | B, = 1.132, 3, = 0.196, 8; = 0.267,6, = —0.877,6, = —0.743

Ge — Dagilm | § = 0.220,8 = 1.000,6;, = —0.633,5, = —0.279

Boylece hangi dagilim bu veri setine daha ¢ok esneklik gdsterecegini bilmek i¢in model

secim kriterleri incelenecektir.

141



Cizelge 5.4 Banka B verileri i¢in model se¢im kriterleri

Dagihim KS -2LL AlC BIC

G, — Dagilim 0.063 338.142 342.142 346.330
G, — Dagilimi 0.129 342.221 348.221 354.504
G; — Dagilimi 0.067 336.777 342.777 349.060
G, — Dagilimi 0.069 338.071 344.071 350.354
Gs — Dagilimi 0.070 338.070 348.070 358.542
Gg — Dagilimi 0.069 338.036 346.036 354.413

Model segim kriterlerine gore KS degerine bakilirsa 6nerilen dagilimlardan G; —dagilimi bu
verilerin modellenmesinde en uygun dagilim olarak karsimiza ¢ikmigtir. Cizelge 5.4’de AIC
degerine bakilirsa, G; ve G; — dagilimi daha kiigiik ceza degerine sahip olup bu veriyi daha

iyi modellemekteler.

5.2 Ikinci Veri Seti (Wheaton Nehri Taskin Verilerinin Ihlalleri)

Onerilen dagilimlar test etmek igin siradaki veriler Kanada’da Yukon bdlgesinde Carcross
yakinlarinda bulunan Wheaton Nehrine iliskin (m3/s) olarak o&lciilen sel tasma
miktarlarina iligkin 1958-1984 yillar1 arasindaki 72 tasmaya ait verilerdir. Bu veriler
Choulakian ve Stephens (2001), Akinsete vd. (2008), Mahmoudi (2011) ve Bourguignon vd.
(2013) tarafindan kullanilmistir. Son yillarda bu veri seti Yilmaz vd. (2016) ele alinmistir.

Cizelge 5.5 Wheaton Nehri tagkin verilerinin ihlalleri

1.7 2.2 14.4 1.1 0.4 20.6 5.3 0.7
13.0 12.0 9.3 1.4 18.7 8.5 255 11.6
141 22.1 1.1 2.5 14.4 1.7 37.6 0.6
2.2 39.0 0.3 15.0 11.0 7.3 22.9 1.7
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Cizelge 5.5 Wheaton Nehri taskin verilerinin ihlalleri (Devam)

0.1 11 0.6 9.0 1.7 7.0 20.1 0.4
141 9.9 10.4 10.7 30.0 3.6 5.6 30.8
13.3 4.2 25.5 3.4 11.9 21.5 27.6 36.4
2.7 64.0 1.5 2.5 27.4 1.0 27.1 20.2
16.8 5.3 9.7 27.5 2.5 27.0 1.9 2.8

Parametre tahminleri en ¢ok olabilirlik yontemiyle elde edilip asagidaki c¢izelgede

verilmigtir.

Cizelge 5.6 Nehir tagkinlig1 verileri i¢in parametre tahminleri

G, — Dagilimi | B = 0.075,6 = 0.167

G, — Dagilmi | B, = 0.071, 3, = 0.909,§ = 0.154

G; — Dagilimi 0.067,6 = 0.297,5 = 0.198

=
I

G4 — Dagilmi | g = 0.106,6, = 0.803,5, = —1.000

Gs — Dagilimi | B, = 1.216, 3, = 0.068, B, = 1.216,6; = —0.994, 5, = —0.820

~

Ge¢ — Dagilimi | § = 0.101,6 = —1.000,8, = 0.401,5, = —0.157

Son olarak bu veri setinin hangi dagilim ile en iyi sekilde modelledigimizi bilmek i¢in KS,
AIC ve BIC degerleri incelenecektir. Bu degerleri kiyaslayabilmek i¢in asagidaki Cizelge 5.7

verilmistir.
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Cizelge 5.7 Nehir tagkinligi verileri i¢in model se¢im kriterleri

Dagilim KS -2LL AIC BIC

G, — Dagilim 0.131 503.930 507.930 512.483
G, — Dagilim 0.079 499.164 505.164 511.994
G; — Dagilim 0.089 496.314 502.314 509.144
G, — Dagilimi 0.056 495.065 501.065 507.895
Gs — Dagilim 0.087 497.029 507.029 518.413
Gg — Dagilimi 0.090 501.556 506.556 512.262

Sonuglar inceledigi zaman her agidan bakildiginda 6nerilen dagilimlarin, nehir tagma verileri
i¢in iyi sonuglar verdigi degerlendirilebilir. KS test istatistigine bakildigi zaman G, ve Ggq
Dagilimlari daha kiigiik bir degerle uygunluk saglanmistir. AIC degerleri incelendiginde de
Onerilen dagilimlar kiiciik ceza puanma sahip olarak daha iyi uygunluk gosterdigi
belirlenmistir. Orneklem sayis1 yeteri kadar biiyiik oldugundan AIC degeri yeterli olacaktir
ancak; BIC degerine bakilirsa da G, — Dagilimi daha iyi degerlerle sonu¢ verdigi

gbzlenmektedir.

5.3 Uciincii Veri Seti (Mesane Kanseri Verileri)

Diger dagilimlarla bu calismada 6nerilen dagilimlarin karsilastirilmasi maksadiyla kullanilan
liclincli veri grubu mesane kanseri hastalarinin sansiirlenmemis aylik olarak elde edilmis
iyilesme (hafifleme) zamanlarina ait 128 hastanin verileriyle Onerilen dagilimlar test
edilecektir. Veriler ilk olarak Lee ve Wang tarafindan kitaplarinda kullanilmis (Lee ve Wang
2013), daha sonra Merovci bu verileri Lindley (L) ve Transmuted Lindley (TL) dagilimlarin
uygunlugunu 6l¢mek icin kullanmistir (Merovcei 2013b). Son yillarda, Acik Kemaloglu ve
Yilmaz mesane kanseri veri setini iki parametreli Lindley (TPL) dagilimi ve transmuted iki
parametreli Lindley (TTL) dagilimi i¢in test etmislerdir (Acik Kemaloglu ve Yilmaz 2017).

Bu veri seti asagidaki cizelgede verilmistir.
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Cizelge 5.8 Mesane kanseri verileri

352 | 008 | 020 | 040 | 050 | 051 | 081 | 0.90 | 1.05 | 1.19 | 1.26 | 1.35

140 | 146 | 176 | 2.02 | 202 | 207 | 209 | 223 | 226 | 246 | 254 | 2.62

264 | 269 | 269 | 275 | 283 | 287 | 3.02 | 3.25 | 331 | 3.36 | 3.36 | 3.48

357 | 364 | 370 | 3.82 | 388 | 418 | 423 | 426 | 433 | 434 | 440 | 450

451 | 487 | 498 | 506 | 5.09 | 517 | 532 | 532 | 534 | 541 | 541 | 549

562 | 571 | 585 | 625 | 654 | 6.76 | 693 | 6.94 | 697 | 7.09 | 7.26 | 7.28

732 | 739 | 759 | 762 | 763 | 766 | 787 | 793 | 826 | 837 | 853 | 8.65

8.66 | 9.02 | 9.22 | 947 | 9.74 | 10.06 | 10.34 | 10.66 | 10.75 | 11.25 | 11.64 | 11.79

11.98 | 12.02 | 12.03 | 12.07 | 12.63 | 13.11 | 13.29 | 13.8 | 14.24 | 14.76 | 14.77 | 14.83

1596 | 16.62 | 17.12 | 17.14 | 17.36 | 18.1 | 19.13 | 20.28 | 21.73 | 22.69 | 23.63 | 25.74

25.82 | 26.31 | 32.15 | 34.26 | 36.66 | 43.01 | 46.12 | 79.05

Parametre tahminleri en c¢ok olabilirlik yontemiyle elde edilip asagidaki ¢izelgede

verilmistir.

Cizelge 5.9 Mesane kanseri verileri i¢in parametre tahminleri

Gy — Dagilm | g = 0.061,5 = 0.862

G, — Dagilimi | g, = 0.107,3, = 3.912,5 = 0.000

Gz — Dagilimi | g = 0.116,8 = 0.585,8 = —0.099

G, — Dagilmi | g = 0.099,5;, = —0.391,5, = 0.873

Gs — Dagilimi | g, = 0.209, 8, = 0.058, f; = 0.136,5; = —0.909,5, = —0.311

Ge — Dagilimi | § = 0.097,0 = —1.000,5, = —0.415,5, = 0.941

Son olarak bu veri setinin hangi dagilim ile en uygun modelledigimizi bulmak igin model

secim degerleri yani KS, AIC ve BIC degerleri incelenecektir.
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Cizelge 5.10 Mesane kanseri verileri i¢in model se¢im kriterleri

Dagihim KS -2LL AIC BIC

G, — Dagilimi 0.095 826.994 830.994 836.698
G, — Dagilimi 0.085 828.758 834.758 843.314
G; — Dagilimi 0.065 824.080 830.080 838.636
G, — Dagilimi 0.058 823.313 829.313 837.869
Gs — Dagilimi 0.032 818.694 828.694 842.955
G¢ — Dagilimi 0.054 822.420 830.420 841.828
L 0.074 839.040 841.040 843.911
TL 0.226 830.310 834.310 840.018
TPL 0.084 828.684 832.684 ---

TTL 0.064 825.884 831.884 ---

Sonuglar inceledigi zaman her agidan bakildiginda elde edilen dagilimlarin mesane kanseri
hastalarinin iyilesme zamanlarina ait verilerde daha 6nce modellemede kullanilmis olan dort
dagilima gore daha 1yi sonuglar verdigi belirtilebilir. AIC degerlerine bakildiginda her dort
dagilima kars1 agik bir sekilde incelendiginde bu ¢alismada 6nerilen dagilimlar daha kiiciik
ceza puanina sahiplerdir. Ayrica KS degerine bakildiginda onerilen dagilimlarin arasinda
G4, Gs Vve Gg dagilimlart bu verileri modellemek i¢in uygun dagilimlar oldugu

goziikmektedir.

5.4 Dordiincii Veri Seti (Kevlar 373/epoksi'nin yorulma kirillma 6mrii)

Bu veri seti, %90 basing seviyesinde sabit basinca maruz kalan ve basarisiz olana kadar
stirekli veri deposu yapan Kevlar 373/epoksi'nin kirilma omriinii temsil eden bir veri

setidir. Veriler Abdul-Moniem ve Seham (2015) ¢alismasinden ¢ikarildi ve daha once

Barlow vd. (1984) makalesinde incelenmistir. Bu veri seti asagida verilmistir;
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Cizelge 5.11 Kevlar 373/epoksi'nin kirllma dmrii

0.0251 | 0.0886 | 0.0891 | 0.2501 | 0.3113 | 0.3451 | 0.4763 | 0.5650 | 0.5671

0.6566 | 0.6748 | 0.6751 | 0.6753 | 0.7696 | 0.8375 | 0.8391 | 0.8425 | 0.8645

0.8851 | 0.9113 | 0.9120 | 0.9836 | 1.0483 | 1.0596 | 1.0773 | 1.1733 | 1.2570

1.2766 | 1.2985 | 1.3211 | 1.3503 | 1.3551 | 1.4595 | 1.4880 | 1.5728 | 1.5733

1.7083 | 1.7263 | 1.7460 | 1.7630 | 1.7746 | 1.8275 | 1.8375 | 1.8503 | 1.8808

1.8878 | 1.8881 | 1.9316 | 1.9558 | 2.0048 | 2.0408 | 2.0903 | 2.1093 | 2.1330

2.2100 | 2.2460 | 2.2878 | 2.3203 | 2.3470 | 2.3513 | 2.4951 | 2.5260 | 2.9911

3.0256 | 3.2678 | 3.4045 | 3.4846 | 3.7433 | 3.7455 | 3.9143 | 4.8073 | 5.4005

5.4435 | 5.5295 | 6.5541 | 9.0960

Bu veri seti elde edilen alt1 dagilim igin uygulandiginda elde edilen parametre tahminleri

asagidaki ¢izelgede verilmistir.

Cizelge 5.12 Kevlar verileri igin parametre tahminleri

G, — Dagilimi =0.727,5 = —0.849

=)

G, — Dagithmi | B, = 0.639, 3, = 0.861,5 = 0.070

G3 — Dagilimi =0.713,0 = 1.549,6 = —0.557

=)

Gy — Dagilmi | § = 0.879,6;, = 0.791,5, = 1.559

Gs — Dagilimi | B, = 0.440, 8, = 0.440, B, = 0.440,6, = —0.921,6, = —0.148

A~

Ge — Dagilmi | B = 0.865,8 = —1.000, 6, = —0.746,6, = —0.875

Asagidaki cizelgede ise bu alt1 dagilim i¢in model se¢im degerleri verilmistir.
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Cizelge 5.13 Banka B verileri i¢in model se¢im kriterleri

Dagilm KS -2LL AIC BIC

G, — Dagilim 0.096 243.033 247.033 251.695
G, — Dagilim 0.094 242.986 248.986 255.978
G; — Dagilimi 0.081 239.604 245.604 252.596
G, — Dagilimi 0.089 242.757 248.757 255.749
Gs — Dagilimi 0.090 242.757 252.757 264.410
Gg — Dagilimi 0.093 241.369 249.369 258.692

Yukaridaki tablo incelendiginde KS ve AIC degerlerine bakildiginda 6nerilen dagilimlardan

G5 —dagilimi bu verileri daha iyi modelleyecegi goziikmektedir.

5.5 Besinci Veri Seti (Elli maddenin t = 0'da kullanilmis ve hata verme siireleri)

Bu bolimde de, bu ¢aligmadaki dagilimlarin daha iyi bir model olabileceklerini gostermek
icin gercek bir veri seti kullanmiyoruz. Asagida ¢izelge Murthy vd. (2004) sayfa 180'den
alinmigtir, t = 0'da kullanilan 50 maddeyi temsil edip basarisizlik zamanlarini hafta olarak

vermistir.

Cizelge 5.14 Elli maddenin t = 0'da kullanilmis ve hata verme siireleri (hafta olarak)

0.013 | 0.065 | 0.111 | 0.111 | 0.163 0.309 0.426 0.535

0.684 | 0.747 | 0997 | 1.284 | 1.304 1.647 1.829 2.336

2.838 | 3.269 | 3.977 | 3.981 | 4.520 4.789 4.849 5.202

5.291 | 5.349 | 5911 | 6.018 | 6.427 6.456 6.572 7.023

7.087 | 7291 | 7.787 | 8.596 | 9.388 | 10.261 | 10.713 | 11.658

13.006 | 13.388 | 13.842 | 17.152 | 17.283 | 19.418 | 23.471 | 24.777

32.795 | 48.105
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Parametre tahminleri bu alt1 dagilim igin asagidaki ¢izelgede verilmistir:

Cizelge 5.15 Elli maddenin hata verme verileri igin parametre tahminleri

G, — Dagilimi = 0.094,5 = 0.549

=)

G, — Dagihm | B, = 0.114, 8, = 5.340,5 = 0.111

Gz — Dagilimu 0.118,0 = 87.271,6 = 0.075

=
Il

G, — Dagilmi | f = 0.101,6; = 0.639,6, = —0.320

Gs — Dagilimi | B, = 0.468,5, = 0.117, 5 = 0.468,6; = —0.970,6, = —0.909

A

Ge — Dagilmi | B = 0.166,8 = —0.988, 5, = 0.296,5, = —0.536

Cizelge 5.16 Elli maddenin hata verme verileri igin model se¢im kriterleri

Dagihim KS -2LL AlC BIC

G, — Dagilim 0.098 304.420 308.420 312.244
G, — Dagilim 0.075 298.981 304.981 310.717
Gz — Dagilimi 0.070 299.082 305.082 310.818
G, — Dagilimi 0.089 304.123 310.123 315.859
Gs — Dagilim 0.079 298.811 308.811 318.371
G¢ — Dagilimi 0.086 304.579 312.579 320.227

Model se¢im kriterlerine gore KS degerine bakildiginda G; — dagilimi bu verilerin
modellenmesinde en uygun dagilim olarak karsimiza ¢ikmistir. Ayrica, AIC degerine de
bakilirsa da G, ve Gz — dagilimi daha kiigiik degere sahipler ve bu veriyi modellemek i¢in

daha uygundurlar.
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5.6 Altinc1 Veri Seti (Karbon liflerinin kirilmasi verileri)

Nichols ve Padgett (2006) karbon fiberlerin (Gba'da) kirilmasi konusunda yiiz tane gézlem

kullanmustir.

Cizelge 5.17 Karbon liflerinin kirilmas1 verileri

3.7 2.74 2.73 25 3.6 3.11 3.27 2.87

1.47 3.11 4.42 241 3.19 3.22 1.69 3.28

3.09 1.87 3.15 4.9 3.75 2.43 2.95 2.97

3.39 2.96 2.53 2.67 2.93 3.22 3.39 2.81

4.2 3.33 2.55 3.31 3.31 2.85 2.56 3.56

3.15 2.35 2.55 2.59 2.38 2.81 2.77 2.17

2.83 1.92 1.41 3.68 2.97 1.36 0.98 2.76

491 3.68 1.84 1.59 3.19 1.57 0.81 5.56

1.73 159 | 2122 1.12 1.71 2.17 1.17 5.08

2.48 1.18 3.51 2.17 1.69 1.25 4.38 1.84

0.39 3.68 2.48 0.85 1.61 2.79 4.7 2.03

1.8 1.57 1.08 2.03 1.61 2.12 1.89 2.88

2.82 2.05 3.65

Parametre tahminleri Cizelge 5.18 de 6zetlenmistir,

Cizelge 5.18 Karbon liflerinin kirilmasi verileri i¢in parametre tahminleri

A~

G; — Dagilmi | B = 0.558,6 = —1

G, — Dagihmi | B, = 0.558, 3, = 0.560,5 = 0.000

A~

Gz — Dagilmi | f = 0.577,0 = 0.473,6 = —1.000
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Cizelge 5.18 Karbon liflerinin kirilmasi verileri i¢in parametre tahminleri (Devam)

Gy — Dagilmi1 | § = 0.679,5, = —1.000,8, = —0.997

Gs — Dagilmi | g, = 0.716, 8, = 0.465, f; = 0.763,5; = —1.000, 5, = —1.000

Ge — Dagilmi | § = 0.673,0 = —0.997,6, = —0.992,6, = —0.973

Boylece onerilen dagilimlarin karbon liflerinin kirilmasi verileri i¢in uygunlugu asagida

verilmistir.

Cizelge 5.19 Karbon liflerinin kirilmas1 verileri i¢in model se¢im kriterleri

Dagihm KS -2LL AlC BIC

G, — Dagilimi 0.210 338.209 342.209 347.419
G, — Dagilim 0.211 338.210 344.210 352.025
Gz — Dagilimi 0.134 312.722 312.722 326.538
G, — Dagilimi 0.152 315.576 321.576 329.392
Gs — Dagilim 0.195 321.802 331.802 344.828
G¢ — Dagilim 0.142 313.937 321.937 332.357

Model se¢im kriterlerine gore AIC degerine bakilirsa onerilen dagilimlardan G; —dagilimi

bu verilerin modellenmesinde en uygun dagilim olarak karsimiza ¢ikmistir.

5.7 Yedinci Veri Seti (128 Mesane kanseri hastalarinin iyilesme siirecleri)

Cizelge 5.20'de verilen veriler, Lee ve Wang (2003) makalesinde rapor edilen 128 mesane
kanseri hastalarinin rastgele bir 6rneginin iyilesme siirelerini (ay olarak) gostermektedir.

Daha sonra bu veri seti Merovci (2013b) tarafindan kullanilmastir.
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Cizelge 5.20 Mesane kanseri hastalarinin iyilesme siiregleri (ay olarak)

008 | 209 | 348 | 487 | 694 | 8.66 | 13.11 | 23.63| 0.20 | 2.23

352 | 498 | 697 | 9.02 | 13.29 | 040 | 226 | 3.57 | 5.06 | 7.09

9.22 | 13.80 | 25.74| 050 | 246 | 3.64 | 5.09 | 7.26 | 9.47 |14.24

2582 | 051 | 254 | 370 | 517 | 728 | 9.74 |14.76 | 26.31 | 0.81

262 | 382 | 532 | 7.32 | 10.06 |14.77| 32.15 | 2.64 | 3.88 | 5.32

7.39 | 10.34 | 1483|3426 | 090 | 2.69 | 4.18 | 534 | 7.59 | 10.66

1596 | 36.66 | 1.05 | 2.69 | 423 | 541 | 7.62 |10.75| 16.62 | 43.01

119 | 275 | 426 | 541 | 7.63 |[17.12| 46.12 | 1.26 | 2.83 | 4.33

766 | 11.25 | 17.14 | 79.05| 135 | 2.87 | 562 | 7.87 | 11.64 | 17.36

140 | 3.02 | 434 | 571 | 793 |[11.79| 18.10 | 146 | 4.40 | 5.85

826 | 1198 | 19.13 | 1.76 | 3.25 | 450 | 6.25 | 8.37 | 12.02 | 2.02

331 | 451 | 654 | 853 | 12.03 |20.28 | 2.02 | 3.36 | 6.76 | 12.07

21.73| 2.07 | 3.36 | 6.93 | 8.65 |12.63| 22.69 | 5.49

Simdi elde edilen alt1 dagilim i¢in parametre tahminleri verilmistir;

Cizelge 5.21 Mesane kanseri hastalarinin iyilesme siiregleri verilerinin parametre tahminleri

A

G, — Dagilmi | B =0.061, & =0.862

G, — Dagithmi | B, = 0.107, 8, = 3.912,8 = 0.000

G3 — Dagilimi 0.116,0 = 0.585,5 = —0.098

=
I

G, — Dagilmi | B = 0.099,6;, = —0.391,6, = 0.873

Gs — Dagilimi | g, = 0.209, 53, = 0.058, 8; = 0.135,5; = —0.909,5, = —0.311

A~

Ge — Dagilmi | B = 0.097,8 = —0.998, 6, = —0.415, 5, = 0.941

Boylece bu verileri onerilen dagilimlara uygunlugu asagida verilmistir.
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Cizelge 5.22 Mesane kanseri hastalar1 verileri i¢in model se¢im kriterleri

Dagihim KS -2LL AlC BIC

G; — Dagilimi 0.095 826.994 830.994 836.699
G, — Dagilimi 0.085 828.758 834.758 843.314
Gz — Dagilimi 0.065 824.080 830.080 838.636
G, — Dagilimi 0.058 823.314 829.314 837.869
Gs — Dagilimi 0.032 818.694 828.694 842.955
Ge — Dagilimi 0.054 822.420 830.420 841.828

Model seg¢im kriterlerine gore KS degerine bakilirsa 6nerilen dagilimlardan Gs —dagilimi bu

verilerin modellenmesinde en uygun dagilim olarak karsimiza ¢ikmuistir.

Bu veri setlerine genel olarak bakildiginda Gg — dagilimi veri setleri i¢in daha iyi sonuglar

verip bu verilerin analizi i¢in en uygun dagilim diye kabul edilebilir.
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6. TARTISMA ve SONUC

Bu calismanin en 6nemli amaci literatiirde mevcut olan dagilimlara parametre ilave ederek

daha esnek hale getirip gergek veri setlerini daha iyi modellenmesini saglamaktir.

Shaw and Buckley (2007)’de karesel doniisiim yontemi, sira doniisiimii yontemi anlatilarak
verilmistir. Aslinda karesel doniistim yontemi, iki bilesenin minimum ve maksimumlarin
dagilimlarinin konveks kombinasyonu olarak yazilip yeniden parametrelendirerek elde
edilmektedir. Ayrica, iki bilesenin minimum ve maksimum dagilimlari, iki bilesenli paralel
ve seri sistemlerin basarisizlik olasiliklarina esittir. Yani sistemlerden yola ¢ikarak doniistim
yontemi ¢ok agik ve kolay bir sekilde elde edildigi goriildii. Benzer sekilde, kiibik doniisiim
yontemi de li¢ bilesenli sistemlerin paralel sistem, ticte iki ¢ikish sistem ve seri sistemlerin
basarisizlik olasiliklarinin konveks kombinasyonu yapilip parametre degisikligi yapilarak

elde edilir.

Granzotto vd. (2017) makalesinde kiibik doniisiim yontemi ilk defa tamitilmistir. Bu tez
caligmasinda kiibik doniisiim yontemi i¢in parametre uzayi detaylica incelenmistir, ama ad1
gecen makalede parametre uzayr dogru tanimlanmamistir. (Teorem 2.1 denklem (3) ile
verilen kiibik dontisiimiinde, 6rnek olarak A; = 0,4, = —1 alindifinda dagilim 6zellikleri
yansitilmamaktadir). Son bir yilda kiibik doniistiiriilmiis dagilim adi altinda bir ka¢ ¢alisma
yapilmistir. AL-Kadim ve Mohammed (2017) makalesinde kiibik doniistiiriilmiis Weibull
dagilimini dontlistim parametreleri esit alinarak incelenmistir. Kiibik doniistiiriilmiis Pareto
Rahman vd. (2018), kiibik doniistiiriilmiis Gompertz-Makeham dagilimi ise Riffi ve Hamdan
(2018) tarafindan incelenmistir. Rahman vd. (2019) makalesinde kiibik doniistiiriilmiis
Weibull dagilimi verilmistir. Yukarida onerilen kiibik doniistiiriilmiis aileler kullanilarak

daha dar bir parametre uzay: ile tanitilmistir.
Bu arastirmanin amaglari karesel ve kiibik doniisiim yontemlerini kullanarak yeni dagilimlar
tiretmek, bu oOnerilen dagilimlarin ozelliklerini incelemek, bazi gergek veri setlerine

uygulamaktir. Ayrica, literatiirdeki tiim makalelerde tek de+giskenli dagilimlar ele alinarak
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doniigim yontemi ile yeni tek degiskenli dagilimlar elde edilmistir. Bu tez gelecekteki
arastirmacilara iki ve ii¢ boyutlu dagilimlart da ele alarak yeni tek degiskenli dagilim elde
etme firsati vermektedir. Ayrica, bu tez gelecekteki arastirmacilar igin en ¢ok olabilirlik
yontemi disinda momentler tahmini, en kii¢iik kareler tahmini ve L-moment tahmini
yontemleri gibi bir¢ok yeni ¢alisma alani i¢in firsat saglayabilir. Bu tez ¢aligmasini okuyan
aragtirmacilar igin, yeni karesel ve kiibik doniistliriilmiis dagilimlar 6nermek, dortlenik
(quartic) doniistiiriilmiis dagilimlar1 tanitmak ve ¢ok degiskenli doniistiiriilmiis dagilimlar

gelistirmek gelecekteki ¢aligmalar i¢in kayda deger oneriler olabilir.
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EKLER

Ek 1. Erf Fonksiyonu

Matematikte, hata fonksiyonu (ayrica Gauss hata fonksiyonu olarak da adlandirilir) 6zel
fonksiyondur. Olasilik, istatistik ve kismi diferansiyel denklem ig¢inde temel olmayan bir

fonksiyondur. Hata fonksiyonu erf olarak tanimlanip,

erf(x) = %J et dt
0

Eger x negatif ise, integral x degerinden sifira tanimlanir.

erfc(x) =1—erf(x) = ife_tz dt
N

Hata fonksiyonunun 6zelliklerinden erf(—x) = —erf(x) oldugunu sdyleyebiliriz.

0.75 |t /
0.50
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Ek 2. Tam olmayan Beta Fonksiyonu

Beta fonksiyonunun bir genellemesi Tam olmayan veya Tamamlanmamis Beta

fonksiyonudur ve asagidaki gibi tanimlanur,

B,(a,p) = fzt“‘l(l — t)F1dt

0

burada a,f > 0 dir. z =1 iken tamamlanmamis Beta fonksiyonu, Beta fonksiyonuna esit
oluyor. (Tamamlanmamis demek integralin bir sinir1 kapali diger sinir1 ise agik olmasi

demektir.)
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