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1. GIRIiS

Uzayda herhangi bir dogru, bir egriye dayanarak hi¢ bir kurala bagh kalmaksizin
hareket ettirildiginde elde edilen yiizeylere regle yiizeyler denir.

R3 uzayinda bir regle yiizey; v : I x R — R? olmak {izere

7 () = p(t) +ue(t)

seklinde ifade edilebilir.

Burada p egrisine regle yiizeyin dayanak egrisi, e (t) vektoriine regle yiizeyin p (t)
noktasindaki dogrultmani adi verilir. p (¢) noktasindan gegen ve e (t) vektoriiyle
paralel olan dogruya bu noktadan gecen ana dogru denir. Yiizey iizerinde bu ana
dogrularin birbirlerine en yakin oldugu yerlerden gecen dik yoriingeye ise striksiyon

¢izgisi denir.

Shyuichi IZUMIYA, Haruyo KATSUMI ve Takako YAMASAKI (1999), regle yiizey-
lerinin bir simiflandirmasi olan rektifiyan acilabilir yiizeylerin ve rektifiyan Gauss
yiizeylerinin singiilaritelerini ve singiiler noktalarinin gesitlerini incelemisgtir. Biz

de bu yiizeyleri Legendre egrilerini kullanarak genellestirdik ve singiilerliklerini in-

celedik.

Normalde bir yiizeyin iki yiizii olur. Tek yiizlii bir yiizeyin nasil elde edilecegi
sorusunu, Alman matematikci ve gokbilimci August Mobius 19.yy’ da buldugu bir
sekil sayesinde ¢ozdii. Bu sgekli elde etmek i¢in yapilmasi gereken. bir kagit seridin
bir ucunu 180° dondiiriip diger ucuyla birlestirmektir. Olusan bu seride Mobius
seridi’ denir. Seridin en 6nemli 6zelligi tek bir yiizeyi olmasidir. Bu sayede aginma

azalacagindan sanayide oldukca kullanilir.

Ayni zamanda bu ¢alismada Mobius seridinin denkelemini elde ettik ve bir rektifiyan
acilabilir yiizey ornegi oldugunu gosterdik. Buna ek olarak, Mobius tipli yiizeyleri

ele aldik ve hangi sartlar altinda yiizeylerin Mobius seridi olabilecegini inceledik.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bolim tezin diger boliimlerinde kullanilacak olan kavramlarin aciklamalarina

ayrilmigtir.

Tanim 2.1 (Ig Carpim) : Bir (,) : R*x R* — R fonksiyonu her 4,7 € R? icin

u = (uy, ug, ug), v = (01, U2, U3); U;, v; € R olmak tizere

(w,0) =) w;

i=1
seklinde tanimlaniyorsa (, ) fonksiyonuna R? vektoér uzayinda i¢ carpim denir. Bu ig

carpima Oklid anlamindaki ic carpim veya R? uzayindaki standart ic carpim denir

(Hacisalihoglu 2000).

Herhangi iki @ = (uq, 4z, u3) ve v = (U1, g, U3) vektorlerinin i¢ garpimi (u,v)

seklinde gosterilir.

Tamm 2.2 (Norm) : R? uzaymda bir a vektoriiniin normu +/(a, a) olarak tanim-

lanir ve || @ ||ile gosterilir (Hacisalihoglu 2000).

Tanim 2.3 (Vektorel Carpim) : R? 3 boyutlu uzayida Va = (i, Us, U43),

Vo = (U1, U, U3) € R3 igin vektorel carpimi
U X U = (03 — Vollz, U3Vy — V3lly, U1V — U1Us)
seklinde tanimlanir (Hacisalihoglu 1993).
Tanim 2.4 (Egri) : I, R'nin agk bir alt aralig olsun. Bu durumda
vyl — E3

s — (71(s),72(5) 73 ()

bir diferansiyellenebilir déniigiim olmak tizere v (I) C R? alt kiimesine R®de bir egri

denir (Yiice 2017).



Tanim 2.5 (Hiz Vektorii) : ¢ (s) = (¢} (s), <5 (s), <5(s)) vektoriine ¢ egrisinin

¢ (s) noktasimdak: hiz vektorii adi verilir. (Sabuncuoglu 2004).

Tanim 2.6 (Yay Parametresi) : ¢ : I — R3 ||’ (s)]| = 1 olsun. O halde s’ye

egrinin yay parametresidir denir (Hacisalihoglu 1993).

Tamim 2.7 (Regiiler Egri) : Hiz vektorii, her noktada sifirdan farkli olan egri
regiiler bir egridir (Yiice 2017).

Tanim 2.8 (Kiiresel Egri) : R? de verilen bir a egrisi bir S? kiiresi iizerinde

yatiyor ise a egrisine kiiresel egri denir (Yiice 2017).

Tanim 2.9 (Birim Teget Vektér) : R3 uzayinda birim hizh y : I — R3 egrisini

ele alalim

seklinde verilmig 7 (s) vektoriine egrinin +y (s) noktasindaki birim teget vektorii

denir. 7, ~ egrisi iizerinde bir vektor alamdir (Sabuncuoglu 2004).
Tamm 2.10 (Egrilik) : Vs € I ve v : [ — R3 birim hizh egrisi i¢in
k(s) =T (s)ll

seklinde tamml k fonksiyonuna egrinin egrilik fonksiyonu ve & (s) € R reel sayisina
da egrinin v (s) noktasindaki egriligi denir. « (s) sayisinn biiyiikliigii, egrinin v (s)

noktasindaki tegetinden ne kadar ayrildiginin olgiisiidiir (Yiice 2017).

I := [a,b] kapal aralig1 ve v (s) (a < s < b) bir regiiler egri olsun. Bu durumda;

/ X "
R ICEC]
17" ()
fonksiyonu ~’nin egrilik fonksiyonudur. 7' = Z_Z iken; x (s)'nin sifir oldugu noktaya

~'nin biikiilme noktas: denir (Kurono ve Umehara 2008).

Tanim 2.11 (Asli Normal) : R? uzaymda v : I — R3 birim hizh egrisini ele

alalim
1 !
N(s) = 5T ()
3




seklinde verilmis N (s) vektoriine egrinin +y (s) noktasindaki asli normal vektorii

denir (Sabuncuoglu 2004).

Tanim 2.12 (Binormal) : R3 uzayinda~ : I — R3 birim hizh egrisini ele alalm.
B(s) =T (s) x N (s)

seklinde tanimh B (s) vektoriine y'nin v (s) noktasindaki binormali denir. Bu vektor

alanina ~y egrisi boyunca binormal vektor alani denir (Sabuncuoglu 2004).

Tamm 2.13 (Burulma) : R? uzaymda «y : I — R3 birim hizli egrisini ele alalim.

T, N, B, egrinin Frenet vektor alanlar1 olmak iizere

T : I —R,
7(s) = —(B'(s),N(9))
= (B(s),N'(s))

fonksiyonuna, egrinin burulma fonksiyonu adi verilir. 7 (s) degerine de +/'nin - (s)
noktasindaki burulmasi denir. 7 (s) sayisiin biiyiikliigii, egrinin v (s) noktasi komsu-
lugunda bu noktadaki oskiilator diizleminden ne kadar ayrildigimin 6l¢iistidiir

(Sabuncuoglu 2004).

Tanmim 2.14 (Frenet Catis1) : 7, N, B vektor alanlarimin v egrisi boyunca olug-
turduklar {7, N, B} gatisina v egrisinin Frenet ¢atis1 denir.(Yiice 2017)

Teorem 2.1 (Frenet Formiilleri) : v: 1 — R3, x egrilikli ve 7 burulmali birim

hizli bir egri olsun. Bu durumda,

T = kN
N' = —kT+71.B
B = —1N

gegerlidir. Bu formiillere birim hizli « egrisi i¢gin Frenet formiilleri (denklemleri)

denir (Yiice 2017).



T, N, B, R3 uzaymda birim hizl 7 egrisinin Frenet vektor alanlar ise

N’ 0 7 —k N
Bl=]l-7r 0 0 B
T’ k 0 0 T

yazilabilir.

olmak iizere

NxB = T
BxT = N

dir (Sabuncuoglu 2004).

alanlar1 ; k # 0 egrilik ve 7, burulma fonksiyonlar: olmak iizere

/

S
[</]]

g/ >< g//
(ISl
= BxT

T:

B —

ve

//H

SIS
3
[</]]
det (§/7 g//7 g///)
5" x ¢”|”

K =

dir (Sabuncuoglu 2004).

Tanim 2.15 (Yiizey) : U C R? bir baglantih agik kiime ve ¢ : U — R3 regiiler
doéniigiimiinii ele alahm. v : U — 9 (U) déniigtimii eger homeomorfizm ise v (U)

kiimesine R3’te regiiler yiizey adi verilir (Yiice 2017).
Tamim 2.16 (Sekil Operatorii) : N, M yiizeyinin birim normali; x (M), M'nin
vektor alanlar uzay1 ve D, E¥de Riemann konneksiyonu olmak tizere

S(X)= DxN
5



bigiminde tanimli S doéniigiimiine yiizeyin sekil operatorii denir (Yiice 2017).
Teorem 2.4 : S lineer bir doniigiimdiir (Hacisalihoglu 2000).

Tamm 2.17 (Gauss Egriligi) : T, R¥te bir yiizey ve S, T'nin sekil operatorii

olsun.
K : T—R

K : t— K(t)=detS(t)

fonksiyonuna 7'nin Gauss egrilik fonksiyonu, K () € R sayisina da 7'nin ¢ nok-

tasindaki Gauss egriligidir denir (Yiice 2017).

Tamm 2.18 (Ortalama Egrilik) : T, R¥te bir yiizey ve S, T” nin sekil operatorii

olmak {izere

H : T—R

H : #— H) = %z’zS (")

seklinde tanimhi H fonksiyonuna yiizeyin ortalama egrilik fonksiyonu, H (¢*) sayisina

da o noktadaki ortalama egriligi denir (Yiice 2017).

Tamm 2.19 (Egri-Yiizey ikilisi) : R%'te bir R yiizeyi iizerinde, v : | — R3
birim hizl egrisi verilsin. Yiizeyin birim dik vektor alanm1 Y ve 7 egrisinin birim

teget vektor alan1 7 olmak iizere
Yon)xT =2

seklinde tamimlanan Z vektor alanimi goz oniine alalm. {7 (s),Y (s),(Y ov) (s)}
kiimesi T’ (s)R? uzaymmn ortonormal bir tabani olur. Bu tabana (v, R) egri-yiizey

¢iftinin gatis1 denir (Sabuncuoglu 2004).
Tanim 2.20 (Normal Egrilik) : v: — R birim hizli egri olmak iizere

kn (5) = (7" (5), (Y 07) ()

esitligiyle belirli ,, (s) sayisma (v, R) egri-yiizey ¢iftinin ~ (s) noktasindaki normal
egriligi denir (Sabuncuoglu 2004).



Tanim 2.21 (Geodezik Egrilik) : v : [ — R birim hizh egri olmak {izere

kg (s) = (7" (s), Z (9))

sayisina (v, R) egri-yiizey ¢iftinin + (s) noktasindaki geodezik egriligi denir
(Sabuncuoglu 2004).

Tanim 2.22 (Geodezik Burulma) : v: 1 — R birim hizh bir egri olmak tizere

Ty (s) = —((Y 09) (5),Z (s))

esitligiyle belirli 7, (s) sayisina (v, R) egri-yiizey ciftinin v (s) noktasindaki geodezik
burulmasi denir (Sabuncuoglu 2004).

Teorem 2.5 : v : [ — M diizenli egrisinin bir asimptotik egri olmasi i¢in, «,, = 0

olmasi gerekir ve yeter (Sabuncuoglu 2004).

Teorem 2.6 : v : I — M egrisi geodezik egri ise k, = 0 dir. Karsit olarak
v : I — M egrisinin hiz vektortintin uzunlugu sabit ve K, = 0 ise v : [ — M

egrisi bir geodezik egridir (Sabuncuoglu 2004).

Tanim 2.23 (Singiiler Nokta) : v : I — R" egrisinde 7/ (t) = 0 olan noktalara

~ egrisinin singiiler noktalar1 denir.

Tanim 2.24 (Helis) : R? uzayindaki bir «y egrisinin birim tegeti 7 olsun. 7 vektor
alani, sabit bir u vektorii ile sabit a1 yapiyorsa « egrisine bir helis adi verilir. Sabit

u vektoriine de helisin ekseni denir (Sabuncuoglu 2004).

Tanim 2.25 (Slant Helis) : R? uzayimdaki bir v egrisinin & (s) # 0 olmak iizere
asli normali AV, sabit bir dogrultu ile sabit ag1 yapiyorsa egriye slant helis ad1 verilir

(Izumiya ve Takeuchi 2004).

Tanim 2.26 (Bogaz Noktasi) : Bir ¢ (t,v) regle yiizeyinde komgu iki dogrult-
manin ortak dikmesinin dogrultmanlar iizerindeki ayaklarina bogaz (striksiyon) nok-

tas1 ad1 verilir (Hacisalihoglu 1983).



Tanim 2.27 (Striksiyon Cizgisi) :Bir ¢ (¢, v) regle yiizeyinin dogrultmani, dayanak
egrisi boyunca yiizeyi olugtururken striksiyon noktalarinin geometrik yerine ¢ (¢, v)

yiizeyinin striksiyon ¢izgisi adi verilir. (Hacisalihoglu 1983).

Tanim 2.28 (Umbilik Nokta) : M yiizeyinin bir p noktasinda S, lineer doniistimii,
birim doniisiimiin bir say1 ile carpimina egit ise p noktasina yiizeyin bir umbilik nok-

tas1 denir (Sabuncuoglu 2010).

Tanim 2.29 (Dagilma parametresi (drali)) : Regle yiizeyin iki komgu dogrult-
mani arasindaki en kisa mesafenin bu komsu dogrultmanlar arasindaki agiya oranina

yiizeyin drali adi verilir. (Hacisalihoglu 1983).

Tanim 2.30 (Asimptotik Vektor) : u, # 0 ve (S (u,),u,) = 0 ise u, teget

vektoriine, p noktasinda bir asimptotik vektor adi verilir. (Sabuncuoglu 2010).

Tanim 2.31 (Asimptotik Egri) : M, R3de bir yiizey olmak iizere, her noktasin-
daki teget vektorii asimptotik olan egriye M iizerinde bir asimptotik egridir denir

(Yiice 2017).



3. REKTIFIiYAN ACILABILIR YUZEYLER VE SINGULER NOK-
TALARI

Acilabilir regle yiizeyler ele alindiginda bu yiizeylerin iki tipine rastlanir. Bunlardan
ilki taban egrisi egrilik cizgisi olan acilabilir regle yiizeylerdir. Ikinci tip ise Dar-
boux vektorii kullanilarak elde edilen ve taban egrisi geodezik olan acilabilir regle

yiizeylerdir.

Bu yiizeylerin singiiler noktalar1 incelenmis olup bu béliim ise Izumiya, Katsumi ve
Yamasaki tarafindan yazilan "The rectifying developable and the spherical darboux

image of a space curve" isimli makalenin genis bir gsekilde incelenmesine ayrilmistir.

3.1 Rektifiyan Acilabilir Yiizeyler

Uzayda herhangi bir dogru, bir egriye dayanarak hicbir kurala bagli kalmaksizin
hareket ettirildiginde elde edilen yiizeylere regle yiizeyler denir. Regle yiizeyler
cogunlukla mimarlik alaninda kullanilir.

a : I — R3 diizgiin bir egri ve v : [ — R3\ {(0,0,0)} bu dayanak egrisi iizerinde

birim uzunlukta bir vektor olsun. v, araligindaki her bir s’ye karsiik a(s) nok-
tasimda v (s) vektoriinii kargilik getiren bir doniisiimdiir. O halde «a ve v aracihigiyla

belirlenen M regle yiizeyinin parametrik denklemi

y : IxR—R3

y(s,u) = als)+uv(s)

seklinde ifade edilebilir. « egrisine regle yiizeyin dayanak egrisi, v (s) vektoriine de
regle yiizeyin « (s) noktasindaki dogrultmani denir. « (s) noktasindan gegen ve v (s)
vektoriine paralel olan dogruya « (s) noktasindan gegen ana dogru adi verilir.

Bir regle yiizeyde eger v sabit bir vektor (v’ (s) = 0) ise yiizeye silindirik yiizey denir.
Vs € I igin v/ (s) # 0 oluyorsa bu tiir yiizeylere silindirik olmayan yiizeyler denir.

v’ (s) # 0 oldugunu kabul edelim.



Bu durumda
(6" (s), 0" (s)) =0
sartin1 saglayan bir 5(s) € y(s,u) vardir. Bu egriye regle yiizeyin striksiyon

¢gizgisi denir. Baz1 f = f (s,u) diizgiin fonksiyonlar igin egri parametresi

B(s)=als)+ f(s)v(s)

verildiginde yiizeyin striksiyon ¢izgisi
(o 0")

G

seklindedir.Bir regle yiizeyin singiiler noktalari, striksiyon egrisi iizerinde bulunmak-

f=a-

(3.1)

tadir. Eger v/ (s) = 0 (8 = «) ise regle yiizey striksiyon egrisine sahip degildir ki bu
durum regle yiizeyin silindir olmasi anlamina gelir.

[ striksiyon cizgisi olmak iizere;

y= Exuh (3.2)

oI
ifadesine regle yiizeyin dagilma parametresi (drali) denir.
O halde (3.1) ve (3.2)’den silindirik regle yiizeyin dagilma parametresini su sekilde
yazabiliriz:

2

Bir regle yiizeyin Gauss egriligi daima negatif veya sifirdir; yani yiizey iizerinde
herhangi bir p noktasi igin K (p) < 0’dir. Yiizeyin regiiler noktalarinda

)\2

K (s,u) = —2 )

(/\2 (s) + u2)

dir. Bir regle yiizeyin tiim regiiler noktalarinda K = 0 ise bu regle yiizeye agilabilir

yiizey denir (Boylan 2011).

Teorem 3.1 : Bir regle yiizey acilabilirdir ancak ve ancak dagilma parametresi

sifirdir (Hacisalihoglu 2000).

(3.2)’den bir regle yiizey aglabilirdir ancak ve ancak

(6" (s) x v (s),v'(s)) = det ((8'(s),v (s) v (s5))) = 0,Vs €
10



olarak bulunur.

Simdi de bir regle yiizeyin regle serit olabilmesi i¢in gereken sartlar1 ve regle serit

hakkinda diger tanimlar1 verelim.
Tamm 3.1 : R¥te £ (s) bir vektor alam olsun. e pozitif bir sabit olmak iizere;
Foe(s,u)=v(s)+ul(s) (sel, |ul<e)
seridini ele alalim. x, R3’te vektorel carpim olmak iizere;
7 (s) x E(s) #0
sart1 saglaniyorsa [, ¢ yilizeyine regle serittir denir.
det (+'(s),£(s),€ (5)) =0 (a<s<D)

sart1 da saglaniyorsa F’, .’ye agilabilir gerit denir. Gergekten bu sart F., c’'nin Gauss
3 glanly 7,¢ Ye ag 3 ¢ 7€

egriliginin sifir olmasi ile egsdegerdir (Kurono ve Umehara 2008).

Tamm 3.2 : I ¢ acilabilir bir gerit olsun. ., R3’te i¢ carpim olmak {izere;
§(s) 7' (s)=0 (a<s<bh)

sart1 saglaniyorsa F, ¢ 'ye principal veya ortogonaldir denir (Kurono ve Umehara 2008).

Eger; v (s) umbilik degil ise merkez egri v (s)’in egrilik ¢izgisidir.

Onerme 3.1 : v bir regiiler egri ve & (s) vektor alani olsun Syle ki ;

§(5) A (s) = 0
§(s)x7'(s) = 0

dir. O halde F, ¢ principal aglabilir serittir ve 7 (s) egrilik ¢izgisidir
(Kurono ve Umehara 2008).

Tamm 3.3 : I, ¢ acilabilir bir gerit olsun. ., R3’te ic carpim olmak tizere;
£(5)7"(s)=0 (a<s<b)

sart1 saglaniyorsa F. ¢ ’ye rektifiyandir denir (Kurono ve Umehara 2008).
11



Acilabilir regle yiizeyler ile ilgili teoremleri vermeden 6nce agagidaki tanimlar: vere-

lim.

Tamm 3.4 Birim hizhi v : I — R3? egrisi verilsin 7 egrisinin birim teget vektorii

7, normali A/ ,binormali B olmak tizere
d(s)=71(8)T (s)+ k(s)B(s)

vektoriine v egrisinin Darboux vektoér alanmi denir.Darboux vektoriinii kullanarak

Frenet formiilleri tekrar yazilirsa

T = d(s)x7T(s)
N = d(s) x N (s)
B = d(s)x B(s)

elde edilir (Izumiya vd. 1999).

Tanim 3.5 : Birim hizhi v : [ — R3? egrisi verilsin. x (s) # 0 olmak iizere

d(s) = (2) ()T () + B(s)

K

ifadesine «y egrisinin modified Darboux vektor alani denir (Izumiya vd. 1999).

Tanim 3.6 : «,v € 5? olmak iizere « (s) ve v (s) kiiresel egriler olsun.
(a/;v) = 0
(ayv) = 0

sartlar1 saglaniyorsa «o’ya duali v olan Legendre Egrisi denir.

a,v € S% olsun. p = a x v ve {m,n} egrilik fonksiyonlar1 olmak iizere {c, v, u}

catisi igin

!/



saglanir. Bu durumda n (s) # 0 olmak iizere @ : I — R3 birim hizhi egrisinin

modified Darboux vektér alam

olarak bulunur.

Teorem 3.2 : « : [ — R3 duali v olan birim hizli bir Legendre egrisi ve u € R

olmak tizere
Flow (s,u) =a(s) +uv(s)
yiizeyi verilsin. Bu durumda bu yiizey icin agagidakiler saglanir.
1. Flaw (s,u) yiizeyi acilabilirdir.
2. u = sbt egrileri egrilik cizgileridir.
) (s0) igin

3. n # 0 olmak iizere up = (

m,
n

m

Flaa (50, 0) = a (s0) + () (s0) v (s0)
noktalar1 yiizeyin singiiler noktalaridir.
4. n # 0 olmak tizere F(, . (s,u) yiizeyinin striksiyon cizgisi

a=oa+ —.v

s[3

dir.

5. ™ = sbt <= F(a,) (5,u) bir koni yiizeyidir.

Ispat. 1. det (¢/,v,v") = 0 oldugundan F, ) (s, u) agilabilir yiizeydir.
2. wu sabit egrilerinin tegeti ile F' yiizeyinin normalinin tiirevi paralel ise u egrilik

cizgisidir.
F, = o +ud

= (—m(s) +un(s)) @
13



ve

F,=7
dir.Buradan
F, x F
NF o u S
| X Fy|
= a(s)
oldugundan
Np = d'(s)
— —m(s) T

bulunur. Bu durumda F|| N} oldugundan u = sbt egrileri egrilik ¢izgisidir.
3. Flaw (s,u) = a(s) + u.v(s) ytizeyi icin F; = 0 olan noktalara F' yiizeyinin

singiiler noktalar1 denir.

F, = o +ud

— (cm(s) +un () F
H
elde edilir. F; = 0 olabilmesi igin
—m(s) +un(s)=0

olmaldir. Bu da ug = () (sg) olmasi demektir.

(/0"

4. F yiizeyinin striksiyon c¢izgisi @ = a — o o7} 2’dir.
(a/ 0"y = —m.n
ve
<?J/,U/> — TL2
oldugundan
_ m.n
a = a+—w
n
m
= a+—w
n

elde edilir.
14



m = 0 <= & = o’dir. Bu da striksiyon ¢izgisinin taban egrisi olmasi demektir.
5

T sbt ise (T)’ = 0’dur.
n

3

|
I
—
|
~—
S
+
-

S
3\_|/3
.@\

3

= —m +( )il

)'.v+(%

= —mp + (=) w+mi

= %y

n

31333

olup @ = 0’dir. Bu durumda F{, ) (s, u) ylizeyi koni belirtir.
=
Fla) (s,u) koni yiizeyi ise @ = 0’dur.
m

a=(—)w

n

@' = 0 olabilmesi igin ()" = 0 olmaldir. Bu durumda * = sbt oldugu goriiliir. m

Teorem 3.3 : o : I — R3 birim hizhi ve duali v olan bir Legendre egrisi ve u € R

olmak tizere

F(a@ (s,u) = a(s)+u.d(s)

yiizeyi verilsin. Bu durumda bu yiizey i¢in agagidakiler saglanir.
1. F (o) (s,u) yiizeyi agilabilirdir.
2. u = sbt egrileri geodeziktir.

3. (%)’ (s0) # 0 olmak iizere uy = —W
n ) (S0

noktalar: yiizeyin singiiler noktalaridir.

4. (%), (s0) # 0 olmak iizere F; (o) (s,u) yiizeyinin striksiyon c¢izgisi

dir.
15



5. (ml), = sbt <= F{, g) (s, ) bir koni yiizeyidir.
Ispat. 1. d ile o lineer bagimli oldugundan det (o/ ,J,c?) = (0’dir. O halde
F(a ) (s,u) yiizeyi agilabilirdir.

2.

F(a,(i) (s,u) = (s) + w.d (s)
ylizeyini ele alahm. Bu yiizeyin normali ile u = (c) sbt egrilerinin ivmesi lineer
bagiml ise egriler geodeziktir.
Ik olarak yiizeyin normalini bulalim.
af m (s)

) =2

Darboux vektor alaninin tiirevi alinirsa;

T (s) + B (s)

07(3) E (7;:((5))) T(s)—l—Zéj))n(s)/\/'(s)—m(s)/\/’(s)

m

= (B 0T
elde edilir.

F, = o (s)+ud (s)

— T(s)4u (—)'(S)T(s)

- (1 +u (%;) T (s)

ve

oldugundan yiizeyin normali

Np =



seklinde bulunur.

u = sbt = c egrilerini ¢ ile gosterelim.

F<a@ (s,c) =a(s)+cd(s)
dir. Bu durumda

§ = o (s)+ed(s)

5 = (1 +e. (%)) T (s)

oldugundan
5 (14e(2)) T ()
10 (1+e(2)
= T (s)
dir.
Buradan
8" =nN (s)
elde edilir. O halde
6” - )\NF

esitligi A = W

egrilerinin ivmesi lineer bagiml oldugundan egriler geodeziktir.

3.

icin saglanir. Sonug olarak yiizeyin normali ile u = (c) sbt

oldugu biliniyor.

(3.3) ve (3.4) ten

_ (1 +u (%)) T (s)



elde edilir. F; = 0 olabilmesi igin

/
1+u<m) =0
n

olmalidir.Bu da ug = — olmasi1 demektir.

S
(%) o)

4. F yiizeyinin striksiyon c¢izgisi @ = a — g’g; .d’dir.

@, @) = (T(),(2) T (35)

@8 = (5T, (5) Te) (3.6)
- ()
(3.5) ve (3.6)’ dan
a = o— (%—)/23
((2))
_ o — 1 7
ROk
elde edilir.
5.
1 m\’
(%), = sbt — <E> = sbt
(%)/:cj—:c.ﬂ—f

dir. O halde F; (0.d) (s,u) bir koni yiizeyidir. m

Ornek 3.1 «: 1 — R birim hizh egrisi i¢in Z = ¢s + f olsun.

(%)l =c=sbt

oldugundan « egrisi bir rektifiyan egridir. « egrisinin modified Darboux vektor alani

d(s) = (cs+ )T (s) + B(s)

dir. v € R olmak iizere F(a 7) (s,u) = a(s) +u.d(s) ylizeyi verilsin.
18



d(s) = [(es+ f)T (s)+B(s) (3.8)
= [T (s)+sT'(s)]+ fT'(s)+ B (s)
= T (s)+ cseN (s) + [N (s) — TN (s)
= cT(s)+N(s)fi[cs+f—£]
= 7 (s)
(3.7)ve (3.8)’den goriiliiyor ki d' (s) ve o (s) lineer bagimhdir. Bu durumda
det (a',cic?) =0

dir. O halde F, (o) (s,u) acilabilirdir.

F, = o +ud
= (1+wue)7 (s)

ve

F, = d(s)
= (es+ )T (s) +B(s)

oldugundan F/ (o) (s,u) ylizeyinin normali

F, x F,
[Fs > Ful
= —(1+4wuc).N(s)

Np =

seklinde bulunur. u = sbt = ¢ egrilerini ¢ ile gosterelim. Bu durumda

§ = o (s)+ed(s)
§ = T(s)+ccT (s)

= (1+&) 7T (s)
19



dir.

o (1+A)T(s)
[J0"]l (1+¢2)
= T (s)
bulunur. Buradan
8" =nN(s)
elde edilir. O halde
5” = )\NF

esitligi A = (1;—}@ icin saglanir. Sonug olarak yiizeyin normali ile u = (c) sbt

egrilerinin ivmesi lineer bagimli oldugundan egriler geodeziktir.

: (1)/ (s0) = c(so) # 0 olmak iizere (3.7) ve (3.8)’den

F, = o +ud
= T (s)+cT(s)
= (1+wuc)7 (s)

bulunur. F = 0 olabilmesi igin

(I14+uc)=0

olmalidir. O halde vy = —@ icin F' (so,uo) = a (o) d (so) noktalar

_ 1
c(s0)”
yiizeyin singiiler noktalaridir.

: F(ag) (s,u) = a(s)+ ug(s) yiizeyinin striksiyon ¢izgisi @ = o — @ d) P dir,

()
(o, d) = (T (s),cT (s)) =c (3.9)
(d,d)y = (cT (s),cT (s)) = (3.10)
(3.9) ve (3.10)'dan
a = a—c%.i
—a-1d

olarak bulunur.

20



asagidaki tanimlar1 verelim.

Tanim 3.7 : R3 uzayindaki birim hizli ve & (s) # 0 egrilikli vy : I — R3 egrisinin

rektifiyan Gauss yiizeyi
RG(y) ={uT (s)+B(s) |[lueR,s eI}
seklindedir (Izumiya vd. 1999).

Tanim 3.8 : 7, R3 uzayinda birim hizli ve x (s) # 0 egrilikli bir egri olmak iizere;

RD (v) = {’y(s) Fud(s)|ue R}

seklinde verilen yiizey 7y egrisinin rektifiyan agilabilir yiizeyidir (Izumiya vd. 1999).

Ornek 3.2 : Bir dairesel helisin rektifiyan Gauss yiizeyi bir konidir. Gosterelim:

w (€) = (¢* cose, ¢* sine, r*¢) dairesel helisini alalim ve teget vektor alani ile binormal

vektor alanini hesaplayalim.

W'(e) = (—¢"sing, ¢ cose,r")

& @ = Ve

olup buradan

&l

_ W)
7O = @
(—q*sine, q* cose, r*)

21




olur. Ayrica

&"(e) = (—q*cose,—q"sine,0)

—/ - .
W'(e) xw"(e) = |—g*sine ¢ cose r*
—q*cose —q*sine 0
. k ke * % *2
= (q r*sine,¢*r* cose, q )

o (@) x&" @ = ¢Vt

oldugundan

@@ X"
B = Hw()xw”()\l

(¢*r* sine, ¢*r* cose, ¢*?)
q* q*2 —|—T'*2
(r*sine,r*cose, q*)

seklinde bulunur. O halde;

u.T (e
—q*sing, q* cose, r*) N (¢*sine, r* cose, %)
q*2 + 7"*2 /q*Z + 7"*2

RG(y) =

yiizeyi elde edilir.

olup

*

—q*sine q*cose r

det (&' (¢),&0" (¢),@" (¢)) = |—q*cose —q*sine 0
q*sine —q*cose O

= 1" (¢ cos®c + ¢ sin’¢)

* %2

= T q
oldugundan
* %2

() = —armm
TI\E =
q*2 <q*2 + 7’*2)

(q*Z + 7’*2)
22



elde edilir ve

@ ()]
olup
q* q*2_|_r*2
r(e) =
(q*2 + 7“*2) \/W
q*
k(e) =
( ) (q*Z +T*2)
seklinde bulunur. Bu durumda
T r*
—(e) = — =sbt
==

oldugundan dairesel helisin rektifiyan Gauss yiizeyi bir koni belirtir.

Ornek 3.3 : Bir dairesel helisin rektifiyan acilabilir yiizeyi bir dairesel silindirdir.

Gosterelim:

w (€) = (¢* cose, ¢* sine, r*e) dairesel helisini alalim.

F(,@ (e,u) = @ (£) + u.d (¢) oldugundan,

w

F(W;) (e,u) = (¢" cose, ¢ sine, r*e) + u (<I> (€),0, 1>

R

dir. v bir dairesel helis oldugundan (i) (¢) = sabittir.
(Z) (¢) = ¢ diyelim. O halde;

F(@,&) (e,u) = (q*cose,q*sine,0)+¢(0,0,7%) + u(c,0,1)

elde edilir. (¢ 4+ u) = d diyelim. Bu durumda;
Flo) (:9) = (¢" cose,q"sing,0) 46 (¢, 0,77 + 1)

bulunur. Burada (¢, 0,7* 4+ 1) = sbt oldugundan dairesel helisin rektifiyan agilabilir

yiizeyi dairesel silindirdir.
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3.2 Rektifiyan Agilabilir Yiizeylerin Singiilerligi

Yiizeylerin singiiler noktalarindan bahsetmeden 6nce asagidaki tanimi verelim.

Tamim 3.9 : U ve U’, R¥nin acik alt kiimeleri; V' ve V’, R¥iin acik alt kiimeleri
olsun. z : U — V bir cuspidal edge, swallowtail ya da cuspidal cross-cap
yiizeydir eger h: U — U’, k : V — V' diffeomorfizmleri vardir 6yle ki ko x o h™?

su sekilde verilir:

i)cuspidal edge: (s,1?,t3)
ii)swallowtail: (3s* + s%t,4s% + 2st,¢)

iii)cuspidal cross-cap: (53, s%t3,t?) (Izumiya vd. 2016).

Cuspidal edge Swallowtail Cuspidal crosscap

Sekil 3.1 Cuspidal edge, Swallowtail, Cuspidal cross-cap

Simdi de « egrisinin Fi, . (s, u) agilabilir yiizeyinin singiiler noktalarmin bir simflandir-

masini veren teoremi yazalim.

Teorem 3.4 : « : [ — R? birim hizli egri ve m (s) # 0 olsun. O halde F (o, v)
ylizeyl ;
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1. Flaw (80,u0) noktasinda C' x R cuspidal edge noktasina lokal diffeomorftur

ancak ve ancak
m m

(2 0= (2) o

2. Flav) (50, uo) noktasinda SW swallowtail noktasina lokal deiffeomorftur ancak

ve ancak

() 0 0.(2) 0 fomra= (2) o

n
3. Flaw) (50, u0) noktasinda CCR cuspidal cross cap noktasina lokal diffeomorf-
tur ancak ve ancak

m

up =m(sg) =0 ve (5),(30) #0

(Izumiya ve Takeuchi 2004).

Bir « egrisinin rektifiyan agilabilir yiizeyinin singiilaritelerinin simflandirmasi igin

de asagidaki teoremi verelim.

Teorem 3.5 : a: I — R3 birim hizh egri ve n (s) # 0 olsun. O halde F(a 7) (s,u)

yizeyi ;

1. F(a’@ (80, up) noktasinda C' X R cuspidal edge noktasima lokal diffeomorftur
ancak ve ancak

o

(%) (s0)

2. F So, ug) noktasinda SW swallowtail noktasina lokal diffeomorftur ancak
(o)

m

(E)l (s0) # 0, (%)H (s0) # 0 ve ug =

ve ancak

(2 o0, (3 =0 (3" 0 £00 0=l

(Izumiya vd. 1999).

Ornek 3.4 : a(s) = (s%,0,0) yiizeyin striksiyon egrisi ve v (s) = <O, ﬁ, Jliﬁ)
olmak iizere Fa) (s,u) = (82, ﬁ, %) regle ylizeyi bir cross-cap olup orjin

noktasinda singiilerlige sahiptir.
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i

Sekil 3.2 Cross-cap (Izumiya ve Takeuchi 2001)

Ornek 3.5 : Pliicker conoid yiizeyi, bir diger cross-cap regle yiizey ornegidir.
Dayanak egrisi « (s) = (0,0, sin (2s)) ve dogrultman vektorii v (s) = (cos s, sin s, 0)

olmak tizere Fiq, ) (s,u) = (ucoss,usins,sin2s), 0 <t <27 .

Sekil 3.3 Pliicker konoidi (Izumiya vd. 2016)
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Ornek 3.6 : F(,,) (s,u) = (u, —2s% — 3su,t* + 15%u) aqilabilir yiizeyi bir cuspidal

cross-cap yiizeydir.

Sekil 3.4 Cuspidal cross-cap (Izumiya ve Takeuchi 2001)

Ornek 3.7

F(a,v) (87 U)

ca:I=[0,71] — R3 v: I — R3 olmak iizere

a(s) +uw(s)

( 1

3
sin(2s) + e cos(s) — 1Y cos(3s),

3 1
cos(2s) + —usin(s) — e sin(3s),

4
3
L V3
2

SN

ucos(s))

N| »

regle yiizeyi Fiq,) (g, —\/lg) noktasinda C' x R cuspidal edge singiilerligine sahiptir.
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Sekil 3.5 Cuspidal C' x R (Bekar vd. 2017)

Ornek 3.8 : a: I =[0,7] — R? olursa Ornek 3.7'de verilen yiizey Fa.u) (%, uo)

noktasinda SW swallowtail singiilerligine sahiptir.

Sekil 3.6 Swallowtail SW (Bekar vd. 2017)

Ornek 3.9 : a: I c R — R3 olmak iizere



egrisi verilsin. « egrisinin teget ve binormal vektor alanlar: sirasiyla

ve egrilikleri ise

(o (5) ()
()= (5))

N~ DN~

dir.Bu durumda « bir helistir. « egrisinin rektifiyan Gauss yiizeyi

RG («)

+ B (p)

((1 — u)sin (%) (1 + u) cos (%) ,1+u)

bir koni belirtir. u = 1 singiiler noktast icin RG (a) = (0,0,v/2)..

Sekil 3.7 Koni yiizeyi (Bekar vd. 2017)
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4. MOBIUS SERIDI

Bu boéliimde bir 6nceki boliimde incelenen yiizeylerin uygulamasi olarak Mobius
seridi ele alinacaktir. Mobius seridinin tanimi yapilacak ve denklemi elde edilecektir.
Ayrica Mobius seridinin de bir regle yiizey oldugu gosterilecek ve Coilin P. Boylan
Jeritslev tarafindan yazilan "The Mobius strip’” adli galismaya agirlik verilerek acila-
mayan Mobius seritlerini agilabilir yapmak igin gereken sartlar incelenecektir. Taban
egrisi geodezik olan ve taban egrisi asimptotik olan Mobius seritleri gbz oniine ali-

nacaktuir.

4.1 Mobius Seridi Ve Geometrik Tanimi

August Ferdinand Mobius, bugiin 'Mobius geridi’ olarak bilinen tek yiizlii yiizeyi
bularak, topolojiye ve geometriye katkida bulunmustur. En basit anlamiyla Mobius
seridi dikdortgen bir geridin biri 180°’lik bir déniis yapmis olan uclarinin birlegtir-
ilmesiyle elde edilen bir yiizeydir. Normal bir geridin iki yiizeyi varken Mobius seri-
dinin tek bir yiizeyi vardir. Bagka bir ifadeyle Mobius geridinin iizerindeki bir nok-

tadan hareket etmeye baglandiginda tiim alan taranarak ayni noktaya geri doniiliir.

Mobius seridinin tek bir yiizeyi vardir ve yiizey alanimi artirip aginmay1 azaltacagin-
dan mekanik aletlerdeki kayiglari mobius seridi seklinde baglamak daha yararhdir.
Bu yiizden bu tip yiizeyler sanayide oldukc¢a kullanilmaktadir.

-

Sekil 4.1 Mobius seridi
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4.2 Mobius Seridi’nin Denklemi

Mbobius seridinin denklemini bulabilmek icin kiiresel koordinatlama yapalim.

Ug boyutlu uzayda bir P (z,y,2) birim vektériinii ve bu vektoriin P’ (z,y,0) dik

izdiistim vektoriinii géz oniine alalim.

P =,y 2]

o/

" ]
P =, y, @)

Sekil 4.2 Kiiresel koordinatlama

Sekil 4.2’de goriildiigii gibi u, P’ vektoriiniin = ekseniyle yaptigi donme agisi, v ise
P vektorii ile P’ vektorii arasindaki agidir.

POP' iiggeninde |OP'| = cosv ve |PP'| = sinv olacagindan
cos® v +sin’v = 1

esitligi saglanir.
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Simdi P (z,vy, z) vektoriinii v ve v cinsinden yazarsak;

T

cosu = = T = COSU.COSV
COSv
. Yy .
simu = = Y = SInu.COsv
COSv

bulunur. Bu durumda P (cosu.cosv, sinu.cosv, sinv) vektorii elde edilir.

Burada dikkat edilmesi gereken u ve v’nin arahgidir. u acist 27'lik alani tararken

v'nin 7’lik alam taradigr bilinmektedir. Yani
0<u<2r

ve
0<v<m
araliklarinda yol aldiklar1 i¢in u, ¢ kadar dénme yaparken v, % kadar dénme yapar

diyebiliriz. Bu durumda v = § olarak alinabilir.

Sonug olarak taban egrisi R yaricapli o (u) = (Rcosu, Rsinw,0) olan bir Mobius

seridinin denklemi su sekilde yazilabilir:

o (u,v) = (Rcosu, Rsinu,0) + v. (cos u. cos (g) , sin u. cos (g) ,sin (g))

Mobius seridinin agilabilen ve agilamayan iki tipi incelendikten sonra bu béliimde

elde edilen denkleme iligkin 6rnekler verilecektir.

4.3 Acilabilen ve Acgilamayan Mdébius Seridi

Sekil 4.3 Agilabilen (solda) ve agilamayan (sagda) Mobius seridi
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Bu boéliimde acilabilen ve agilamayan Mobius seritlerini inceleyecek ve agilabilir ol-

masi i¢in gereken sartlar {izerinde durulacaktir.

~v(t) = o(u(t),v(t)), o yiizey pargasi iizerinde bir egri olmak iizere;

E= <‘7u,UU> = HUUH2
F = <0u70v>
G = (0y,0,) = ||Uv||2

i¢in ¢ yiizeyinin I. temel formu
Edu® 4 2Fdudv + Gdv?
olur. Yiizey degistikce 1. temel form da degisir.
Ornek 4.1 R3 uzayinda bir diizlem denklemi
o(u,v) =a+up+uv.q

ve p ile q birbirlerine dik birim vektorler olsun. o, = p ve o, = ¢ igin

oldugundan diizlemin I. temel formu ;
Edu? 4 2F dudv + Gdv? = du® + dv?
seklindedir.

Tanim 4.1 0, ve 0 birer yiizey olsun. o, yiizeyindeki her egri o5 yiizeyinde I. temel
formlar1 ayni olan egrilere doniisiiyor ise f : 01 — 09 difeomorfizmine izomorfizm

denir. Eger f izomorfizm ise o1 ve oy izomorftur denir.

4.3.1 Mobius Seridi diizleme ne zaman izomorf olur?

Yukaridaki tanmim ve genellestirilmis regle ytiizeyler ile bir Mobius seridinin bir diiz-

leme ne zaman izomorf olacagini ve bunun ne demek oldugunu bulalim.
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a: I — R3 taban egrisi, w : I — R3/{(0,0,0)} bir vektér alam olmak iizere R3

uzayinda genellestirilmis regle yiizeyin denklemi
o(u,v) = a(u) + v.w(u)
verilsin. Her u € [ igin w’(u) = 0 oluyorsa w sabit hiz vektoriidiir.
o(u,v) = alu) +v.w

a(u) ve w(u) sirastyla birim hizli vektor ve birim vektor olan bir regle yiizey olsun.

E=1+2v.(d/,0) + v2|||?
F={(d,w)=0
G=1

oldugundan genellestirilmis yiizeyin I. temel formu

Edu® + 2Fdudv + Gdv® = du® + dv?
olarak bulunur.
Uzaydaki her Mobius seridinin uygun parametrizasyonu yapilabilir. O halde diizgiin
parametrize edilmig ve genellestirilmis regle yiizeye ait bir Mobius seridi Tanim 4.1°e

gore her u ve v icin agagidaki sarti saghyor ise diizleme izomorf olur. Diizleme

izomorf olan serit acilabilir serittir.

E=1+2v.(d,0) +0*|||*=1
F={(a,w)=0
G=1

Yani buradan goriiliiyor ki
(2d/,0") = (—v W)

ve

(o' ;w) =0

sartlarim1 saglayan Mobius seridi agilabilirdir.
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Simdi taban egrisi R = 1 yarigaph « (u) = (cos,sinw,0) olan agilamayan bir

Mobius seridi 6rnegini verelim.

Ornek 4.2 R? uzayinda serit denklemi @ € [0,2n] ve L € R igin @ € [~L, L] olmak

lzere
cos(1) cos(%). cos()
o(,0) = |sin(a) | + 0. | cos(%). sin(i)
0 sin(%)
verilsin.Buradan;
— sin(u) —1sin(%). cos(it) — cos(¥). sin(u)
oi = | cos(tt) | + 0. |—3sin(¥).sin(@) + cos(¥). cos(u)
0 Lcos(%)

ve
cos(2). cos(i)

4 sin(11)

0y = | cos(5

sin(%)
elde edilir. O halde;

i 1 i
2=1+20 cos(é) + 132.(1 + 0052(5))

Oy
F = <0'71,0'17> =0

G = |ogl* =1

oF

dir. Fakat @ € [0,27] ve L € Ri¢in v € [—L, L] i¢in

y 1 v
20 cos(g) + 1“)2(1 + Cos2(g))
ifadesi sifira egit olamayacagindan seridin I. temel formu genellegtirilmig diizlemin I.

temel formundan yani dii?+dv? den farkh olur. Bu durumda bu serit i¢in agilamayan

Mbobius serididir denir.
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Sekil 4.4 Ornek 4.2'deki acilamayan Maobius seridi

Tanim 4.2 o(u,v) bir ylizey olmak iizere N, = o el

igin
L = <Ncr: Uuu)
N = <N0'7 UUU)

M = <N0'7 qu)
olsun. Yiizeyin I.temel formu
Edu? + 2Fdudv + Gdv?

ve II.temel formu

Ldu® + 2Mdudv + Ndv®
verildiginde yiizeyin Gauss egriligi;

LN — M?

K=" "
EG — F?

ve ortalama egriligi;
LG+ NE —-2MF
H =
2(EG — F?)

dir (Starostin ve Heijden 2015).
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Regle yiizeylerin K < 0 sartini1 saglamasi gerektigi bilinmektedir. Mobius seridinin I.
temel formu genellegtirilmis diizlemin I.temel formu ile aymidir ve serit bir silindirik
regle yiizeydir. Bu durumda Mobius seridinin Gauss egriliginin de K = 0 sartim
saglayacagin soyleyebiliriz.

Bu da demektir ki Tanim 4.2’deki
LN —M?*=0

sartin1 saglayan bir regle yiizey mevcuttur.

9 (o X w,w 2
LN —M* = —
| o/ X w+v.w xw ||

=0
oldugundan
(o Xw,w) = 0
det(a/,w, ') = 0
dir. Buradan K = 0 oldugu goriiliir.

K = 0 oldugunu gostermenin bagka bir yolu dagilma parametresi A ve striksiyon

cizgisi £’y1 kullanmaktir:
1. Striksiyon ¢izgisi ile w‘nin kesistigi noktalarda K = 0’dir. O halde;
K=0<= =0
dir.

2. Silindirik regle yiizeylerde ise taban egrisi ile w'nin kesistigi noktalarda
K = 0’dir. O halde;

A=0<+= (a xw,w) =0

dir.

Simdi de hangi tipteki acilabilir yiizeylerin taban egrisi geodeziktir, inceleyelim.

Bir silindirik regle yiizeyde o taban egrisi striksiyon egrisi ve o/ ile w arasindaki ag

sabit ise taban egrisi geodeziktir.
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Bir egrinin geodezik olmasi i¢in xk, = 0 olmasi gerekir ve yeter. O halde silindirik

regle yiizeyde taban egrisinin geodezik egriligi de sifirdir.

Tanim 4.3 : o(u,v) yiizeyinin birim normali N, = ;2+22e olmak iizere; birim hizh

llowxoyl

v(s) = o(u(s),v(s)) egrisinin asimptotik egriligi ve geodezik egriligi sirasiyla

fin = (7, No)
ve
kg = (¥, No x 7)
dir. O halde ;
K? =x2 + Hg
bulunur.

Taban egrisinin geodezik egriligi sifir iken;

dir.

kg = (&', N, x ') =0

o(u,v) yiizeyinin birim normali N, = Z«*%v

— lowxod||

olmak iizere;
kg = (", Ny x ') =0
oldugundan
(" (o, X 0,) xa') =0
elde edilir (Boylan 2011).
Egriligi sifirdan farkli olan bir egrinin geodezik oldugu tek bir acilabilir yiizey vardir.

Merkez egri boyunca, merkez egrinin normali ile rektifyan acilabilir yiizeyin normali

aynidir. Bu durumda silindirik regle yiizeyin merkez egrisi taban egrisidir.



olmak {izere;

o(u,v) = a(u) + v.w(u)
regle yiizeyi verilsin. O halde;
o = o +ovu
oy = W
dir.

T(u) =d'(u) ve f= f(u),g =g(u),h = h(u) keyfi fonksiyonlar: i¢in w’ min Frenet-

Serret parametreleriyle ifadesi
w=fT+gN+hB
seklindedir. Regle yiizey i¢in K = 0 yani (¢ X w,w’) = 0 oldugundan;
g(g7+ 1) —h(fk+g —ht)=0

elde edilir. Buradan;
g.(g7 + 1) =h.(fk+ g — h7) (4.1)
dir.
kg = 0 oldugundan;
(" (oy X 0y) x ') = 0

(T' (0ux0)xT) = 0

sart1 geregi

(L +o(f' = gr))g=v(fa+g —hr)f (4.2)
esitligi elde edilir.
Geodeziklik kogulu sadece egri taban egrisi ise saglanir. O halde v = 0 ise egri taban

egrisidir. Bu durumda (4.2) den ;
v=0=9g=0=¢ =0
olur. Bulunanlar1 (4.1) de yerine yazarsak ;

0=h.(fr—hT)
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elde edilir. Bu durumda A =0 ya da (fx — h7) =0 olur.

fe—hr = 0
fk = hr

Bu ifadenin birden fazla ¢oziimii vardir. Biz f = 7 ve h = k ¢oziimiinii segersek;
w(u) =77 + kB
olur. O halde dayanak egrisi w(u) = 77 + kBB olan
o(u,v) = alu) +v.w(u)

acilabilir regle yiizeyi elde edilir.

Eger f =T ve h =1 segersek
-

w(u) = E.T—I— B

olur.

Bu durumda iki sonug elde edilir:

o(u,v) = a(u) + U.<£.T +B)

tipindeki agilabilir regle yiizeylerin taban egrisi geodeziktir.

o(u,v) = a(u) +v.(77 + kB)

tipindeki agilabilir regle yiizeylerin taban egrisi geodezik degildir.

Simdi Mobius tipli seritleri inceleyelim ve bunlara dair érnekler verelim.

4.4 Mobius Tipli Seritler

Bu boliimde Mobius tipli seritlerin denklemini verecegiz.
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Taban egrisi R yaricapli a(¢) = (Rcose, Rsineg, 0) olan bir Mébius geridinin denk-

lemini su sekilde vermistik:

o (e,v) = (Rcose, Rsine,0) + v. <COS £.COoS (g) ,sin . cos <%> , sin (g))

Verilen bu denklemi n biikiilme sayisina bagh olarak yazarsak;

o (e,v) = (Rcose, Rsine,0) + v. (cos €. COS <%) ,sin €. cos <%) , sin <?>>
denklemini elde ederiz (Balakrishnan ve Satija 2005). Burada n biikiilme sayisinin

tek say1 segilmesi durumunda o (g, v) yiizeyinin Mébius seridi oldugu ancak n ¢ift

say1 secildiginde ise yiizeyin Mobius seridi degil Mobius tipli bir gerit oldugu soylenebilir.

4.5 Mobbius Tipli Seritlere fliskin Ornekler

Bu boliimde, Boliim 4.4’te n biikiilme sayisina bagh olarak verilen denkleme dair

ornekler incelenecektir.

Asagidaki ornekler igin taban egrisini R = 1 yarigaplh a(¢) = (cose,sine,0) ve

0<e<2m —1 < v <1 olarak kabul edelim.

Ornek 4.3 n = 1 biikiilme say1s1 icin

. g\ . e\ . (€
o (g,v) = (cose,sing, 0) + v. (cos £.COS (§> ,sin g. cos (§> ,sin <§>)
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Sekil 4.5 n =1 igin o (¢,v) yiizeyi

Ornek 4.4 n = 2 biikiilme say1s1 icin

o (e,v) = (cose,sine,0) + v. (cose.cos (¢) ,sine. cos (€) , sin (€))

Sekil 4.6 n = 2 igin o (¢,v) yiizeyi
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Ornek 4.5 n = 3 biikiilme say1s1 icin

. 3¢ ) 3¢ . (3¢
o (g,v) = (cose,sing,0) + v. | cose. cos 5 | -sine.cos | o | ,sin | —

0sr
0o

_05

Sekil 4.7 n = 3 i¢in o (¢,v) yiizeyi

Ornek 4.6 n = 4 biikiilme say1s1 icin

o (g,v) = (cose,sing,0) + v. (cose. cos (2¢) ,sine. cos (2¢) , sin (2¢))
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Sekil 4.8 n =4 igin o (¢,v) yiizeyi
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5. TARTISMA VE SONU(C

Bu tezde regle yiizeylerin iki tipi ve bu iki tip yiizeyin singiilerligi incelenmistir. Ta-
ban egrisi egrilik ¢izgisi olan acilabilir yiizeyin ii¢ singiiler noktaya, Darboux vektorii

kullanilarak elde edilen yiizeyin ise iki singiiler noktaya sahip oldugu goriilmiigtiir.

Ayrica bu regle yiizeylere 6rnek olarak Mobius geridi verilmis olup seridin agilabilir ve
acilamaz halleri incelenmistir. Mobius seridi i¢in de singiilarite konusu calisilabilir;
bu yiizden Mobius seridinin singiilerligi hakkinda caligmak isteyenler igin bu tez

faydali bir kaynak olacaktir.
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