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Bu tez dört bölümden oluşmaktadır.

Birinci bölüm giri̧s kısmına ayrılmı̧s ve tez konusu hakkında genel bilgiler verilmi̧stir.

İkinci bölümde tezin diğer bölümlerinde kullanılacak olan ön bilgiler, bazıkavramlar ve
teoremler verilmi̧stir.

Üçüncü bölüm; Shyuichi IZUMIYA, Haruyo KATSUMI, Takako YAMASAKI (1999)’nın
makalesinin geni̧s bir şekilde incelenmesine ayrılmı̧stır.

Son bölümde ise Möbius şeridinin regle yüzey yapısıele alınmı̧s ve bu yüzeyin açılabilir
olacak şekilde parametrizasyonu verilmi̧stir.
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ABSTRACT

Master Thesis
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This thesis consists of four parts.

The first part offers an introduction and an overview of the thesis subject.

The second part presents the preliminary information, some concepts and theories to be
useful for the thesis.

The third part provides an extensive analysis on Shyuichi IZUMIYA, Haruyo KATSUMI,
Takako YAMASAKI (1999).

The last part approaches the ruled surface structure of the Möbius strip and gives that
the parameterization of the surface so that it can be developable.
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Yüksek lisans eğitimime başladı̆gım andan itibaren sonsuz sabırlarıile bana katlanan
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4.1 Möbius Şeridi Ve Geometrik Tanımı. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
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Şekil 4.4 Açılamayan Möbius şeridi..................................................................36
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1. GİRİŞ

Uzayda herhangi bir doğru, bir eğriye dayanarak hiç bir kurala bağlıkalmaksızın

hareket ettirildiğinde elde edilen yüzeylere regle yüzeyler denir.

R3 uzayında bir regle yüzey; γ : I × R→ R3 olmak üzere

γ (t, u) = µ (t) + u.e (t)

şeklinde ifade edilebilir.

Burada µ eğrisine regle yüzeyin dayanak eğrisi, e (t) vektörüne regle yüzeyin µ (t)

noktasındaki doğrultmanıadıverilir. µ (t) noktasından geçen ve e (t) vektörüyle

paralel olan doğruya bu noktadan geçen ana doğru denir. Yüzey üzerinde bu ana

doğruların birbirlerine en yakın olduğu yerlerden geçen dik yörüngeye ise striksiyon

çizgisi denir.

Shyuichi IZUMIYA, Haruyo KATSUMI ve Takako YAMASAKI (1999), regle yüzey-

lerinin bir sınıflandırması olan rektifiyan açılabilir yüzeylerin ve rektifiyan Gauss

yüzeylerinin singülaritelerini ve singüler noktalarının çeşitlerini incelemi̧stir. Biz

de bu yüzeyleri Legendre eğrilerini kullanarak genelleştirdik ve singülerliklerini in-

celedik.

Normalde bir yüzeyin iki yüzü olur. Tek yüzlü bir yüzeyin nasıl elde edileceği

sorusunu, Alman matematikçi ve gökbilimci August Möbius 19.yy’da bulduğu bir

şekil sayesinde çözdü. Bu şekli elde etmek için yapılmasıgereken. bir kağıt şeridin

bir ucunu 180◦ döndürüp diğer ucuyla birleştirmektir. Oluşan bu şeride ’Möbius

şeridi’denir. Şeridin en önemli özelliği tek bir yüzeyi olmasıdır. Bu sayede aşınma

azalacağından sanayide oldukça kullanılır.

Aynızamanda bu çalı̧smada Möbius şeridinin denkelemini elde ettik ve bir rektifiyan

açılabilir yüzey örneği olduğunu gösterdik. Buna ek olarak, Möbius tipli yüzeyleri

ele aldık ve hangi şartlar altında yüzeylerin Möbius şeridi olabileceğini inceledik.

1



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölüm tezin diğer bölümlerinde kullanılacak olan kavramların açıklamalarına

ayrılmı̧stır.

Tanım 2.1 (İç Çarpım) : Bir 〈, 〉 : R3× R3 → R fonksiyonu her ū, v̄ ∈ R3 için

ū = (ū1, ū2, ū3), v̄ = (v̄1, v̄2, v̄3); ūi, v̄i ∈ R olmak üzere

〈ū, v̄〉 =
3∑
i=1

ūiv̄i

şeklinde tanımlanıyorsa 〈, 〉 fonksiyonuna R3 vektör uzayında iç çarpım denir. Bu iç

çarpıma Öklid anlamındaki iç çarpım veya R3 uzayındaki standart iç çarpım denir

(Hacısalihoğlu 2000).

Herhangi iki ū = (ū1, ū2, ū3) ve v̄ = (v̄1, v̄2, v̄3) vektörlerinin iç çarpımı 〈ū, v̄〉

şeklinde gösterilir.

Tanım 2.2 (Norm) : R3 uzayında bir a vektörünün normu
√
〈a, a〉 olarak tanım-

lanır ve ‖−→a ‖ile gösterilir (Hacısalihoğlu 2000).

Tanım 2.3 (Vektörel Çarpım) : R3 3 boyutlu uzayında ∀ū = (ū1, ū2, ū3),

∀v̄ = (v̄1, v̄2, v̄3) ∈ R3 için vektörel çarpımı

ū× v̄ = (ū2v̄3 − v̄2ū3, ū3v̄1 − v̄3ū1, ū1v̄2 − v̄1ū2)

şeklinde tanımlanır (Hacısalihoğlu 1993).

Tanım 2.4 (Eğri) : I, R’nin açık bir alt aralı̆gıolsun. Bu durumda

γ : I −→ E3

s −→ (γ1 (s) , γ2 (s) , γ3 (s))

bir diferansiyellenebilir dönüşüm olmak üzere γ (I) ⊂ R3 alt kümesine R3de bir eğri

denir (Yüce 2017).
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Tanım 2.5 (Hız Vektörü) : ς ′ (s) = (ς ′1 (s) , ς ′2 (s) , ς ′3 (s)) vektörüne ς eğrisinin

ς (s) noktasındakıhız vektörü adıverilir. (Sabuncuoğlu 2004).

Tanım 2.6 (Yay Parametresi) : ς : I −→ R3, ‖ς ′ (s)‖ = 1 olsun. O halde s’ye

eğrinin yay parametresidir denir (Hacısalihoğlu 1993).

Tanım 2.7 (Regüler Eğri) : Hız vektörü, her noktada sıfırdan farklı olan eğri

regüler bir eğridir (Yüce 2017).

Tanım 2.8 (Küresel Eğri) : R3 de verilen bir α eğrisi bir S2 küresi üzerinde

yatıyor ise α eğrisine küresel eğri denir (Yüce 2017).

Tanım 2.9 (Birim Teğet Vektör) : R3 uzayında birim hızlıγ : I −→ R3 eğrisini

ele alalım

T (s) = γ′ (s)

şeklinde verilmi̧s T (s) vektörüne eğrinin γ (s) noktasındaki birim teğet vektörü

denir. T , γ eğrisi üzerinde bir vektör alanıdır (Sabuncuoğlu 2004).

Tanım 2.10 (Eğrilik) : ∀s ∈ I ve γ : I −→ R3 birim hızlıeğrisi için

κ (s) = ‖T ′ (s)‖

şeklinde tanımlıκ fonksiyonuna eğrinin eğrilik fonksiyonu ve κ (s) ∈ R reel sayısına

da eğrinin γ (s) noktasındaki eğriliği denir. κ (s) sayısının büyüklüğü, eğrinin γ (s)

noktasındaki teğetinden ne kadar ayrıldı̆gının ölçüsüdür (Yüce 2017).

I := [a, b] kapalıaralı̆gıve γ (s) (a ≤ s ≤ b) bir regüler eğri olsun. Bu durumda;

κ (s) =
‖γ′ (s)× γ′′ (s)‖
‖γ′ (s)‖3

fonksiyonu γ’nın eğrilik fonksiyonudur. γ′ = dγ
ds
iken; κ (s)’nın sıfır olduğu noktaya

γ’nın bükülme noktasıdenir (Kurono ve Umehara 2008).

Tanım 2.11 (Asli Normal) : R3 uzayında γ : I −→ R3 birim hızlıeğrisini ele

alalım

N (s) =
1

κ (s)
T ′ (s)
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şeklinde verilmi̧s N (s) vektörüne eğrinin γ (s) noktasındaki asli normal vektörü

denir (Sabuncuoğlu 2004).

Tanım 2.12 (Binormal) : R3 uzayında γ : I −→ R3 birim hızlıeğrisini ele alalım.

B (s) = T (s)×N (s)

şeklinde tanımlıB (s) vektörüne γ’nın γ (s) noktasındaki binormali denir. Bu vektör

alanına γ eğrisi boyunca binormal vektör alanıdenir (Sabuncuoğlu 2004).

Tanım 2.13 (Burulma) : R3 uzayında γ : I −→ R3 birim hızlıeğrisini ele alalım.

T , N , B , eğrinin Frenet vektör alanlarıolmak üzere

τ : I → R,

τ (s) = −〈B′ (s) ,N (s)〉

= 〈B (s) ,N ′ (s)〉

fonksiyonuna, eğrinin burulma fonksiyonu adıverilir. τ (s) değerine de γ′nın γ (s)

noktasındaki burulmasıdenir. τ (s) sayısının büyüklüğü, eğrinin γ (s) noktasıkomşu-

luğunda bu noktadaki oskülatör düzleminden ne kadar ayrıldı̆gının ölçüsüdür

(Sabuncuoğlu 2004).

Tanım 2.14 (Frenet Çatısı) : T , N , B vektör alanlarının γ eğrisi boyunca oluş-

turdukları{T , N , B} çatısına γ eğrisinin Frenet çatısıdenir.(Yüce 2017)

Teorem 2.1 (Frenet Formülleri) : γ : I −→ R3, κ eğrilikli ve τ burulmalıbirim

hızlıbir eğri olsun. Bu durumda,

T ′ = κ.N

N ′ = −κ.T + τ .B

B′ = −τ .N

geçerlidir. Bu formüllere birim hızlı γ eğrisi için Frenet formülleri (denklemleri)

denir (Yüce 2017).
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T , N , B, R3 uzayında birim hızlıγ eğrisinin Frenet vektör alanlarıise


N ′

B′

T ′

 =


0 τ −κ

−τ 0 0

κ 0 0

 .


N

B

T


yazılabilir.

Teorem 2.2 : ∀s ∈ I ve birim hızlıγ eğrisi için, T , N , B Frenet vektör alanları

olmak üzere

N × B = T

B × T = N

dir (Sabuncuoğlu 2004).

Teorem 2.3 : T , N , B, birim hızlıolmayan ς : I −→ R3 eğrisi için Frenet vektör

alanları; κ 6= 0 eğrilik ve τ , burulma fonksiyonlarıolmak üzere

T =
ς ′

‖ς ′‖

B =
ς ′ × ς ′′
‖ς ′ × ς ′′‖

N = B × T

ve

κ =
‖ς ′ × ς ′′‖
‖ς ′‖3

τ =
det (ς ′, ς ′′, ς ′′′)

‖ς ′ × ς ′′‖2

dir (Sabuncuoğlu 2004).

Tanım 2.15 (Yüzey) : U ⊂ R2 bir bağlantılıaçık küme ve ψ : U −→ R3 regüler

dönüşümünü ele alalım. ψ : U −→ ψ (U) dönüşümü eğer homeomorfizm ise ψ (U)

kümesine R3’te regüler yüzey adıverilir (Yüce 2017).

Tanım 2.16 (Şekil Operatörü) : N , M yüzeyinin birim normali; χ (M) , M ′nin

vektör alanlarıuzayıve Ď, E3′de Riemann konneksiyonu olmak üzere

S (X) = ĎXN
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biçiminde tanımlıS dönüşümüne yüzeyin şekil operatörü denir (Yüce 2017).

Teorem 2.4 : S lineer bir dönüşümdür (Hacısalihoğlu 2000).

Tanım 2.17 (Gauss Eğriliği) : T , R3′te bir yüzey ve S, T ′nin şekil operatörü

olsun.

K : T −→ R

K : t −→ K (t) = detS (t)

fonksiyonuna T ′nin Gauss eğrilik fonksiyonu, K (t) ∈ R sayısına da T ′nin t nok-

tasındaki Gauss eğriliğidir denir (Yüce 2017).

Tanım 2.18 (Ortalama Eğrilik) : T , R3′te bir yüzey ve S, T ′ nin şekil operatörü

olmak üzere

H : T −→ R

H : t∗ −→ H (t∗) =
1

2
izS (t∗)

şeklinde tanımlıH fonksiyonuna yüzeyin ortalama eğrilik fonksiyonu, H (t∗) sayısına

da o noktadaki ortalama eğriliği denir (Yüce 2017).

Tanım 2.19 (Eğri-Yüzey ikilisi) : R3’te bir R yüzeyi üzerinde, γ : I −→ R3

birim hızlı eğrisi verilsin. Yüzeyin birim dik vektör alanıY ve γ eğrisinin birim

teğet vektör alanıT olmak üzere

(Y ◦ γ)× T = Z

şeklinde tanımlanan Z vektör alanınıgöz önüne alalım. {T (s) , Y (s) , (Y ◦ γ) (s)}

kümesi Tγ(s)R3 uzayının ortonormal bir tabanıolur. Bu tabana (γ,R) eğri-yüzey

çiftinin çatısıdenir (Sabuncuoğlu 2004).

Tanım 2.20 (Normal Eğrilik) : γ : I −→ R birim hızlıeğri olmak üzere

κn (s) = 〈γ′′ (s) , (Y ◦ γ) (s)〉

eşitliğiyle belirli κn (s) sayısına (γ,R) eğri-yüzey çiftinin γ (s) noktasındaki normal

eğriliği denir (Sabuncuoğlu 2004).
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Tanım 2.21 (Geodezik Eğrilik) : γ : I −→ R birim hızlıeğri olmak üzere

κg (s) = 〈γ′′ (s) , Z (s)〉

sayısına (γ,R) eğri-yüzey çiftinin γ (s) noktasındaki geodezik eğriliği denir

(Sabuncuoğlu 2004).

Tanım 2.22 (Geodezik Burulma) : γ : I −→ R birim hızlıbir eğri olmak üzere

τ g (s) = −〈(Y ◦ γ)′ (s) , Z (s)〉

eşitliğiyle belirli τ g (s) sayısına (γ,R) eğri-yüzey çiftinin γ (s) noktasındaki geodezik

burulmasıdenir (Sabuncuoğlu 2004).

Teorem 2.5 : γ : I −→M düzenli eğrisinin bir asimptotik eğri olmasıiçin, κn = 0

olmasıgerekir ve yeter (Sabuncuoğlu 2004).

Teorem 2.6 : γ : I −→ M eğrisi geodezik eğri ise κg = 0 dır. Kaŗsıt olarak

γ : I −→ M eğrisinin hız vektörünün uzunluğu sabit ve κg = 0 ise γ : I −→ M

eğrisi bir geodezik eğridir (Sabuncuoğlu 2004).

Tanım 2.23 (Singüler Nokta) : γ : I −→ Rn eğrisinde γ′ (t) = 0 olan noktalara

γ eğrisinin singüler noktalarıdenir.

Tanım 2.24 (Helis) : R3 uzayındaki bir γ eğrisinin birim teğeti T olsun. T vektör

alanı, sabit bir u vektörü ile sabit açıyapıyorsa γ eğrisine bir helis adıverilir. Sabit

u vektörüne de helisin ekseni denir (Sabuncuoğlu 2004).

Tanım 2.25 (Slant Helis) : R3 uzayındaki bir γ eğrisinin κ (s) 6= 0 olmak üzere

asli normali N , sabit bir doğrultu ile sabit açıyapıyorsa eğriye slant helis adıverilir

(Izumiya ve Takeuchi 2004).

Tanım 2.26 (Boğaz Noktası) : Bir ϕ (t, v) regle yüzeyinde komşu iki doğrult-

manın ortak dikmesinin doğrultmanlar üzerindeki ayaklarına boğaz (striksiyon) nok-

tasıadıverilir (Hacısalihoğlu 1983).
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Tanım 2.27 (Striksiyon Çizgisi) :Bir ϕ (t, v) regle yüzeyinin doğrultmanı, dayanak

eğrisi boyunca yüzeyi oluştururken striksiyon noktalarının geometrik yerine ϕ (t, v)

yüzeyinin striksiyon çizgisi adıverilir. (Hacısalihoğlu 1983).

Tanım 2.28 (Umbilik Nokta) : M yüzeyinin bir p noktasında Sp lineer dönüşümü,

birim dönüşümün bir sayıile çarpımına eşit ise p noktasına yüzeyin bir umbilik nok-

tasıdenir (Sabuncuoğlu 2010).

Tanım 2.29 (Dağılma parametresi (drali)) : Regle yüzeyin iki komşu doğrult-

manıarasındaki en kısa mesafenin bu komşu doğrultmanlar arasındaki açıya oranına

yüzeyin drali adıverilir. (Hacısalihoğlu 1983).

Tanım 2.30 (Asimptotik Vektör) : up 6= 0 ve 〈S (up) , up〉 = 0 ise up teğet

vektörüne, p noktasında bir asimptotik vektör adıverilir. (Sabuncuoğlu 2010).

Tanım 2.31 (Asimptotik Eğri) : M , R3de bir yüzey olmak üzere, her noktasın-

daki teğet vektörü asimptotik olan eğriye M üzerinde bir asimptotik eğridir denir

(Yüce 2017).
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3. REKTİFİYAN AÇILABİLİR YÜZEYLER VE SİNGÜLER NOK-

TALARI

Açılabilir regle yüzeyler ele alındı̆gında bu yüzeylerin iki tipine rastlanır. Bunlardan

ilki taban eğrisi eğrilik çizgisi olan açılabilir regle yüzeylerdir. İkinci tip ise Dar-

boux vektörü kullanılarak elde edilen ve taban eğrisi geodezik olan açılabilir regle

yüzeylerdir.

Bu yüzeylerin singüler noktalarıincelenmi̧s olup bu bölüm ise Izumiya, Katsumi ve

Yamasaki tarafından yazılan "The rectifying developable and the spherical darboux

image of a space curve" isimli makalenin geni̧s bir şekilde incelenmesine ayrılmı̧stır.

3.1 Rektifiyan Açılabilir Yüzeyler

Uzayda herhangi bir doğru, bir eğriye dayanarak hiçbir kurala bağlı kalmaksızın

hareket ettirildiğinde elde edilen yüzeylere regle yüzeyler denir. Regle yüzeyler

çoğunlukla mimarlık alanında kullanılır.

α : I −→ R3 düzgün bir eğri ve v : I −→ R3\ {(0, 0, 0)} bu dayanak eğrisi üzerinde

birim uzunlukta bir vektör olsun. v, I aralı̆gındaki her bir s’ye kaŗsılık α (s) nok-

tasında v (s) vektörünü kaŗsılık getiren bir dönüşümdür. O halde α ve v aracılı̆gıyla

belirlenen M regle yüzeyinin parametrik denklemi

y : I × R −→ R3

y (s, u) = α (s) + uv (s)

şeklinde ifade edilebilir. α eğrisine regle yüzeyin dayanak eğrisi, v (s) vektörüne de

regle yüzeyin α (s) noktasındaki doğrultmanıdenir. α (s) noktasından geçen ve v (s)

vektörüne paralel olan doğruya α (s) noktasından geçen ana doğru adıverilir.

Bir regle yüzeyde eğer v sabit bir vektör (v′ (s) = 0) ise yüzeye silindirik yüzey denir.

∀s ∈ I için v′ (s) 6= 0 oluyorsa bu tür yüzeylere silindirik olmayan yüzeyler denir.

v′ (s) 6= 0 olduğunu kabul edelim.
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Bu durumda

〈β′ (s) , v′ (s)〉 = 0

şartını sağlayan bir β (s) ∈ y (s, u) vardır. Bu eğriye regle yüzeyin striksiyon

çizgisi denir. Bazıf = f (s, u) düzgün fonksiyonlarıiçin eğri parametresi

β (s) = α (s) + f (s) .v (s)

verildiğinde yüzeyin striksiyon çizgisi

β = α− 〈α
′, v′〉
〈v′, v′〉 v (3.1)

şeklindedir.Bir regle yüzeyin singüler noktaları, striksiyon eğrisi üzerinde bulunmak-

tadır. Eğer v′ (s) = 0 (β = α) ise regle yüzey striksiyon eğrisine sahip değildir ki bu

durum regle yüzeyin silindir olmasıanlamına gelir.

β striksiyon çizgisi olmak üzere;

λ =
〈β′ × v, v′〉
‖v′‖2 (3.2)

ifadesine regle yüzeyin dağılma parametresi (drali) denir.

O halde (3.1) ve (3.2)’den silindirik regle yüzeyin dağılma parametresini şu şekilde

yazabiliriz:

λ =
〈α′ × v, v′〉
‖v′‖2

Bir regle yüzeyin Gauss eğriliği daima negatif veya sıfırdır; yani yüzey üzerinde

herhangi bir p noktasıiçin K (p) ≤ 0’dır. Yüzeyin regüler noktalarında

K (s, u) = − λ2 (s)(
λ2 (s) + u2

)2

dır. Bir regle yüzeyin tüm regüler noktalarında K = 0 ise bu regle yüzeye açılabilir

yüzey denir (Boylan 2011).

Teorem 3.1 : Bir regle yüzey açılabilirdir ancak ve ancak dağılma parametresi

sıfırdır (Hacısalihoğlu 2000).

(3.2)’den bir regle yüzey açılabilirdir ancak ve ancak

〈β′ (s)× v (s) , v′ (s)〉 = det (〈β′ (s) , v (s) , v′ (s)〉) = 0,∀s ∈ I
10



olarak bulunur.

Şimdi de bir regle yüzeyin regle şerit olabilmesi için gereken şartlarıve regle şerit

hakkında diğer tanımlarıverelim.

Tanım 3.1 : R3’te ξ (s) bir vektör alanıolsun. ε pozitif bir sabit olmak üzere;

Fγ,ξ (s, u) = γ (s) + u.ξ (s) (s ∈ I, |u| < ε)

şeridini ele alalım. ×, R3’te vektörel çarpım olmak üzere;

γ′ (s)× ξ (s) 6= 0

şartısağlanıyorsa Fγ,ξ yüzeyine regle şerittir denir.

det (γ′ (s) , ξ (s) , ξ′ (s)) = 0 (a ≤ s ≤ b)

şartıda sağlanıyorsa Fγ,ξ’ye açılabilir şerit denir. Gerçekten bu şart Fγ,ξ’nın Gauss

eğriliğinin sıfır olmasıile eşdeğerdir (Kurono ve Umehara 2008).

Tanım 3.2 : Fγ,ξ açılabilir bir şerit olsun. ., R3’te iç çarpım olmak üzere;

ξ (s) .γ′ (s) = 0 (a ≤ s ≤ b)

şartısağlanıyorsa Fγ,ξ ’ye principal veya ortogonaldir denir (Kurono ve Umehara 2008).

Eğer; γ (s) umbilik değil ise merkez eğri γ (s)’in eğrilik çizgisidir.

Önerme 3.1 : γ bir regüler eğri ve ξ (s) vektör alanıolsun öyle ki ;

ξ (s) .γ′ (s) = 0

ξ′ (s)× γ′ (s) = 0

dir. O halde Fγ,ξ principal açılabilir şerittir ve γ (s) eğrilik çizgisidir

(Kurono ve Umehara 2008).

Tanım 3.3 : Fγ,ξ açılabilir bir şerit olsun. ., R3’te iç çarpım olmak üzere;

ξ (s) .γ′′ (s) = 0 (a ≤ s ≤ b)

şartısağlanıyorsa Fγ,ξ ’ye rektifiyandır denir (Kurono ve Umehara 2008).
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Açılabilir regle yüzeyler ile ilgili teoremleri vermeden önce aşağıdaki tanımlarıvere-

lim.

Tanım 3.4 Birim hızlıγ : I −→ R3 eğrisi verilsin γ eğrisinin birim teğet vektörü

T , normali N ,binormali B olmak üzere

d (s) = τ (s) T (s) + κ (s)B (s)

vektörüne γ eğrisinin Darboux vektör alanı denir.Darboux vektörünü kullanarak

Frenet formülleri tekrar yazılırsa

T ′ = d (s)× T (s)

N ′ = d (s)×N (s)

B′ = d (s)× B (s)

elde edilir (Izumiya vd. 1999).

Tanım 3.5 : Birim hızlıγ : I −→ R3 eğrisi verilsin. κ (s) 6= 0 olmak üzere

d̃ (s) =
(τ
κ

)
(s) T (s) + B (s)

ifadesine γ eğrisinin modified Darboux vektör alanıdenir (Izumiya vd. 1999).

Tanım 3.6 : α, v ∈ S2 olmak üzere α (s) ve v (s) küresel eğriler olsun.

〈α′, v〉 = 0

〈α, v〉 = 0

şartlarısağlanıyorsa α’ya duali v olan Legendre Eğrisi denir.

α, v ∈ S2 olsun. µ := α × v ve {m,n} eğrilik fonksiyonlarıolmak üzere {α, v, µ}

çatısıiçin


µ

α

v


′

=


0 m −n

−m 0 0

n 0 0

 .


µ

α

v
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sağlanır. Bu durumda n (s) 6= 0 olmak üzere α : I −→ R3 birim hızlı eğrisinin

modified Darboux vektör alanı

d̃ (s) =
(m
n

)
(s) T (s) + B (s)

olarak bulunur.

Teorem 3.2 : α : I −→ R3 duali v olan birim hızlıbir Legendre eğrisi ve u ∈ R

olmak üzere

F(α,v) (s, u) = α (s) + u.v (s)

yüzeyi verilsin. Bu durumda bu yüzey için aşağıdakiler sağlanır.

1. F(α,v) (s, u) yüzeyi açılabilirdir.

2. u = sbt eğrileri eğrilik çizgileridir.

3. n 6= 0 olmak üzere u0 =
(
m
n

)
(s0) için

F(α,v) (s0, u0) = α (s0) +
(m
n

)
(s0) .v (s0)

noktalarıyüzeyin singüler noktalarıdır.

4. n 6= 0 olmak üzere F(α,v) (s, u) yüzeyinin striksiyon çizgisi

α = α +
m

n
.v

dir.

5. m
n

= sbt⇐⇒ F(α,v) (s, u) bir koni yüzeyidir.

İspat. 1. det (α′, v, v′) = 0 olduğundan F(α,v) (s, u) açılabilir yüzeydir.

2. u sabit eğrilerinin teğeti ile F yüzeyinin normalinin türevi paralel ise u eğrilik

çizgisidir.

Fs = α′ + u.v′

= (−m (s) + u.n (s))−→µ
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ve

Fu = −→v

dir.Buradan

NF =
Fu × Fs
‖Fu × Fs‖

= α (s)

olduğundan

N ′F = α′ (s)

= −m (s)−→µ

bulunur. Bu durumda Fs‖N ′F olduğundan u = sbt eğrileri eğrilik çizgisidir.

3. F(α,v) (s, u) = α (s) + u.v (s) yüzeyi için Fs = 0 olan noktalara F yüzeyinin

singüler noktalarıdenir.

Fs = α′ + u.v′

= (−m (s) + u.n (s))−→µ

elde edilir. Fs =
−→
0 olabilmesi için

−m (s) + u.n (s) = 0

olmalıdır. Bu da u0 =
(
m
n

)
(s0) olmasıdemektir.

4. F yüzeyinin striksiyon çizgisi α = α− 〈α
′,v′〉
〈v′,v′〉 .v’dir.

〈α′, v′〉 = −m.n

ve

〈v′, v′〉 = n2

olduğundan

α = α +
m.n

n2
.v

= α +
m

n
.v

elde edilir.
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m = 0⇐⇒ α = α’dır. Bu da striksiyon çizgisinin taban eğrisi olmasıdemektir.

5. ⇒
m

n
= sbt ise (

m

n
)′ = 0’dır.

α′ = (
m

n
)′.v + (

m

n
).v′

= −m−→µ + (
m

n
)′.v + (

m

n
).n−→µ

= −m−→µ + (
m

n
)′.v +m−→µ

= (
m

n
)′.v

olup α′ = 0’dır. Bu durumda F(α,v) (s, u) yüzeyi koni belirtir.

⇐

F(α,v) (s, u) koni yüzeyi ise α′ = 0’dır.

α′ = (
m

n
)′.v

α′ = 0 olabilmesi için (m
n

)′ = 0 olmalıdır. Bu durumda m
n

= sbt olduğu görülür.

Teorem 3.3 : α : I −→ R3 birim hızlıve duali v olan bir Legendre eğrisi ve u ∈ R

olmak üzere

F(α,d̃) (s, u) = α (s) + u.d̃ (s)

yüzeyi verilsin. Bu durumda bu yüzey için aşağıdakiler sağlanır.

1. F(α,d̃) (s, u) yüzeyi açılabilirdir.

2. u = sbt eğrileri geodeziktir.

3.
(
m
n

)′
(s0) 6= 0 olmak üzere u0 = − 1

(mn )
′
(s0)

için

F(α,d̃) (s0, u0) = α (s0)− 1(
m
n

)′
(s0)

.d̃ (s0)

noktalarıyüzeyin singüler noktalarıdır.

4.
(
m
n

)′
(s0) 6= 0 olmak üzere F(α,d̃) (s, u) yüzeyinin striksiyon çizgisi

α = α− 1(
m
n

)′ .d̃
dir.
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5. 1

(mn )
′ = sbt⇐⇒ F(α,d̃) (s, u) bir koni yüzeyidir.

İspat. 1. d̃′ ile α′ lineer bağımlı olduğundan det
(
α′, d̃, d̃′

)
= 0’dır. O halde

F(α,d̃) (s, u) yüzeyi açılabilirdir.

2.

F(α,d̃) (s, u) = α (s) + u.d̃ (s)

yüzeyini ele alalım. Bu yüzeyin normali ile u = (c) sbt eğrilerinin ivmesi lineer

bağımlıise eğriler geodeziktir.

İlk olarak yüzeyin normalini bulalım.

d̃ (s) =
m (s)

n (s)
T (s) + B (s)

Darboux vektör alanının türevi alınırsa;

d̃′ (s) =

(
m (s)

n (s)

)′
T (s) +

m (s)

n (s)
n (s)N (s)−m (s)N (s)

=
(m
n

)′
(s) T (s)

elde edilir.

Fs = α′ (s) + u.d̃′ (s)

= T (s) + u.
(m
n

)′
(s) T (s)

=

(
1 + u.

(m
n

)′)
.T (s)

ve

Fu = d̃ (s)

=
m (s)

n (s)
T (s) + B (s)

olduğundan yüzeyin normali

NF =
Fs × Fu
‖Fs × Fu‖

=

(
1 + u.

(m
n

)′)
.T (s)× B (s)

= −
(

1 + u.
(m
n

)′)
.N (s)
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şeklinde bulunur.

u = sbt = c eğrilerini δ ile gösterelim.

F(α,d̃) (s, c) = α (s) + c.d̃ (s)

dır. Bu durumda

δ′ = α′ (s) + c.d̃′ (s)

δ′ =

(
1 + c.

(m
n

)′)
.T (s)

olduğundan

δ′

‖δ′‖ =

(
1 + c.

(
m
n

)′)
.T (s)(

1 + c.
(
m
n

)′)
= T (s)

dir.

Buradan

δ′′ = n.N (s)

elde edilir. O halde

δ′′ = λ.NF

eşitliği λ = −1(
1+c.(mn )

′) için sağlanır. Sonuç olarak yüzeyin normali ile u = (c) sbt

eğrilerinin ivmesi lineer bağımlıolduğundan eğriler geodeziktir.

3.

d̃′ (s) =
(m
n

)′
T (s) (3.3)

olduğu biliniyor.

α′ (s) = T (s) (3.4)

(3.3) ve (3.4)’ten

Fs = α′ + u.d̃′

= T (s) + u
(m
n

)′
T (s)

=

(
1 + u

(m
n

)′)
T (s)
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elde edilir. Fs =
−→
0 olabilmesi için

1 + u
(m
n

)′
= 0

olmalıdır.Bu da u0 = − 1

(mn )
′
(s0)

olmasıdemektir.

4. F yüzeyinin striksiyon çizgisi α = α− 〈α
′,d̃′〉
〈d̃′,d̃′〉 .d̃’dir.

〈α′, d̃′〉 = 〈T (s) ,
(m
n

)′
T (s)〉 (3.5)

=
(m
n

)′

〈d̃′, d̃′〉 = 〈
(m
n

)′
T (s) ,

(m
n

)′
T (s)〉 (3.6)

=

((m
n

)′)2

(3.5) ve (3.6)’dan

α = α−
(
m
n

)′((
m
n

)′)2 d̃

= α− 1(
m
n

)′ d̃
elde edilir.

5.
1(
m
n

)′ = sbt =⇒
(m
n

)′
= sbt

(m
n

)′
= c =⇒ m

n
= cs+ f

dir. O halde F(α,d̃) (s, u) bir koni yüzeyidir.

Örnek 3.1 α : I −→ R3 birim hızlıeğrisi için τ
κ

= cs+ f olsun.(τ
κ

)′
= c = sbt

olduğundan α eğrisi bir rektifiyan eğridir. α eğrisinin modified Darboux vektör alanı

d̃ (s) = (cs+ f) T (s) + B (s)

dir. u ∈ R olmak üzere F(α,d̃) (s, u) = α (s) + u.d̃ (s) yüzeyi verilsin.
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1.

α′ (s) = T (s) (3.7)

d̃′ (s) = [(cs+ f) T (s) + B (s)]′ (3.8)

= c [T (s) + sT ′ (s)] + fT ′ (s) + B′ (s)

= cT (s) + csκN (s) + fκN (s)− τN (s)

= cT (s) +N (s)κ
[
cs+ f − τ

κ

]
= cT (s)

(3.7)ve (3.8)’den görülüyor ki d̃′ (s) ve α′ (s) lineer bağımlıdır. Bu durumda

det
(
α′, d̃, d̃′

)
= 0

dır. O halde F(α,d̃) (s, u) açılabilirdir.

2.

Fs = α′ + u.d̃′

= (1 + uc) T (s)

ve

Fu = d̃ (s)

= (cs+ f) T (s) + B (s)

olduğundan F(α,d̃) (s, u) yüzeyinin normali

NF =
Fs × Fu
‖Fs × Fu‖

= − (1 + uc) .N (s)

şeklinde bulunur. u = sbt = c eğrilerini δ ile gösterelim. Bu durumda

δ′ = α′ (s) + c.d̃′ (s)

δ′ = T (s) + c.cT (s)

=
(
1 + c2

)
T (s)

19



dir.

δ′

‖δ′‖ =
(1 + c2) T (s)

(1 + c2)

= T (s)

bulunur. Buradan

δ′′ = n.N (s)

elde edilir. O halde

δ′′ = λ.NF

eşitliği λ = −1
(1+uc)

için sağlanır. Sonuç olarak yüzeyin normali ile u = (c) sbt

eğrilerinin ivmesi lineer bağımlıolduğundan eğriler geodeziktir.

3.
(
τ
κ

)′
(s0) = c (s0) 6= 0 olmak üzere (3.7) ve (3.8)’den

Fs = α′ + ud̃′

= T (s) + cT (s)

= (1 + uc) T (s)

bulunur. Fs =
−→
0 olabilmesi için

(1 + uc) = 0

olmalıdır. O halde u0 = − 1
c(s0)

için F (s0, u0) = α (s0) − 1
c(s0)

.d̃ (s0) noktaları

yüzeyin singüler noktalarıdır.

4. F(α,d̃) (s, u) = α (s) + u.d̃ (s) yüzeyinin striksiyon çizgisi α = α− 〈α
′,d̃′〉
〈d̃′,d̃′〉 .d̃’dir.

〈α′, d̃′〉 = 〈T (s) , cT (s)〉 = c (3.9)

〈d̃′, d̃′〉 = 〈cT (s) , cT (s)〉 = c2 (3.10)

(3.9) ve (3.10)’dan

α = α− c

c2
.d̃

= α− 1

c
.d̃

olarak bulunur.
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5.
1(
τ
κ

)′ = sbt =⇒
(τ
κ

)′
= sbt

(τ
κ

)′
= c =⇒ τ

κ
= cs+ f

dir. O halde F(α,D̃) (s, u) bir koni yüzeyidir.

γ : I −→ R3 birim hızlıeğrisi için Frenet vektörleri T (s) , N (s) , B (s) olmak üzere

aşağıdaki tanımlarıverelim.

Tanım 3.7 : R3 uzayındaki birim hızlıve κ (s) 6= 0 eğrilikli γ : I −→ R3 eğrisinin

rektifiyan Gauss yüzeyi

RG (γ) = {u.T (s) + B (s) | u ∈ R, s ∈ I}

şeklindedir (Izumiya vd. 1999).

Tanım 3.8 : γ, R3 uzayında birim hızlıve κ (s) 6= 0 eğrilikli bir eğri olmak üzere;

RD (γ) =
{
γ (s) + u.d̃ (s) | u ∈ R

}
şeklinde verilen yüzey γ eğrisinin rektifiyan açılabilir yüzeyidir (Izumiya vd. 1999).

Örnek 3.2 : Bir dairesel helisin rektifiyan Gauss yüzeyi bir konidir. Gösterelim:

ω̄ (ε) = (q∗ cos ε, q∗ sin ε, r∗ε) dairesel helisini alalım ve teğet vektör alanıile binormal

vektör alanınıhesaplayalım.

ω̄′ (ε) = (−q∗ sin ε, q∗ cos ε, r∗)

‖ω̄′ (ε)‖ =
√
q∗2 + r∗2

olup buradan

T (ε) =
ω̄′ (ε)

‖ω̄′ (ε)‖

=
(−q∗ sin ε, q∗ cos ε, r∗)√

q∗2 + r∗2
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olur. Ayrıca

ω̄′′ (ε) = (−q∗ cos ε,−q∗ sin ε, 0)

ω̄′ (ε)× ω̄′′ (ε) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. . .

−q∗ sin ε q∗ cos ε r∗

−q∗ cos ε −q∗ sin ε 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(
q∗r∗ sin ε, q∗r∗ cos ε, q∗2

)
‖ω̄′ (ε)× ω̄′′ (ε)‖ = q∗

√
q∗2 + r∗2

olduğundan

B (ε) =
ω̄′ (ε)× ω̄′′ (ε)
‖ω̄′ (ε)× ω̄′′ (ε)‖

=
(q∗r∗ sin ε, q∗r∗ cos ε, q∗2)

q∗
√
q∗2 + r∗2

=
(r∗ sin ε, r∗ cos ε, q∗)√

q∗2 + r∗2

şeklinde bulunur. O halde;

RG (γ) = u.T (ε) + B (ε)

= u.

(
(−q∗ sin ε, q∗ cos ε, r∗)√

q∗2 + r∗2

)
+

(
(q∗ sin ε, r∗ cos ε, q∗)√

q∗2 + r∗2

)
yüzeyi elde edilir.

τ (ε) =
det (ω̄′ (ε) , ω̄′′ (ε) , ω̄′′′ (ε))

‖ω̄′ (ε)× ω̄′′ (ε)‖2

olup

det (ω̄′ (ε) , ω̄′′ (ε) , ω̄′′′ (ε)) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−q∗ sin ε q∗ cos ε r∗

−q∗ cos ε −q∗ sin ε 0

q∗ sin ε −q∗ cos ε 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= r∗

(
q∗2 cos2 ε+ q∗2 sin2 ε

)
= r∗q∗2

olduğundan

τ (ε) =
r∗q∗2

q∗2 (q∗2 + r∗2)

=
r∗

(q∗2 + r∗2)
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elde edilir ve

κ (ε) =
‖ω̄′ (ε)× ω̄′′ (ε)‖
‖ω̄′ (ε)‖3

olup

κ (ε) =
q∗
√
q∗2 + r∗2

(q∗2 + r∗2)
√
q∗2 + r∗2

κ (ε) =
q∗

(q∗2 + r∗2)

şeklinde bulunur. Bu durumda

τ

κ
(ε) =

r∗

q∗
= sbt

olduğundan dairesel helisin rektifiyan Gauss yüzeyi bir koni belirtir.

Örnek 3.3 : Bir dairesel helisin rektifiyan açılabilir yüzeyi bir dairesel silindirdir.

Gösterelim:

ω̄ (ε) = (q∗ cos ε, q∗ sin ε, r∗ε) dairesel helisini alalım.

F(ω̄,d̃) (ε, u) = ω̄ (ε) + u.d̃ (ε) olduğundan,

F(ω̄,d̃) (ε, u) = (q∗ cos ε, q∗ sin ε, r∗ε) + u
((τ

κ

)
(ε) , 0, 1

)
dir. γ bir dairesel helis olduğundan

(
τ
κ

)
(ε) = sabittir.(

τ
κ

)
(ε) = c diyelim. O halde;

F(ω̄,d̃) (ε, u) = (q∗ cos ε, q∗ sin ε, 0) + ε (0, 0, r∗) + u (c, 0, 1)

= (q∗ cos ε, q∗ sin ε, 0) + (ε+ u) (c, 0, r∗ + 1)

elde edilir. (ε+ u) = δ diyelim. Bu durumda;

F(ω̄,d̃) (ε, δ) = (q∗ cos ε, q∗ sin ε, 0) + δ (c, 0, r∗ + 1)

bulunur. Burada (c, 0, r∗ + 1) = sbt olduğundan dairesel helisin rektifiyan açılabilir

yüzeyi dairesel silindirdir.
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3.2 Rektifiyan Açılabilir Yüzeylerin Singülerliği

Yüzeylerin singüler noktalarından bahsetmeden önce aşağıdaki tanımıverelim.

Tanım 3.9 : U ve U ′, R2’nin açık alt kümeleri; V ve V ′, R3’ün açık alt kümeleri

olsun. x : U −→ V bir cuspidal edge, swallowtail ya da cuspidal cross-cap

yüzeydir eğer h : U −→ U ′, k : V −→ V ′ diffeomorfizmleri vardır öyle ki k ◦ x ◦ h−1

şu şekilde verilir:

i)cuspidal edge: (s, t2, t3)

ii)swallowtail: (3s4 + s2t, 4s3 + 2st, t)

iii)cuspidal cross-cap: (s3, s3t3, t2) (Izumiya vd. 2016).

Şekil 3.1 Cuspidal edge, Swallowtail, Cuspidal cross-cap

Şimdi de α eğrisinin F(α,v) (s, u) açılabilir yüzeyinin singüler noktalarının bir sınıflandır-

masınıveren teoremi yazalım.

Teorem 3.4 : α : I −→ R3 birim hızlıeğri ve m (s) 6= 0 olsun. O halde F (α, v)

yüzeyi ;
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1. F(α,v) (s0, u0) noktasında C × R cuspidal edge noktasına lokal diffeomorftur

ancak ve ancak (m
n

)′
(s0) 6= 0 ve u0 =

(m
n

)
(s0)

2. F(α,v) (s0, u0) noktasında SW swallowtail noktasına lokal deiffeomorftur ancak

ve ancak (m
n

)′
(s0) 6= 0,

(m
n

)′′
(s0) 6= 0 ve u0 =

(m
n

)
(s0)

3. F(α,v) (s0, u0) noktasında CCR cuspidal cross cap noktasına lokal diffeomorf-

tur ancak ve ancak

u0 = m (s0) = 0 ve
(m
n

)′
(s0) 6= 0

(Izumiya ve Takeuchi 2004).

Bir α eğrisinin rektifiyan açılabilir yüzeyinin singülaritelerinin sınıflandırması için

de aşağıdaki teoremi verelim.

Teorem 3.5 : α : I −→ R3 birim hızlıeğri ve n (s) 6= 0 olsun. O halde F(α,d̃) (s, u)

yüzeyi ;

1. F(α,d̃) (s0, u0) noktasında C × R cuspidal edge noktasına lokal diffeomorftur

ancak ve ancak(m
n

)′
(s0) 6= 0,

(m
n

)′′
(s0) 6= 0 ve u0 =

1(
m
n

)′
(s0)

2. F(α,d̃) (s0, u0) noktasında SW swallowtail noktasına lokal diffeomorftur ancak

ve ancak(m
n

)′
(s0) 6= 0,

(m
n

)′′
(s0) = 0,

(m
n

)′′′
(s0) 6= 0 ve u0 =

1(
m
n

)′
(s0)

(Izumiya vd. 1999).

Örnek 3.4 : α (s) = (s2, 0, 0) yüzeyin striksiyon eğrisi ve v (s) =
(

0, 1√
1+s2

, s√
1+s2

)
olmak üzere F(α,v) (s, u) =

(
s2, u√

1+s2
, us√

1+s2

)
regle yüzeyi bir cross-cap olup orjin

noktasında singülerliğe sahiptir.
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Şekil 3.2 Cross-cap (Izumiya ve Takeuchi 2001)

Örnek 3.5 : Plücker conoid yüzeyi, bir diğer cross-cap regle yüzey örneğidir.

Dayanak eğrisi α (s) = (0, 0, sin (2s)) ve doğrultman vektörü v (s) = (cos s, sin s, 0)

olmak üzere F(α,v) (s, u) = (u cos s, u sin s, sin 2s) , 0 ≤ t ≤ 2π .

Şekil 3.3 Plücker konoidi (Izumiya vd. 2016)
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Örnek 3.6 : F(α,v) (s, u) =
(
u,−2s2 − 3

2
su, t4 + 1

2
s3u
)
açılabilir yüzeyi bir cuspidal

cross-cap yüzeydir.

Şekil 3.4 Cuspidal cross-cap (Izumiya ve Takeuchi 2001)

Örnek 3.7 : α : I = [0, π] −→ R3, v : I −→ R3 olmak üzere

F(α,v) (s, u) = α (s) + u.v (s)

= (

√
3

2
sin(2s) +

3

4
u cos(s)− 1

4
u cos(3s),

−
√

3

2
cos(2s) +

3

4
u sin(s)− 1

4
u sin(3s),

−s
2

+

√
3

2
u cos(s))

regle yüzeyi F(α,v)

(
π
2
,− 1√

3

)
noktasında C ×R cuspidal edge singülerliğine sahiptir.
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Şekil 3.5 Cuspidal C × R (Bekar vd. 2017)

Örnek 3.8 : α : I = [0, π] −→ R3 olursa Örnek 3.7’de verilen yüzey F(α,v)

(
π
2
, u0

)
noktasında SW swallowtail singülerliğine sahiptir.

Şekil 3.6 Swallowtail SW (Bekar vd. 2017)

Örnek 3.9 : α : I ⊂ R −→ R3 olmak üzere

α (p) =

(
cos

(
p√
2

)
, sin

(
p√
2

)
,
p√
2

)
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eğrisi verilsin. α eğrisinin teğet ve binormal vektör alanlarısırasıyla

T (p) =
1√
2

(
− sin

(
p√
2

)
, cos

(
p√
2

)
, 1

)
B (p) =

1√
2

(
sin

(
p√
2

)
, cos

(
p√
2

)
, 1

)
ve eğrilikleri ise

κ =
1

2

τ =
1

2

dir.Bu durumda α bir helistir. α eğrisinin rektifiyan Gauss yüzeyi

RG (α) = u.T (p) + B (p)

=
1√
2

(
(1− u) sin

(
p√
2

)
, (1 + u) cos

(
p√
2

)
, 1 + u

)
bir koni belirtir. u = 1 singüler noktasıiçin RG (α) =

(
0, 0,
√

2
)
.

Şekil 3.7 Koni yüzeyi (Bekar vd. 2017)
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4. MÖBİUS ŞERİDİ

Bu bölümde bir önceki bölümde incelenen yüzeylerin uygulaması olarak Möbius

şeridi ele alınacaktır. Möbius şeridinin tanımıyapılacak ve denklemi elde edilecektir.

Ayrıca Möbius şeridinin de bir regle yüzey olduğu gösterilecek ve Coilin P. Boylan

Jeritslev tarafından yazılan ’The Möbius strip’adlıçalı̧smaya ağırlık verilerek açıla-

mayan Möbius şeritlerini açılabilir yapmak için gereken şartlar incelenecektir.Taban

eğrisi geodezik olan ve taban eğrisi asimptotik olan Möbius şeritleri göz önüne alı-

nacaktır.

4.1 Möbius Şeridi Ve Geometrik Tanımı

August Ferdinand Möbius, bugün ’Möbius şeridi’olarak bilinen tek yüzlü yüzeyi

bularak, topolojiye ve geometriye katkıda bulunmuştur. En basit anlamıyla Möbius

şeridi dikdörtgen bir şeridin biri 180◦’lik bir dönüş yapmı̧s olan uçlarının birleştir-

ilmesiyle elde edilen bir yüzeydir. Normal bir şeridin iki yüzeyi varken Möbius şeri-

dinin tek bir yüzeyi vardır. Başka bir ifadeyle Möbius şeridinin üzerindeki bir nok-

tadan hareket etmeye başlandı̆gında tüm alan taranarak aynınoktaya geri dönülür.

Möbius şeridinin tek bir yüzeyi vardır ve yüzey alanınıartırıp aşınmayıazaltacağın-

dan mekanik aletlerdeki kayı̧slarımöbius şeridi şeklinde bağlamak daha yararlıdır.

Bu yüzden bu tip yüzeyler sanayide oldukça kullanılmaktadır.

Şekil 4.1 Möbius şeridi
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4.2 Möbius Şeridi’nin Denklemi

Möbius şeridinin denklemini bulabilmek için küresel koordinatlama yapalım.

Üç boyutlu uzayda bir P (x, y, z) birim vektörünü ve bu vektörün P ′ (x, y, 0) dik

izdüşüm vektörünü göz önüne alalım.

Şekil 4.2 Küresel koordinatlama

Şekil 4.2’de görüldüğü gibi u, P ′ vektörünün x ekseniyle yaptı̆gıdönme açısı, v ise

P vektörü ile P ′ vektörü arasındaki açıdır.

POP ′ üçgeninde |OP ′| = cos v ve |PP ′| = sin v olacağından

cos2 v + sin2 v = 1

eşitliği sağlanır.
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Şimdi P (x, y, z) vektörünü u ve v cinsinden yazarsak;

cosu =
x

cos v
⇒ x = cosu. cos v

sinu =
y

cos v
⇒ y = sinu. cos v

bulunur. Bu durumda P (cosu. cos v, sinu. cos v, sin v) vektörü elde edilir.

Burada dikkat edilmesi gereken u ve v’nin aralı̆gıdır. u açısı2π′lik alanıtararken

v′nin π’lik alanıtaradı̆gıbilinmektedir. Yani

0 ≤ u ≤ 2π

ve

0 ≤ v ≤ π

aralıklarında yol aldıklarıiçin u, t kadar dönme yaparken v, t
2
kadar dönme yapar

diyebiliriz. Bu durumda v = u
2
olarak alınabilir.

Sonuç olarak taban eğrisi R yarıçaplıα (u) = (R cosu,R sinu, 0) olan bir Möbius

şeridinin denklemi şu şekilde yazılabilir:

σ (u, v) = (R cosu,R sinu, 0) + v.
(

cosu. cos
(u

2

)
, sinu. cos

(u
2

)
, sin

(u
2

))
Möbius şeridinin açılabilen ve açılamayan iki tipi incelendikten sonra bu bölümde

elde edilen denkleme ili̧skin örnekler verilecektir.

4.3 Açılabilen ve Açılamayan Möbius Şeridi

Şekil 4.3 Açılabilen (solda) ve açılamayan (sağda) Möbius şeridi

32



Bu bölümde açılabilen ve açılamayan Möbius şeritlerini inceleyecek ve açılabilir ol-

masıiçin gereken şartlar üzerinde durulacaktır.

γ(t) = σ(u(t), v(t)), σ yüzey parçasıüzerinde bir eğri olmak üzere;

E = 〈σu,σu〉 = ‖σu‖2

F = 〈σu, σv〉

G = 〈σv, σv〉 = ‖σv‖2

için σ yüzeyinin I. temel formu

Edu2 + 2Fdudv +Gdv2

olur. Yüzey deği̧stikçe I. temel form da deği̧sir.

Örnek 4.1 R3 uzayında bir düzlem denklemi

σ(u, v) = α + u.p+ v.q

ve p ile q birbirlerine dik birim vektörler olsun. σu = p ve σv = q için

E = 1 F = 0 G = 1

olduğundan düzlemin I. temel formu ;

Edu2 + 2Fdudv +Gdv2 = du2 + dv2

şeklindedir.

Tanım 4.1 σ1 ve σ2 birer yüzey olsun. σ1 yüzeyindeki her eğri σ2 yüzeyinde I. temel

formlarıaynıolan eğrilere dönüşüyor ise f : σ1 −→ σ2 difeomorfizmine izomorfizm

denir. Eger f izomorfizm ise σ1 ve σ2 izomorftur denir.

4.3.1 Möbius Şeridi düzleme ne zaman izomorf olur?

Yukarıdaki tanım ve genelleştirilmi̧s regle yüzeyler ile bir Möbius şeridinin bir düz-

leme ne zaman izomorf olacağınıve bunun ne demek olduğunu bulalım.
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α : I → R3 taban eğrisi, ω : I → R3/ {(0, 0, 0)} bir vektör alanıolmak üzere R3

uzayında genelleştirilmi̧s regle yüzeyin denklemi

σ(u, v) = α(u) + v.ω(u)

verilsin. Her u ∈ I için ω′(u) = 0 oluyorsa ω sabit hız vektörüdür.

σ(u, v) = α(u) + v.ω

α(u) ve ω(u) sırasıyla birim hızlıvektör ve birim vektör olan bir regle yüzey olsun.

E = 1 + 2v.〈α′, ω′〉+ v2.‖ω′‖2

F = 〈α′, ω〉 = 0

G = 1

olduğundan genelleştirilmi̧s yüzeyin I. temel formu

Edu2 + 2Fdudv +Gdv2 = du2 + dv2

olarak bulunur.

Uzaydaki her Möbius şeridinin uygun parametrizasyonu yapılabilir. O halde düzgün

parametrize edilmi̧s ve genelleştirilmi̧s regle yüzeye ait bir Möbius şeridi Tanım 4.1’e

göre her u ve v için aşağıdakı şartı sağlıyor ise düzleme izomorf olur. Düzleme

izomorf olan şerit açılabilir şerittir.

E = 1 + 2v.〈α′, ω′〉+ v2.‖ω′‖2 = 1

F = 〈α′, ω〉 = 0

G = 1

Yani buradan görülüyor ki

〈2α′, ω′〉 = 〈−v.ω′, ω′〉

ve

〈α′, ω〉 = 0

şartlarınısağlayan Möbius şeridi açılabilirdir.
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Şimdi taban eğrisi R = 1 yarıçaplı α (ŭ) = (cos ŭ, sin ŭ, 0) olan açılamayan bir

Möbius şeridi örneğini verelim.

Örnek 4.2 R3 uzayında şerit denklemi ŭ ∈ [0, 2π] ve L ∈ R için v̆ ∈ [−L,L] olmak

üzere

σ(ŭ, v̆) =


cos(ŭ)

sin(ŭ)

0

+ v̆.


cos( ŭ

2
). cos(ŭ)

cos( ŭ
2
). sin(ŭ)

sin( ŭ
2
)


verilsin.Buradan;

σŭ =


− sin(ŭ)

cos(ŭ)

0

+ v̆.


−1

2
sin( ŭ

2
). cos(ŭ)− cos( ŭ

2
). sin(ŭ)

−1
2

sin( ŭ
2
). sin(ŭ) + cos( ŭ

2
). cos(ŭ)

1
2

cos( ŭ
2
)


ve

σv̆ =


cos( ŭ

2
). cos(ŭ)

cos( ŭ
2
). sin(ŭ)

sin( ŭ
2
)


elde edilir. O halde;

E = ‖σŭ‖2 = 1 + 2v̆ cos(
ŭ

2
) + v̆2.(

1

4
+ cos2(

ŭ

2
))

F = 〈σŭ, σv̆〉 = 0

G = ‖σv̆‖2 = 1

dir. Fakat ŭ ∈ [0, 2π] ve L ∈ R için v̆ ∈ [−L,L] için

2v̆ cos(
ŭ

2
) + v̆2.(

1

4
+ cos2(

ŭ

2
))

ifadesi sıfıra eşit olamayacağından şeridin I. temel formu genelleştirilmi̧s düzlemin I.

temel formundan yani dŭ2+dv̆2 den farklıolur. Bu durumda bu şerit için açılamayan

Möbius şerididir denir.
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Şekil 4.4 Örnek 4.2’deki açılamayan Möbius şeridi

Tanım 4.2 σ(u, v) bir yüzey olmak üzere Nσ = σu×σv
‖σu×σv‖ için

L = 〈Nσ, σ uu〉

N = 〈Nσ, σvv〉

M = 〈Nσ, σuv〉

olsun. Yüzeyin I.temel formu

Edu2 + 2Fdudv +Gdv2

ve II.temel formu

Ldu2 + 2Mdudv +Ndv2

verildiğinde yüzeyin Gauss eğriliği;

K =
LN −M2

EG− F 2

ve ortalama eğriliği;

H =
LG+NE − 2MF

2 (EG− F 2)

dir (Starostin ve Heijden 2015).

36



Regle yüzeylerinK ≤ 0 şartınısağlamasıgerektiği bilinmektedir. Möbius şeridinin I.

temel formu genelleştirilmi̧s düzlemin I.temel formu ile aynıdır ve şerit bir silindirik

regle yüzeydir. Bu durumda Möbius şeridinin Gauss eğriliğinin de K = 0 şartını

sağlayacağınısöyleyebiliriz.

Bu da demektir ki Tanım 4.2’deki

LN −M2 = 0

şartınısağlayan bir regle yüzey mevcuttur.

LN −M2 = −
(

〈α′ × ω, ω′〉
‖ α′ × ω + v.ω′ × ω ‖

)2

= 0

olduğundan

〈α′ × ω, ω′〉 = 0

det(α′, ω, ω′) = 0

dır. Buradan K = 0 olduğu görülür.

K = 0 olduğunu göstermenin başka bir yolu dağılma parametresi λ ve striksiyon

çizgisi β’yıkullanmaktır:

1. Striksiyon çizgisi ile ω‘nın kesi̧stiği noktalarda K = 0’dır. O halde;

K = 0⇐⇒ λ = 0

dır.

2. Silindirik regle yüzeylerde ise taban eğrisi ile ω‘nın kesi̧stiği noktalarda

K = 0’dır. O halde;

λ = 0⇐⇒ 〈α′ × ω, ω′〉 = 0

dır.

Şimdi de hangi tipteki açılabilir yüzeylerin taban eğrisi geodeziktir, inceleyelim.

Bir silindirik regle yüzeyde α taban eğrisi striksiyon eğrisi ve α′ ile ω arasındaki açı

sabit ise taban eğrisi geodeziktir.
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Bir eğrinin geodezik olmasıiçin κg = 0 olmasıgerekir ve yeter. O halde silindirik

regle yüzeyde taban eğrisinin geodezik eğriliği de sıfırdır.

Tanım 4.3 : σ(u, v) yüzeyinin birim normali Nσ = σu×σv
‖σu×σv‖ olmak üzere; birim hızlı

γ(s) = σ(u(s), v(s)) eğrisinin asimptotik eğriliği ve geodezik eğriliği sırasıyla

κn = 〈γ̈, Nσ〉

ve

κg = 〈γ̈, Nσ × γ̇〉

dir. O halde ;

K2 = κ2
n + κ2

g

bulunur.

Taban eğrisinin geodezik eğriliği sıfır iken;

K2 = κ2
n = 〈α′′, Nσ〉2

dir.

κg = 〈α′′, Nσ × α′〉 = 0

σ(u, v) yüzeyinin birim normali Nσ = σu×σv
‖σu×σv‖ olmak üzere;

κg = 〈α′′, Nσ × α′〉 = 0

olduğundan

〈α′′, (σu × σv)× α′〉 = 0

elde edilir (Boylan 2011).

Eğriliği sıfırdan farklıolan bir eğrinin geodezik olduğu tek bir açılabilir yüzey vardır.

Merkez eğri boyunca, merkez eğrinin normali ile rektifyan açılabilir yüzeyin normali

aynıdır. Bu durumda silindirik regle yüzeyin merkez eğrisi taban eğrisidir.

‖ α′(u) ‖= 1

‖ ω(u) ‖= 1
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olmak üzere;

σ(u, v) = α(u) + v.ω(u)

regle yüzeyi verilsin. O halde;

σu = α′ + v.ω′

σv = w

dir.

T (u) = α′(u) ve f = f(u), g = g(u), h = h(u) keyfi fonksiyonlarıiçin ω’nın Frenet-

Serret parametreleriyle ifadesi

ω = f.T + g.N + h.B

şeklindedir. Regle yüzey için K = 0 yani 〈α′ × ω, ω′〉 = 0 olduğundan;

g.(gτ + h′)− h.(fκ+ g′ − hτ) = 0

elde edilir. Buradan;

g.(gτ + h′) = h.(fκ+ g′ − hτ) (4.1)

dir.

κg = 0 olduğundan;

〈α′′, (σu × σv)× α′〉 = 0

〈T ′, (σu × σv)× T 〉 = 0

şartıgereği

(1 + v(f ′ − gκ))g = v(fκ+ g′ − hτ)f (4.2)

eşitliği elde edilir.

Geodeziklik koşulu sadece eğri taban eğrisi ise sağlanır. O halde v = 0 ise eğri taban

eğrisidir. Bu durumda (4.2) den ;

v = 0⇒ g = 0⇒ g′ = 0

olur. Bulunanları(4.1) de yerine yazarsak ;

0 = h.(fκ− hτ)
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elde edilir. Bu durumda h = 0 ya da (fκ− hτ) = 0 olur.

fκ− hτ = 0

fκ = hτ

Bu ifadenin birden fazla çözümü vardir. Biz f = τ ve h = κ çözümünü seçersek;

ω(u) = τT + κB

olur. O halde dayanak eğrisi ω(u) = τT + κB olan

σ(u, v) = α(u) + v.ω(u)

açılabilir regle yüzeyi elde edilir.

Eğer f = τ
κ
ve h = 1 seçersek

ω(u) =
τ

κ
.T + B

olur.

Bu durumda iki sonuç elde edilir:

1.

σ(u, v) = α(u) + v.(
τ

κ
.T + B)

tipindeki açılabilir regle yüzeylerin taban eğrisi geodeziktir.

2.

σ(u, v) = α(u) + v.(τT + κB)

tipindeki açılabilir regle yüzeylerin taban eğrisi geodezik değildir.

Şimdi Möbius tipli şeritleri inceleyelim ve bunlara dair örnekler verelim.

4.4 Möbius Tipli Şeritler

Bu bölümde Möbius tipli şeritlerin denklemini vereceğiz.
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Taban eğrisi R yarıçaplıα (ε) = (R cos ε, R sin ε, 0) olan bir Möbius şeridinin denk-

lemini şu şekilde vermi̧stik:

σ (ε, v) = (R cos ε, R sin ε, 0) + v.
(

cos ε. cos
(ε

2

)
, sin ε. cos

(ε
2

)
, sin

(ε
2

))

Verilen bu denklemi n bükülme sayısına bağlıolarak yazarsak;

σ (ε, v) = (R cos ε, R sin ε, 0) + v.
(

cos ε. cos
(εn

2

)
, sin ε. cos

(εn
2

)
, sin

(εn
2

))

denklemini elde ederiz (Balakrishnan ve Satija 2005). Burada n bükülme sayısının

tek sayıseçilmesi durumunda σ (ε, v) yüzeyinin Möbius şeridi olduğu ancak n çift

sayıseçildiğinde ise yüzeyinMöbius şeridi değil Möbius tipli bir şerit olduğu söylenebilir.

4.5 Möbius Tipli Şeritlere İli̧skin Örnekler

Bu bölümde, Bölüm 4.4’te n bükülme sayısına bağlıolarak verilen denkleme dair

örnekler incelenecektir.

Aşağıdaki örnekler için taban eğrisini R = 1 yarıçaplıα (ε) = (cos ε, sin ε, 0) ve

0 ≤ ε ≤ 2π, −1 ≤ v ≤ 1 olarak kabul edelim.

Örnek 4.3 n = 1 bükülme sayısıiçin

σ (ε, v) = (cos ε, sin ε, 0) + v.
(

cos ε. cos
(ε

2

)
, sin ε. cos

(ε
2

)
, sin

(ε
2

))
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Şekil 4.5 n = 1 için σ (ε, v) yüzeyi

Örnek 4.4 n = 2 bükülme sayısıiçin

σ (ε, v) = (cos ε, sin ε, 0) + v. (cos ε. cos (ε) , sin ε. cos (ε) , sin (ε))

Şekil 4.6 n = 2 için σ (ε, v) yüzeyi
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Örnek 4.5 n = 3 bükülme sayısıiçin

σ (ε, v) = (cos ε, sin ε, 0) + v.

(
cos ε. cos

(
3ε

2

)
, sin ε. cos

(
3ε

2

)
, sin

(
3ε

2

))

Şekil 4.7 n = 3 için σ (ε, v) yüzeyi

Örnek 4.6 n = 4 bükülme sayısıiçin

σ (ε, v) = (cos ε, sin ε, 0) + v. (cos ε. cos (2ε) , sin ε. cos (2ε) , sin (2ε))
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Şekil 4.8 n = 4 için σ (ε, v) yüzeyi
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ

Bu tezde regle yüzeylerin iki tipi ve bu iki tip yüzeyin singülerliği incelenmi̧stir. Ta-

ban eğrisi eğrilik çizgisi olan açılabilir yüzeyin üç singüler noktaya, Darboux vektörü

kullanılarak elde edilen yüzeyin ise iki singüler noktaya sahip olduğu görülmüştür.

Ayrıca bu regle yüzeylere örnek olarakMöbius şeridi verilmi̧s olup şeridin açılabilir ve

açılamaz halleri incelenmi̧stir. Möbius şeridi için de singülarite konusu çalı̧sılabilir;

bu yüzden Möbius şeridinin singülerliği hakkında çalı̧smak isteyenler için bu tez

faydalıbir kaynak olacaktır.
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Hacısalihoğlu, H. H. 2005. 2 ve 3 Boyutlu Uzaylarda Analitik Geometri. Hacısalih-
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