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Damisman: Prof. Dr. Faik Nejat EKMEKCI

Divergensi sifir olan vektor alanlarina manyetik vektor alani denir. Bir yiiklii parcacik bir
V' manyetik vektor alanina girdigi zaman bu pargacigin Serret-Frenet vektorleri bu alan-
dan etkilenirler ve bu etkiyle Lorentz kuvveti denilen bir kuvvet agiga ¢ikar. Dolayisiyla
parcacik bu alan icerisinde bir yoriinge izlemeye baglar. Bu yoriingeye manyetik egri ad:
verilir. Diger taraftan, manyetik alami sinirlandirarak bu yoriingelerin laboratuvar or-
taminda incelenmesine imkan veren ve carpismasiz yiiklii parcaciklar igin bariyer saglayan
aki yiizeyleri ve manyetik yiizeyler olarak adlandirilan yiizeyler mevcuttur.

Bu tez calismasinda bahsi gegen egri ve yiizeyler ayrintili olarak dort boliim halinde agagi-
daki gibi verilmistir.

Birinci boliim girig kismina ayrilmigtir.

Ikinci boliim diger boliimlerde kullanilacak olan temel tanim ve teoremlere ayrilmistir.
Ucgiincii boliimiinde bir 7 egrisinin normal ve binormal vektérlerinin Lorentz kuvvetinden
etkilenmesiyle elde edilen yoriingeleri incelenmis ve bu egrilerle ilgili baz1 karakterizasyon-

lar verilmistir.

Dordiincii boliimde aki yiizeylerini ve manyetik yiizeyleri tanimlayip bu yiizeylerle manyetik
egriler arasindaki iligki verilmigtir.

Yapilan caligmalarla ilgili sonuglarin analizine ise sonu¢ boliimiinde yer verilmigtir.

Subat 2018, 63 sayfa
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ABSTRACT

Ph.D. Thesis

MAGNETIC VECTOR FIELD AND THEIR APPLICATIONS

Zehra OZDEMIR

Ankara University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Faik Nejat EKMEKCI

A divergence free vector field called as mangnetic vector field. When a charged particle
enters a magnetic field V', the Serret-Frenet vectors of this particle are influenced by this
field and with this effect a force emerged called Lorentz force. So the particle begins to
follow a trajectory in this area. This trajectory called as magnetic curve. On the other
hand, there is an array of surfaces surrounding each one of them, called flux surfaces and
magnetic surfaces, which provide barrier for non-collisionally charged particles and allow
the study of these trajectories in the laboratory.

This thesis consists of four chapters.
The first chapter is devoted to introduction section.

The second chapter is devoted to the basic definitions and theorems to be used in the
other chapters.

In chapter three, the orbits obtained by the normal and binormal vectors of a curve ~y are
affected by Lorentz force are examined and some characterizations related to this curve
are given.

In chapter four, flux surfaces and magnetic surfaces are defined and the relations between
these surfaces and magnetic curves is given.

The analysis of the results considered in previous chapters are given in the conclusion
section.

February 2018, 63 pages

Key Words: Magnetic vector field, Special curves and surfaces, Euclidean 3-space.
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1. GIRIiS

Manyetik egriler fizik ve diferensiyel geometride bir ¢ok uygulama alanina sahip
olup bu alanlarda 6nemli rol oynar. Bir yiiklii parcacik bir V' manyetik alanina
girdigi zaman bu parcacigin Serret-Frenet vektorleri bu alandan etkilenirler ve bu
etkiyle Lorentz kuvveti denilen bir kuvvet aciga cikar. Dolayisiyla pargacik bu
alan igerisinde bir yoriinge izlemeye baglar. Bu yoriingeye manyetik egri adi verilir.
Ornegin; 3- boyutlu Oklid uzayinda yiiklii parcacigin teget vektor alani manyetik

alandan etkilendiginde

HT)=V xT

eklinde tanimh Lorentz kuvveti agiga ¢ikar. Lorentz kuvvetinin etkisiyle elde edilen
parcacigin hareketini soyle ozetleyebiliriz: Eger T teget vektor alani, V' manyetik
alanina paralel ise Lorentz kuvveti sifir olacagindan parcacik manyetik alana paralel
ilerler. Eger T' teget vektor alani, V' manyetik alanina dik ise Lorentz kuvveti mak-
simum olup pargacik gember egrisi seklinde bir yoriinge izler. Eger T teget vek-
tor alani, V' manyetik alaniyla sabit bir ag1 yapiyorsa Lorentz kuvvetinin etkisiyle

parcacik helis egrisi seklinde bir yoriinge izler (Barros ve Romeo 2007).

Manyetik alanin 7' teget vektor alanimi etkilemesi sonucunda elde edilen yoriin-
geleri T-manyetik egriler olarak adlandiracagiz. Bu durumda, V' manyetik alaninin

T-manyetik egrileri agsagidaki Lorentz esitligini saglayan egrilerdir.

Vv =o() =V xo

Bu esitlik V.7 = 0 olmas1 durumunda geodezikleri genellestirir diyebiliriz. Ayrica
bu esitligin ¢oziimii analitik kimya, biyokimya, atmosferik bilim, geokimya, cycloton,
proton ve kanser tedavisi gibi bir¢cok alanda yararli uygulamalara sahiptir. Ayrica
Lorentz esitliginin ¢oziimleri Kirchhoff elastik gubuklar: verir. Bu ise Hall etkisiyle

birlikte fiziksel model ve klasik elastik teori arasinda inanilmaz bir baglant1 saglar
1



(Barros ve Romeo 2007).

Bu alanda yapilan bazi caligmalari agagidaki gibi 6zetleyebiliriz: 3-boyutlu Rimann
manifoldlarinda Barros vd. Killing manyetik alaniyla ilgili manyetik alana varyas-
yonel bir yaklagim yaparak elde edilen yoriingeleri incelemistir (Barros ve Romeo 2007),
(Barros vd. 2007), (Barros 1997), (Barros vd. 2005), (Barros vd. 2001). Daha sonra,
Ling Xu ve David Mould pargacik iizerindeki yiikiin siirekli degiserek ¢esitli egrilik-
lere sahip karmasgik bir egri seklinde yoriinge izledigini ileri siirdii ve aragtirmalarinda
bu metotla elde edilen manyetik egriler yardimiyla alev, sag, ve agac¢ gibi sekillerin

gizilebilecegini gosterdi (Xu ve Mould 2009).

Diger taraftan, gazlarin yiiksek basing veya yiiksek sicaklik kullanilarak gaz ele-
mentinin atom veya molekiiliinden bir elektronun ayrilmasi durumunda plazma elde
edilir. Plazma sicaklik ve elektirigi ¢ok iyi ileten bir iletkendir ve biiyiik miktarda
sicaklik ve enerji yogunluguna sahiptir. Yiiksek elektrik iletkenligi plazma igerisinde
akima olanak saglar. Bu akimlar manyetik alanin etkisiyle depolanmasi gereken bir

giic tiretirler.

Hazeltine ve arkadaglar1 gostermistir ki plazmayir hapsetmek icin siirlandirilmig
plazma yiizeyini en distan saran aki yiizeyleri olarak adlandirilan her biri bir son-
rakini gevreleyen yiizeyler dizini mevcuttur. Bu aki yiizeyleri, birim normal vektor
alanlar1 N olmak {izere N ile V manyetik alani yiizeyin her noktasinda birbirine
dik olacak gekilde bulunur. Dolayisiyla aki yiizeyleri carpismasiz yiiklii parcacik-
lar i¢in bariyer saglar. Depolama bolgesinin aki yiizeylerinin dizini agik ve kapali
gruplar olmak iizere iki gekildedir. Acik olanlarin i¢ ige silindirik yiizeyler kapali
olanlarin ise i¢ ige torodial ytizeyler seklinde karmasgik yiizeyler oldugu bilinmekte-

dir (Bird vd. 1960), (Hazeltine ve Meiss 2003), (Boozer 2004).

Manyetik vektor alan cizgilerini {izerinde bulunduran yiizeylere ise manyetik yiizey
ad1 verilir. Manyetik yiizeylere en 6nemli 6rnek plazmadir. Evrenin ¢ogu delikli bir

manyetik alana sahip bir plazma bicimindedir. Manyetik alan ¢izgileri egildiginde

2



veya kesildiginde hizla kirilabilir ve yeniden baglanabilir, manyetik enerjiyi 1s1,
kinetik enerji ve hizli pargacik enerjisine doniigtiiriir. Bu durumlarin bir sonucu
olarak ilgili manyetik alan cizgileri i¢in manyetik yiizeyler farkli formlarda elde
edilebilir. Bu ytizeyler regiiler veya singiiler olabilir. Manyetik yiizeylerin en yaygin
ornegi akig tiipleridir. Bu akig tiipleri birgok yildizin ¢evresinde ve giinesin ¢evresinde
yaygin olarak bulunurlar. Baz gezegenlerin de akis tiipleri vardir. Iyi bilinen bir

ornek: Jiipiter ile ay1 io arasindaki akig tiipiidiir (Pedersen ve Boozer 2002) .

Penning adli bir bilim adam yiiklii parcaciklarin hareketinin incelenmesi ve plaz-
manin sinirlandirilmasi i¢in aki tiiplerinden yararlanarak en basarili yapilardan olan
Penning tuzagi adli bir model gelistirmistir. Ancak bu model tek tiir plazmalar:
sinirlandirmak i¢in kullanilmaktadir. Daha sonra, stellaratorler ve tokamaklar gibi
manyetik yiizey konfigiirasyonlari, termoniikleer fiizyon baglaminda oldukca gelisti
rilmig, incelenmis ve yakin zamanda nétr olmayan plazmalarin sinirlanmast igin
ilgi ¢ekmigtir. Bu modellerin Penning trap gibi agik ve kapali saha hatt1 sistem-
lerine kiyasla belirli avantajlar1 vardir. Manyetik yiizey konfigiirasyonlari, pozi-
tif ve negatif tiirleri eszamanl olarak, saf elektrondan quasineutral’e kadar olan
herhangi bir yiik dengesizliginde sinirlandirir. Diokotron modlarmin stabilizasyo-
nunu saglayabilir ve az miktarda manyetik alan kuvvetlerinde enerjik elektronlar:
ve pozitronlar1 diizenlerler. Dolayisiyla, bu tiir konfigiirasyonlarin, pozitron elek-
tron c¢ifti laboratuvarinda simirlandirilmasi icin benzersiz avantajlar1 vardir. Bun-
lara ek olarak, manyetik fiizyon arastirmasinda manyetik yiizeylerin énemi uzun
stiredir bilinmektedir. Ornegin, yari-notr bir plazma, saf bir toroidal alanda siir-
landirilamazken, tokamaklar ve stellaratorler gibi toroidal, yuvalanmis aki yiizeyi
konfigiirasyonlarinda kararli sonlu basing dengesi mevcuttur. Ilk kez, Pedersen ve
arkadaslar1 notr olmayan plazmalarin manyetik yiizeylerle sinirlanabilecegini goster-

migtir (Pedersen ve Boozer 2002) .

Bu tezin ticiincii boliimiinde bir v egrisinin Normal ve binormal vektorlerinin Lorentz
kuvvetinden etkilenmesiyle elde edilen yoriingeleri inceleyecegiz. Bu yoriingeleri,

sirasiyla, N-manyetik egriler ve B-manyetik egriler olarak adlandiracagiz ve bu egri-

3



lerle ilgili baz1 karakterizasyonlar verecegiz. Daha sonra sonuglarimiza bazi ¢rnekler
verip Mathematica programi yardimiyla resimlerini cizecegiz. Dordiincii boliimde
aki yiizeylerini ve manyetik yiizeyleri tamimlayip bu yiizeylerle manyetik egriler
arasindaki iligkiyi verecegiz. Son kisimda ise yapilan ¢caligmalarla ilgili sonug boliimiine

yer verecegiz.



2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Tanmim 2.1 M diferansiyellenebilir bir manifold olmak iizere
g9 x(M) x x(M) — C*(M, R)

doniisiimii verilsin,

i) g simetrik yani her X,Y € y(M) igin
9(X,Y) = g(Y, X)
i1) g bilineer yani her X,Y,Z € x(M) ve her f,h € C*(M, R) i¢in
g(fX+hY,Z)= fg(X,Z)+ hg(Y, Z)
i11) g doniigtimii pozitif tanimh yani her X € y(M) i¢in
9(X, X) =0

kosullarini sagliyorsa bu doniisiime M {izerinde Riemann metrigi veya Metrik ten-
sor ve iizerinde Riemann metrigi tanimlanmig manifolda Riemann manifoldu denir

(Hacisalihoglu 1980).

Tanim 2.2 M bir Riemann manifoldu ve V, M iizerinde bir Riemann koneksiyonu

olsun. Her X,Y,Z € x(M) ve her f,h € C*(M, R) i¢in

Voo X(M)xx(M) —  x(M)
(X,Y) — V(X,Y) = VyY

ile tamimli doniistimii
i) Vx(Y+2)=VxY +VxZ
it) VixevyZ =VxZ +VyZ
i) VixY = fVxY
i) Vx(fY) = fVxY + X(f)Y
ozelliklerini sagliyorsa V ya M iizerinde tanimlh bir afin koneksiyon veya kovaryant

tirev denir (Hacisalihoglu ve Ekmekei 2003).
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Tanim 2.3 (M, g) Riemann manifoldu ve V, M iizerinde tamimh afin koneksiyon
olsun.

Her XY, Z € x(M) i¢in

i) VxY = VyX = [X,Y]

i) Zg(X,Y)=9g(VzX,Y)+ g(X,VzY)

kogullar1 saglaniyorsa V ya M nin Levi Civita Koneksiyonu denir

(Hacisalihoglu ve Ekmekci 2003).

Tanim 2.4 (M, g) Riemann manifoldu ve V, M {tizerinde tanimli Levi Civita Konek-

siyonu olsun Her XY, Z € x(M) igin
R x(M)x x(M) xx(M) —  x(M)
(X, Y, Z) — R(X, Y)Z = VvaZ — VyVXZ - V[Xy]Z

ile tamml R déniigtimii M nin Riemann egrilik tenséri olarak adlandirilir (O’ Neil 1996)

Tanim 2.5 (M, g) Riemann manifoldu iizerinde R(X,Y, Z, W) = g(R(X,Y)Z, W)
ile tanimlanan tensére M nin Riemann Christoffel egrilik tenséri denir. Her X, Y, Z, W €

X(M) i¢in Riemann Christoffel egrilik tensorii agagidaki kogullar saglar.

HR(X,Y)Z = —R(Y,X)Z

ii)R(X,Y, Z,W) = —(R(X,Y,W,Z)

i) R(X,Y)Z + R(Y, Z)X + R(Z,X)Y =0
)R(X,Y,Z,W) = (R(Z,W,X,Y) (O Neil 1996).

Tanim 2.6 (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Eger M nin egrilik
tensorii her XY, Z, W € x(M) i¢in;

bigiminde ise M ye sabit egrilikli uzay adi verilir ve bu uzay M(C) ile gosterilir

(O’ Neil 1996).



Tanim 2.7 LxY vektor alanina X in Y yoniinde Lie Tirevi denir. Lie tiirevi
her p € M noktasinda tammhdir ve (LxY), = limy_o3[(0—¢).(Youp)) — Yp] olarak
tanimlanir. Burada 6;, 1—parametreli grubu X vektor alaninin intergral egrisidir

(Boothby 1975).

Tanim 2.8 gl bir reel vektor uzay1 olsun gl iizerinde bilineer operator asagidaki

gibi tanimlansin

[7] poglxgl — gl
(X,Y) — [IX)Y) = [X,Y]

Eger bu operator,

D)X Y] =—-[V, X]

W)X, Y], Z]+ Y, Z], X]+ [[Z,X],Y] =0

ozelliklerini sagliyorsa Braket operatoriidiir ve (gl, [,]) ikilisine Lie cebiri denir

(Hacisalihoglu 2000).

Teorem 2.1 M manifoldu iizerinde C*° X ve Y vektor alanlar ve f € C*°(M, R)

olmak iizere

Lxf = X(f)
(LxY)P = [X,Y]p

dir (Boothby 1975).

Tanim 2.9 M diferensiyellenebilir bir manifold ve g de M de bir metrik tensor ol-
sun. Her X, Y € x(M) i¢in (Lyg)(X,Y) = 0 oluyorsa V' vektor alanina g metriginin
Killing vektor alani denir (Kobayashi ve Nomizu 1996).

R? de standart koordinat sistemi (1, T, 73) = (z,¥, 2) ve bu uzaydaki metrigide

ds* = da® + dy? + dz*
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olarak alalim. Bu metrige kargilik gelen Killing vektor alanlari, her i,j € {1,2,3}
icin,

0 0. ~~ Oy 06 06
(ng)(a_x,-’ a_xj) = Z(faaxa + 3z, o0 + oz, gja) =0

denkleminin ¢oziimleri yapilarak

609 o0 0 06 0. 0_ .9
8x’8y’3z’y0$ oy’ Ox 0z’ 0Oy Y52

seklinde elde edilir.

v=7(t): I C R — M, 3 boyutlu reel uzay form M de kesitsel egriligi C' ile verilmig
bir egri olsun. 7 min teget vektor alam 7" ile ve hiz1 v(t) = ||y/(t)| ile gosterilir.
Ayrica s ve T sirasiyla v nin egriligi ve torsiyonudur. {T', N, B} v nin Frenet ¢atist

ve V, M nin bir Levi-Civita baglantis1 olmak {izere v nin Frenet denklemleri ;

VTT == xN
VN = —xT+7B
VTB = —TN

olarak bulunur .Ayrica” t” keyfi bir parametre olmak iizere I' = I'(¢, z) varyasyonunu

I' : Ix(—ee) — M)
(t, 2) — T'(t,2)

olacak gekilde diigiinelim. I boyunca varyasyon vektor alan1 V' = V' (¢, z) ise




olur. V. =V(t,2), T =T(t,z),v =v(t, 2) ... seklinde notasyonlar1 kullanacagz.
Burada “s”, I" varyasyonu i¢indeki ¢ egrilerinin yay parametresini ifade etmek iizere

bu kisimdan sonra v(s, z), W (s, 2), 3*(s, 2), . . . seklinde diigiintilmektedir.

Tanmim 2.10 ~, 3 boyutlu reel uzay formu M iizerinde kesitsel egriligi C' olan ve

v : ICR — M(C)
s = 7s)

seklinde taniml regiiler egri ve “s” de egrinin kendi yay parametresi olsun. Eger

@
0z

r 02

T 0z

_or?

= 4

z=0

2=0 2=0

ise V' = V(s) vektor alanina v egrisi boyunca Killing vektér alant denir

(Barros ve Romeo 2007).

Teorem 2.2 ~, M(C), 3-boyutlu reel uzay formlarda

v : ICR — M
s = ()

seklinde tanimli regiiler bir egri olmak tizere,

) V=5 = w(VeViT)
(2) V() =22 L= 23¢g(VZV, N) — 4:22g(V 1V, T) + 2C3q(V, N)

Zg(V4V,B) — Zg(ViV + CV, B)
= +Z(C + 52)g(VV, B) — r29(VyV, T)

seklindedir (Barros 1997).

Bu esitlikler V' de ¢oziim uzay1 alt1 boyutlu olan bir lineer sistem belirtir. Acikca M
nin herhangi bir Killing vektor alaninin v ya kisitlanisi v boyunca bir Killing vektor
alani ifade eder.Ozel olarak M basit baglantili ise izometri grubunun boyutu 6 dir

ve agagidaki Lemma elde edilir (Barros ve Romeo 2007).



Lemma 2.1 M tam, basit baglantili reel uzay formu ve v M i¢inde immersed egri
olsun. v tizerinde bir vektor alan1 V', v boyunca bir Killing vektor alanidir gerek ve
yeter kogul M iizerinde bir V' Killing vektor alanina geniglemesidir (Barros 1997).
M, n—boyutlu bir Riemann Manifoldu olsun. M iizerindeki Lorentz kuvveti I’ anti

simetrik ¢ operatoriiyle birlikte agagidaki gibi tanmimlanir.
9(6(X),Y) = F(X,Y), X,Y € x(M)

M iizerindeki F' manyetik alaninin yoriingesi olan v egrileri

V' = oY)

seklinde tanimh Lorentz esitligini saglar. Her X, Y, Z € x(M) igin karma ¢arpim

9 X xY,Z)=dv,(X,Y, 2).
seklinde verilir. Eger V', M iizerinde tanimh Killing vektor alani ise bu vektor alanina

karsilik gelen Killing manyetik alan Fy = vy dv, seklindedir. Burada 2 i¢carpimdir.

Bu durumda Lorentz kuvveti Fy asagidaki gibi tanimlanir.
P(X) =V xX. (2.1)
Sonug olarak Lorentz kuvveti esitligi
O(Y) =Vyy =V xsy (2.2)

seklindedir (Barros ve Romeo 2007).

Tanmim 2.11 Birim hizli v manyetik egrisi ' manyetik alaninin yoriingesidir gerek

ve yeter sart V' manyetik alani v egrisi boyunca agagidaki gibi yazilabilir.
V =uwl+ xB (2.3)

burada w fonksiyonu her bir V' manyetik alaniyla ilgili olup manyetik alana gore

manyetik alanin yari-egimi olarak adlandirihr (Barros ve Romeo 2007).
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3. MANYETIK EGRILER

3.1 N-Manyetik Egriler

Asgagidaki Lorentz esitligini saglayan v egrisine M iizerinde bir N-manyetik egri ad1

verilir.
VyN=¢(N)=V x N (3.1)
Onerme 3.1 7 egrisi 3-boyutlu Riemann manifoldu (M, g) iizerinde birim hizli bir

N-manyetik egri ve bu egrinin Frenet elemanlar1 {T', N, B, >, 7} olsun. Bu durumda

Serret-Frenet formiilleri agagidaki gibidir:

VT 0 »x 0 T
VeN | = = 0 7 N |. (3.2)
VTB 0 —7 0 B

Buradan Lorentz kuvveti ve Frenet vektorleri arasindaki iligki

o(T) 0 2 || 7T
ON) | =] - 0 7 N |- (3.3)
¢(B> —Ql —T 0 B

seklindedir.

Ispat. ~ egrisi (M, g), 3-boyutlu Riemann manifoldu tizerinde bir N-manyetik egri
ve bu egrinin Frenet elemanlar1 {7, N, B, >, 7} olsun.

o(T) € sp{T, N, B} oldugundan

o(T)=N"+nN+ (B

seklindedir. Buradan
11



dir. Dolayisiyla

&(T) = —3N + B

seklinde elde edilir. Benzer sekilde ¢(N) ve ¢(B) nin esitide

O(N) = —T+7B

$(B) = —T —7N.

dir. m

Onerme 3.2 Birim hizli ¥ manyetik egrisi V manyetik alaninm yoriingesidir gerek

ve yeter sart V' manyetik alani v egrisi boyunca asagidaki gibi yazilabilir.

V=1T—-0N+ »B.

(3.4)

Ispat. 7 egrisi V manyetik vektor alaninm yoriingesi olsun. Onerme 3.1 ve (3.1)

esitliginden kolaylikla gorebilirizki ~y egrisi

V=7T—-O\N+ xB

esitligini saglar. m

Teorem 3.1 M, 3 boyutlu reel uzay formu (M (C), g) iizerinde kesitsel egriligi C'

olan bir manifold ve V, M iizerinde Killing vektor alam olsun. (M(C'),g,V) nin

N-manyetik yoriingelerinin egrilik ve burulmasi agagidaki esitligi saglar.

1,00, - ! 0 —Q
_((L)/_Q/IT_‘_C%) +%L:0

V4 T T

Y

12

(3.5)



Ispat. V, M iizerinde Killing vektor alam olsun. Bu durumda V' (3.4) esitligini

saglar. Bu egitligin s ye gore tiirevini alirsak
VrV = (7" + Q)T — QN + (¢ — 7)) B, (3.6)
esitligi elde edilir. (3.6) esitliginin tiirevini alip Serret-Frenet formiillerini kullanirsak
V2V = sl + (= — 7(5¢ — 7)) )N + (¢ — 7)) — Q,7)B. (3.7)

elde edilir. Tamm 2.10 ve Teorem 2.2 deki (1) esitligi ile birlikte (3.7) esitligi

kullanilirsa

0 = — (3.8)

P
bulunur. (3.6) ve (3.7) esitlikleri Tanim 2.10 ve Teorem 2.2 deki (2) esitligi ile birlikte

kullanilirsa

O +7(¢ — 7)) + g(R(V,T)T,N) =0

bulunur. Ayrica, M sabit C kesitsel egriligine sahip oldugundan g(R(V,T)T, N) =
Cg(V,N) =0 dir. Buradan

dir. Benzer gekilde (3.6) ve (3.7) egitlikleri Tanim 2.10 ve Teorem 2.2 deki (3) esitligi

ile birlikte diisiiniiliirse

{l((%’ — 7)) — Q7+ g(R(V, T)T, B))}l + (5 — ) + (R(V,T)T,B) =0

P
elde edilir. g(R(V,T)T,B) = Cqg(V,B) = Cs ve g(R(V,T)N, B) = 0 esitliklerini

kullanirsak

x

13



bulunur. Sonug olarak (3.8) esitligi (3.9), (3.10) esitlikleri ile birlikte diistiniiliirse

L@y g o) 4 X E2M g 0, T
Va4

Ve T T

esitligi elde edilir. m

Sonug 3.1 3-boyutlu Oklid uzayinda ~y egrisi bir N-manyetik egri olsun. Bu du-
rumda,

i. Eger 0y sifirdan farkli bir sabit ise 7 egrisi ekseni V' manyetik vektor alani olan
bir slant helistir,

1. Eger Q) sifir ise v egrisi ekseni V' manyetik vektor alani olan bir dairesel helistir.

Ispat. 3-boyutlu Oklid uzayinda ~ egrisi bir N-manyetik egri olsun. Eger {4 sifirdan
farkli bir sabit ve a egrisi bir N-manyetik egri olsun. Bu durumda ~ egrisi (3.8),

(3.9) ve (3.10) esitliklerini saglar ve dolayisiyla
- _q (3.11)
V4
dir. Buradan
s + 7% = sabit

olup (3.11) esitliginden
73 — 27 = - (%2 + 72) = sabit

veya
272 T\'
— (=) =Q4.
2472 (%) !
esitligi elde edilir. O halde v egrisi bir slant helistir. Eger ; sifir ise v (3.11)

esitliginden kolaylikla gorebiliriz ki v bir dairesel helistir.
14



Elde ettigimiz sonuglarin fiziksel yorumlarini agagidaki gibi verebiliriz: 3- boyutlu

Oklid uzaymda yiiklii parcacigin normal vektor alani manyetik alandan etkilendiginde
d(N)=V x N
seklinde tanimh Lorentz kuvvetinin etkisiyle yoriingesi degisir. Eger N normal vek-

tor alani, V' manyetik alanina paralel ise Lorentz kuvveti sifir olacagindan pargacik

sekil 3.1°deki gibi manyetik alana paralel ilerler.

Sekil 3.1 Parcacigin ®(N) Lorentz kuvveti etkisindeki hareketi

Eger N normal vektor alani, V' manyetik alanina dik ise Lorentz kuvveti maksimum

olup pargacik sekil 3.2’deki gibi dairesel helis egrisi seklinde bir yoriinge izler.

Sekil 3.2 Parcacigin ®(N) Lorentz kuvveti etkisiyle olugan helis hareketi
15



Eger N normal vektor alani, V' manyetik alanina sabit bir aci ile girerse Lorentz
kuvvetinin etkisiyle parcacik sekil 3.3’deki gibi slant helis egrisi seklinde bir yoriinge

izler.

Sekil 3.3 Parcacigin ® (V) Lorentz kuvveti etkisiyle olugan slant helis hareketi

3.2 B-Manyetik Egriler

Onerme 3.3 ~ egrisinin binormal vektor alam agagidaki Lorentz kuvveti esitligini

sagliyorsa v egrisine M iizerinde B-manyetik egri denir.

V.. B =¢(B)=V x B. (3.12)

~y egrisi 3-boyutlu Riemann manifoldu (M, g) tizerinde {7, N, B, >, 7} elemanlar ile

birlikte bir B-manyetik egri olsun. B-manyetik egri i¢in Lorentz esitligi

&(T) 0 Q0 o||T
PIN) | =] 2% 0 7 || N|. (3.13)
¢(B) 0 -7 0]||B

seklindedir.
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Ispat. ~ egrisi 3-boyutlu Riemann manifoldu (1, g) iizerinde {T', N, B, 5,7} ele-
manlar ile birlikte bir B-manyetik egri olsun. ¢(7") € sp{T, N, B} oldugundan

o(T) = uT + pN +oB

dir. Buradan

o = g<¢(T>=B> - —g(gb(B),T) B —g(Va/B,T) — g<_TN7T) =0

seklinde yazilir. Benzer sekilde
o(N) = —QT+7B
4(B) = —N

dir. m

Onerme 3.4 Birim hizli ¥ manyetik egrisi V manyetik alaninin yoriingesidir gerek

ve yeter sart I manyetik alani v egrisi boyunca asagidaki gibi yazilabilir.

V =7T + Q,B. (3.14)

Ispat. ~ egrisi V manyetik vektor alammin yoriingesi olsun. Onerme 3.3 ve Onerme

3.12 den kolaylikla gorebilirizki v egrisi (3.14) esitligini saglar. m

17



Teorem 3.2 M, 3 boyutlu reel uzay formu (M (C),g) iizerinde kesitsel egriligi C
olan bir manifold ve V, M iizerinde Killing vektor alani olsun. (M(C),g,V) nin

B-manyetik yoriingelerinin egrilik burulmas: agsagidaki egitligi saglar.

25" + 23e1* + dat? + 4Cs + »* = b, b, T sabit. (3.15)

Ispat. V 3-boyutlu Riemann manifoldu iizerinde bir manyetik vektor alani olsun.

Bu durumda V' (3.14) esitligini saglar. (3.14) esitliginin tiirevini alarak

VeV =7T+7(c — Q)N + QB (3.16)

esitligi elde edilir. (3.16) nin tiirevini alirsak

Va3V = (3e1Qy — 75T + (15¢ — 27%)N + () + %3¢ — 7°Q) B (3.17)

bulunur. Tanim 2.10 ve Teorem 2.2 deki (1) esitligi (3.16) esitligi ile birlikte kullanilirsa

=0 (3.18)

bulunur. (3.16) ve (3.17) esitlikleri Tanim 2.10 ve Teorem 2.2 deki (2) esitligi ile

birlikte goz oniine alinirsa

73 — 21 + g(R(V,T)T, N) = 0.

denklemi elde edilir. M nin sabit C kesitsel egriligi gz 6niine alimirsa g(R(V,T)T, N) =
Cg(V, N) = 0 oldugundan
P
0y = g taa= const. (3.19)
dir. Benzer sekilde (3.16) , (3.17) ve (3.17) esitlikleri Tanim 2.10 ve Teorem 2.2 deki

(3) esitligi ile birlikte diigiiniiliirse
18



1 /
[;mg + 57% — 7209 + g(R(V, T)T, B))} + 2% + g(R(V,T)T, B) = 0

dir. g(R(V,T)T,B) =Cg(V,B) = Csx ve g(R(V,T)N, B) = 0 oldugundan

1 s o o, I a
[;(7+m s (§+a)+0%)] o =0 (3.20)
veya
1 /
{;(Qg e 220, + cm} s — 0 (3.21)

elde edilir. Buradan integrasyon alinarak

25" + 23e7 + dat?® + 405 + 2 = b, b = sabit. (3.22)

esitligi bulunur. m

Sonug 3.2 3-boyutlu Oklid uzayinda v egrisi bir B-manyetik egri olsun. Bu du-
rumda,

1. Eger 0y sifirdan farkl bir sabit ise 7 egrisi ekseni V' manyetik vektor alani olan
bir dairesel helistir,

1. Eger €y sifir ise v egrisi bir ¢emberdir.

Ispat. (3.22) esitliginden aciktir. m

Elde ettigimiz sonuclarin fiziksel yorumunu agagidaki gibi verebiliriz:
3- boyutlu Oklid uzayinda yiiklii parcacigin normal vektor alani manyetik alandan

etkilendiginde

®(B)=V x B

seklinde tanimli Lorentz kuvvetinin etkisiyle yoriingesi degisir. Eger B binormal vek-
tor alani, V' manyetik alanina paralel ise Lorentz kuvveti sifir olacagindan pargacik

sekil 3.4’deki gibi manyetik alana paralel ilerler.
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v -V
\ -V
®(B)=0
B
S
\ -V

Sekil 3.4 Pargacigin ®(B) Lorentz kuvveti etkisindeki hareketi

Eger B binormal vektor alani, V' manyetik alanina dik ise Lorentz kuvveti maksimum

olup pargacik sekil 3.5’deki gibi cember egrisi seklinde bir yoriinge izler

Sekil 3.5 Pargacigin ®(B) Lorentz kuvveti etkisiyle olugan dairesel hareketi

Eger B binormal vektor alani, V' manyetik alanina sabit bir aci ile girerse Lorentz
kuvvetinin etkisiyle parcacik sekil 3.6’daki gibi dairesel helis egrisi seklinde bir

yoriinge izler.
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Sekil 3.6.Parcacigin ®(B) Lorentz kuvveti etkisiyle olugsan helis hareketi

Sonug 3.3 M, 3 boyutlu reel uzay formu (M (C'), g) iizerinde kesitsel egriligi C' olan
bir manifold ve V, M iizerinde Killing vektér alam olsun. Bu durumda (M (C), g, V')
nin N-manyetik ve B-manyetik yoriingeleri

i. C'= 1 icin 3-boyutlu S* kiiresi,

ii. C = —1 icin 3-boyutlu hiperbolik uzay H?3,

iii. C' = 0 icin 3-boyutlu Oklid uzay1 E? tizerindedir.

21



4. MANYATIK EGRILER VE YUZEYLER

4.1 Killing Aki Yiizeyleri

Tanmim 4.1 Bir M yiizeyinin birim normal vektor alant N ve V' manyetik vektor
alan olsun. M iizerindeki her noktada g(V,N) = 0 egitligi saglaniyorsa M aki
yiizeyi olarak adlandirihr (Bird vd. 1960), (Boozer 2004).

Bu bolimde V = % ve V = —ya% + :L“a% Killing vektor alanlarinin aki yiizeylerini
belirleyecegiz. Diger vektor alanlar: a%’ a%’ —za% —i—y% ve Za% = x% de bu vektorlerle
ayni aki yiizeylerini iiretirler.

M iizerindeki V' vektor alam Killing vektor alani olmasi igin
g(VyV, X) +g(VxV,Y) =0 (4.1)

seklinde verilen Killing esitliginin saglanmasi gerek ve yeter sarttir. Burada X,
Y € x(M) ve V, M nin Levi-Civita koneksiyonudur.

Killing esitliginin temel ¢oziimii {%, 9y 92 —ya% + xa%, _Za% + y%, z% — x%}
3—boyutlu 6klid uzay1 E? tizerindeki Killing vektor alanlarimin baz vektorlerini verir.
Burada z, y ve z, E3 uzaymm koordinatlaridir ve R3 = span {a%, 8%, %} bir vektor

uzayidir (Barros ve Romeo 2007), (Drut-Romaniuc ve Munteanu 2011).

Teorem 4.1 M, 3-boyutlu 6klid uzayinda X (u,v) = (z1(u,v),z2(u,v), z3(u,v))
parametrik denklemiyle verilen bir yiizey olsun. Bu durumda M yiizeyinin, V =

—ya% + l‘% manyetik alaninin aki yiizeyi olmasi icin

O3 ( o +x28x2> ~ Oay (xlale +$2%> _0 (4.2)

ou 1 ov ov ov

esitliginin saglanmasi gerek ve yeter sarttir.
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Ispat. M, 3-boyutlu 6klid uzaymmda X (u,v) = (z1(u,v), 22(u,v), z3(u,v)) para-
metrik denklemiyle verilen bir yiizey olsun. Bu durumda M nin birim normal vektor

alani agagidaki gibidir.

1 81’2 8m3 aZEQ 8%3 &Ul 81’3 81’1 8m3 8$1 8@ axl 81’2

N = - _ _ .
| X XXUH( du dv v du’ dv du  Ou v’ Ju Jv v 8u)
(4.3)
X (u,v) bir aki yiizeyi oldugundan N birim normal vektér alam ve V' = —ya% + xa%

manyetik alani i¢in

g(N,V)=0

dir. Buradan

(9x3 8x1 81’2 8x3 8m1 8x
Bu (xlav +x281}>_ v < r ”2au> 0

elde edilir. Tersine (4.2) esitligi saglansin, bu durumda g(N,V) = 0 dir. O halde
X(u,v) yiizeyi V = —ya% + xaﬁ manyetik alaninin bir aki yiizeyidir. Benzer sekilde

_Za% + y% ve — + x ~ vektor alanlan i¢inde ¢oztim yapilabilir. =

Simdi ise (4.2) esitliginin 6zel ¢oziimiinii verip Mathematica programi yardimiyla

resmini ¢izecegiz.

Co6ziim 4.1 M, 3-boyutlu Oklid uzaymda X (u,v) = (z1(u,v), 22(u,v), v3(u,v))
parametrik denklemiyle verilen bir aki yiizeyi olsun. Bu durumda M, (4.2) esitligini
saglar. Genelligi bozmadan A(u,v) = 215> eial Lty G2 ax? , B(u,v) =z, %”1 +1252 63”2 seklinde

alirsak agagidaki esitlik elde edilir.

(4.4) esitliginin ¢oziimii i¢in x3(u, v) = ¢ (¢ sabit) alinarak.

dxs = x3,du + x3,dv.
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esitligi elde edilir. Buradan

T3y, dv

T3y @
dir. (4.4) ve (4.5) esitlikleri yardimiyla

dv  B(u,v)

du — A(u,v)

diferensiyel denklemi elde edilir. Son egitlikten karakteristik koordinatlar & = u

ve 1 = ¥(u,v) olup burada {&,n} lineer bagimsiz ve gégz)) # 0 dir. Sonug ola-

rak x3(u,v) = f(n) bulunur. Buradan belirli z;(u,v) ve z2(u,v) igin aki yiizeyinin

denklemi
X(u,v) = (21(u, v), 22(u,v), f(n))

seklindedir.

Ornek 4.1 M, 3-boyutlu oklid uzaymnda X (u,v) = (z1(u,v), zo(u,v), z3(u, v)) bir
aki yiizeyi olsun. Bu durumda M, (4.2) esitligini saglar.

Eger 4 (u,v) = cos(u), z2(u,v) = sin(v) seklinde segilirse

. 61'3 . 8x3
sinvcosv—— +cosusinu— =0

Ju ov
esitligi elde edilir. Bu ise

dv  cosusinu
— = ——— = €052V — cos2u = c. (4.6)
du  sinvcosv

esitligini verir. Buradan

§=u,

1 = cos 2v — cos 2u.

(4.7)

dir. Bu durumda
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% — %% + %@ — % —|—2sin2u%,

Ou 06 du  On du_ O In (4.8)
Ovs _ 0wy 0¢  OwsOn ", . Ors |
dv  9E v On v o’

elde edilir. (4.8) esitligi ile birlikte

8373

P 0= z1(&,m) = 9(n). (4.9)

bulunur. Bu esitlikle birlikte

x3(u,v) = f(cos2v — cos2u).

elde edilir. Sonug olarak V = —y% + xa% manyetik alaninin aki yiizeyinin para-

metrik denklemi

X (u,v) = (cosu,sinv, f(cos2v — cos2u))

seklindedir. Ak yiizeyinin resmi sekil 4.1 de verilmigtir.

Sekil 4.1 Ak yiizeyi X (u,v) = (cosu,sin v, sin(cos 2v — cos 2u)?)

M, 3-boyutlu Oklid uzaymda X (u,v) = (z1(u,v), 2(u, v), v3(u, v)) parametrik
denklemiyle verilmig bir yiizey olsun. Bu durumda M, (4.2) esitligini saglar. Eger
r1(u,v) = (c+ acosv)cosu, x2(u,v) = (¢ + acosv)sinu seklinde secilirse benzer

¢oziimle aki yiizeyinin parametrik denklemi agagidaki gibi elde edilir

X (u,v) = ((¢+ acosv)cosu, (¢ + acosv)sinu, f(v)).
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Simdi topolojik tor yiizeyini de iceren bir kag resmini, sekil 4.2-gekil 4.5’te verecegiz.

Sekil 4.2 Tor X (u,v) = ((2 4 cosv) cosu, (2 + cosv) sinu, sin v)

Sekil 4.3 X (u,v) = ((2 + cosv) cosu, (2 + cosv) sinu, 2 sin v cos v)

Sekil 4.4 X (u,v) = ((2 + cosv) cosu, (2 + cosv) sinu, v* — 6v)
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Sekil 4.5 X (u,v) = ((2 + cosv) cosu, (2 + cos v) sinu, v* + 4v)

Topolojik tor V' = —ya% &P a:a% manyetik alaninin tirettigi bir aki yiizeyidir.

Ispat. X (u,v) yiizeyi (4.2) esitligini sagladig1 kolaylikla goriilebilir. Dolayisiyla tor

yiizeyi V' manyetik alaninin bir aki yiizeyidir. m

Teorem 4.2 M, 3-boyutlu Oklid uzaymda X (u,v) = (z1(u,v), zo(u, v), x3(u,v))

seklinde parametrelendirilmis bir yiizey olsun. Bu durumda M, V = % vektor
alaniin aki yiizeyi olmasi icin gerek ve yeter kosul
O0x1 0 O0x1 0
L B R ) (4.10)

ou Ov  Ov Ou

esitliginin saglamasidir.

Ispat. Teorem 4.1 ispatma benzer sekilde yapilabilir. m

Simdi (4.10) esitliginin bir ¢oziimiinii verecegiz ve Mathematica programi yardimiyla

resmini ¢izecegiz.

Coéziim 4.2 X (u,v) = (z1(u,v), 22(u, v), 23(u, v)) yiizeyi V = £ manyetik alanmmn

bir aki yiizeyi olsun. Bu durumda M (4.10) denklemini saglar. Buradan genelligi
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bozmadan (4.10) esitliginde 8”“ = A(u,v), % = B(u,v) seklinde alirsak agagidaki

esitligi elde edebiliriz

Alu, v)% — B(u, v)%fj 0. (4.11)

(4.11) esitliginin ¢oziimii i¢in 1 = x2(u, v) = ¢ (c sabit) alinirsa, bu durumda
dxo = xoudu + xop,dv =0

dir. Bu ise

Loy dv
= —— 4.12
Lo du ( )

esitligini verir. (4.11) ve (4.12) esitliklerini birlikte kullanirsak

dv  B(u,v)

du ~ A(u,v)

elde edilir. Buradan karakteristik koordinatlar & = u ve n = ¥(u,v) olup burada
{&,m} lineer bagimsiz ve 3> 7é 0 dir. Sonug olarak z5(u,v) = g(n) olarak bulunur.

Bu durumda belirli x;(u, v) icin aki yiizeyi

X(u> U) = (ajl(u7 U)v 9(77)7 333(“7 U))

seklinde elde edilir.

Ornek 4.2 M, 3-boyutlu Oklid uzaymda X (u, v) = (z1(u, v), zo(u, v), 23(u, v)) sek-
linde parametrelendirilmis bir yiizey olsun. Bu durumda M (4.10) esitligini saglar.
Eger z1(u,v) = y/uv olarak secilir ve Coziim 3.2 kullanilirsa V' vektor alaninin aki

yiizeyi sekil 4.6’daki gibi elde edilir.

X(uvv) - (\/E7f(uv)vx3(uv U))
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Sekil 4.6 Ak yiizeyi X (u,v) = (vuw, sin(uv)?, 1/2sin(2uv))

Teorem 4.3 ~ egrisi M aki yiizeyi iizerinde bir egri olsun. Bu durumda v egrisinin

bir manyetik egri olmasi icin gerek ve yeter kosul bir geodezik egrisi olmasidir.

Ispat. ~ egrisi M aki yiizeyi iizerinde bir egri olsun. Bu durumda + egrisi (3.5)
denklemini saglar. Tanim 2.11 deki (2.3) denklemi ve Tanim 4.1 kullanilirsa «y egrinin
geodezik egri oldugu kolaylikla goriilebilir.

Tersine «y egrisi M yiizeyi izerinde bir geodezik egri olsun, bu durumda ~ egrisi (2.3)

esitligini saglar bu ise v egrisinin bir manyetik egri oldugunu gosterir. m

Ornek 4.3 X(u,v) = (cosu,sinv,sin(cos 2v — cos 2u)?) yiizeyi V = —yE + a2
manyetik alaninin bir aki yiizeyi ve v egrisi V' manyetik alaninin bir manyetik
yoriinge egrisi olsun. Bu durumda son teoremden v, (s) = (0, sin s, sin(cos 2s + 1)3),
v5(s) = (coss,sins,0) ve y5(s) = (coss, 1, —sin(1 + cos2s)?) egrilerinin X (u, v)
ylizeyi tizerindeki manyetik egriler oldugu kolaylikla goriilebilir. 1gili ytizey ve egriler

sekil 4.7°de gosterilmigtir.
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Sekil 4.7. Ak yiizeyi ve iizerindeki manyetik egriler v, (Siyah), ~,(Yesil) and 4

(Kirmiz)

Onerme 4.1 Birim hizli v B-manyetik egrisinin V' manyetik alanimm yoriingesi
olmast igin gerek ve yeter kosul V' manyetik alaninin 7 egrisi boyunca asagidaki

sekilde yazilmasidir.
V =77+ Q,B, ngg+a(a€R) (4.13)
Burada s ve 7, sirasiyla, v egrisinin egrilik ve burulmasidir (Bozkurt vd. 2014) .

Onerme 4.2 Egri-yiizey veya Darboux catisi olarak adlandirilan {7, Y, Z} catisi

VT 0 ky ko || T
VTY = —k’g 0 Tg Y (414)
VTZ _kn —Tyg 0 Z

seklinde tanimhdir. Burada geodezik egrilik £, k, = sz cos 6 seklinde, normal egrilik
ky, kn, = ssinf geklinde ve geodezik torsiyon 7,, 6 acis1 Z ve B manyetik alanlar
arasindaki ac1 olmak tizere 7, = 7 — 0 seklinde tanimhdir. Biliyoruz ki eger k; = 0
ise 7y egrisi geodezik, eger k, = 0 ise 7 egrisi asimptotik egri, eger 7, = 0 ise y egrisi

egrilik ¢izgisi olarak adlandirihr (Camec vd. 2011).
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4.2 Manyetik Egriyle Ilgili Ak1 Yiizeyleri

Tamim 4.2 -y egrisi V manyetik alaninin yoriingesi ve M birim normal vektor alani
n olan bir yiizey olsun. Bu durumda g(V,n) = 0 esitligini saglayan M yiizeyi,
manyetik egrisiyle ilgili aki yiizeyi olarak adlandirilir. Herbir v manyetik egrisi i¢in
manyetik vektor alanlariin esitleri elde edilebileceginden bu manyetik egrilerle ilgili

aki yiizeyleri kolaylikla belirnebilir. Bunu asagida iki érnekle gosterelim.

Ornek 4.4 v(s) = (cos 75 U5 Sin \%) egrisi 3-boyutlu Oklid uzayinda bir T-manyetik
egri olsun. Bu durumda ~y egrisinin manyetik alam V'(s) = (0,1, 0) geklinde

hesaplanir. Bu durumda v egrisiyle ilgili aki yiizeyleri sekil 4.8- sekil 4.9’daki gibidir.

Sekil 4.9 X (u,v) = (cos(u + v), wv? + vu? sin(u + v))
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XuxXy
[| X x X |

ve N(u,v) = 22xX - seklinde tamml oldugundan ¢(V, N) = 0 ve g(V,N) = 0

= TR

kolaylikla elde edilir.

X ve X yiizeylerinin birim normal vektor alanlar sirasiyla, N(u,v) =

4.3 Akl Yiizeyi Uzerindeki Manyetik Egriler

Onerme 4.3 (M, ¢) Riemann manifoldu iizerinde 7 birim hizh bir T-manyetik egri
ve {T,Y, Z} Darboux ¢atis1 olsun. Bu durumda Darboux ¢atisinin Lorentz kuvveti

cinsinden egiti agagidaki gibi yazilir.

o(T) 0 k;, Kk, T
oY) | =| -k, 0 w Y (4.15)
o(2) —k, —wm 0 Z

Burada w, w = g(¢(Y), Z) seklinde tanimh bir fonksiyondur.

Ispat. (M, g) Riemann manifoldunda v Darboux catis1 {7, Z, Y} olan birim hizh

bir T-manyetik egri olsun. Bu durumda

&(T) = Vil = kY + knZ

dir. Ayrica ¢(Y) € span{T, Y, Z} oldugundan

() =0T+ \Y + pZ

seklinde yazilabilir. Buradan



elde edilir. O halde

oY) = —k, T +wZ

dir. Benzer sekilde

)(Z) = —k,T — @Y

esitligi de kolaylikla elde edilir. m

Onerme 4.4 Birim hizli v T-manyetik egrisinin V' manyetik alanmm yoriingesi
olmasi igin gerek ve yeter kosul V' manyetik alaninin 7y egrisi boyunca asagidaki

sekilde yazilmasidir.

V=T — kY +k,Z. (4.16)

Ispat. 7 egrisi V manyetik alaninin manyetik yoriingesi olsun. Bu durumda Onerme

4.3 den

V=ol - kY +k,Z

kolaylikla elde edilir. Tersine (4.16) egitligi saglansin. Buradan V' x T = ¢(T') elde

edilir. Dolayisiyla v egrisi V' manyetik alaninin manyetik yoriingesidir. m

Teorem 4.4 ~ egrisi V manyetik alaninin manyetik yoriingesi ve M, V' manyetik
alaniyla ilgili aki ytizeyi olsun. Bu durumda M {izerindeki manyetik egriler yiizeyin

geodezik egrileridir.

Ispat. ~ egrisi V manyetik alammin manyetik yoriingesi ve M bir yiizey olsun.
Eger M, v T-manyetik egrisiyle ilgili ak: ytizeyi ise bu durumda ¢(V,Z) =k, = 0
olmalidir. Bu durum, M flux yiizeyi tizerindeki v T-manyetik egrilerinin geodezik

egri olmasi gerektigini gosterir. m
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Onerme 4.5 (M, g) Riemann manifoldu iizerinde 7 birim hizli bir N-manyetik egri
ve {T,Y, Z} Darboux ¢atis1 olsun. Bu durumda Darboux ¢atisinin Lorentz kuvveti

cinsinden egiti agagidaki gibi yazilir.

A7) 0 Byt Qb 2k | T
Qb(Y) = —(ki -+ %) 0 24 + Ty 7 (417)
0 I R S TS R |

Burada Qq, Q; = g(¢(T), B) seklinde tanimh bir fonksiyondur.

Ispat. (M, g) Riemann manifoldunda v Darboux catist {T’, Z, Y} olan birim hizh
bir N-manyetik egri olsun. Bu durumda ¢(7") € span{T, Y, Z} oldugundan

O(T) = AT + 1Y +(Z

seklinde yazilabilir.

=9(o(T),T) =

= 9(o(T),Y)

= g(¢(T'),cos N + sin 0 B)
0s0g(¢(T), N) +sing(¢(T), B)

e

¢ =g((T),2)

= g(¢(T), —sinON + cos0B)

= —sinfg(¢(T), N) + cosbg(o(T), B)

Wk
:_kn+ 1!]’

esitliklerini kullanirsak

¢(T) = (kg + h




seklinde elde edilir. Ayrica, benzer hesaplamalarla

8(2) = ~(hy + T (0 4 7,)2,
oY) = —(—k, + Qfg)T — (0 +7,)Y.

seklinde bulunur. m

Onerme 4.6 Birim hizli ¥ N-manyetik egrisi V manyetik alanimn yoriingesi olmasi
icin gerek ve yeter kogul V' manyetik alaninin « egrisi boyunca asagidaki sekilde
yazilmasidir.

Ok,

Qik,
DY+ (hy + —

~)z. (4.18)

V=00 +71,)T+ (kn —

Ispat. Birim izl 4 N-manyetik egrisi V manyetik alanmin yoriingesi olsun. Bu
durumda Onerme 4.5 yardimiyla (4.18) esitligi kolaylikla elde edilir.
Tersine, (4.18) esitligi saglansin. Bu durumda V' x N = ¢(N) saglanir. Dolayisiyla

~v N-manyetik egrisi V' manyetik alaninin yoriingesidir. m

Teorem 4.5 Birim hizli v N-manyetik egrisi V' manyetik alaninin yoriingesi ve M,

V' manyetik alaniyla ilgili aki yiizeyi olsun. Bu durumda M yiizeyi iizerindeki N-

manyetik egrilerin Frenet ve Darboux egrilikleri arasinda agagidaki baginti mevcuttur.
Tk

Ispat. Birim hizh v N-manyetik egrisi V manyetik alanmin yoriingesi olsun. Eger

M, V manyetik alaniyla ilgili aki yiizeyi ise bu durumda

gV, Z) =0
dir. Buradan
ky, —7
kgt 2 =0, Q) = —
P¥s



elde edilir. Son esitlik yardimiyla da

esitligi bulunur. m

Sonug 4.1 Birim hizli v N-manyetik egrisi V' manyetik alaninin yoriingesi ve M,
V' manyetik alaniyla ilgili aki yiizeyi olsun. Bu durumda M yiizeyi iizerindeki N-
manyetik egrilerin geodezik egriler olmasi icin gerek ve yeter kosul ~ egrisinin dii-

zlemsel veya asimptotik bir egri olmasidir.

Ispat. (4.19) esitliginden aciktir. m

Onerme 4.7 (M, g) Riemann manifoldu tizerinde ~ birim hizli bir B-manyetik egri
ve {T, Y, Z} Darboux ¢atisi olsun. Bu durumda Darboux ¢atisinin Lorentz kuvveti

cinsinden esiti asagidaki gibi yazilir.

o) I

— Q2 g /
oY) | = | —He 0 0 +7, | |V (4.20)
o(2) Lbn (0 4 7,) 0 A

Burada s, Q5 = g(¢(T), N) seklinde taniml bir fonksiyondur.

Ispat. (M, g) Riemann manifoldunda v Darboux catist {T’, Z, Y} olan birim hizl
bir B-manyetik egri olsun. Bu durumda ¢(T") € span {T, Y, Z} oldugundan

O(T) =T + pY + o Z.

seklinde yazilabilir. Bu durumda
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= g(o(T), —sinON + cosUB)
= —sinfg(¢(T), N) + cos 0g(¢(T), B)
= —sinfg(¢(T), N) + cosg(o(T), B)

o _Qan
= —
esitlikleri yardimiyla
Q Q
o(T) = 2kyy, _ Shokn
> >
elde edilir. Benzer hesaplamalarla
Qsok
(Z) = — j{gT + (0 +70)Z
Qsk,,
o(Z) = =T = (0 + 7)Y

seklinde bulunur. m

Onerme 4.8 Birim hizli v B-manyetik egrisinin V' manyetik alanimm yoriingesi
olmasi icin gerek ve yeter kosul V' manyetik alaninin v egrisi boyunca asagidaki

sekilde yazilmasidir.

ngnY n Qo k

V= (¢ T
(0" +714)T + > ~

7. (4.21)

37



Ispat. v B-manyetik egrisi V manyetik alanmin yoriingesi olsun. Onerme 4.7 kul-
lanilirsa (4.21) esitligi kolaylikla elde edilir.
Tersine, (4.21) esitligi saglansin. Bu durumda ¢(B) = V x B dir. Dolayisiyla v

B-manyetik egrisi,VV manyetik alaninin yoriingesidir. m

Teorem 4.6 Birim hizli v B-manyetik egrisi V' manyetik alaninin yoriingesi ve M,
V' manyetik alaniyla ilgili aki yiizeyi olsun. Bu durumda M yiizeyi tizerindeki B-

manyetik egriler, geodezik veya dik dairesel helis egrileridir.

Ispat. Birim hizli ¥ B-manyetik egrisi V' manyetik alanimm yoriingesi olsun. Eger

M, V manyetik alaniyla ilgili aki yiizeyi ise bu durumda

gV, Z) =0

dir. Bu durumda

=0, ngqua, a = sabit
> 2

bulunur. Son esitlik yardimiyla da

k‘g(g +a) =0, a = sabit

elde edilir. Eger k, sifir ise bu durumda M yflizeyi {izerindeki B-manyetik egriler
geodeziklerdir.
Diger taraftan, eger »» = —2a sabitse B-manyetik egriler sabit torsiyonlu egriler

olduklarindan ~ egrisi dik dairesel helistir. m
4.4 Regle Aki Yiizeyleri

Dayanak egrisi v ve dogrultman vektorii g olan regle yiizey

R(r,s) =~(s) +rg(s) (4.22)
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seklinde verilir.

Bu regle yiizeyin Gauss egriligi agagidaki gibi tanimhdir.

(det(+'(s), g(s),
(EG — F?

K(r,s) = —

Burada F = g(u,u), F' = g(u,y +ru'), G = g(v + ru',y + ru’) yiizeyin birinci
temel form bilegenleridir. Bir regle yiizeyin acilabilir olmasi icin gerek ve yeter sart
K Gauss egriliginin yiizeyinin her noktasinda sifir olmasidir (Somasundaram 2005).
Benzer metodla asagidaki karakterizasyonlar: verebiliriz.

~ bir manyetik egri ve V' bu egri boyunca bir manyetik alan olsun. Bu durumda

regle aki ytizeyi

X(r,s) =~(s) +rV(s). (4.23)

seklinde tanimlanir. Son esitlik sirasiyla r ve s parametrelerine gore tiirevlenirse
X, (r,s) = V(s).
Xo(r,s) = A'(s) +rV'(s).

elde edilir. Bu durumda yiizeyin birim normal vektor alani

X, x Xy V(s)
1 < X[l [[V(s)

(Y'(s) +7V'(5))
(v (s) +rV'(s))l

Z(s) = i

seklindedir. Buradan

dir. Dolayisiyla X (r, s), v egrisiyle ilgili aki yiizeyidir.
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Ornek 4.5 ~ egrisi, parametrik denklemi agagidaki gibi olan bir N-manyetik egri

olsun.

cos9s 2 sin 9s _ 2 €08 25, — = cos 35)
5 40 5 "5 '

Bu durumda bu egriyle ilgili manyetik alan

V=1T-0N+kB

seklindedir. Sekil 4.10 -gekil 4.11’de ilgili manyetik egri, manyetik alan ve aki yiizeyi

gosterilmigtir.

Sekil 4.10 Sirasiyla, N-manyetik egri v ve ilgili manyetik alan V/

Sekil 4.11 Ak yiizeyi X(r,s) = y(s) + (7T — U N + £B)
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v egrisi, parametrik denklemi agagidaki gibi olan bir B-manyetik egri olsun.
s . s s
5) = (cos —=, sin —, —).
V(s) = ( 7550 \/5)
Bu durumda bu egriyle ilgili manyetik alan
V=7T+ 0B, Q= g+a, a = sabit

seklindedir. Sekil 4.12’de ilgili manyetik alan, manyetik egri ve aki yiizeyi goster-

ilmigtir.

Sekil 4.12 Ak yiizeyi X (s,r) = v(s) + r(7T + Q2 B)

Teorem 4.7 X (u,v), 7 egrisiyle ilgili agilabilir regle aki yiizeyi olsun. Bu durumda
~ egrisi agagidakileri saglar:

1. Eger v egrisi T-manyetik egri ise bu egri » = \/g ve 7 = w sabit egriliklerine
sahip dik dairesel helistir.

11. Eger v egrisi N-manyetik egri ise bu egri bir slant helix, genel helis veya torsiyonu
asagidaki esitligi saglayan bir egridir.

Q"Q2
2 — 2/ 1°°1
T ( o] )ds
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7_/
Burada ; = —— dir.
P

1. Eger v egrisi B-manyetik egri ise bu egri dik dairesel helis veya diizlemsel bir

egridir.
Ispat. X(u,v), v egrisiyle ilgili acilabilir aki yiizeyi olsun. Bu durumda X (u,v)
yiizeyi

X(r,s) =~(s) +rV(s)

seklindedir. Bu yiizeyin Gauss egriligi

B det(7/(s),V(s),V'(s))?

K(r,s) = (EG — F?)2

(4.24)

dir. Burada £ = g(V,V), F = g(V,v' +1V"), G = g(v +rV',4 + rV’) yiizeyin

birinci temel form bilegenleridir. X (r, s) yiizeyi agilabilir aki yiizeyi oldugundan
det(v'(s),V(s),V'(s)) =0 (4.25)

dir. Eger v T-manyetik egri ise bu durumda (2.3) esitligini saglar. Ayrica (2.3) ve
(4.25) egitlikleri birlikte kullanilirsa «y egrisinin egrilikleri s = sabit ve 7 = w = sabit
olarak elde edilir.

Eger 7 egrisi N-manyetik egri ise bu durumda ~ (3.1) esitligini saglar. (3.1) ve (4.25)
esitlikleri kullanilirsa

9A5

a2 LA
v

/
le—T—: :sabitveyanzOveyaT2:2/(
x T

)ds.

elde edilir. Son esitlikten kolaylikla gorebiliriz ki v sabit egilimli slant helis, genel
helis veya egrilikleri asagidaki esitligi saglayan bir egridir.

Q”QZ
2 — 2/ 1°%1 .
T (—Qll )ds

Eger v B-manyetik egri ise bu durumda (3.8) esitligi saglanir. (3.4) ve (4.25) esit-

likleri kullanilirsa »c = 2a ve 7 = sabittir veya v egrisi diizlemsel bir egridir. m
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Teorem 4.8 X (u,v), v egrisiyle ilgili agilabilir regle aki yiizeyi olsun. Bu durumda
v egrisi asagidakileri saglar:

i. v egrisinin X (r, s) yiizeyi iizerinde geodezik T-manyetik egri olmasi i¢in gerek ve
yeter sart ~y egrisinin sabit 7 = w torsiyona sahip olmasidir..

ii. v egrisinin X (r, s) ylizeyi iizerinde geodezik N-manyetik egri olmasi i¢in gerek ve
yeter sart v egrisinin slant helis, dik dairesel helis veya agsagidaki parametrizasyona

sahip bir egri olmasidir.

(7" + 1) + 727
nT (3¢ — )

o(s) =(s) =

(7(s)T(5) = (s)N(s) + 2(5)B(5))

iii. v egrisinin X(r,s) yiizeyi iizerinde geodezik N-manyetik egri olmasi i¢in gerek

ve yeter sart <y egrisinin sabit s = 2a egriligine sahip olmasidir.

Ispat. v bir manyetik egri ve V, v egrisi boyunca bir manyetik alan olsun. Eger ~
T-manyetik egri ise vy (3.5) esitligini saglar. Bu durumda regle yiizeyin parametrik

denklemi

X(s,r) =7(s) +r(w(s)T(s) + »(s)B(s))

2

seklinde elde edilir. Eger 7 bir geodezik egri ise d_tz ivme vektori ve X (s,r)

yiizeyinin normal vektorii X,(s,r) x X, (s,r) paraleldir. Buradan 7 = w elde edilir.
2

Tersine, eger 7 = w ise 27 ve Xs(s,7m) x X,.(s,r) paraleldir. Dolayisiyla v egrisi

dt?
X(s,r) yiizeyi iizerinde geodeziktir.

Eger v N-manyetik egri ise v (3.1) esitligini saglar. Bu durumda regle yiizeyin

parametrik denklemi

X(s,r) =7(s) +r(7(s)T(s) = (s)N(s) + 2(s) B(s))

2

seklinde elde edilir. Eger 7 bir geodezik egri ise d_tz ivie vektorii ve X (s,r)

yiizeyinin normal vektorii X (s,7) x X, (s,r) paraleldir. Bu durumda ~ slant he-

(7" + 1) + 727/
7T (3¢ — )
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/ 1 2 2, 1 d2
(7" + ()% +,; T s d_tz ve X,(s,7) x X,(s,r) paraleldir.
HT\HX —

Dolayisiyla v egrisi X (s, r) yiizeyi iizerinde geodeziktir.

dairesel helis veya r = —

Eger v B-manyetik egri ise 7(3.4). Bu durumda regle yiizeyin parametrik denklemi

X(s,7) =(s) +7(7(s)T(s) + Qa(s) B(s))

2
seklinde elde edilir. Eger ~ bir geodezik egri ise d_tz ivme vektorii ve X(s,r)
yiizeyinin normal vektorii X(s,r) x X, (s,r) paraleldir. Bu durumda s = 2a elde
edilir. Tersine, eger v sabit sz = 2a egriligine sahipse d_tz ivime vektorii ve X (s, )

yiizeyinin normal vektorii X(s,7) x X,.(s,r) paraleldir. =
4.5 Manyetik Yiizeyler

Manyetik alan ¢izgilerinin parametrik ifadesi C' : r = r(s), 0 < s < I ve T'(s), N(s),
V (s) vektor alanlar1 sirasiyla C' egrisinin teget, normal ve binormal vektor alanlari
olsun. Bu durumda manyetik yiizeyler ailesinin parametrik denklemini agagidaki

gibi verebiliriz.
P:0,1] x [0,T] = R*: P(s,t) =7(s) +u(s,t)T(s) + v(s,t)N(s) + w(s,t)B(s).

burada u(s,t), v(s,t) ve w(s,t), C' smifindan fonksiyonlardir. C egrisi P(s,1)
yiizeyler ailesinin eg parametre yiizeyleri oldugundan bir t, € [0,7] parametresi
vardir oyleki P(s,tg) = 7(s), 0 < s < I saglanir. Yani, u(s,ty) = v(s,tg) =
w(s,tg) = 0,0 < s < I,0<ty<Tdir. Eger u, v ve w fonksiyonlar1 sadece ¢

parametresine bagl ise r(s) egrisi bu yiizeyler iizerinde eg geodezik egridir.
P(s,t) =7r(s) +u(t)T(s) +v(t)N(s) + w(t)B(s).

u(s,t), v(s,t) ve w(s,t) fonksiyonlarimin bazi 6zel se¢imlerine karsilik gelen manyetik
yiizeyler agagidaki gibidir (Wang vd. 2004).
i. Egeru(s,t) =0, v(s,t) =rcostvew(s,t) = rsintise P(s,t) yiizeylerine manyetik

tiip yiizeyleri denir.
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ii. Eger u(s,t) =0, v(s,t) =r(s,t)cost ve w(s,t) = r(s,t)sint ise P(s,t) yiizeyle-
rine genellegtirilmis manyetik tiip yiizeyleri denir.

iii. Eger u(s,t) = 0, v(s,t) = explas]bcost ve w(s,t) = exp|as|bsint ise P(s,t)
yiizeylerine manyetik kabuklu yiizeyler denir. Bu yiizeylerin fiziksel anlami: Deniz
kabugu yiizeyine uygun bir biiyiime egrisi (iireteg egrisi) alalm, bu egriyi r agisiyla
dondiirelim. Ug alan boyutunun hepsini aym olgek faktorii (exp) ile art arda esza-
manh olarak biiyiitelim, o zaman r konumundaki yeni biiytime halkasina bire bir
esleme yapariz. D’Arcy Thompson’un agikladigi gibi, gnomonic (birinci dereceden)
deniz kabuklarindaki tiim biiytime halkalar1 benzerdir, biiytime boyunca sekillerini
koruyarak, ancak diger énceden var olan biiyiime artiglarina gore uzaydaki mutlak
boyut ve yonlerini degistirerek biiyiirler. Dolayisiyla, genellestirilmis tiip yiizeyleri

olarak da adlandirilirlar.

Ayni hacme sahip yiizeyler arasinda potansiyel enerjisini en az harcayacak sekilde
dizayn edilmis ytizeylere minimal yiizeyler ad: verilir. Dolayisiyla her yiizey minimal
degildir. Ancak her yiizey iizerinde potansiyel enerjisi en az olan noktalardan olusan
bir egri daima vardir. Bu egriye minimal egri denir. Minimal egrilerin geometrik

tanim agagidaki gibidir.

Tamim 4.3 C : r = r(s), 0 < s < [ parametrik ifadesiyle verilen C' egrisi bir P

yiizeyi tizerinde minimal bir egridir gerek ve yeter kosul asagidaki esitlik saglanir.

Eg+Ge—Ff=0
burada

E=(P,F,), F=(P,F),G= (R, b)vee=(Pyn), f=(Pan),g=(Pun),
sirasiyla P yiizeyinin birinci ve ikinci temel form katsayilaridir (Semin 1983).

Bilgisayar grafiklerinde ve bilgisayar destekli tasarimlarda tasarima en ideal olan
egrileri bulmak ic¢in bir arayig vardir. Ciinkii, gorsellestirme sisteminde, bu gibi
egriler genellikle 6zel bir gergeve (gevre egrisi) yaratmak igin kullanilir. Bu amagla

belirli bir yiizey iizerinde en az enerjiye sahip olan egri aranabilir. Siirekli olduklar
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ve en az enerjiye sahip olduklar: icin, minimal egrileri kullanmak olduk¢a uygun-
dur. Bu yiizden ¢alismamizda bu egrilere de yer verdik. O halde agagidaki teoremi

verebiliriz.

Teorem 4.9 P(s,t) yiizeyleri iizerindeki manyetik alan ¢izgileri C' : r = r(s), 0 <
s < I parametrik ifadesiyle verilen C' egrileri olsun. Bu yiizeyler iizerindeki minimal

egriler agagidaki denklemi saglayacak sekilde verilir.

((1+ u8)2 + v + w82>(ut¢1t + Vi gp + W3,
+(“? + Ut2 + w?)((l + us) (1 — 20y) 4+ V5(Pgy + 20 — Th3) + WPz, + Thy))

= (14 ug)us + vsvp + wowe) (1 + ws)Pyy + Vsoy + Wehsy),

burada
O = Wvs — VW,
by = wws —we(l + uy),
¢3 — Ut(l + us) — UyVs,
seklindedir.

Ispat. P(s,t) yiizeyleri iizerindeki manyetik alan gizgileri C' : r = r(s), 0 < s < I
parametrik ifadesiyle verilen C' egrileri olsun. Bu durumda P(s,t) yiizey ailesinin

parametrik denklemi

P(s,t) =1(s) +u(s,t)T(s) +v(s,t)N(s) +w(s,t)B(s), 0<s<I, 0<t<T

seklinde verilir. Buradan sirasiyla s ve ¢t parametrelerine gore kismi tiirevleri alinirsa

8Pa(i, D (s — 50)T(5) + (0 + 520 — Tw)N(s) + (w0 + 70) B(s),
(9Péi’,t) = w1 (s) +v:N(s)+wB(s),

elde edilir. Eg parametre gart1 ve son esitliklerin vektorel carpimi ile P(s, t) yiizeyler

ailesinin normal denklemi
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n(s,t) = ¢ T(s) + ¢ N(s) + ¢3B(s)

olarak bulunur. Burada

¢1 = WiVs — ViWs,
Oy = wws —wi(1+ uy),

05 = v(l 4+ us) — wvs,

seklindedir. Son olarak bulunan esitlikler ile Tanim 4.3 birlikte kullanilirsa minimal

egriler icin agagidaki egitlik elde edilir.

(14 us)? + 052 + ws?) (W, + Ve + wis,)
+(uf + 07 + W) (1 + us)(Pr, — 2#0y) + V(o + 20 — T3) + ws(P3, + T,))

= (1 +us)us + v5vr + wsws) (1 + ws) b1y + VsPoy + Wish3,)-

4.6 Manyetik Yiizeyler Uzerine Baz1 Ornekler

Ornek 4.6 V manyetik vektor alanimin bilesenleri V, = —z +, Vy = —2+2y—2z,
V., = 2y — z seklinde verilsin. Bu durumda manyetik alan cizgilerinin denklemi

asagidaki gibidir.

\/iﬁ $/2 sin £5 + Les(—11+ 11638/2 oS @ — 3\/_638/2 sin g)
+2 (44 + 113/ cos YL — 31/11e%/2 sin Y11 )
r(s) = —\}—l(ies/ sm\ﬁ—i— e 8/2(11cos\ﬁ+3\/_1$1n Ls),
%68/2 sin Yls 4+ 3em5(11 + 44@35/2 cos Y 12\/_638/2 sin V11

Fope (=11 + 1132 cos Y — 3,/11e%/2 sin Y1 5)

Bu durumda u(s, t), v(s, t) ve w(s, t) fonksiyonlarinin baz zel segimleri ile r egrisiyle

ilgili olan manyetik yiizeyler sekil 4.13- sekil 4.14’de verilmistir.
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(a) (b)

Sekil 4.13  a. u(s,t) = v(s,t) = w(s,t) =t, b. u(s,t) = 2sintcoss,

v(s,t) = 2sintsins, w(s,t) = 2cost manyetik yiizeyler

Sekil 4.14 Manyetik yiizey u(s,t) =t, v(s,t) =, w(s,t) =13

Ornek 4.7 V manyetik vektor alanimin bilesenleri V, = z + 2y, Vy = =22 —y,

V. = 1 geklinde verilsin. Bu durumda manyetik alan ¢izgilerinin denklemi agagidaki

gibidir.
(—14+v=3)e V7354 (14+y/=3)eV 3" [y meT VeV
2v-3 V=3 ’
r(s) = (14v/=3)e V354 (—14/=8)eV 3 _e—VBs oV 3s
2v/-3 V-3
s+1
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Bu durumda u(s, t), v(s, t) ve w(s, t) fonksiyonlarinin baz zel segimleri ile r egrisiyle

ilgili olan manyetik yiizeyler sekil 4.15’de verilmistir.

(a) (b)

Sekil 4.15  a. u(s,t) =t, v(s,t) =3, w(s,t) =13, b. u(s,t) =1, v(s,t) = t* — 2s,

w(s,t) = t3 + s manyetik yiizeyler

Ornek 4.8 V(—z 4y, —x+ 2y — 2z, 2y — z) manyetik alani i¢gin genellegtirilmisg
tiip manyetik yiizeyler sekil 4.16’da verilmistir.

Sekil 4.16  a. u(s,t) =0, v(s,t) =tcost, w(s,t) =tsint, b. u(s,t) =0,
v(s,t) = scost, w(s,t) = s?sint manyetik yiizeyler
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Ornek 4.9 V(—z+y, —x+ 2y — 22, 2y — 2) ve V(az + by, —bx — ay, ¢) manyetik
alanlar i¢in kabuk manyetik yiizeyleri sekil 4.17 ve sekil 4.18’de verilmistir.

Sekil 4.17  a. u(s,t) =0, v(s,t) = e¥/?sint, w(s,t) = e¥/?cost, b. u(s,t) =0,

v(s,t) = e*cost, w(s,t) = e*sint, c. u(s,t) =0, v(s,t) = te*/*sint

kabuk manyetik ytiizeyler
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Sekil 4.18 a. w(s,t) = te*/*cost ,u(s,t) =0, v(s,t) = e/?sint, w(s,t) = /% cost,
b. u(s,t) =0, v(s,t) = se’sint, w(s,t) = se® cost kabuk manyetik

yiizeyler

Ornek 4.10 V(—x +vy, —x + 2y — 2z, 2y — z) manyetik alam i¢in genellegtirilmis

tiip manyetik yiizeyi ve {izerindeki minimal egri sekil 4.19’da gosterilmistir.

Sekil 4.19  Kabuk yiizey ve iizerinde minimal egri (siyah)
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Manyetik yiizeyler yiiklii pargaciklar icin ¢arpigsmasiz bir bariyer bolge olugtururlar.
Yani bu yiiklii parcaciklar manyetik yiizey icerisinde ve {iizerinde diger parcacik-
larla carpismadan manyetik egri boyunca ilerlerler. Ayrica laboratuvar ortaminda
parcgacik hareketlerinin aragtirilmasina olanak saglarlar. Bu amacla bu boliimde ve-
rilen bir manyetik alan i¢in elde edilen ytiizeyler ailesinin {izerinde ve i¢inde parcacik-

larin nasil hareket ettigini verdik.
4.7 Manyetik Yiizeyler ve Manyetik Egriler

Onerme 4.9 v :7(s) = (2(s), y(s), z(s)) C R? birim hizh bir egri ve V = (V;, V,,
V) bir manyetik vektor alani olsun. Bu durumda v egrisi V' manyetik alaniyla iligkili

manyetik egridir gerek ve yeter kogul agsagidaki v egrisinin parametrik denklemi

z(s) = /cosé’(s) cos p(s)ds,
y(s) = /COSH(S) sin p(s)ds,
z(s) = /sin@(s)ds.

seklindedir ve agagidaki diferensiyel denklem saglanir.
Vi (—0"sin 6 cos o— ¢’ cos O sin )+ V,,(—0' sin 0 sin o+ ¢’ cos f cos p)+V, (0 cos§) = 0.

Ispat. Eger v(s) = (z(s), y(s), 2(s)) egrisi V manyetik alaniyla iligkili bir manyetik

egri ise agagidaki esitligi saglar
Vo' =V x4
son egitlikten

1 ! /
= Vyz =V,
y/, - ‘/Zx/ - szla

Z/l — ‘/:Ey/ . ‘/yxl7
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diferensiyel denklemi elde edilir. Son denklemin son iki esitliginden
—VuVoy' +V,Vor' = Vo + V"
denklemi elde edilir. Yine aynmi denklemdeki ilk esitligi kullanirsak denklem
Vo' + V"' + V2" =0

seklinde son halini alir. Diger taraftan v egrisi birim hizli oldugunu da gz oniine

alirsak

2'(s) = cosf(s)cosp(s),

y'(s) = cosf(s)siny(s),
Z'(s) = sinf(s),

olmalidir. Bu durumda

Vo (=8'sin 6 cos o — ¢’ cos 0 sin @)+ V,(—0' sin 0 sin p+ ¢’ cos f cos )+ V. (0 cos ) = 0

esitligi bulunur. m

Ornek 4.11 Manyetik alan boyunca helissel bir yoriinge izleyen bir parcacigin

manyetik yiizey icerisindeki hareketi sekil 4.20’de verilmistir.

Sekil 4.20 Manyetik yiizey u(s,t) = 2sintcoss, v(s,t) = 2sintsins, w(s,t) = 2cost

ve manyetik egri (kirmizi)
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Onerme 4.10 P(s, t) yiizeyler ailesi iizerindeki birim hizli manyetik egri v ve Dar-

boux gatist {¢, y, n} ile verilsin. Bu durumda Darboux esitlikleri agagidaki gibidir

(1) 0 Kk, kn ¢
oly) | = | —ky 0 @ y (4.26)
o(n) -k, —w O n

burada @, @w = g(¢(y),n) seklinde belirlenmis bir fonksiyondur.

Ispat. P(s,t) yiizeyler ailesi iizerindeki birim hizli manyetik egri v ve Darboux

catist {t, y, n} ile verilsin. Bu durumda manyetik egri tanimindan
o(t) = Vit = kyy + kan
esitligini biliyoruz. ¢(y) € span {t, y, n} oldugundan
oY) =6t + Ay + un

seklinde yazilabilir. Burada

seklinde hesaplanir. O halde

oY) = —kyt +wn
esitligini bulmus oluruz. Benzer sekilde

O(Z) = —kut —wn

kolaylikla elde edilir. m
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Onerme 4.11 P(s, t) yiizeyler ailesi iizerindeki birim hizli bir manyetik egri v ile
gosterilsin. Bu durumda ~y egrisi V' manyetik alaninin manyetik yoriingesidir gerek

ve yeter kosul V' manyetik alani v egrisi boyunca asagidaki gibi yazilir.

V =wt —kyy + kgn. (4.27)

Ispat. ~ birim izl egrisi V manyetik alan ile ilgili yoriinge egrisi olsun. Bu du-

rumda Onermel kullanilirsa V' manyetik alaninin
V =wt — kyy + kgn
seklinde yazilabilecegi kolaylikla elde edilir. Tersine, (4.27) esitligi saglansin.Bu

durumda V' x t = ¢(t) saglanir. O halde 7 egrisi V' manyetik alam ile ilgili yoriinge

egrisidir m

Yukaridaki 6nermeler yardimiyla asagidaki teoremi verebiliriz.
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Teorem 4.10 v birim hizh egrisi V' manyetik alam ile ilgili yoriinge egrisi ve P,
V' manyetik alaniyla iligkili manyetik yiizey olsun. Bu durumda P manyetik yiizeyi

tizerindeki manyetik egriler geodezik egrilerdir.

Ispat. v birim izl egrisi V manyetik alam ile ilgili yoriinge egrisi ve P, V manyetik
alaniyla iligkili manyetik yiizey olsun. Eger v egrisi P manyetik yiizeyi {izerinde
geodezik ise g(%, n) =k, = 0 dir. Bu ise +y egrisinin, P ytizeyi tizerinde geodezik

oldugunu gosterir. =

Sonug 4.2 P(s,t) yiizeyler ailesi iizerindeki manyetik alan ¢izgileri birer manyetik
egridir gerek ve yeter kosul u, v ve w fonksiyonlar1 sadece ¢ parametresine baghdir.
Yani agagida verilen yiizey ailesi icin 7 egrileri birer manyetik egridir.

P(s,t) =r(s) +u(t)T(s) + v(t)N(s) + w(t)B(s).

Ornek 4.12 V = (x+2y, —2z—y, 1) manyetik vektor alanina kargilik gelen manyetik

yiizey ve iizerindeki manyetik egri sekil 4.21°de verilmistir.

Sekil 4.21 Manyetik yiizey u(s,t) = st, v(s,t) = st ve iizerindeki manyetik

egri (kirmizi)
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5. SONUC

Manyetik vektor alanlarinin uygulamalar: iizerine yapilan bu tez calismasi hazir-
lanirken kaynaklar kisminda verilen bir ¢gok makale ve kitaptan yararlanilmigtir. Bu
makale ve kitaplarda bir yiiklii parcacik bir manyetik alana girdiginde bu pargacigin
sadece teget vektor alaninin Lorentz kuvvetinden etkilendigi diisiiniilmiistiir. Ancak
bilindigi tizere bir parcacik bir egri boyunca ilerlerken ii¢ boyutlu uzaydaki hareke-
tini teget vektoriin yanisira, normal ve binormal vektoriide destekler. Dolayisiyla
parcacik manyetik alan igerisine girdiginde normal ve binormal vektorleri de manyetik
alandan etkilenir. Bu tez ¢alismasinda, parcacigin normal ve binormal vektorlerinin
manyetik alandan etkilenmesi sonucunda elde edilen yeni yoriingeleri geometrik ve
fiziksel agidan incelenmis ve farkli sonuglar elde edilerek fiziksel yorumunun daha
anlagilir olmasi icin gorsellestirilmistir. Bu manyetik egrilerle baglantili olan ve
parcaciklarin laboratuvar ortaminda incelenmesine olanak saglayabilicegini diigiindii-
giimiiz aki (Manyetik) yiizeyleri elde edilmistir. Ayrica bu egriler ve yiizeylerle ilgili
baz1 karekterizasyonlar elde edilip 6érneklerle desteklenerek verilmistir. Elde edilen

egri ve yiizeyler Mathematica programi kullanilarak gorsellestirilmistir.
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