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ANKARA
2018

Her hakkı saklıdır







ÖZET

Doktora Tezi
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Divergensi sıfır olan vektör alanlarına manyetik vektör alanıdenir. Bir yüklü parçacık bir
V manyetik vektör alanına girdiği zaman bu parçacı̆gın Serret-Frenet vektörleri bu alan-
dan etkilenirler ve bu etkiyle Lorentz kuvveti denilen bir kuvvet açı̆ga çıkar. Dolayısıyla
parçacık bu alan içerisinde bir yörünge izlemeye başlar. Bu yörüngeye manyetik eğri adı
verilir. Diger taraftan, manyetik alanı sınırlandırarak bu yörüngelerin laboratuvar or-
tamında incelenmesine imkan veren ve çarpı̧smasız yüklü parçacıklar için bariyer sağlayan
akıyüzeyleri ve manyetik yüzeyler olarak adlandırılan yüzeyler mevcuttur.

Bu tez çalı̧smasında bahsi geçen eğri ve yüzeyler ayrıntılıolarak dört bölüm halinde aşağı-
daki gibi verilmi̧stir.

Birinci bölüm giri̧s kısmına ayrılmı̧stır.

İkinci bölüm diğer bölümlerde kullanılacak olan temel tanım ve teoremlere ayrılmı̧stır.

Üçüncü bölümünde bir γ eğrisinin normal ve binormal vektörlerinin Lorentz kuvvetinden
etkilenmesiyle elde edilen yörüngeleri incelenmi̧s ve bu eğrilerle ilgili bazıkarakterizasyon-
lar verilmi̧stir.

Dördüncü bölümde akıyüzeylerini ve manyetik yüzeyleri tanımlayıp bu yüzeylerle manyetik
eğriler arasındaki ili̧ski verilmi̧stir.

Yapılan çalı̧smalarla ilgili sonuçların analizine ise sonuç bölümünde yer verilmi̧stir.
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ABSTRACT

Ph.D. Thesis

MAGNETIC VECTOR FIELD AND THEIR APPLICATIONS

Zehra ÖZDEMİR

Ankara University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Faik Nejat EKMEKCİ

A divergence free vector field called as mangnetic vector field. When a charged particle
enters a magnetic field V , the Serret-Frenet vectors of this particle are influenced by this
field and with this effect a force emerged called Lorentz force. So the particle begins to
follow a trajectory in this area. This trajectory called as magnetic curve. On the other
hand, there is an array of surfaces surrounding each one of them, called flux surfaces and
magnetic surfaces, which provide barrier for non-collisionally charged particles and allow
the study of these trajectories in the laboratory.

This thesis consists of four chapters.

The first chapter is devoted to introduction section.

The second chapter is devoted to the basic definitions and theorems to be used in the
other chapters.

In chapter three, the orbits obtained by the normal and binormal vectors of a curve γ are
affected by Lorentz force are examined and some characterizations related to this curve
are given.

In chapter four, flux surfaces and magnetic surfaces are defined and the relations between
these surfaces and magnetic curves is given.

The analysis of the results considered in previous chapters are given in the conclusion
section.

February 2018, 63 pages

Key Words: Magnetic vector field, Special curves and surfaces, Euclidean 3-space.

iii
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1. GİRİŞ

Manyetik eğriler fizik ve diferensiyel geometride bir çok uygulama alanına sahip

olup bu alanlarda önemli rol oynar. Bir yüklü parçacık bir V manyetik alanına

girdiği zaman bu parçacı̆gın Serret-Frenet vektörleri bu alandan etkilenirler ve bu

etkiyle Lorentz kuvveti denilen bir kuvvet açı̆ga çıkar. Dolayısıyla parçacık bu

alan içerisinde bir yörünge izlemeye başlar. Bu yörüngeye manyetik eğri adıverilir.

Örneğin; 3- boyutlu Öklid uzayında yüklü parçacı̆gın teğet vektör alanımanyetik

alandan etkilendiğinde

φ(T ) = V × T

eklinde tanımlıLorentz kuvveti açı̆ga çıkar. Lorentz kuvvetinin etkisiyle elde edilen

parçacı̆gın hareketini şöyle özetleyebiliriz: Eğer T teğet vektör alanı, V manyetik

alanına paralel ise Lorentz kuvveti sıfır olacağından parçacık manyetik alana paralel

ilerler. Eğer T teğet vektör alanı, V manyetik alanına dik ise Lorentz kuvveti mak-

simum olup parçacık çember eğrisi şeklinde bir yörünge izler. Eğer T teğet vek-

tör alanı, V manyetik alanıyla sabit bir açıyapıyorsa Lorentz kuvvetinin etkisiyle

parçacık helis eğrisi şeklinde bir yörünge izler (Barros ve Romeo 2007).

Manyetik alanın T teğet vektör alanını etkilemesi sonucunda elde edilen yörün-

geleri T-manyetik eğriler olarak adlandıracağız. Bu durumda, V manyetik alanının

T-manyetik eğrileri aşağıdaki Lorentz eşitliğini sağlayan eğrilerdir.

∇γ′γ
′ = φ(γ′) = V × γ′

Bu eşitlik ∇γ′γ
′ = 0 olmasıdurumunda geodezikleri genelleştirir diyebiliriz. Ayrıca

bu eşitliğin çözümü analitik kimya, biyokimya, atmosferik bilim, geokimya, cycloton,

proton ve kanser tedavisi gibi birçok alanda yararlıuygulamalara sahiptir. Ayrıca

Lorentz eşitliğinin çözümleri Kirchhoff elastik çubuklarıverir. Bu ise Hall etkisiyle

birlikte fiziksel model ve klasik elastik teori arasında inanılmaz bir bağlantısağlar
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(Barros ve Romeo 2007).

Bu alanda yapılan bazıçalı̧smalarıaşağıdaki gibi özetleyebiliriz: 3-boyutlu Rimann

manifoldlarında Barros vd. Killing manyetik alanıyla ilgili manyetik alana varyas-

yonel bir yaklaşım yaparak elde edilen yörüngeleri incelemi̧stir (Barros ve Romeo 2007),

(Barros vd. 2007), (Barros 1997), (Barros vd. 2005), (Barros vd. 2001). Daha sonra,

Ling Xu ve David Mould parçacık üzerindeki yükün sürekli deği̧serek çeşitli eğrilik-

lere sahip karmaşık bir eğri şeklinde yörünge izlediğini ileri sürdü ve araştırmalarında

bu metotla elde edilen manyetik eğriler yardımıyla alev, saç, ve ağaç gibi şekillerin

çizilebileceğini gösterdi (Xu ve Mould 2009).

Diğer taraftan, gazların yüksek basınç veya yüksek sıcaklık kullanılarak gaz ele-

mentinin atom veya molekülünden bir elektronun ayrılmasıdurumunda plazma elde

edilir. Plazma sıcaklık ve elektiriği çok iyi ileten bir iletkendir ve büyük miktarda

sıcaklık ve enerji yoğunluğuna sahiptir. Yüksek elektrik iletkenliği plazma içerisinde

akıma olanak sağlar. Bu akımlar manyetik alanın etkisiyle depolanmasıgereken bir

güç üretirler.

Hazeltine ve arkadaşları göstermi̧stir ki plazmayı hapsetmek için sınırlandırılmı̧s

plazma yüzeyini en dı̧stan saran akıyüzeyleri olarak adlandırılan her biri bir son-

rakini çevreleyen yüzeyler dizini mevcuttur. Bu akıyüzeyleri, birim normal vektör

alanlarıN olmak üzere N ile V manyetik alanıyüzeyin her noktasında birbirine

dik olacak şekilde bulunur. Dolayısıyla akıyüzeyleri çarpı̧smasız yüklü parçacık-

lar için bariyer sağlar. Depolama bölgesinin akıyüzeylerinin dizini açık ve kapalı

gruplar olmak üzere iki şekildedir. Açık olanların iç içe silindirik yüzeyler kapalı

olanların ise iç içe torodial yüzeyler şeklinde karmaşık yüzeyler olduğu bilinmekte-

dir (Bird vd. 1960), (Hazeltine ve Meiss 2003), (Boozer 2004).

Manyetik vektör alan çizgilerini üzerinde bulunduran yüzeylere ise manyetik yüzey

adıverilir. Manyetik yüzeylere en önemli örnek plazmadır. Evrenin çoğu delikli bir

manyetik alana sahip bir plazma biçimindedir. Manyetik alan çizgileri eğildiğinde
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veya kesildiğinde hızla kırılabilir ve yeniden bağlanabilir, manyetik enerjiyi ısı,

kinetik enerji ve hızlı parçacık enerjisine dönüştürür. Bu durumların bir sonucu

olarak ilgili manyetik alan çizgileri için manyetik yüzeyler farklı formlarda elde

edilebilir. Bu yüzeyler regüler veya singüler olabilir. Manyetik yüzeylerin en yaygın

örneği akı̧s tüpleridir. Bu akı̧s tüpleri birçok yıldızın çevresinde ve güneşin çevresinde

yaygın olarak bulunurlar. Bazıgezegenlerin de akı̧s tüpleri vardır. İyi bilinen bir

örnek: Jüpiter ile ayıio arasındaki akı̧s tüpüdür (Pedersen ve Boozer 2002) .

Penning adlıbir bilim adamıyüklü parçacıkların hareketinin incelenmesi ve plaz-

manın sınırlandırılmasıiçin akıtüplerinden yararlanarak en başarılıyapılardan olan

Penning tuzağıadlıbir model geli̧stirmi̧stir. Ancak bu model tek tür plazmaları

sınırlandırmak için kullanılmaktadır. Daha sonra, stellaratörler ve tokamaklar gibi

manyetik yüzey konfigürasyonları, termonükleer füzyon bağlamında oldukça geli̧sti

rilmi̧s, incelenmi̧s ve yakın zamanda nötr olmayan plazmaların sınırlanması için

ilgi çekmi̧stir. Bu modellerin Penning trap gibi açık ve kapalı saha hattı sistem-

lerine kıyasla belirli avantajları vardır. Manyetik yüzey konfigürasyonları, pozi-

tif ve negatif türleri eşzamanlı olarak, saf elektrondan quasineutral’e kadar olan

herhangi bir yük dengesizliğinde sınırlandırır. Diokotron modlarının stabilizasyo-

nunu sağlayabilir ve az miktarda manyetik alan kuvvetlerinde enerjik elektronları

ve pozitronlarıdüzenlerler. Dolayısıyla, bu tür konfigürasyonların, pozitron elek-

tron çifti laboratuvarında sınırlandırılması için benzersiz avantajlarıvardır. Bun-

lara ek olarak, manyetik füzyon araştırmasında manyetik yüzeylerin önemi uzun

süredir bilinmektedir. Örneğin, yarı-nötr bir plazma, saf bir toroidal alanda sınır-

landırılamazken, tokamaklar ve stellaratörler gibi toroidal, yuvalanmı̧s akıyüzeyi

konfigürasyonlarında kararlısonlu basınç dengesi mevcuttur. İlk kez, Pedersen ve

arkadaşlarınötr olmayan plazmaların manyetik yüzeylerle sınırlanabileceğini göster-

mi̧stir (Pedersen ve Boozer 2002) .

Bu tezin üçüncü bölümünde bir γ eğrisinin Normal ve binormal vektörlerinin Lorentz

kuvvetinden etkilenmesiyle elde edilen yörüngeleri inceleyeceğiz. Bu yörüngeleri,

sırasıyla, N-manyetik eğriler ve B-manyetik eğriler olarak adlandıracağız ve bu eğri-
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lerle ilgili bazıkarakterizasyonlar vereceğiz. Daha sonra sonuçlarımıza bazıörnekler

verip Mathematica programıyardımıyla resimlerini çizeceğiz. Dördüncü bölümde

akı yüzeylerini ve manyetik yüzeyleri tanımlayıp bu yüzeylerle manyetik eğriler

arasındaki ili̧skiyi vereceğiz. Son kısımda ise yapılan çalı̧smalarla ilgili sonuç bölümüne

yer vereceğiz.
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2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Tanım 2.1 M diferansiyellenebilir bir manifold olmak üzere

g : χ(M)× χ(M)→ C∞(M,R)

dönüşümü verilsin,

i) g simetrik yani her X, Y ∈ χ(M) için

g(X, Y ) = g(Y,X)

ii) g bilineer yani her X, Y, Z ∈ χ(M) ve her f, h ∈ C∞(M,R) için

g(fX + hY, Z) = fg(X,Z) + hg(Y, Z)

iii) g dönüşümü pozitif tanımlıyani her X ∈ χ(M) için

g(X,X) ≥ 0

koşullarınısağlıyorsa bu dönüşüme M üzerinde Riemann metrĭgi veya Metrik ten-

sör ve üzerinde Riemann metriği tanımlanmı̧s manifolda Riemann manifoldu denir

(Hacısalihoğlu 1980).

Tanım 2.2 M bir Riemann manifoldu ve ∇, M üzerinde bir Riemann koneksiyonu

olsun. Her X, Y, Z ∈ χ(M) ve her f, h ∈ C∞(M,R) için

∇ : χ(M)× χ(M) → χ(M)

(X, Y ) → ∇(X, Y ) = ∇XY

ile tanımlıdönüşümü

i) ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ

ii) ∇(X+Y )Z = ∇XZ +∇YZ

iii) ∇fXY = f∇XY

iv) ∇X(fY ) = f∇XY +X(f)Y

özelliklerini sağlıyorsa ∇ ya M üzerinde tanımlıbir afin koneksiyon veya kovaryant

türev denir (Hacısalihoğlu ve Ekmekci 2003).
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Tanım 2.3 (M, g) Riemann manifoldu ve ∇, M üzerinde tanımlıafin koneksiyon

olsun.

Her X, Y, Z ∈ χ(M) için

i) ∇XY −∇YX = [X, Y ]

ii) Zg(X, Y ) = g(∇ZX, Y ) + g(X,∇ZY )

koşullarısağlanıyorsa ∇ ya M nin Levi Civita Koneksiyonu denir

(Hacısalihoğlu ve Ekmekci 2003).

Tanım 2.4 (M, g)Riemannmanifoldu ve∇,M üzerinde tanımlıLevi Civita Konek-

siyonu olsun Her X, Y, Z ∈ χ(M) için

R : χ(M)× χ(M)× χ(M) → χ(M)

(X, Y, Z) → R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z

ile tanımlıR dönüşümüM ninRiemann ĕgrilik tensörü olarak adlandırılır (O’Neil 1996)

Tanım 2.5 (M, g) Riemann manifoldu üzerinde R(X, Y, Z,W ) = g(R(X, Y )Z,W )

ile tanımlanan tensöre M nin Riemann Christoffel ĕgrilik tensörü denir. HerX, Y, Z,W ∈

χ(M) için Riemann Christoffel eğrilik tensörü aşağıdaki koşullarısağlar.

i)R(X, Y )Z = −R(Y,X)Z

ii)R(X, Y, Z,W ) = −(R(X, Y,W,Z)

iii)R(X, Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0

iv)R(X, Y, Z,W ) = (R(Z,W ,X, Y ) (O’Neil 1996).

Tanım 2.6 (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Eğer M nin eğrilik

tensörü her X, Y, Z,W ∈ χ(M) için;

R(X, Y, Z,W ) = C{g(Y, Z)g(X,W )− g(X,Z)g(Y,W )}

biçiminde ise M ye sabit eğrilikli uzay adıverilir ve bu uzay M(C) ile gösterilir

(O’Neil 1996).
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Tanım 2.7 LXY vektör alanına X in Y yönünde Lie Türevi denir. Lie türevi

her p ∈ M noktasında tanımlıdır ve (LXY )p = limt→0
1
t
[(θ−t)∗(Yθt(P )) − YP ] olarak

tanımlanır. Burada θt, 1−parametreli grubu X vektör alanının intergral eğrisidir

(Boothby 1975).

Tanım 2.8 gl bir reel vektör uzayıolsun gl üzerinde bilineer operatör aşağıdaki

gibi tanımlansın

[, ] : gl × gl → gl

(X, Y ) → [, ](X, Y ) = [X, Y ]

Eğer bu operatör,

i)[X, Y ] = −[Y,X]

ii)[[X, Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ] ≡ 0

özelliklerini sağlıyorsa Braket operatörüdür ve (gl, [, ]) ikilisine Lie cebiri denir

(Hacısalihoğlu 2000).

Teorem 2.1 M manifoldu üzerinde C∞ X ve Y vektör alanlarıve f ∈ C∞(M,R)

olmak üzere

LXf = X(f)

(LXY )P = [X, Y ]P

dir (Boothby 1975).

Tanım 2.9 M diferensiyellenebilir bir manifold ve g de M de bir metrik tensör ol-

sun. Her X, Y ∈ χ(M) için (LV g)(X, Y ) = 0 oluyorsa V vektör alanına g metriğinin

Killing vektör alanıdenir (Kobayashi ve Nomizu 1996).

R3 de standart koordinat sistemi (x1, x2, x3) = (x, y, z) ve bu uzaydaki metriğide

ds2 = dx2 + dy2 + dz2
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olarak alalım. Bu metriğe kaŗsılık gelen Killing vektör alanları, her i, j ∈ {1, 2, 3}

için,

(LV g)(
∂

∂xi
,
∂

∂xj
) =

3∑
α=1

(ξα
∂gij
∂xα

+
∂ξα
∂xi

gαj +
∂ξα
∂xi

gjα) = 0

denkleminin çözümleri yapılarak

{
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z
, y

∂

∂x
− x ∂

∂y
, z

∂

∂x
− x ∂

∂z
, z

∂

∂y
− y ∂

∂z

}

şeklinde elde edilir.

γ = γ(t) : I ⊂ R→M, 3 boyutlu reel uzay formM de kesitsel eğriliği C ile verilmi̧s

bir eğri olsun. γ nın teğet vektör alanıT ile ve hızıv(t) = ‖γ′(t)‖ ile gösterilir.

Ayrıca κ ve τ sırasıyla γ nın eğriliği ve torsiyonudur. {T,N,B} γ nın Frenet çatısı

ve ∇, M nin bir Levi-Civita bağlantısıolmak üzere γ nın Frenet denklemleri ;

∇TT = κN

∇TN = −κT + τB

∇TB = −τN

olarak bulunur .Ayrıca ”t”keyfibir parametre olmak üzere Γ = Γ(t, z) varyasyonunu

Γ : I × (−ε, ε) → M(C)

(t, z) → Γ(t, z)

olacak şekilde düşünelim. Γ boyunca varyasyon vektör alanıV = V (t, z) ise

V (t) =
∂Γ(t, z)

∂z

∣∣∣∣
z=0
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olur. V = V (t, z), T = T (t, z), v = v(t, z) . . . şeklinde notasyonlarıkullanacağız.

Burada “s”, Γ varyasyonu içindeki t eğrilerinin yay parametresini ifade etmek üzere

bu kısımdan sonra v(s, z),W (s, z),κ2(s, z), . . . şeklinde düşünülmektedir.

Tanım 2.10 γ, 3 boyutlu reel uzay formu M üzerinde kesitsel eğriliği C olan ve

γ : I ⊂ R → M(C)

s → γ(s)

şeklinde tanımlıregüler eğri ve “s”de eğrinin kendi yay parametresi olsun. Eğer

∂v

∂z

∣∣∣∣
z=0

=
∂κ2

∂z

∣∣∣∣
z=0

=
∂τ 2

∂z

∣∣∣∣
z=0

= 0

ise V = V (s) vektör alanına γ eğrisi boyunca Killing vektör alanıdenir

(Barros ve Romeo 2007).

Teorem 2.2 γ, M(C), 3-boyutlu reel uzay formlarda

γ : I ⊂ R → M

s → γ(s)

şeklinde tanımlıregüler bir eğri olmak üzere,

(1) V (v2) = ∂v2

∂z

∣∣∣
z=0

= vg(∇TV, T )

(2) V (κ2) = ∂κ2
∂z

∣∣∣
z=0

= 2κg(∇2
TV,N)− 4κ2g(∇TV, T ) + 2Cκg(V,N)

(3) V (τ 2) = ∂τ2

∂z

∣∣∣
z=0

=

τ
κg(∇3

TV,B)− τκ′
κ2 g(∇2

TV + CV,B)

+ τ
κ (C + κ2)g(∇TV,B)− τ 2g(∇TV, T )

şeklindedir (Barros 1997).

Bu eşitlikler V de çözüm uzayıaltıboyutlu olan bir lineer sistem belirtir. AçıkçaM

nin herhangi bir Killing vektör alanının γ ya kısıtlanı̧sıγ boyunca bir Killing vektör

alanıifade eder.Özel olarak M basit bağlantılıise izometri grubunun boyutu 6 dır

ve aşağıdaki Lemma elde edilir (Barros ve Romeo 2007).
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Lemma 2.1 M tam, basit bağlantılıreel uzay formu ve γ M içinde immersed eğri

olsun. γ üzerinde bir vektör alanıV , γ boyunca bir Killing vektör alanıdır gerek ve

yeter koşul M üzerinde bir V Killing vektör alanına geni̧slemesidir (Barros 1997).

M, n−boyutlu bir Riemann Manifoldu olsun. M üzerindeki Lorentz kuvveti F anti

simetrik φ operatörüyle birlikte aşağıdaki gibi tanımlanır.

g(φ(X), Y ) = F (X, Y ), X, Y ∈ χ(M)

M üzerindeki F manyetik alanının yörüngesi olan γ eğrileri

∇γ′γ
′ = φ(γ′)

şeklinde tanımlıLorentz eşitliğini sağlar. Her X, Y, Z ∈ χ(M) için karma çarpım

g(X × Y, Z) = dvg(X, Y, Z).

şeklinde verilir. Eğer V ,M üzerinde tanımlıKilling vektör alanıise bu vektör alanına

kaŗsılık gelen Killing manyetik alanıFV = ιV dvg şeklindedir. Burada ı iççarpımdır.

Bu durumda Lorentz kuvveti FV aşağıdaki gibi tanımlanır.

φ(X) = V ×X. (2.1)

Sonuç olarak Lorentz kuvveti eşitliği

φ(γ′) = ∇γ′γ
′ = V × γ′ (2.2)

şeklindedir (Barros ve Romeo 2007).

Tanım 2.11 Birim hızlıγ manyetik eğrisi V manyetik alanının yörüngesidir gerek

ve yeter şart V manyetik alanıγ eğrisi boyunca aşağıdaki gibi yazılabilir.

V = ωT + κB (2.3)

burada ω fonksiyonu her bir V manyetik alanıyla ilgili olup manyetik alana göre

manyetik alanın yarı-eğimi olarak adlandırılır (Barros ve Romeo 2007).
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3. MANYETİK EĞRİLER

3.1 N-Manyetik Eğriler

Aşağıdaki Lorentz eşitliğini sağlayan γ eğrisine M üzerinde bir N-manyetik eğri adı

verilir.

∇γ′N = φ(N) = V ×N (3.1)

Önerme 3.1 γ eğrisi 3-boyutlu Riemann manifoldu (M, g) üzerinde birim hızlıbir

N-manyetik eğri ve bu eğrinin Frenet elemanları{T,N,B,κ, τ} olsun. Bu durumda

Serret-Frenet formülleri aşağıdaki gibidir:


∇TT

∇TN

∇TB

 =


0 κ 0

−κ 0 τ

0 −τ 0



T

N

B

 . (3.2)

Buradan Lorentz kuvveti ve Frenet vektörleri arasındaki ili̧ski


φ(T )

φ(N)

φ(B)

 =


0 κ Ω1

−κ 0 τ

−Ω1 −τ 0



T

N

B

 . (3.3)

şeklindedir.

İspat. γ eğrisi (M, g), 3-boyutlu Riemann manifoldu üzerinde bir N-manyetik eğri

ve bu eğrinin Frenet elemanları{T,N,B,κ, τ} olsun.

φ(T ) ∈ sp{T,N,B} olduğundan

φ(T ) = λT + ηN + ζB

şeklindedir. Buradan
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λ = g(φ(T ), T ) = 0

η = g(φ(T ), N) = −g(φ(N), T ) = −g(∇α′N, T ) = g(−κT + τB) = −κ

ζ = g(φ(T ), B) = Ω1

dir. Dolayısıyla

φ(T ) = −κN + Ω1B

şeklinde elde edilir. Benzer şekilde φ(N) ve φ(B) nin eşitide

φ(N) = −κT + τB

φ(B) = −Ω1T − τN.

dir.

Önerme 3.2 Birim hızlıγ manyetik eğrisi V manyetik alanının yörüngesidir gerek

ve yeter şart V manyetik alanıγ eğrisi boyunca aşağıdaki gibi yazılabilir.

V = τT − Ω1N + κB. (3.4)

İspat. γ eğrisi V manyetik vektör alanının yörüngesi olsun. Önerme 3.1 ve (3.1)

eşitliğinden kolaylıkla görebilirizki γ eğrisi

V = τT − Ω1N + κB

eşitliğini sağlar.

Teorem 3.1 M, 3 boyutlu reel uzay formu (M(C), g) üzerinde kesitsel eğriliği C

olan bir manifold ve V, M üzerinde Killing vektör alanıolsun. (M(C), g, V ) nin

N-manyetik yörüngelerinin eğrilik ve burulmasıaşağıdaki eşitliği sağlar.

[
1

κ
((
CΩ1 − Ω′′1

τ
)′ − Ω′1τ + Cκ)

]′
+ κ

CΩ1 − Ω′′1
τ

= 0, Ω1 = −τ
′

κ
(3.5)
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İspat. V, M üzerinde Killing vektör alanıolsun. Bu durumda V (3.4) eşitliğini

sağlar. Bu eşitliğin s ye göre türevini alırsak

∇TV = (τ ′ + Ω1κ)T − Ω′1N + (κ′ − τΩ1)B, (3.6)

eşitliği elde edilir. (3.6) eşitliğinin türevini alıp Serret-Frenet formüllerini kullanırsak

∇2
TV = Ω′1κT + (−Ω′′1 − τ(κ′ − τΩ1))N + ((κ′ − τΩ1)

′ − Ω′1τ)B. (3.7)

elde edilir. Tanım 2.10 ve Teorem 2.2 deki (1) eşitliği ile birlikte (3.7) eşitliği

kullanılırsa

Ω1 = −τ
′

κ
(3.8)

bulunur. (3.6) ve (3.7) eşitlikleri Tanım 2.10 ve Teorem 2.2 deki (2) eşitliği ile birlikte

kullanılırsa

Ω′′1 + τ(κ′ − τΩ1) + g(R(V, T )T,N) = 0

bulunur. Ayrıca, M sabit C kesitsel eğriliğine sahip olduğundan g(R(V, T )T,N) =

Cg(V,N) = 0 dır. Buradan

Ω′′1 + τ(κ′ − τΩ1) = CΩ1 (3.9)

dır. Benzer şekilde (3.6) ve (3.7) eşitlikleri Tanım 2.10 ve Teorem 2.2 deki (3) eşitliği

ile birlikte düşünülürse

[
1

κ
((κ′ − τΩ1)′ − Ω′1τ + g(R(V, T )T,B))

]′
+ κ(κ′ − τΩ1) + (R(V, T )T,B) = 0

elde edilir. g(R(V, T )T,B) = Cg(V,B) = Cκ ve g(R(V, T )N,B) = 0 eşitliklerini

kullanırsak [
1

κ
((κ′ − τΩ1)′ − Ω′1τ + Cκ)

]′
+ κ(κ′ − τΩ1) = 0 (3.10)
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bulunur. Sonuç olarak (3.8) eşitliği (3.9), (3.10) eşitlikleri ile birlikte düşünülürse

[
1

κ
((
CΩ1 − Ω′′1

τ
)′ − Ω′1τ + Cκ)

]′
+ κ

CΩ1 − Ω′′1
τ

= 0, Ω1 = −τ
′

κ

eşitliği elde edilir.

Sonuç 3.1 3-boyutlu Öklid uzayında γ eğrisi bir N-manyetik eğri olsun. Bu du-

rumda,

i. Eğer Ω1 sıfırdan farklıbir sabit ise γ eğrisi ekseni V manyetik vektör alanıolan

bir slant helistir,

ii. Eğer Ω1 sıfır ise γ eğrisi ekseni V manyetik vektör alanıolan bir dairesel helistir.

İspat. 3-boyutlu Öklid uzayında γ eğrisi bir N-manyetik eğri olsun. Eğer Ω1 sıfırdan

farklıbir sabit ve α eğrisi bir N-manyetik eğri olsun. Bu durumda γ eğrisi (3.8),

(3.9) ve (3.10) eşitliklerini sağlar ve dolayısıyla

τ ′

κ
= −κ

′

τ
= Ω1 (3.11)

dir. Buradan

κ2 + τ 2 = sabit

olup (3.11) eşitliğinden

τκ′ − κτ ′ = −Ω1

(
κ2 + τ 2

)
= sabit

veya

κ2

κ2 + τ 2

( τ
κ

)′
= Ω1.

eşitliği elde edilir. O halde γ eğrisi bir slant helistir. Eğer Ω1 sıfır ise γ (3.11)

eşitliğinden kolaylıkla görebiliriz ki γ bir dairesel helistir.
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Elde ettiğimiz sonuçların fiziksel yorumlarınıaşağıdaki gibi verebiliriz: 3- boyutlu

Öklid uzayında yüklü parçacı̆gın normal vektör alanımanyetik alandan etkilendiğinde

φ(N) = V ×N

şeklinde tanımlıLorentz kuvvetinin etkisiyle yörüngesi deği̧sir. Eğer N normal vek-

tör alanı, V manyetik alanına paralel ise Lorentz kuvveti sıfır olacağından parçacık

şekil 3.1’deki gibi manyetik alana paralel ilerler.

Şekil 3.1 Parçacı̆gın Φ(N) Lorentz kuvveti etkisindeki hareketi

Eğer N normal vektör alanı, V manyetik alanına dik ise Lorentz kuvveti maksimum

olup parçacık şekil 3.2’deki gibi dairesel helis eğrisi şeklinde bir yörünge izler.

Şekil 3.2 Parçacı̆gın Φ(N) Lorentz kuvveti etkisiyle oluşan helis hareketi
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Eğer N normal vektör alanı, V manyetik alanına sabit bir açı ile girerse Lorentz

kuvvetinin etkisiyle parçacık şekil 3.3’deki gibi slant helis eğrisi şeklinde bir yörünge

izler.

Şekil 3.3 Parçacı̆gın Φ(N) Lorentz kuvveti etkisiyle oluşan slant helis hareketi

3.2 B-Manyetik Eğriler

Önerme 3.3 γ eğrisinin binormal vektör alanıaşağıdaki Lorentz kuvveti eşitliğini

sağlıyorsa γ eğrisine M üzerinde B-manyetik ĕgri denir.

∇γ′B = φ(B) = V ×B. (3.12)

γ eğrisi 3-boyutlu Riemann manifoldu (M, g) üzerinde {T,N,B,κ, τ} elemanlarıile

birlikte bir B-manyetik eğri olsun. B-manyetik eğri için Lorentz eşitliği


φ(T )

φ(N)

φ(B)

 =


0 Ω2 0

−Ω2 0 τ

0 −τ 0



T

N

B

 . (3.13)

şeklindedir.
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İspat. γ eğrisi 3-boyutlu Riemann manifoldu (M, g) üzerinde {T,N,B,κ, τ} ele-

manlarıile birlikte bir B-manyetik eğri olsun. φ(T ) ∈ sp{T,N,B} olduğundan

φ(T ) = µT + ρN + σB

dir. Buradan

µ = g(φ(T ), T ) = 0

ρ = g(φ(T ), N) = Ω2

σ = g(φ(T ), B) = −g(φ(B), T ) = −g(∇α′B, T ) = g(−τN, T ) = 0

elde edlilir. Dolayısıyla

φ(T ) = Ω2N

şeklinde yazılır. Benzer şekilde

φ(N) = −Ω2T + τB

φ(B) = −τN.

dir.

Önerme 3.4 Birim hızlıγ manyetik eğrisi V manyetik alanının yörüngesidir gerek

ve yeter şart V manyetik alanıγ eğrisi boyunca aşağıdaki gibi yazılabilir.

V = τT + Ω2B. (3.14)

İspat. γ eğrisi V manyetik vektör alanının yörüngesi olsun. Önerme 3.3 ve Önerme

3.12 den kolaylıkla görebilirizki γ eğrisi (3.14) eşitliğini sağlar.
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Teorem 3.2 M, 3 boyutlu reel uzay formu (M(C), g) üzerinde kesitsel eğriliği C

olan bir manifold ve V, M üzerinde Killing vektör alanıolsun. (M(C), g, V ) nin

B-manyetik yörüngelerinin eğrilik burulmasıaşağıdaki eşitliği sağlar.

2κ′′ + 2κτ 2 + 4aτ 2 + 4Cκ + κ3 = b, b, τ sabit. (3.15)

İspat. V 3-boyutlu Riemann manifoldu üzerinde bir manyetik vektör alanıolsun.

Bu durumda V (3.14) eşitliğini sağlar. (3.14) eşitliğinin türevini alarak

∇TV = τ ′T + τ(κ − Ω2)N + Ω′2B (3.16)

eşitliği elde edilir. (3.16) nin türevini alırsak

∇2
TV = (κτΩ2 − τκ2)T + (τκ′ − 2τΩ′2)N + (Ω′′2 + τ 2κ − τ 2Ω2)B (3.17)

bulunur. Tanım 2.10 ve Teorem 2.2 deki (1) eşitliği (3.16) eşitliği ile birlikte kullanılırsa

τ ′ = 0 (3.18)

bulunur. (3.16) ve (3.17) eşitlikleri Tanım 2.10 ve Teorem 2.2 deki (2) eşitliği ile

birlikte göz önüne alınırsa

τκ′ − 2τΩ′2 + g(R(V, T )T,N) = 0.

denklemi elde edilir. M nin sabitC kesitsel eğriliği göz önüne alınırsa g(R(V, T )T,N) =

Cg(V,N) = 0 olduğundan

Ω2 =
κ
2

+ a, a = const. (3.19)

dır. Benzer şekilde (3.16) , (3.17) ve (3.17) eşitlikleri Tanım 2.10 ve Teorem 2.2 deki

(3) eşitliği ile birlikte düşünülürse
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[
1

κ
(Ω′′2 + κτ 2 − τ 2Ω2 + g(R(V, T )T,B))

]′
+ κΩ′2 + g(R(V, T )T,B) = 0

dır. g(R(V, T )T,B) = Cg(V,B) = Cκ ve g(R(V, T )N,B) = 0 olduğundan

[
1

κ
(
κ′′

2
+ κτ 2 − τ 2(

κ
2

+ a) + Cκ)

]′
+ κ

κ′

2
= 0. (3.20)

veya [
1

κ
(Ω′′2 + κτ 2 − τ 2Ω2 + Cκ)

]′
+ κΩ′2 = 0 (3.21)

elde edilir. Buradan integrasyon alınarak

2κ′′ + 2κτ 2 + 4aτ 2 + 4Cκ + κ3 = b, b = sabit. (3.22)

eşitliği bulunur.

Sonuç 3.2 3-boyutlu Öklid uzayında γ eğrisi bir B-manyetik eğri olsun. Bu du-

rumda,

i. Eğer Ω1 sıfırdan farklıbir sabit ise γ eğrisi ekseni V manyetik vektör alanıolan

bir dairesel helistir,

ii. Eğer Ω1 sıfır ise γ eğrisi bir çemberdir.

İspat. (3.22) eşitliğinden açıktır.

Elde ettiğimiz sonuçların fiziksel yorumunu aşağıdaki gibi verebiliriz:

3- boyutlu Öklid uzayında yüklü parçacı̆gın normal vektör alanımanyetik alandan

etkilendiğinde

φ(B) = V ×B

şeklinde tanımlıLorentz kuvvetinin etkisiyle yörüngesi deği̧sir. EğerB binormal vek-

tör alanı, V manyetik alanına paralel ise Lorentz kuvveti sıfır olacağından parçacık

şekil 3.4’deki gibi manyetik alana paralel ilerler.
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Şekil 3.4 Parçacı̆gın Φ(B) Lorentz kuvveti etkisindeki hareketi

EğerB binormal vektör alanı, V manyetik alanına dik ise Lorentz kuvveti maksimum

olup parçacık şekil 3.5’deki gibi çember eğrisi şeklinde bir yörünge izler

.

Şekil 3.5 Parçacı̆gın Φ(B) Lorentz kuvveti etkisiyle oluşan dairesel hareketi

Eğer B binormal vektör alanı, V manyetik alanına sabit bir açıile girerse Lorentz

kuvvetinin etkisiyle parçacık şekil 3.6’daki gibi dairesel helis eğrisi şeklinde bir

yörünge izler.
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Şekil 3.6.Parçacı̆gın Φ(B) Lorentz kuvveti etkisiyle oluşan helis hareketi

Sonuç 3.3 M, 3 boyutlu reel uzay formu (M(C), g) üzerinde kesitsel eğriliği C olan

bir manifold ve V, M üzerinde Killing vektör alanıolsun. Bu durumda (M(C), g, V )

nin N-manyetik ve B-manyetik yörüngeleri

i. C = 1 için 3-boyutlu S3 küresi,

ii. C = −1 için 3-boyutlu hiperbolik uzay H3,

iii. C = 0 için 3-boyutlu Öklid uzayıE3 üzerindedir.
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4. MANYATİK EĞRİLER VE YÜZEYLER

4.1 Killing AkıYüzeyleri

Tanım 4.1 Bir M yüzeyinin birim normal vektör alanıN ve V manyetik vektör

alanı olsun. M üzerindeki her noktada g(V,N) = 0 eşitliği sağlanıyorsa M akı

yüzeyi olarak adlandırılır (Bird vd. 1960), (Boozer 2004).

Bu bölümde V = ∂
∂z
ve V = −y ∂

∂x
+ x ∂

∂y
Killing vektör alanlarının akıyüzeylerini

belirleyeceğiz. Diğer vektör alanları ∂
∂x
, ∂
∂y
,−z ∂

∂y
+y ∂

∂z
ve z ∂

∂x
−x ∂

∂z
de bu vektörlerle

aynıakıyüzeylerini üretirler.

M üzerindeki V vektör alanıKilling vektör alanıolmasıiçin

g(∇Y V,X) + g(∇XV, Y ) = 0 (4.1)

şeklinde verilen Killing eşitliğinin sağlanması gerek ve yeter şarttır. Burada X,

Y ∈ χ(M) ve ∇, M nin Levi-Civita koneksiyonudur.

Killing eşitliğinin temel çözümü
{

∂
∂x
, ∂
∂y
, ∂
∂z
,−y ∂

∂x
+ x ∂

∂y
,−z ∂

∂y
+ y ∂

∂z
, z ∂

∂x
− x ∂

∂z

}
3−boyutlu öklid uzayıE3 üzerindeki Killing vektör alanlarının baz vektörlerini verir.

Burada x, y ve z, E3 uzayının koordinatlarıdır ve R3 = span
{

∂
∂x
, ∂
∂y
, ∂
∂z

}
bir vektör

uzayıdır (Barros ve Romeo 2007), (Drut-Romaniuc ve Munteanu 2011).

Teorem 4.1 M, 3-boyutlu öklid uzayında X(u, v) = (x1(u, v), x2(u, v), x3(u, v))

parametrik denklemiyle verilen bir yüzey olsun. Bu durumda M yüzeyinin, V =

−y ∂
∂x

+ x ∂
∂x
manyetik alanının akıyüzeyi olmasıiçin

∂x3

∂u

(
x1
∂x1

∂v
+ x2

∂x2

∂v

)
− ∂x3

∂v

(
x1
∂x1

∂u
+ x2

∂x2

∂u

)
= 0 (4.2)

eşitliğinin sağlanmasıgerek ve yeter şarttır.
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İspat. M, 3-boyutlu öklid uzayında X(u, v) = (x1(u, v), x2(u, v), x3(u, v)) para-

metrik denklemiyle verilen bir yüzey olsun. Bu durumdaM nin birim normal vektör

alanıaşağıdaki gibidir.

N =
1

‖Xu ×Xv‖
(
∂x2

∂u

∂x3

∂v
− ∂x2

∂v

∂x3

∂u
,
∂x1

∂v

∂x3

∂u
− ∂x1

∂u

∂x3

∂v
,
∂x1

∂u

∂x2

∂v
− ∂x1

∂v

∂x2

∂u
).

(4.3)

X(u, v) bir akıyüzeyi olduğundan N birim normal vektör alanıve V = −y ∂
∂x

+ x ∂
∂x

manyetik alanıiçin

g(N, V ) = 0

dır. Buradan

∂x3

∂u

(
x1
∂x1

∂v
+ x2

∂x2

∂v

)
− ∂x3

∂v

(
x1
∂x1

∂u
+ x2

∂x2

∂u

)
= 0

elde edilir. Tersine (4.2) eşitliği sağlansın, bu durumda g(N, V ) = 0 dır. O halde

X(u, v) yüzeyi V = −y ∂
∂x

+ x ∂
∂x
manyetik alanının bir akıyüzeyidir. Benzer şekilde

−z ∂
∂y

+ y ∂
∂z
ve −z ∂

∂x
+ x ∂

∂z
vektör alanlarıiçinde çözüm yapılabilir.

Şimdi ise (4.2) eşitliğinin özel çözümünü verip Mathematica programıyardımıyla

resmini çizeceğiz.

Çözüm 4.1 M, 3-boyutlu Öklid uzayında X(u, v) = (x1(u, v), x2(u, v), x3(u, v))

parametrik denklemiyle verilen bir akıyüzeyi olsun. Bu durumdaM , (4.2) eşitliğini

sağlar. Genelliği bozmadan A(u, v) = x1
∂x1
∂v

+x2
∂x2
∂v
, B(u, v) = x1

∂x1
∂u

+x2
∂x2
∂u
şeklinde

alırsak aşağıdaki eşitlik elde edilir.

A(u, v)
∂x3

∂u
−B(u, v)

∂x3

∂v
= 0. (4.4)

(4.4) eşitliğinin çözümü için x3(u, v) = c (c sabit) alınarak.

dx3 = x3udu+ x3vdv.
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eşitliği elde edilir. Buradan

x3u

x3v

= −dv
du
. (4.5)

dir. (4.4) ve (4.5) eşitlikleri yardımıyla

dv

du
=
B(u, v)

A(u, v)

diferensiyel denklemi elde edilir. Son eşitlikten karakteristik koordinatlar ξ = u

ve η = ψ(u, v) olup burada {ξ, η} lineer bağımsız ve ∂(ξ,η)
∂(u,v)

6= 0 dır. Sonuç ola-

rak x3(u, v) = f(η) bulunur. Buradan belirli x1(u, v) ve x2(u, v) için akıyüzeyinin

denklemi

X(u, v) = (x1(u, v), x2(u, v), f(η))

şeklindedir.

Örnek 4.1 M, 3-boyutlu öklid uzayında X(u, v) = (x1(u, v), x2(u, v), x3(u, v)) bir

akıyüzeyi olsun. Bu durumda M , (4.2) eşitliğini sağlar.

Eğer x1(u, v) = cos(u), x2(u, v) = sin(v) şeklinde seçilirse

sin v cos v
∂x3

∂u
+ cosu sinu

∂x3

∂v
= 0

eşitliği elde edilir. Bu ise

dv

du
=

cosu sinu

sin v cos v
⇒ cos 2v − cos 2u = c. (4.6)

eşitliğini verir. Buradan

ξ = u,

η = cos 2v − cos 2u.
(4.7)

dir. Bu durumda
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∂x3

∂u
=
∂x3

∂ξ

∂ξ

∂u
+
∂x3

∂η

∂η

∂u
=
∂x1

∂ξ
+ 2 sin 2u

∂x3

∂η
,

∂x3

∂v
=
∂x3

∂ξ

∂ξ

∂v
+
∂x3

∂η

∂η

∂v
= −2 sin 2v

∂x3

∂η
.

(4.8)

elde edilir. (4.8) eşitliği ile birlikte

∂x3

∂ξ
= 0⇒ x1(ξ, η) = g(η). (4.9)

bulunur. Bu eşitlikle birlikte

x3(u, v) = f(cos 2v − cos 2u).

elde edilir. Sonuç olarak V = −y ∂
∂x

+ x ∂
∂x
manyetik alanının akıyüzeyinin para-

metrik denklemi

X(u, v) = (cosu, sin v, f(cos 2v − cos 2u))

şeklindedir. Akıyüzeyinin resmi şekil 4.1’de verilmi̧stir.

Şekil 4.1 Akıyüzeyi X(u, v) = (cosu, sin v, sin(cos 2v − cos 2u)3)

M, 3-boyutlu Öklid uzayında X(u, v) = (x1(u, v), x2(u, v), x3(u, v)) parametrik

denklemiyle verilmi̧s bir yüzey olsun. Bu durumda M , (4.2) eşitliğini sağlar. Eğer

x1(u, v) = (c + a cos v) cosu, x2(u, v) = (c + a cos v) sinu şeklinde seçilirse benzer

çözümle akıyüzeyinin parametrik denklemi aşağıdaki gibi elde edilir

X(u, v) = ((c+ a cos v) cosu, (c+ a cos v) sinu, f(v)).
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Şimdi topolojik tor yüzeyini de içeren bir kaç resmini, şekil 4.2-̧sekil 4.5’te vereceğiz.

Şekil 4.2 Tor X(u, v) = ((2 + cos v) cosu, (2 + cos v) sinu, sin v)

Şekil 4.3 X(u, v) = ((2 + cos v) cosu, (2 + cos v) sinu, 2 sin v cos v)

Şekil 4.4 X(u, v) = ((2 + cos v) cosu, (2 + cos v) sinu, v3 − 6v)
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Şekil 4.5 X(u, v) = ((2 + cos v) cosu, (2 + cos v) sinu, v2 + 4v)

Topolojik tor V = −y ∂
∂x

+ x ∂
∂x
manyetik alanının ürettiği bir akıyüzeyidir.

İspat. X(u, v) yüzeyi (4.2) eşitliğini sağladı̆gıkolaylıkla görülebilir. Dolayısıyla tor

yüzeyi V manyetik alanının bir akıyüzeyidir.

Teorem 4.2 M, 3-boyutlu Öklid uzayında X(u, v) = (x1(u, v), x2(u, v), x3(u, v))

şeklinde parametrelendirilmi̧s bir yüzey olsun. Bu durumda M , V = ∂
∂z
vektör

alanının akıyüzeyi olmasıiçin gerek ve yeter koşul

∂x1

∂u

∂x2

∂v
− ∂x1

∂v

∂x2

∂u
= 0. (4.10)

eşitliğinin sağlamasıdır.

İspat. Teorem 4.1 ispatına benzer şekilde yapılabilir.

Şimdi (4.10) eşitliğinin bir çözümünü vereceğiz ve Mathematica programıyardımıyla

resmini çizeceğiz.

Çözüm 4.2 X(u, v) = (x1(u, v), x2(u, v), x3(u, v)) yüzeyi V = ∂
∂z
manyetik alanının

bir akıyüzeyi olsun. Bu durumda M (4.10) denklemini sağlar. Buradan genelliği
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bozmadan (4.10) eşitliğinde ∂x1
∂u

= A(u, v), ∂x1
∂v

= B(u, v) şeklinde alırsak aşağıdaki

eşitliği elde edebiliriz

A(u, v)
∂x2

∂u
−B(u, v)

∂x2

∂v
= 0. (4.11)

(4.11) eşitliğinin çözümü için η = x2(u, v) = c (c sabit) alınırsa, bu durumda

dx2 = x2udu+ x2vdv = 0

dır. Bu ise

x2u

x2v

= −dv
du

(4.12)

eşitliğini verir. (4.11) ve (4.12) eşitliklerini birlikte kullanırsak

dv

du
=
B(u, v)

A(u, v)

elde edilir. Buradan karakteristik koordinatlar ξ = u ve η = ψ(u, v) olup burada

{ξ, η} lineer bağımsız ve ∂(ξ,η)
∂(u,v)

6= 0 dır. Sonuç olarak x2(u, v) = g(η) olarak bulunur.

Bu durumda belirli x1(u, v) için akıyüzeyi

X(u, v) = (x1(u, v), g(η), x3(u, v))

şeklinde elde edilir.

Örnek 4.2 M, 3-boyutlu Öklid uzayındaX(u, v) = (x1(u, v), x2(u, v), x3(u, v)) şek-

linde parametrelendirilmi̧s bir yüzey olsun. Bu durumda M (4.10) eşitliğini sağlar.

Eğer x1(u, v) =
√
uv olarak seçilir ve Çözüm 3.2 kullanılırsa V vektör alanının akı

yüzeyi şekil 4.6’daki gibi elde edilir.

X(u, v) = (
√
uv, f(uv), x3(u, v)).
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Şekil 4.6 Akıyüzeyi X(u, v) = (
√
uv, sin(uv)3, 1/2 sin(2uv))

Teorem 4.3 γ eğrisiM akıyüzeyi üzerinde bir eğri olsun. Bu durumda γ eğrisinin

bir manyetik eğri olmasıiçin gerek ve yeter koşul bir geodezik eğrisi olmasıdır.

İspat. γ eğrisi M akıyüzeyi üzerinde bir eğri olsun. Bu durumda γ eğrisi (3.5)

denklemini sağlar. Tanım 2.11 deki (2.3) denklemi ve Tanım 4.1 kullanılırsa γ eğrinin

geodezik eğri olduğu kolaylıkla görülebilir.

Tersine γ eğrisiM yüzeyi üzerinde bir geodezik eğri olsun, bu durumda γ eğrisi (2.3)

eşitliğini sağlar bu ise γ eğrisinin bir manyetik eğri olduğunu gösterir.

Örnek 4.3 X(u, v) = (cosu, sin v, sin(cos 2v − cos 2u)3) yüzeyi V = −y ∂
∂x

+ x ∂
∂x

manyetik alanının bir akı yüzeyi ve γ eğrisi V manyetik alanının bir manyetik

yörünge eğrisi olsun. Bu durumda son teoremden γ1(s) = (0, sin s, sin(cos 2s+ 1)3),

γ2(s) = (cos s, sin s, 0) ve γ3(s) = (cos s, 1,− sin(1 + cos 2s)3) eğrilerinin X(u, v)

yüzeyi üzerindeki manyetik eğriler olduğu kolaylıkla görülebilir. lgili yüzey ve eğriler

şekil 4.7’de gösterilmi̧stir.
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Şekil 4.7. Akıyüzeyi ve üzerindeki manyetik eğriler γ1(Siyah), γ2(Yeşil) and γ3

(Kırmızı)

Önerme 4.1 Birim hızlı γ B-manyetik eğrisinin V manyetik alanının yörüngesi

olması için gerek ve yeter koşul V manyetik alanının γ eğrisi boyunca aşağıdaki

şekilde yazılmasıdır.

V = τT + Ω2B, Ω2 =
κ
2

+ a (a ∈ R) (4.13)

Burada κ ve τ , sırasıyla, γ eğrisinin eğrilik ve burulmasıdır (Bozkurt vd. 2014) .

Önerme 4.2 Eğri-yüzey veya Darboux çatısıolarak adlandırılan {T, Y, Z} çatısı


∇TT

∇TY

∇TZ

 =


0 kg kn

−kg 0 τ g

−kn −τ g 0



T

Y

Z

 (4.14)

şeklinde tanımlıdır. Burada geodezik eğrilik kg, kg = κ cos θ şeklinde, normal eğrilik

kn, kn = κ sin θ şeklinde ve geodezik torsiyon τ g, θ açısıZ ve B manyetik alanları

arasındaki açıolmak üzere τ g = τ − θ şeklinde tanımlıdır. Biliyoruz ki eğer kg = 0

ise γ eğrisi geodezik, eğer kn = 0 ise γ eğrisi asimptotik eğri, eğer τ g = 0 ise γ eğrisi

eğrilik çizgisi olarak adlandırılır (Camcıvd. 2011).
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4.2 Manyetik Eğriyle İlgili AkıYüzeyleri

Tanım 4.2 γ eğrisi V manyetik alanının yörüngesi veM birim normal vektör alanı

n olan bir yüzey olsun. Bu durumda g(V, n) = 0 eşitliğini sağlayan M yüzeyi, γ

manyetik eğrisiyle ilgili akıyüzeyi olarak adlandırılır. Herbir γ manyetik eğrisi için

manyetik vektör alanlarının eşitleri elde edilebileceğinden bu manyetik eğrilerle ilgili

akıyüzeyleri kolaylıkla belirnebilir. Bunu aşağıda iki örnekle gösterelim.

Örnek 4.4 γ(s) = (cos s√
2
, s√

2
, sin s√

2
) eğrisi 3-boyutlu Öklid uzayında bir T-manyetik

eğri olsun. Bu durumda γ eğrisinin manyetik alanıV (s) = (0, 1, 0) şeklinde

hesaplanır. Bu durumda γ eğrisiyle ilgili akıyüzeyleri şekil 4.8- şekil 4.9’daki gibidir.

Şekil 4.8 X(u, v) = (cos(u+ v), eu, cos(u+ v) sin(u+ v)3)

Şekil 4.9 X̄(u, v) = (cos(u+ v), uv2 + vu2, sin(u+ v))
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X ve X̄ yüzeylerinin birim normal vektör alanları sırasıyla, N(u, v) = Xu×Xv
‖Xu×Xv‖

ve N̄(u, v) = X̄u×X̄v
‖X̄u×X̄v‖ şeklinde tanımlıolduğundan g(V,N) = 0 ve g(V, N̄) = 0

kolaylıkla elde edilir.

4.3 AkıYüzeyi Üzerindeki Manyetik Eğriler

Önerme 4.3 (M, g) Riemann manifoldu üzerinde γ birim hızlıbir T-manyetik eğri

ve {T, Y, Z} Darboux çatısıolsun. Bu durumda Darboux çatısının Lorentz kuvveti

cinsinden eşiti aşağıdaki gibi yazılır.


φ(T )

φ(Y )

φ(Z)

 =


0 kg kn

−kg 0 $

−kn −$ 0



T

Y

Z

 (4.15)

Burada $, $ = g(φ(Y ), Z) şeklinde tanımlıbir fonksiyondur.

İspat. (M, g) Riemann manifoldunda γ Darboux çatısı{T, Z, Y } olan birim hızlı

bir T-manyetik eğri olsun. Bu durumda

φ(T ) = ∇TT = kgY + knZ

dir. Ayrıca φ(Y ) ∈ span {T, Y, Z} olduğundan

φ(Y ) = δT + λY + µZ

şeklinde yazılabilir. Buradan

δ = g(φ(Y ), T ) = −g(φ(T ), Y ) = −kg,

λ = g(φ(Y ), T ) = 0,

µ = g(φ(Y ), Z) = $,
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elde edilir. O halde

φ(Y ) = −kgT +$Z

dir. Benzer şekilde

φ(Z) = −knT −$Y

eşitliği de kolaylıkla elde edilir.

Önerme 4.4 Birim hızlı γ T-manyetik eğrisinin V manyetik alanının yörüngesi

olması için gerek ve yeter koşul V manyetik alanının γ eğrisi boyunca aşağıdaki

şekilde yazılmasıdır.

V = $T − knY + kgZ. (4.16)

İspat. γ eğrisi V manyetik alanının manyetik yörüngesi olsun. Bu durumda Önerme

4.3 den

V = $T − knY + kgZ

kolaylıkla elde edilir. Tersine (4.16) eşitliği sağlansın. Buradan V × T = φ(T ) elde

edilir. Dolayısıyla γ eğrisi V manyetik alanının manyetik yörüngesidir.

Teorem 4.4 γ eğrisi V manyetik alanının manyetik yörüngesi ve M , V manyetik

alanıyla ilgili akıyüzeyi olsun. Bu durumda M üzerindeki manyetik eğriler yüzeyin

geodezik eğrileridir.

İspat. γ eğrisi V manyetik alanının manyetik yörüngesi ve M bir yüzey olsun.

Eğer M, γ T-manyetik eğrisiyle ilgili akıyüzeyi ise bu durumda g(V, Z) = kg = 0

olmalıdır. Bu durum, M flux yüzeyi üzerindeki γ T-manyetik eğrilerinin geodezik

eğri olmasıgerektiğini gösterir.
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Önerme 4.5 (M, g) Riemann manifoldu üzerinde γ birim hızlıbir N-manyetik eğri

ve {T, Y, Z} Darboux çatısıolsun. Bu durumda Darboux çatısının Lorentz kuvveti

cinsinden eşiti aşağıdaki gibi yazılır.


φ(T )

φ(Y )

φ(Z)

 =


0 kg + Ω1kn

κ −kn + Ω1kn
κ

−(kg + Ω1kn
κ ) 0 θ′ + τ g

−(−kn + Ω1kg
κ ) −(θ′ + τ g) 0



T

Z

Y

 (4.17)

Burada Ω1, Ω1 = g(φ(T ), B) şeklinde tanımlıbir fonksiyondur.

İspat. (M, g) Riemann manifoldunda γ Darboux çatısı{T, Z, Y } olan birim hızlı

bir N-manyetik eğri olsun. Bu durumda φ(T ) ∈ span {T, Y, Z} olduğundan

φ(T ) = λT + ηY + ζZ

şeklinde yazılabilir.

λ = g(φ(T ), T ) = 0,

η = g(φ(T ), Y )

= g(φ(T ), cos θN + sin θB)

= cos θg(φ(T ), N) + sin θg(φ(T ), B)

= kg +
Ω1kn
κ

,

ζ = g(φ(T ), Z)

= g(φ(T ),− sin θN + cos θB)

= − sin θg(φ(T ), N) + cos θg(φ(T ), B)

= −kn +
Ω1kg
κ

,

eşitliklerini kullanırsak

φ(T ) = (kg +
Ω1kn
κ

)Y + (−kn +
Ω1kg
κ

)Z.
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şeklinde elde edilir. Ayrıca, benzer hesaplamalarla

φ(Z) = −(kg +
Ω1kn
κ

)T + (θ′ + τ g)Z,

φ(Y ) = −(−kn +
Ω1kg
κ

)T − (θ′ + τ g)Y.

şeklinde bulunur.

Önerme 4.6 Birim hızlıγ N-manyetik eğrisi V manyetik alanının yörüngesi olması

için gerek ve yeter koşul V manyetik alanının γ eğrisi boyunca aşağıdaki şekilde

yazılmasıdır.

V = (θ′ + τ g)T + (kn −
Ω1kg
κ

)Y + (kg +
Ω1kn
κ

)Z. (4.18)

İspat. Birim hızlıγ N-manyetik eğrisi V manyetik alanının yörüngesi olsun. Bu

durumda Önerme 4.5 yardımıyla (4.18) eşitliği kolaylıkla elde edilir.

Tersine, (4.18) eşitliği sağlansın. Bu durumda V ×N = φ(N) sağlanır. Dolayısıyla

γ N-manyetik eğrisi V manyetik alanının yörüngesidir.

Teorem 4.5 Birim hızlıγ N-manyetik eğrisi V manyetik alanının yörüngesi ve M ,

V manyetik alanıyla ilgili akıyüzeyi olsun. Bu durumda M yüzeyi üzerindeki N-

manyetik eğrilerin Frenet ve Darboux eğrilikleri arasında aşağıdaki bağıntımevcuttur.

τ ′

κ2
=
kg
kn
. (4.19)

İspat. Birim hızlıγ N-manyetik eğrisi V manyetik alanının yörüngesi olsun. Eğer

M , V manyetik alanıyla ilgili akıyüzeyi ise bu durumda

g(V, Z) = 0

dır. Buradan

kg +
Ω1kn
κ

= 0, Ω1 =
−τ ′
κ
.
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elde edilir. Son eşitlik yardımıyla da

τ ′

κ2
=
kg
kn
.

eşitliği bulunur.

Sonuç 4.1 Birim hızlıγ N-manyetik eğrisi V manyetik alanının yörüngesi ve M ,

V manyetik alanıyla ilgili akıyüzeyi olsun. Bu durumda M yüzeyi üzerindeki N-

manyetik eğrilerin geodezik eğriler olmasıiçin gerek ve yeter koşul γ eğrisinin dü-

zlemsel veya asimptotik bir eğri olmasıdır.

İspat. (4.19) eşitliğinden açıktır.

Önerme 4.7 (M, g) Riemann manifoldu üzerinde γ birim hızlıbir B-manyetik eğri

ve {T, Y, Z} Darboux çatısıolsun. Bu durumda Darboux çatısının Lorentz kuvveti

cinsinden eşiti aşağıdaki gibi yazılır.


φ(T )

φ(Y )

φ(Z)

 =


0 Ω2kg

κ −Ω2kn
κ

−Ω2kg
κ 0 θ′ + τ g

Ω2kn
κ −(θ′ + τ g) 0



T

Y

Z

 (4.20)

Burada Ω2, Ω2 = g(φ(T ), N) şeklinde tanımlıbir fonksiyondur.

İspat. (M, g) Riemann manifoldunda γ Darboux çatısı{T, Z, Y } olan birim hızlı

bir B-manyetik eğri olsun. Bu durumda φ(T ) ∈ span {T, Y, Z} olduğundan

φ(T ) = ηT + ρY + σZ.

şeklinde yazılabilir. Bu durumda

36



η = g(φ(T ), T ) = 0,

ρ = g(φ(T ), Y )

= g(φ(T ), cos θN + sin θB)

= cos θg(φ(T ), N) + sin θg(φ(T ), B)

=
Ω2kg
κ

,

σ = g(φ(T ), Z)

= g(φ(T ),− sin θN + cos θB)

= − sin θg(φ(T ), N) + cos θg(φ(T ), B)

= − sin θg(φ(T ), N) + cos θg(φ(T ), B)

= −Ω2kn
κ

,

eşitlikleri yardımıyla

φ(T ) =
Ω2kg
κ

Y − Ω2kn
κ

Z.

elde edilir. Benzer hesaplamalarla

φ(Z) = −Ω2kg
κ

T + (θ′ + τ g)Z

φ(Z) =
Ω2kn
κ

T − (θ′ + τ g)Y

şeklinde bulunur.

Önerme 4.8 Birim hızlı γ B-manyetik eğrisinin V manyetik alanının yörüngesi

olması için gerek ve yeter koşul V manyetik alanının γ eğrisi boyunca aşağıdaki

şekilde yazılmasıdır.

V = (θ′ + τ g)T +
Ω2kn
κ

Y +
Ω2kg
κ

Z. (4.21)
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İspat. γ B-manyetik eğrisi V manyetik alanının yörüngesi olsun. Önerme 4.7 kul-

lanılırsa (4.21) eşitliği kolaylıkla elde edilir.

Tersine, (4.21) eşitliği sağlansın. Bu durumda φ(B) = V × B dir. Dolayısıyla γ

B-manyetik eğrisi,V manyetik alanının yörüngesidir.

Teorem 4.6 Birim hızlıγ B-manyetik eğrisi V manyetik alanının yörüngesi ve M ,

V manyetik alanıyla ilgili akıyüzeyi olsun. Bu durumda M yüzeyi üzerindeki B-

manyetik eğriler, geodezik veya dik dairesel helis eğrileridir.

İspat. Birim hızlıγ B-manyetik eğrisi V manyetik alanının yörüngesi olsun. Eğer

M , V manyetik alanıyla ilgili akıyüzeyi ise bu durumda

g(V, Z) = 0

dır. Bu durumda

Ω2kg
κ

= 0, Ω2 =
κ
2

+ a, a = sabit

bulunur. Son eşitlik yardımıyla da

kg(
κ
2

+ a) = 0, a = sabit

elde edilir. Eğer kg sıfır ise bu durumda M yüzeyi üzerindeki B-manyetik eğriler

geodeziklerdir.

Diğer taraftan, eğer κ = −2a sabitse B-manyetik eğriler sabit torsiyonlu eğriler

olduklarından γ eğrisi dik dairesel helistir.

4.4 Regle AkıYüzeyleri

Dayanak eğrisi γ ve doğrultman vektörü g olan regle yüzey

R(r, s) = γ(s) + rg(s) (4.22)
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şeklinde verilir.

Bu regle yüzeyin Gauss eğriliği aşağıdaki gibi tanımlıdır.

K(r, s) = −(det(γ′(s), g(s), g′(s)))2

(EG− F 2)2

Burada E = g(u, u), F = g(u, γ′ + ru′), G = g(γ′ + ru′, γ′ + ru′) yüzeyin birinci

temel form bileşenleridir. Bir regle yüzeyin açılabilir olmasıiçin gerek ve yeter şart

K Gauss eğriliğinin yüzeyinin her noktasında sıfır olmasıdır (Somasundaram 2005).

Benzer metodla aşağıdaki karakterizasyonlarıverebiliriz.

γ bir manyetik eğri ve V bu eğri boyunca bir manyetik alan olsun. Bu durumda

regle akıyüzeyi

X(r, s) = γ(s) + rV (s). (4.23)

şeklinde tanımlanır. Son eşitlik sırasıyla r ve s parametrelerine göre türevlenirse

Xr(r, s) = V (s).

Xs(r, s) = γ′(s) + rV ′(s).

elde edilir. Bu durumda yüzeyin birim normal vektör alanı

Z(s) =
Xr ×Xs

‖Xr ×Xs‖
=

V (s)× (γ′(s) + rV ′(s))

‖V (s)× (γ′(s) + rV ′(s))‖

şeklindedir. Buradan

g(Z(s), V (s)) = g(
V (s)× (γ′(s) + rV ′(s))

‖V (s)× (γ′(s) + rV ′(s))‖ , V (s))

=
1

‖V (s)× (γ′(s) + rV ′(s))‖ det(V (s), γ′(s) + rV ′(s), V (s))

= 0

dır. Dolayısıyla X(r, s), γ eğrisiyle ilgili akıyüzeyidir.
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Örnek 4.5 γ eğrisi, parametrik denklemi aşağıdaki gibi olan bir N-manyetik eğri

olsun.

γ(s) = (−cos 9s

40
− 2

5
cos 2s,−sin 9s

40
− 2

5
cos 2s,−4

5
cos 3s).

Bu durumda bu eğriyle ilgili manyetik alan

V = τT − Ω1N + κB

şeklindedir. Şekil 4.10 -̧sekil 4.11’de ilgili manyetik eğri, manyetik alan ve akıyüzeyi

gösterilmi̧stir.

(a) (b)

Şekil 4.10 Sırasıyla, N-manyetik eğri γ ve ilgili manyetik alan V

Şekil 4.11 Akıyüzeyi X(r, s) = γ(s) + r(τT − Ω1N + κB)
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γ eğrisi, parametrik denklemi aşağıdaki gibi olan bir B-manyetik eğri olsun.

γ(s) = (cos
s√
2
, sin

s√
2
,
s√
2

).

Bu durumda bu eğriyle ilgili manyetik alan

V = τT + Ω2B, Ω2 =
κ
2

+ a, a = sabit

şeklindedir. Şekil 4.12’de ilgili manyetik alan, manyetik eğri ve akıyüzeyi göster-

ilmi̧stir.

Şekil 4.12 Akıyüzeyi X(s, r) = γ(s) + r(τT + Ω2B)

Teorem 4.7 X(u, v), γ eğrisiyle ilgili açılabilir regle akıyüzeyi olsun. Bu durumda

γ eğrisi aşağıdakileri sağlar:

i. Eğer γ eğrisi T-manyetik eğri ise bu eğri κ =
√

c
$
ve τ = $ sabit eğriliklerine

sahip dik dairesel helistir.

ii. Eğer γ eğrisi N-manyetik eğri ise bu eğri bir slant helix, genel helis veya torsiyonu

aşağıdaki eşitliği sağlayan bir eğridir.

τ 2 = 2

∫
(
Ω′′1Ω2

1

Ω′1
)ds
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Burada Ω1 = −τ
′

κ
dir.

iii. Eğer γ eğrisi B-manyetik eğri ise bu eğri dik dairesel helis veya düzlemsel bir

eğridir.

İspat. X(u, v), γ eğrisiyle ilgili açılabilir akıyüzeyi olsun. Bu durumda X(u, v)

yüzeyi

X(r, s) = γ(s) + rV (s)

şeklindedir. Bu yüzeyin Gauss eğriliği

K(r, s) = −det(γ′(s), V (s), V ′(s))2

(EG− F 2)2
(4.24)

dir. Burada E = g(V, V ), F = g(V, γ′ + rV ′), G = g(γ′ + rV ′, γ′ + rV ′) yüzeyin

birinci temel form bileşenleridir. X(r, s) yüzeyi açılabilir akıyüzeyi olduğundan

det(γ′(s), V (s), V ′(s)) = 0 (4.25)

dır. Eğer γ T-manyetik eğri ise bu durumda (2.3) eşitliğini sağlar. Ayrıca (2.3) ve

(4.25) eşitlikleri birlikte kullanılırsa γ eğrisinin eğrilikleri κ = sabit ve τ = $ = sabit

olarak elde edilir.

Eğer γ eğrisi N-manyetik eğri ise bu durumda γ (3.1) eşitliğini sağlar. (3.1) ve (4.25)

eşitlikleri kullanılırsa

Ω1 = −τ
′

κ
=
κ′

τ
= sabit veya Ω1 = 0 veya τ 2 = 2

∫
(
Ω′′1Ω2

1

Ω′1
)ds.

elde edilir. Son eşitlikten kolaylıkla görebiliriz ki γ sabit eğilimli slant helis, genel

helis veya eğrilikleri aşağıdaki eşitliği sağlayan bir eğridir.

τ 2 = 2

∫
(
Ω′′1Ω2

1

Ω′1
)ds.

Eğer γ B-manyetik eğri ise bu durumda (3.8) eşitliği sağlanır. (3.4) ve (4.25) eşit-

likleri kullanılırsa κ = 2a ve τ = sabittir veya γ eğrisi düzlemsel bir eğridir.
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Teorem 4.8 X(u, v), γ eğrisiyle ilgili açılabilir regle akıyüzeyi olsun. Bu durumda

γ eğrisi aşağıdakileri sağlar:

i. γ eğrisinin X(r, s) yüzeyi üzerinde geodezik T-manyetik eğri olmasıiçin gerek ve

yeter şart γ eğrisinin sabit τ = $ torsiyona sahip olmasıdır..

ii. γ eğrisinin X(r, s) yüzeyi üzerinde geodezik N-manyetik eğri olmasıiçin gerek ve

yeter şart γ eğrisinin slant helis, dik dairesel helis veya aşağıdaki parametrizasyona

sahip bir eğri olmasıdır.

σ(s) = γ(s)− (τ ′ + 1)κ2 + τ 2τ ′

κτ(κ − κ′) (τ(s)T (s)− Ω1(s)N(s) + κ(s)B(s))

iii. γ eğrisinin X(r, s) yüzeyi üzerinde geodezik N-manyetik eğri olmasıiçin gerek

ve yeter şart γ eğrisinin sabit κ = 2a eğriliğine sahip olmasıdır.

İspat. γ bir manyetik eğri ve V , γ eğrisi boyunca bir manyetik alan olsun. Eğer γ

T-manyetik eğri ise γ (3.5) eşitliğini sağlar. Bu durumda regle yüzeyin parametrik

denklemi

X(s, r) = γ(s) + r($(s)T (s) + κ(s)B(s))

şeklinde elde edilir. Eğer γ bir geodezik eğri ise
d2γ

dt2
ivme vektörü ve X(s, r)

yüzeyinin normal vektörü Xs(s, r)×Xr(s, r) paraleldir. Buradan τ = $ elde edilir.

Tersine, eğer τ = $ ise
d2γ

dt2
ve Xs(s, r) × Xr(s, r) paraleldir. Dolayısıyla γ eğrisi

X(s, r) yüzeyi üzerinde geodeziktir.

Eğer γ N-manyetik eğri ise γ (3.1) eşitliğini sağlar. Bu durumda regle yüzeyin

parametrik denklemi

X(s, r) = γ(s) + r(τ(s)T (s)− Ω1(s)N(s) + κ(s)B(s))

şeklinde elde edilir. Eğer γ bir geodezik eğri ise
d2γ

dt2
ivme vektörü ve X(s, r)

yüzeyinin normal vektörü Xs(s, r) × Xr(s, r) paraleldir. Bu durumda γ slant he-

lis, dik dairesel helis veya r = −(τ ′ + 1)κ2 + τ 2τ ′

κτ(κ − κ′) dir. Tersine, eğer γ slant helis, dik
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dairesel helis veya r = −(τ ′ + 1)κ2 + τ 2τ ′

κτ(κ − κ′) ise
d2γ

dt2
ve Xs(s, r)×Xr(s, r) paraleldir.

Dolayısıyla γ eğrisi X(s, r) yüzeyi üzerinde geodeziktir.

Eğer γ B-manyetik eğri ise γ(3.4). Bu durumda regle yüzeyin parametrik denklemi

X(s, r) = γ(s) + r(τ(s)T (s) + Ω2(s)B(s))

şeklinde elde edilir. Eğer γ bir geodezik eğri ise
d2γ

dt2
ivme vektörü ve X(s, r)

yüzeyinin normal vektörü Xs(s, r) × Xr(s, r) paraleldir. Bu durumda κ = 2a elde

edilir. Tersine, eğer γ sabit κ = 2a eğriliğine sahipse
d2γ

dt2
ivme vektörü ve X(s, r)

yüzeyinin normal vektörü Xs(s, r)×Xr(s, r) paraleldir.

4.5 Manyetik Yüzeyler

Manyetik alan çizgilerinin parametrik ifadesi C : r = r(s), 0 < s < I ve T (s), N(s),

V (s) vektör alanlarısırasıyla C eğrisinin teğet, normal ve binormal vektör alanları

olsun. Bu durumda manyetik yüzeyler ailesinin parametrik denklemini aşağıdaki

gibi verebiliriz.

P : [0, I]× [0, T ]→ R3 : P (s, t) = r(s) + u(s, t)T (s) + v(s, t)N(s) + w(s, t)B(s).

burada u(s, t), v(s, t) ve w(s, t), C1 sınıfından fonksiyonlardır. C eğrisi P (s, t)

yüzeyler ailesinin eş parametre yüzeyleri olduğundan bir t0 ∈ [0, T ] parametresi

vardır öyleki P (s, t0) = r(s), 0 ≤ s ≤ I sağlanır. Yani, u(s, t0) = v(s, t0) =

w(s, t0) = 0, 0 < s < I, 0 < t0 < T dir. Eğer u, v ve w fonksiyonları sadece t

parametresine bağlıise r(s) eğrisi bu yüzeyler üzerinde eş geodezik eğridir.

P (s, t) = r(s) + u(t)T (s) + v(t)N(s) + w(t)B(s).

u(s, t), v(s, t) ve w(s, t) fonksiyonlarının bazıözel seçimlerine kaŗsılık gelen manyetik

yüzeyler aşağıdaki gibidir (Wang vd. 2004).

i. Eğer u(s, t) = 0, v(s, t) = r cos t ve w(s, t) = r sin t ise P (s, t) yüzeylerine manyetik

tüp yüzeyleri denir.
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ii. Eğer u(s, t) = 0, v(s, t) = r(s, t) cos t ve w(s, t) = r(s, t) sin t ise P (s, t) yüzeyle-

rine genelleştirilmi̧s manyetik tüp yüzeyleri denir.

iii. Eğer u(s, t) = 0, v(s, t) = exp[αs]b cos t ve w(s, t) = exp[αs]b sin t ise P (s, t)

yüzeylerine manyetik kabuklu yüzeyler denir. Bu yüzeylerin fiziksel anlamı: Deniz

kabuğu yüzeyine uygun bir büyüme eğrisi (üreteç eğrisi) alalım, bu eğriyi r açısıyla

döndürelim. Üç alan boyutunun hepsini aynıölçek faktörü (exp) ile art arda eşza-

manlıolarak büyütelim, o zaman r konumundaki yeni büyüme halkasına bire bir

eşleme yaparız. D’Arcy Thompson’un açıkladı̆gıgibi, gnomonic (birinci dereceden)

deniz kabuklarındaki tüm büyüme halkalarıbenzerdir, büyüme boyunca şekillerini

koruyarak, ancak diğer önceden var olan büyüme artı̧slarına göre uzaydaki mutlak

boyut ve yönlerini deği̧stirerek büyürler. Dolayısıyla, genelleştirilmi̧s tüp yüzeyleri

olarak da adlandırılırlar.

Aynıhacme sahip yüzeyler arasında potansiyel enerjisini en az harcayacak şekilde

dizayn edilmi̧s yüzeylere minimal yüzeyler adıverilir. Dolayısıyla her yüzey minimal

değildir. Ancak her yüzey üzerinde potansiyel enerjisi en az olan noktalardan oluşan

bir eğri daima vardır. Bu eğriye minimal eğri denir. Minimal eğrilerin geometrik

tanımıaşağıdaki gibidir.

Tanım 4.3 C : r = r(s), 0 < s < I parametrik ifadesiyle verilen C eğrisi bir P

yüzeyi üzerinde minimal bir eğridir gerek ve yeter koşul aşağıdaki eşitlik sağlanır.

Eg +Ge− Ff = 0

burada

E = 〈Ps, Ps〉 , F = 〈Ps, Pt〉 , G = 〈Pt, Pt〉 ve e = 〈Pss, n〉 , f = 〈Pst, n〉 , g = 〈Ptt, n〉,

sırasıyla P yüzeyinin birinci ve ikinci temel form katsayılarıdır (Şemin 1983).

Bilgisayar grafiklerinde ve bilgisayar destekli tasarımlarda tasarıma en ideal olan

eğrileri bulmak için bir arayı̧s vardır. Çünkü, görselleştirme sisteminde, bu gibi

eğriler genellikle özel bir çerçeve (çevre eğrisi) yaratmak için kullanılır. Bu amaçla

belirli bir yüzey üzerinde en az enerjiye sahip olan eğri aranabilir. Sürekli oldukları
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ve en az enerjiye sahip oldukları için, minimal eğrileri kullanmak oldukça uygun-

dur. Bu yüzden çalı̧smamızda bu eğrilere de yer verdik. O halde aşağıdaki teoremi

verebiliriz.

Teorem 4.9 P (s, t) yüzeyleri üzerindeki manyetik alan çizgileri C : r = r(s), 0 <

s < I parametrik ifadesiyle verilen C eğrileri olsun. Bu yüzeyler üzerindeki minimal

eğriler aşağıdaki denklemi sağlayacak şekilde verilir.

((1 + us)
2 + vs

2 + ws
2)(utφ1t + vtφ2t + wtφ3t)

+(u2
t + v2

t + w2
t )((1 + us)(φ1s − κφ2) + vs(φ2s + κφ1 − τφ3) + ws(φ3s + τφ2))

= ((1 + us)ut + vsvt + wswt)((1 + us)φ1t + vsφ2t + wsφ3t),

burada

φ1 = wtvs − vtws,

φ2 = utws − wt(1 + us),

φ3 = vt(1 + us)− utvs,

şeklindedir.

İspat. P (s, t) yüzeyleri üzerindeki manyetik alan çizgileri C : r = r(s), 0 < s < I

parametrik ifadesiyle verilen C eğrileri olsun. Bu durumda P (s, t) yüzey ailesinin

parametrik denklemi

P (s, t) = r(s) + u(s, t)T (s) + v(s, t)N(s) + w(s, t)B(s), 0 < s < I, 0 < t < T

şeklinde verilir. Buradan sırasıyla s ve t parametrelerine göre kısmi türevleri alınırsa

∂P (s, t)

∂s
= (1 + us − κv)T (s) + (vs + κu− τw)N(s) + (w + τv)B(s),

∂P (s, t)

∂t
= utT (s) + vtN(s) + wtB(s),

elde edilir. Eş parametre şartıve son eşitliklerin vektörel çarpımıile P (s, t) yüzeyler

ailesinin normal denklemi
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n(s, t) = φ1T (s) + φ2N(s) + φ3B(s)

olarak bulunur. Burada

φ1 = wtvs − vtws,

φ2 = utws − wt(1 + us),

φ3 = vt(1 + us)− utvs,

şeklindedir. Son olarak bulunan eşitlikler ile Tanım 4.3 birlikte kullanılırsa minimal

eğriler için aşağıdaki eşitlik elde edilir.

((1 + us)
2 + vs

2 + ws
2)(utφ1t + vtφ2t + wtφ3t)

+(u2
t + v2

t + w2
t )((1 + us)(φ1s − κφ2) + vs(φ2s + κφ1 − τφ3) + ws(φ3s + τφ2))

= ((1 + us)ut + vsvt + wswt)((1 + us)φ1t + vsφ2t + wsφ3t).

4.6 Manyetik Yüzeyler Üzerine BazıÖrnekler

Örnek 4.6 V manyetik vektör alanının bileşenleri Vx = −x+y, Vy = −x+2y−2z,

Vz = 2y − z şeklinde verilsin. Bu durumda manyetik alan çizgilerinin denklemi

aşağıdaki gibidir.

r(s) =



2√
11
es/2 sin

√
11
2
s+ 6

55
e−s(−11 + 11e3s/2 cos

√
11
2
− 3
√

11e3s/2 sin
√

11
2

)

+ 2
55
e−s(44 + 11e3s/2 cos

√
11
2
− 3
√

11e3s/2 sin
√

11
2
s),

− 16√
11
es/2 sin

√
11
2

+ 2√
11
es/2(11 cos

√
11
2

+ 3
√

11 sin
√

11
2
s),

8√
11
es/2 sin

√
11
2
s+ 3

55
e−s(11 + 44e3s/2 cos

√
11
2
− 12
√

11e3s/2 sin
√

11
2

)

+ 4
55
e−s(−11 + 11e3s/2 cos

√
11
2
− 3
√

11e3s/2 sin
√

11
2
s)


Bu durumda u(s, t), v(s, t) ve w(s, t) fonksiyonlarının bazıözel seçimleri ile r eğrisiyle

ilgili olan manyetik yüzeyler şekil 4.13- şekil 4.14’de verilmi̧stir.
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(a) (b)

Şekil 4.13 a. u(s, t) = v(s, t) = w(s, t) = t, b. u(s, t) = 2 sin t cos s,

v(s, t) = 2 sin t sin s, w(s, t) = 2 cos t manyetik yüzeyler

Şekil 4.14 Manyetik yüzey u(s, t) = t, v(s, t) = t2, w(s, t) = t3

Örnek 4.7 V manyetik vektör alanının bileşenleri Vx = x + 2y, Vy = −2x − y,

Vz = 1 şeklinde verilsin. Bu durumda manyetik alan çizgilerinin denklemi aşağıdaki

gibidir.

r(s) =


(−1+

√
−3)e−

√
−3s+(1+

√
−3)e

√
−3s

2
√
−3

+ −e−
√
−3s+e

√
−3s

√
−3

,

(1+
√
−3)e−

√
−3s+(−1+

√
−3)e

√
−3s

2
√
−3

− −e−
√
−3s+e

√
−3s

√
−3

s+ 1


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Bu durumda u(s, t), v(s, t) ve w(s, t) fonksiyonlarının bazıözel seçimleri ile r eğrisiyle

ilgili olan manyetik yüzeyler şekil 4.15’de verilmi̧stir.

(a) (b)

Şekil 4.15 a. u(s, t) = t, v(s, t) = t2, w(s, t) = t3, b. u(s, t) = t, v(s, t) = t2 − 2s,

w(s, t) = t3 + s manyetik yüzeyler

Örnek 4.8 V (−x + y, −x + 2y − 2z, 2y − z) manyetik alanıiçin genelleştirilmi̧s

tüp manyetik yüzeyler şekil 4.16’da verilmi̧stir.

(a) (b)

Şekil 4.16 a. u(s, t) = 0, v(s, t) = t cos t, w(s, t) = t sin t, b. u(s, t) = 0,

v(s, t) = s cos t, w(s, t) = s2 sin t manyetik yüzeyler
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Örnek 4.9 V (−x+ y, −x+ 2y − 2z, 2y − z) ve V (ax+ by, −bx− ay, c) manyetik

alanlarıiçin kabuk manyetik yüzeyleri şekil 4.17 ve şekil 4.18’de verilmi̧stir.

(a) (b)

(c)

Şekil 4.17 a. u(s, t) = 0, v(s, t) = es/2 sin t, w(s, t) = es/2 cos t, b. u(s, t) = 0,

v(s, t) = es cos t, w(s, t) = es sin t, c. u(s, t) = 0, v(s, t) = tes/4 sin t

kabuk manyetik yüzeyler
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(a) (b)

Şekil 4.18 a. w(s, t) = tes/4 cos t , u(s, t) = 0, v(s, t) = es/2 sin t, w(s, t) = es/2 cos t,

b. u(s, t) = 0, v(s, t) = ses sin t, w(s, t) = ses cos t kabuk manyetik

yüzeyler

Örnek 4.10 V (−x + y, −x + 2y − 2z, 2y − z) manyetik alanıiçin genelleştirilmi̧s

tüp manyetik yüzeyi ve üzerindeki minimal eğri şekil 4.19’da gösterilmi̧stir.

Şekil 4.19 Kabuk yüzey ve üzerinde minimal eğri (siyah)
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Manyetik yüzeyler yüklü parçacıklar için çarpı̧smasız bir bariyer bölge oluştururlar.

Yani bu yüklü parçacıklar manyetik yüzey içerisinde ve üzerinde diğer parçacık-

larla çarpı̧smadan manyetik eğri boyunca ilerlerler. Ayrıca laboratuvar ortamında

parçacık hareketlerinin araştırılmasına olanak sağlarlar. Bu amaçla bu bölümde ve-

rilen bir manyetik alan için elde edilen yüzeyler ailesinin üzerinde ve içinde parçacık-

ların nasıl hareket ettiğini verdik.

4.7 Manyetik Yüzeyler ve Manyetik Eğriler

Önerme 4.9 γ : γ(s) = (x(s), y(s), z(s)) ⊂ R3 birim hızlıbir eğri ve V = (Vx, Vy,

Vz) bir manyetik vektör alanıolsun. Bu durumda γ eğrisi V manyetik alanıyla ili̧skili

manyetik eğridir gerek ve yeter koşul aşağıdaki γ eğrisinin parametrik denklemi

x(s) =

∫
cos θ(s) cosϕ(s)ds,

y(s) =

∫
cos θ(s) sinϕ(s)ds,

z(s) =

∫
sin θ(s)ds.

şeklindedir ve aşağıdaki diferensiyel denklem sağlanır.

Vx(−θ′ sin θ cosϕ−ϕ′ cos θ sinϕ)+Vy(−θ′ sin θ sinϕ+ϕ′ cos θ cosϕ)+Vz(θ
′ cos θ) = 0.

İspat. Eğer γ(s) = (x(s), y(s), z(s)) eğrisi V manyetik alanıyla ili̧skili bir manyetik

eğri ise aşağıdaki eşitliği sağlar

∇γ′γ
′ = V × γ′

son eşitlikten

x′′ = Vyz
′ − Vzy′,

y′′ = Vzx
′ − Vxz′,

z′′ = Vxy
′ − Vyx′,
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diferensiyel denklemi elde edilir. Son denklemin son iki eşitliğinden

−VxVzy′ + VyVzx
′ = Vxx

′′ + Vyy
′′

denklemi elde edilir. Yine aynıdenklemdeki ilk eşitliği kullanırsak denklem

Vxx
′′ + Vyy

′′ + Vzz
′′ = 0

şeklinde son halini alır. Diğer taraftan γ eğrisi birim hızlıolduğunu da göz önüne

alırsak

x′(s) = cos θ(s) cosϕ(s),

y′(s) = cos θ(s) sinϕ(s),

z′(s) = sin θ(s),

olmalıdır. Bu durumda

Vx(−θ′ sin θ cosϕ−ϕ′ cos θ sinϕ)+Vy(−θ′ sin θ sinϕ+ϕ′ cos θ cosϕ)+Vz(θ
′ cos θ) = 0

eşitliği bulunur.

Örnek 4.11 Manyetik alan boyunca helissel bir yörünge izleyen bir parçacı̆gın

manyetik yüzey içerisindeki hareketi şekil 4.20’de verilmi̧stir.

Şekil 4.20 Manyetik yüzey u(s, t) = 2 sin t cos s, v(s, t) = 2 sin t sin s, w(s, t) = 2 cos t

ve manyetik eğri (kırmızı)
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Önerme 4.10 P (s, t) yüzeyler ailesi üzerindeki birim hızlımanyetik eğri γ ve Dar-

boux çatısı{t, y, n} ile verilsin. Bu durumda Darboux eşitlikleri aşağıdaki gibidir


φ(t)

φ(y)

φ(n)

 =


0 kg kn

−kg 0 $

−kn −$ 0



t

y

n

 (4.26)

burada $, $ = g(φ(y), n) şeklinde belirlenmi̧s bir fonksiyondur.

İspat. P (s, t) yüzeyler ailesi üzerindeki birim hızlımanyetik eğri γ ve Darboux

çatısı{t, y, n} ile verilsin. Bu durumda manyetik eğri tanımından

φ(t) = ∇tt = kgy + knn

eşitliğini biliyoruz. φ(y) ∈ span {t, y, n} olduğundan

φ(Y ) = δt+ λy + µn

şeklinde yazılabilir. Burada

δ = g(φ(y), t) = −g(φ(t), y) = −kg,

λ = g(φ(y), y) = 0,

µ = g(φ(y), n) = $,

şeklinde hesaplanır. O halde

φ(Y ) = −kgt+$n

eşitliğini bulmuş oluruz. Benzer şekilde

φ(Z) = −knt−$n

kolaylıkla elde edilir.
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Önerme 4.11 P (s, t) yüzeyler ailesi üzerindeki birim hızlıbir manyetik eğri γ ile

gösterilsin. Bu durumda γ eğrisi V manyetik alanının manyetik yörüngesidir gerek

ve yeter koşul V manyetik alanıγ eğrisi boyunca aşağıdaki gibi yazılır.

V = $t− kny + kgn. (4.27)

İspat. γ birim hızlıeğrisi V manyetik alanıile ilgili yörünge eğrisi olsun. Bu du-

rumda Önerme1 kullanılırsa V manyetik alanının

V = $t− kny + kgn

şeklinde yazılabileceği kolaylıkla elde edilir. Tersine, (4.27) eşitliği sağlansın.Bu

durumda V × t = φ(t) sağlanır. O halde γ eğrisi V manyetik alanıile ilgili yörünge

eğrisidir

Yukarıdaki önermeler yardımıyla aşağıdaki teoremi verebiliriz.
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Teorem 4.10 γ birim hızlıeğrisi V manyetik alanı ile ilgili yörünge eğrisi ve P ,

V manyetik alanıyla ili̧skili manyetik yüzey olsun. Bu durumda P manyetik yüzeyi

üzerindeki manyetik eğriler geodezik eğrilerdir.

İspat. γ birim hızlıeğrisi V manyetik alanıile ilgili yörünge eğrisi ve P , V manyetik

alanıyla ili̧skili manyetik yüzey olsun. Eğer γ eğrisi P manyetik yüzeyi üzerinde

geodezik ise g(∂r
∂s
, n) = kg = 0 dır. Bu ise γ eğrisinin, P yüzeyi üzerinde geodezik

olduğunu gösterir.

Sonuç 4.2 P (s, t) yüzeyler ailesi üzerindeki manyetik alan çizgileri birer manyetik

eğridir gerek ve yeter koşul u, v ve w fonksiyonlarısadece t parametresine bağlıdır.

Yani aşağıda verilen yüzey ailesi için r eğrileri birer manyetik eğridir.

P (s, t) = r(s) + u(t)T (s) + v(t)N(s) + w(t)B(s).

Örnek 4.12 V = (x+2y,−2x−y, 1)manyetik vektör alanına kaŗsılık gelen manyetik

yüzey ve üzerindeki manyetik eğri şekil 4.21’de verilmi̧stir.

Şekil 4.21 Manyetik yüzey u(s, t) = st, v(s, t) = s2t ve üzerindeki manyetik

eğri (kırmızı)
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5. SONUÇ

Manyetik vektör alanlarının uygulamaları üzerine yapılan bu tez çalı̧smasıhazır-

lanırken kaynaklar kısmında verilen bir çok makale ve kitaptan yararlanılmı̧stır. Bu

makale ve kitaplarda bir yüklü parçacık bir manyetik alana girdiğinde bu parçacı̆gın

sadece teğet vektör alanının Lorentz kuvvetinden etkilendiği düşünülmüştür. Ancak

bilindiği üzere bir parçacık bir eğri boyunca ilerlerken üç boyutlu uzaydaki hareke-

tini teğet vektörün yanısıra, normal ve binormal vektörüde destekler. Dolayısıyla

parçacık manyetik alan içerisine girdiğinde normal ve binormal vektörleri de manyetik

alandan etkilenir. Bu tez çalı̧smasında, parçacı̆gın normal ve binormal vektörlerinin

manyetik alandan etkilenmesi sonucunda elde edilen yeni yörüngeleri geometrik ve

fiziksel açıdan incelenmi̧s ve farklısonuçlar elde edilerek fiziksel yorumunun daha

anlaşılır olması için görselleştirilmi̧stir. Bu manyetik eğrilerle bağlantılı olan ve

parçacıkların laboratuvar ortamında incelenmesine olanak sağlayabiliceğini düşündü-

ğümüz akı(Manyetik) yüzeyleri elde edilmi̧stir. Ayrıca bu eğriler ve yüzeylerle ilgili

bazıkarekterizasyonlar elde edilip örneklerle desteklenerek verilmi̧stir. Elde edilen

eğri ve yüzeyler Mathematica programıkullanılarak görselleştirilmi̧stir.
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59—70.

Dru̧t-Romaniuc, S.L., Munteanu, M.I. 2011. Magnetic curves corresponding to
Killing magnetic fields in E3. J. Math. Phys. 52; 113506.

Hacısalihoğlu, H.H. 2000. Diferensiyel Geometri. Erten Matbaası, Ankara.
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Hacısalihoğlu, H.H., Ekmekci F.N. 2003. Tensör Geometri, Hacısalihoğlu Yayınları.
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