COMMUNICATIONS

DE LA FACULTE DES SCIENCES
DE L'UNIVERSITE D’ANKARA

Tome IV
(Série A — Fasc. 2)

SIRKETI MORETTIBIYE BASIMEVI
1952



COMMUNICATIONS

DE LA FACULTE DES SCIENCES
DE L’'UNIVERSITE D’ANKARA

Série A : Mathemathues-Physxque
Tome 1V, Fasc. 2 1952

Uber die Zerleguhg des Hilbertschen Raumes
durch vollstetige lineare Transformationen
allgemeinster Art.

von
Berki YURTSEVER

(Mathematisches Institut der naturwissenscha flichen
Fakultit in Ankara)
Ozet: C, cok kath eigen degerlere fakat basit elemanter bglenlere
malik total aurek]x bir lineer transformasyon, C nin A, eigen degerlerine

tekabiil eden asli varyete §,, C* in %, eigen defierlerine tekabul eden asli
varyete ¥ olsun.

0
= 2 Pvd
Cov=1
: )
N | 6*‘= VEI‘B*\',@ »
m — Gt_L ;nn pu 6_'_
diyelim. Su teoremler ispat edilmektedir : ’ :
Teorem 1. C(N) C N, C*nn*) C N* dir. Bundan dagka C trans-
formasyonu N de ve C* transformasyonu da %* da quasinilpotenttir.
Eger NING =0, MWNGS*=10 ise
ve
s=@nerl =alesl econ
dir. Demek ki Hilbert uzaymn 9t ve & gibi, ortak elemanlar: olmiyan iki
alt uzaya ayrlmas: igin gerek ve yeter gart, NG = 0 olmasidir.
N N E=0 olmas: igin gerek ve yetergartda su teoremden elde edilmektedir:
Teorem 2. NN S = 0 olmas: i¢in gerek ve yeter sart, [(p; siste-

minin G deki [q) “3] biortogonal miitemmiminin, tibk: [Cp ] sistemi gibi ay~.
m G alt uzayml germesndlr

Burada [va ], Py esas varyetesinin bir bazidir ve [cP:,k] nn & - deki.
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[¢ "-ﬂ] biortegonal miitemmimi de gu iki gartla tesbit edllmlg bulunmak-
tadir : ny

PeBeES (9, 4/aﬁ) = dur%p-
Bundan sonra gu son teorem ispat edilmektedir :

Teorem 3. o, == 0 eigen deQer]‘en sonlu merteben olan ve basﬂ
elemanter bdlenleri bulunan total siirekli: bir lineer transformasyon daima
oyle tarif edilebilir ki, her T g § igin gu gartlar saglamr :

B(f) =0, BCx = CBzx.

i Einleitung’.

Wir benutzen die in Untersuchungen iiber lineare Transforma-
tionen in Hilbert-Raum {iblichen Bezeichnungen®). Verstehen wir
unter A und B lineare Mannigfaltigkeiten im Hilbertschen Raume
$, so schreiben wir A N B fiir den Durchschnitt von U und B,

A 4 B fiir die kleinste lineare Mannigfaltigkeit, die sowohl A
als auch B enthilt,

o ® B fiir die abgeschlossene Hiille von A B.

Ist B C A, so bezeichne A © B die Menge aller Elemente
von U, die auf siamtlichen Elemente von B senkrecht stehen. Fiir

$ © B schreiben wir kurz ‘ZﬁJ-. .

Eine abgeschlossene lineare Mannigfaltigkeit nennen wir auch
einen Unterraum von $. Mit O bezeichnen wir den Unterraum,
der nur das Nullelement enthilt. -

Ist A eine beschrinkte lineare Transformation in &, so be-
zeichne A* die zu A adjungierte lineare Transformation, R bzw.
R* die Wertebereiche von A bzw. A*. Ferner schreiben wir
A =A—21I, Ay =A* — LI wobei unter / die identische
Transformation verstanden sein soll.

Es sei jetzt C eine vollstetige lineare Transformation in $.
In seiner unter [1] im Literaturverzeichnis zitierten Arbeit bet-
rachtet Herr Hamburger Trasformationen C, deren Eigenwerte,
soweit sie von O verschieden sind, simtlich einfach sind und
beweist fiir sie die folgenden Sitze**): -

®) Vgl. M. H. Stone [4], H. L. Hamburger [1}.
*) [1] S. 58 - 59.



UBER DIE ZERLEGUNG DES HILBERTSCHEN RAUMES. . . 3:

Satz 1. Es bezeichne ¢, das zum einfachen Eigenwert
A, #=0 gehirige Eigenelement von C, ¢, das zum Eigenwert ),

gehirige Eigenelement der adjungierten Transformation C*.
Unter © bzu ©* verstehe man die von den Systemen [¢,] bzw.

[by] aufgespannten Unterrdume. Ferner setze man QI—"—"@*'L,
N*F = 6']‘. |

Dann ist C(©G)C 6, C() C ¢

Offenbar ist ! ® ©=§ dann und nur dann, wenn %t* N S* =0,

Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fir # N & =0
werden in Satz 2 angegeben.

Satz 2. Esist W N & =0 dann und nur dann, wenn das
biorthogonale Komplement des Systems [¢,] in © den Untcr-
raum © aufspannt.

Dabei werde unter dem biorthogonalen Komplement des
Systems [¢, ] in © ein System [¢7,] verstanden, welches durch
die Bedingungen :

M 45 €6, () (pvs ) =3y,
eindeutig bestimmt ist.

- Nach dem Fall * N &* =0 verdient der Fall C* (i*" &*) =0
besonderes Interesse, da aus C*(* N S*)=0 folgt dass
C(H)=2RC N* ® &* ist. Mit diesem Fall beschaftigt s1ch der
in [1] mit Satz 4, hier mit Satz 3 bezeichnete

Satz 3. Zu jedem C ldsst sich immer eine . vollstetige
Transformation B bestimmen derart das

B(f) =0, BCx=CBx fiir jedes x € $.

In der vorliegenden Note wird gezeigt, dass wenn die Defi-
nitionen der Unterrdume & und &* sinngemis verallgemeinert
werden, diese drei Sitze auch noch fiir die allgemeinsten vollste-
tigen linearen Transformationen C in $ gelten, d.h. auch fiir
Transformationen C mit mehrfachen Eigenwerten und nicht-ein-
- fachen Elementarteilern®). Diese Verallgemeinerung gelingt auf

*) Diese Untersuchung wurde auf Anregung von Herrn Hamburger vor-
genommen, dessen fordernde Ratschlige dem Verfasser auch weiterhin eine
wertvolle Hilfe waren. Verfasser spricht Herrn Hamburger dafiir: seinen
Dank aus.
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Grund der schonen Sitze, die Herr Friedrich Riesz in einer be-
riithmten Arbeit [3] bewiesen hat. Soweit wir diese Sitze im fol-
genden benutzen, sind sie im § 1 dieser Note zusammengestellt.
In § 2 erinnern wir an die wesentlichen Eigenschaften der Weyr’-

schen kanonischen Basen [cp,{,m] der zu den Eigenwerten A, ge-

horigen <Hauptmannigfaltigkeiten B,> (siehe die Definition von
By in § 1. S. 5),

Die verallgemeinerten Sitze 1 und 2 werden nunmehr in § 4
bewiesen; hierbei ergibt sich

o0 o]

V=1 Ve=1

unter B3 die zum Eigenwerte 3, gehorige Hauptmannigfaltigkeit
von C* verstanden.

Die Existenz der vollstetigen Transformation B aus Safz
wird in § 5 bewiesen. Die Konstruktion von B erfordert die

Konstruktion des biorthogonalen Komplements [¢}*] in &* der

kanonischen Basis [cpi,m ], welche bereits in° § 3 beschrieben wird.

§ 1. Die Satze von F. Riesz iiber volistetige Transfor-
mationen, Es sei eine vollstetige lineare Transformation C all-
gemeinster Art in § vorgelegt, d.h. esseien auch mehrfache eigen-
werte von C mit nichteinfachen Elementarteilern zugelassen. C*
sei die zu C adjungierte lineare Transformation. Die Eigenwerte
von C seien Ay, (v=1,2,.-.). Dann sind die Eigenwerte von
C* gleich den konjugiert komplexen Zahlen },. F. Riesz hat

_in einer grundlegenden Arbeit*) bewiesen:

*) Vgl. [3]. Da die Transformaﬁon C als vollstetig vorausgesetzt wird,
so hat die Transformation Cl‘v: C—Ayl=—1 (I——-)\iV C) offenbar
dieselben Eigenschaften wie die dortige Transformation B=7I— A4, unter
A eine vollstetige Transformation verstanden (Seite 79). Als Nullmannigfal-
tigkeit von (C)\ )™ tiir m> j, ist ausserdem B, von endlicher Dimensi-

v ; .
onszahl (Seite 80, Satz 1’). Die Existenz von P, als Hauptmannigfaltigkeit

mit dem sie bestimmenden Exponenten j, ist durch die Sitze 6 (Seite 85)
und 2 (Seite 81) gesichert.
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Erstens die Existenz einer Zahl jy mit der Eigenschaft,
dass fir m>jy jede Lésung der Cleichung

€ )e=0 (€S
bereits die Gleichung '
(C)ve=0
befriedigt, wihrend fir m << j, die Glezchung
(C, )9 =0
v
auch Liosungen besitzt, welche die Gleichung
€ )e=0
nicht befriedigen. ’
Zweitens zeigt F. Riesz l.c. dass die L3sungen der Gleichung
(€, )re=0
fiir jedes m, also insbesondere auch fir m==jv eine lineare
Mannigfaltigkeit von endlicher Dimensionszahl bilden.

Wir nennen die Mannigfaltigkeit aller Lésungen von
(G ) ve=0
. ‘

die zum Eigenwerte 1, gehdrige Hauptmannigfaltigkeit der
Transformation C und bezeichnen sie mit B, ; die Dimensionszahl
k, von Py nennen wir die Vielfachheit des Eigenwertes A,
und die Zahl j, den zu ), gehdrigen Index der Transfor-
mation *), C"v ist somit nilpotent vom Index j, in B,.

Drittens, sei R, der Wertebereich von (va)j" in $, d.h.
R, =(C,, )" ($),
dann ist*®

B+ R =8

Setzen wir nunmehr

%) vgl. [2] S. 97-99.
#*) [3] Satz 8, S. 87. Vgl. auch [2] S. 100-101.
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‘B::ﬁé?{v= \-/L

RI=$ 0 Po=Pi-
so ist nach bekannten Satzen P die Nullmannigfaltigkeit von
(C; )y fiir m> j,, mithin die zum Eigenwerte %, gehSrige Haupt-
v

mannigfaltigkeit von C*, wihrend
M) Re = (C3)"(5) Cmjy
d.h, gleich dem Wertebereich von (C%V)'" fir m>j, wird.
Ausserdem folgt aus

RB4Pr=8% R+P =8,

dass zu P, und @Ry die gleiche Dimensionszahl k, gehort.

Es sei endlich Q, der Projektor, der § auf 93, abbildet und
in R, verschwindet, d.h. es sei

Qv (H) = Pv
Qv (%v) =0.

Da Qf die zu Q, adjungierte lineare Transformation ist, so ist

Q¥ der Projektor von § nach Q{;L =P der in ‘B&L=‘3$ ver-
schwindet, sodass olso

@ A @ =P, A@&R)=0.

§ 2. Die kanonisché Basis der Hauptmannigfaltigkeit B,
Wir betrachten jetzt C, als nilpotente Transformation in L.
v

Da 9, von endlicher Dimensionszahl ist, kann C’“v bezijglich PBv

als eine lineare Transformation der Ordnung k, angesehen wer-

den, und wir konnen daher auf die gewdhnliche Theorie der

Elementarteiler nilpotenter Transformationen endlicher Ordnung

zuriickgreifen. Es sei (fy1, jyps -+ s Jvs) die Segre Charakteristik
v

von C‘v beziiglich 3,, sodass also
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s

v
% o=k
p=1

ist.'Nach bekannten Sdtzen hat dann die lineare Mannigfaltigkeit

eine Basis '””, l=p<s,l=%=<j,) mit der Ei-
v Py v v ]
genschaft

i1 ,
C,, CPLI% = ol* (l=nss, 2=%<j,)

&)

Clv CPSI = 0, (1éuésv)'

- Eine solche Basis nennt man nach Ed. Weyr kanonische
Basis™. Sie kann auf unendlich viele Weise bestimmt werden.

§ 3. Konstruktion des zum System [9.*] gehdrigen bi-
orthogonalen Komplements. Wir verstehen unter dem biortho-
gonalen Komplement x‘:ﬁ der ¢! in B, ein System von k,
Vektoren derart dass ’

(l=axs,
(l=pn<s,
| 1<

: 1= =jya

Da 93, von der Dimensionszahl k, ist und die [cpﬁ,m] bei festem v
ein System von %, linear unabhingigen Vektoren bilden, ist es of-
fensichtlich dass das biorthogonale Komplement in ¢, durch (4)
eindeutig bestimmt ist.

Nunmehr- nehmen wir den Projektor Q, nach Py der in R,
verschwindet. Dann erhilt man

(% 1% = (Q, v, 1*P)

4) ~
. = (@, QEx%H) =13, -

*} Vgl. [5] S. 190-196. Fiihrt man die zu einer nilpotenter linearen
Transformation gehdrige kanonische Basis als Koordinatensystem ein, so
nimmt die nilpotente Transformation Jordans kanonische Form an, Die Kons-
truktion einer kanonischen Basis ist in [5] l.c. angegeken. Vgl. auch [2]

Seite 117 -122.
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Setzt man jetzt
%
Qv X:B = qisﬁ’
so folgt aus (2) und (5)

6)
(CP;%, q,:tﬁ) = 3, %, A

Da, wie man sich leicht iiberzeugt, die 4;3“3 fir 10y,
1 =< B < jya linear unabhingig sind, ferner ihre Anzahl gleich

L3

3 Jva =k, d.h. gleich der Dimensionszahl von q33‘ ist, so

a=]
bildet das System der q;v@ eine Basis von 3.
Wir behaupten ferner dass fiir v == i

(o1, q,;ﬁ)_—_o
ist. Mit Riicksicht auf '
™ *
| bee P,
haben wir nur zu zeigen, dass
Phc R =Pi- )

ist. Das sieht man nun aber folgendermassen ein: Man erhilt
aus (3) und (5) fir 2<% <j,,

5,%; a, B4+1 =A61,%—1; ap = (cpz,x —1 q)aﬁ) — (C)‘ cp”‘ q)aﬁ)

= (" C7, 939
und ferner fiir ¥ =1 ‘

0=(Ca, ¢, 457 = (@}, CT 429)
sodass fir l=i1<s, lgacss, 1ZuLf,,; 1£8<=7,,
(7 C* $F) =3, @ B+1-
Hleraus ergnbt sich aber mit Riicksicht auf (6)
q,a@ = 4,@,!3+1 B=1,2 - jya —1)
() Xv q,zjw =0,
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d.h. aber nach § 2, dass die cpi‘ﬁ_ eine zu C* gehdrige kano-

- nische Basis der Hauptmannigfaltigkeit P5 bilden.
Andererseits folgt aus U]

* g8 = CF 9B 1 (N, — 1) ooB
Clv q)!l = CMJ. 4)M + (k” M) ¢M
e q)“: p+1 + (XH —_— —A—V) gpaﬁ
w n
und mithin, da die ¢, eine Basis von Bi bilden,
Cy (Bi) C B,
also umso mehr
R I
(G (B € P
Wir konnen aber sogar :
x
(CTYY (B0 = B¢ (ven)
* »
schliessen. Da ndmlich B die Nullmannigfaltigkeit von (C;\‘V)]V
ist und @y N P, =0, bleibt nach einem elementaren Satze®

bei der Abbildung von g% durch (C%v)jv seine Dimensionszahl

ungeéndert. Daher kann (C%V)j" (B keine echte Teilmenge von
‘B;‘; sein, o

Die Behauptung P C R¥ folgt nunmehr mit Riicksicht auf
(1) aus

= (G @D (€))7 (5) =3

§ 4. Dle Unterraume S und . Wir setzen

6 =3 P, @

y=1
[ce]
& =3 P o
-ov=1
| N =gl o+ = el
Dan folgt aus
*) Vgl z.B. [2] S. 28 Satz 6.2.
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C($,) = Pv, CH(p3) = $v,
dass
C© ce6
C*(6*) C &*
ist, wobei offenbar C(&) in S und C*(S*) in &* iiberall dicht
ist, sodass

cert =et
ot = et

Die weiteren Uberlegungen stiitzen sich auf den folgenden
einfachen Hilfssatz:

C)

Lemma®. Sei 9 eine lineare Mannigfaltigkeit in £ und
A eine in § definierte beschrinkte lineare Transformation,

Man setze 4 (M) = N. Dann ist
: a*@L) = ol o o
wobei R* = A*(H).
"Wenn wir dieses Lemma auf C**= C anwenden, so ergibt
sich mit Riicksicht auf (8)
ceby =t na
d.h. wegen 6*"‘ = N
cm C .
Ebenso findet man
C*(m*) C ¥,
Wenn man nun C als vollstetige Transformation des Un-
terraumes N betrachtet, so muss C) fiir jedes A==0 reguldr sein;

denn als vollstetige Transformation in N konnte C hochstens
Eigenwerte besitzen, zu denen Elemente aus R als Eigenlosun-

gen gehdren. Nun erhilt aber das System [cp:%] bereits sdmt-

liche Eigenl6sungen von C, nimlich die cp‘:,'l (vgl. (3)), und wegen

(CPT, lv“) =1 und ¢} ‘e g% ist cP‘:,'lnicht Element von = 6*"‘,

% enthilt somit keine Eigenlosungen von C und Ci1

" Siehs [1], Lemma, S. 59.
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ist mithin fiir jedes A ==0 eine beschrinkte lineare Transformation
in N, d.h. C ist quasinilpotent in N.
Wir haben somit den folgenden Satz bewiesen :

Satz 1, Esis C() C N und C*m*) C N*. Ausserdem
sind C in N und C* in N* quasinilpotent.

Wenn 2N e=0 g*n g*=0 ist, so ist
s=m*nenl=mloecl_con
und o
s=@nepl=aleel=ctonr o
Dann und nur dann wenn ¢ N g =0 ist, wird also der Hil-

bertsche Raum in zwei elementenfremde Unterrdume f} und S

zerlegt. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir dass
NN S=0 ist, ergibt sich aus

Satz 2. Esist g =0 dann und nur dann, wenn
dass biorthogonale Komplement[q);ap] der [¢.*] innergalb &
denselben Unterraum S aufspannt wie das System [oy 1.

Hierbei ist das biorthogonale Komplement [cpv ﬁ] der [¢3"]
mnerhalb 6 durch die beiden Bedmgungen

Vap € 6, (va ’ q)v )= 51%, «f
bestimmt
Der Beweis ist fast wortlich derselbe wie der des entsp-
rechenden Satzes in [1J¥: Es sei Pg der orthogonale Projek-

tor von $ auf &, Dann erhilt man aus o)

(CP'V)(‘PV )_(PGCFV’q)v)“‘(CPV 7P6(‘p'v)

1y, aff

Setzt man q);“ﬁ = Pg cp:f‘a, so ist [np:,“ﬁ] das biorthogonale Komp-
lement des Systems [¢,*] in S,

Nun sei Gf der Unterraum den das System [q;V ﬁj aufspannt.
Wir wollen beweisen dass

*) [1], S. 60, Beweis von Satz 2.
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, NNS=6Ce &
ist. Es sei z € ft © S. Dann erhdlt man
O 0=(5, 9% = (Pez. 1) =, 7D
dh. zeco6* und 1N eC 60 &*
Andererseits folgt, wenn 2, € & e &%, aus

0= (', 4°h = (Ps 2, 43 = (=", 43D,

dass 22 E g N ék‘L:S Ny also 66 61*']‘ C ot n . Da-
mit ist der Satz 2 bewiesen.

8 5. Die Verallgemeinerung von Satz 3. Wir beweisen
den folgenden

Satz 3. Es lisst sich immer eine vollstetige lineare
Transformation mit Eigenwerten v, =0 endlicher Ordnung’

und mit einfachen Elementarteilern definieren, derart dass
BM)=0, BCx=CBx fiir jedes x € &.

Beweis. Wir bestimmen eine unendliche Folge unter-
einander verschiedener komplexer Zahlen v,y so dass

Sy JvP-

) -
2 B do, | 21 e <
ist. Dann ist
&) ' ® v o .
Bx=>Y, Oyp > (@, 95 of
v=1 p=1 x=1

eine vollstetige lineare Transformation in $*. Die w,, liefern

simtliche Eigenwerte von B, und die ¢}, (1 =< % < j,,) bilden
ein vollstandiges System von j,, zum Eigenwert w,, gehorigen
linear unabhiingigen Eigenldsungen, sodass oy, ein Eigenwert der
Ordnung j,, mit einfachen Elementarteilern ist. Offensichtlich ist

B@) =0, dafir = € G*~ =1, (x,0"") =0 wird. Aus (9) er-
gibt sich fiir jedes x € $, da nach 3)
*) Siehe [1], Lemma 3.1. S. 60-61. ¥
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C ol =1, " + o2 (fiir v =1 ist CPS’x_l =0 zu setzen) '
und wegen (7)

C* gy =2, ¢4 o 2" (i = Jy ist o8 =0 2y setzen)

o) v
=2 Z oy X @d) 0, e

o) MY
=2 2 ow 0@ W)+ @ el el

* Andererseits ist

BCz=3 3 o, 2 (Ca, 4") o}"

v=1 p=1

3 = ‘ij. %41
=2 T oy X (1,0 4 gt g
v=1 p== x=1
X o jvp. - j13%3 %41 e
= Vél p.§1 ‘—ovp, 'x§1 [(1"’ )\'v q).v, ) + (CC, q)v, )]CPV
&, M jvy- | u-l—l
= Z 2 v[.l. 2 [k (-’E,q)\ )+(x’q’v' ]
v=1 p=1
mithin
CBx=BCux,
w.z.b.w.

(Eingegangen im November 1952)
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