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1998, Sayfa: 65

Jiiri: Prof. Dr. Cihan ORHAN
Prof. Dr. Oner CAKAR
Do¢. Dr. Murat YURDAKUL

Bu tez bes biliimden olusmaktadir.
Birinci boliimde, tezin ¢calisma kapsam anlatilacaktir,

ikinci béliimde, yogunluk, istatistiksel yakmsaklik, istatistiksel iist limit ve
alt limit ve istatistiksel ¢cekirdek kavramlan hatirlatilmistir.

Tezimizdeki orijinal sonuglar, Boliim 3,4 ve S de verilmistir.

Ugiincii boliimde, A-yogunluk ve A-istatistiksel yakinsakhk tamtilip,
A-istatistiksel iist limit ve alt limit ve A-istatistiksel cekirdek kavramlan
verilmistir. Ayrica cekirdeklerin icerilmesine iliskin bazi teoremler ispatlanmgtir.

Dérdiincii bdliimde, satirlarn spread kosulunu gercekleyen, negatif
olmayan regiiler bir A matrisi i¢cin A-istatistiksel yakinsak diziler uzaymmn lokal
konveks bir FK-topolojisi ile donatilamayacag: gosterilmistir. Aslinda bu sonug
Kline tarafindan Doktora tezinde verilmistir. Fakat burada daha kisa ve alternatif
bir ispat verilmistir. Ayrica simrh A-istatistiksel yakinsak diziler uzaymin simirl
¢arpan uzaym olusturup, “SIN program” kullanilarak, Fridy ve Miller’e ait bir
sonucun benzeri simirh ¢arpanlar icin elde edilmistir.

Besinci boliimde, kuvvetli A-toplanabilme tanim, bir Orlicz fonksiyonuna
gore kuvvetli A-toplanabilme tamimmna genisletilip, £, uzaymdaki ideal kavramm
yardimiyla, A-istatistiksel yakinsakhk, kuvvetli A-toplanabilme ve A,-sartim
gercekleyen bir Orlicz fonksiyonuna gore kuvvetli A-toplanabilmenin simirh diziler
iizerinde denk oldugu gosterilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Regiiler matris, yogunluk, istatistiksel yakimsakhk,
istatistiksel iist limit ve alt limit, istatistiksel ¢ekirdek,
A-yogunluk, A-istatistiksel yakinsakhk, FK topolojisi,
sayma (counting) fonksiyonu, “BIN programi”,
c¢arpan uzayl, kuvvetli A-toplanabilme, bir Orlicz
fonksiyonuna gore kuvvetli A-toplanabilme.
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This thesis consists of five chapters.
The first chapter is devoted to the introduction.

In the second chapter, density, statistical convergence, statistical limit
superior and limit inferior and statistical core have been recalled.

The original results in our thesis have been collected in Chapters 3,4 and 5.

In the third chapter, using the concept of A-density and A-statistical
convergence, the notion of A-statistical limit superior and limit inferior and A-
statistical core have been introduced. Furthermore, some theorems regarding the
core inclusions have been proved.

In the fourth chapter, it is shown that the set of all A-statistically
convergent sequences cannot be given a locally convex FK topology where A is a
nonnegative regular matrix whose rows spread. Actually this result has been given
by Kline in her Ph.D. Thesis. But here, a short and alternate proof of it has been
provided. Moreover, the bounded multiplier space of bounded A-statistically
convergent sequences are studied; and using “pIN program”, an analogue of a
result of Fridy and Miller for bounded multipliers is given.

In the last chapter, the definition of strong A-summability has been
extended to a definition of strong A-summability with respect to an Orlicz
function, via the ideal in £, it is shown that strong A-summability with respect to
an Orlicz function which satisfies A; -condition and strong A-summability and
A-statistical convergence are equivalent on bounded sequences.

KEY WORDS : Regular matrix, density, statistical convergence, statistical limit
superior and limit inferior, statistical core, A-density,
A- statistical convergence, FK topology, counting function, “gIN
program”, multiplier space, strong A-summability, strong
A-summability with respect to an Orlicz funtion.



ii
TESEKKUR

Bu ¢aligmayr bana vererek c¢aligmalannmin her safthasinda yakin ilgi ve
yardimlanim esirgemeyen degerli hocam Sayin Prof. Dr. Cihan ORHAN’a tesekkiir ve

stikranlarimi sunmayt bir borg bilirim.



iv

ICINDEKILER
Sayfa
OZET ..o i
ABSTRACT ..ottt ii
TESEKKUR ..o oottt iii
SIMGELER. ..ottt ettt v
L GIRIS oot 1
2. ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK.........coootiiiiimiitinriiericicinsieeceeeseeeaoeie s 3
2.1. Istatistiksel Yaknsaklik ..................cocoovoiiviriiiiieee e 3
2.2. Istatistiksel Ust Limit ve Alt Limit ..., 9
2.3. Istatistiksel CeKirdek ............ooovoieieeeeee oo 15
3. A-ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK.......ccoceooiiiiianriniiriecennisisieienessesiseeas 20
3.1. A-Istatistiksel YakmsakliK .................ococooooooriiiieeeceeeeeeeeeeeea, 20
3.2. A-Istatistiksel Yakmsaklik T¢in Bir KIer.......c.ooovvevoeeeeeeeee oo, 23
3.3. A-Istatistiksel Ust Limit ve Alt Limit ..., 30
3.4, A-Istatistiksel CeKirdek ............ocoovioioieeiieee e, 39
4. SINIRLI A-ISTATISTIKSEL YAKINSAK DIiZIL.LERIN SINIRLI CARPAN
UZAYLART ...ttt ettt 45
4.1. A-Istatistiksel Yakinsak Dizilerin Topolojik Ozellikleri .................................... 45
4.2, Smirh A-Istatistiksel Yakinsak Dizilerin Stirh Carpan Uzay1.......................... 50
5. A-ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK VE BIR ORLICZ FONKSIYONUNA GORE
KUVVETLI A-TOPLNABILME .......ccooiiiiiiiiiiecceceeee e 54
5.1. A-Istatistiksel Yakinsaklik ve Bir Orlicz Fonksiyonuna Gore Kuvvetli
A-Toplanabilme ............c.ooiiiiiiiiii e 54
KAYNAKLAR ..o 60
EKLER ...ttt 64



Ax= ((Ax),)

K — ek {x}

M(E,F)

st —¢ek {x}

sty

SIMGELER

= (Z ankxk) doniisiim dizisi

k=1

: kompleks sayilar ciimlesi

: sirh diziler uzay

: yakinsak diziler uzayi

: stfira yakinsak diziler uzayi

D= {x:(xk):Axec}

1N {x=(xk) el, . Ax ec}:cA N,

: Cesaro operatorii

: tiim terimleri 1 olan dizi

: X dizisinin Knopp ¢ekirdegi

1= {m €l Vx €E i¢in m.x eF} ; burada E ve F dizi uzaylan

: istatistiksel yakinsak diziler uzayr

: stfira istatistiksel yakinsak diziler uzay:
: siurh istatistiksel yakinsak diziler uzayi
: x dizisinin istatistiksel ¢ekirdegi

. A-istatistiksel yakinsak diziler uzayi

: sifira A-istatistiksel yakinsak diziler uzayi



(sta)s

st, —¢ek{x}

W(A)

Wo(A)

W(AF)

W, (AF)

W, (T)

. stmirlt A-istatistiksel yakinsak diziler uzay:
: x dizisinin A-istatistiksel gekirdegi
: lacunary istatistiksel yakinsak diziler uzay:

- stfira lacunary istatistiksel yakinsak diziler uzay:

: stirh lacunary istatistiksel yakinsak diziler uzay:

: stfira yakinsak ifade

: reel sayilar ciimlesi

: reel ya da kompleks terimli tiim diziler uzay

. kuvvetli A-toplanabilir diziler uzay:

. sifira kuvvetli A-toplanabilir diziler uzay

: bir Orlicz fonksiyonuna gore kuvvetli A-toplanabilir diziler uzay

: bir Orlicz fonksiyonuna gore sifira kuvvetli A-toplanabilir diziler

uzay1

: T matrisinin simurh kuvvetli yakinsaklik alam

: IN dogal sayilar ciimlesinin Stone-Cech kompaktifikasyonu

: x dizisinin istatistiksel limit noktalarmn ciimlesi

: X dizisinin istatistiksel degme noktalarinin ciimlesi
: X dizisinin A-istatistiksel limit noktalarinin ciimlesi

: X dizisinin A-istatistiksel degme noktalarinin ciimlesi



¢q (%)

o(E,r)

2(E,r)

5(K)

84 (K)

vii

: sayma (counting) fonksiyonu

L= {x:x eE,c,(x)<r1, ; n=1,2,...},burada Ecw ve

r = (1,) pozitif tam sayilann azalmayan sirsiz bir dizisidir.

: o(E,r) nin lineer gereni

: K ctimlesinin karakteristik fonksiyonu

: K climlesinin yogunlugu

: K ctimlesinin A-yogunlugu



BOLUM 1
GIRIS

Istatistiksel yakinsaklik ilk defa Polonya® da Wroclaw Universitesinde bir
konferans da Steinhaus (1949) tarafindan verilmigtir. Daha sonra Fast (1951) tarafindan
cahgilmstir. Istatistiksel yakinsakhk kavramu, toplanabilme teorisinde ve fonksiyonel
analizde énemli bir yer tutmaktadir. Istatistiksel yakinsakhifin toplanabilme teorisi ile
iliskisi Schoenberg (1959) tarafindan verildi. Yine aym ozelliklerin incelenmesine Salat
(1980), Fridy (1985), Fridy ve Miller (1991) ve Fridy ve Orhan (1993) tarafindan devam
edildi. Ayrica istatistiksel yakinsak diziler uzaymin baz topolojik Ozelliklerinin
incelenmesi ilk defa Salat (1980) tarafindan, daha sonra ise Kent State Universitesinde

yapilan bir doktora c¢aligmasinda Connor (1985), yine Ohio Universitesinde yapilan bir
doktora galigmasinda Kline (1995) tarafindan ele alindi.

Connor (1988, 1989) yaptig: iki ¢aligma ile istatistiksel yakinsakligin fonksiyonel
analiz ag¢isindan ne kadar 6nemli oldugunu ortaya koydu.

Aslinda istatistiksel yakinsaklik 6l¢ii teorisi ve sayilar teorisi ile ilgili oldugu gibi
istatistik ile de ¢ok yakindan ilgilidir. Bu iligki Freedman ve Sember (1981), Erdos ve
Tenenbaum (1989) ve Connor (1990) tarafindan yapilmugtir. Ayrica istatistiksel
yakinsaklik trigonometrik serilerde Zygmund (1979), kuvvetli integral toplanabilmede
Connor ve Swardson (1993) tarafindan ¢ahgilmigtir.

Son yillarda yapilan bu yogun gahigmalar, istatistiksel yakinsakligin ne kadar
6nemli oldugunu ortaya agik bir bigimde koymaktadir.

Hazirlanan bu doktora ¢aligmasinda istatistiksel yakinsakligin toplanabilme
teorisi ve fonksiyonel analiz ile iligkilerinin ortaya konulmasi amaglanmaktadir. Bu
nedenle bu doktora tezinde oncelikle yogunluk, istatistiksel yakinsaklik, istatistiksel iist
limit ve alt limit (Fridy ve Orhan 1997), istatistiksel ¢ekirdek (Fridy ve Orhan 1997)
kavramlann tamtilarak bu kavramlarin = A-istatistiksel benzerlerinin  verilmesi

amaclanmaktadir.

Ayrica A-istatistiksel yakinsak diziler uzayimn lokal konveks bir FK topolojisi

ile donatilamayacagimn gosterilmesi ve simrh A-istatistiksel yakinsak diziler uzayimn



siurh garpan uzayim olusturup “BIN programm™ kullamlarak, Fridy ve Miller’ e ait bir

sonucun benzeri simrh ¢arpanlar igin verilmesi amaglanmaktadir.

Son olarak kuvvetli A-toplanabilme tammu, bir Orlicz fonksiyonuna gore

kuvvetli A-toplanabilme tammina genisletip, ¢ _ uzayindaki ideal kavramu yardimyla

A-istatistiksel yakinsaklik, kuvvetli A-toplanabilme ve A, -sartim gergekleyen bir Orlicz
fonksiyonuna gore kuvvetli A-toplanabilmenin simrh diziler uzayr tizerinde denk

oldugunun gosterilmesi amaglanmaktadir.



BOLUM 2
ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Bu boliimde yogunluk, istatistiksel yakinsaklik, istatistiksel (st limit ve alt limit
ve istatistiksel gekirdek kavramlan tamtilacaktir.

2.1. Istatistiksel Yakansaklik
IN dogal sayilar ciimlesinin bir K alt cimlesinin kardinal sayis1 |K| ile
gosterilsin, yani |K|:= card K olsun.

Tanim 2.1.1: K, IN nin bir alt ctimlesi ve K, := {k <n:k eK} olsun. Eger

§(K):= 1im—|1(;——' @2.1)

limiti mevcut ise 8(K) sayisma K ciimlesinin yogunlugu denir (Niven ve Zuckerman

1980, sh. 247).

8(K) veya O(IN\K) yogunluklarindan herhangi biri mevcut ise
6(K) =1-8(IN\K) dur.

Eger K ctumlesi sonlu elemanl bir ciimle ise §(K) = 0 oldugu agiktir.

(a)) pozitif tamsayilarin bir dizisi ve K ={a,: k €IN} olmak iizere 5(K)

mevcut ise

8(K) = lim—

n

dir (Niven ve Zuckerman 1980, sh. 247). Omegin,
K, = {k*: k eIN} ciimlesi igin 8(K,) =0
veE
K, = {2k +1): k €IN} camlesi igin (K, ) = %

dir. Siiphesiz 5(IN) =1 dir.



K cumlesinin karakteristik fonksiyonu ve C,

— , k<n
cnk = n
0 , k>n
ile tammh Cesaro matrisi olmak iizere
_ Kyl
(CIXK)II -
oldugundan, (2.1) limiti
lim(Cyx g )

ile verilebilir.

Bundan sonra 8(E)=1 olmak tizere her k €E igin bir P(k) ozelligi
gercekleniyor ise hemen her k i¢in P(k) ozelligi gergekleniyor diyecediz ve bunu
“h.h.k” ile kisaltacagz.

Tamim 2.1.2: Her £ >0 igin K :=K(g):= {k eIN: |xk —Ll > s} ciimlesinin
yogunlugu sifir ise x = (x, ) dizisi L saysina istatistiksel yakmnsaktir denir. Bu durumda
st —limx = L yazilacaktir (Steinhaus 1951, Fast 1951, Fridy 1985).

Teorem 2.1.3: st—limx =L olmas: igin gerek ve yeter sart 8(E) =0 olacak
bigimde IN nin bir E alt ciimlesi vardir ve IN\E = {nk tk eIN} olmak iizere
X,, — L, (aligilmug anlamda), (k — o) olmasidir (Fridy 1985, Miller 1995).

Bundan boyle,

s : istatistiksel yakinsak diziler uzay
so - stfira istatistiksel yakinsak diziler uzay:

s, . smurh istatistiksel yakinsak diziler uzay:

olarak alinacaktir.

Simdi baz1 6rnekler verelim.



Ornek 2.1.4:

seklinde tanimlanan x = (x, ) dizisini gozoniine alahm. Her € > 0 igin

I{kSnzlkuZS}lsl{kSn:xk¢0}|SJn—

oldugundan

li!{n%l{k Snix, # O}I < li;n =0

n

elde edilir. Demek ki {k eIN: ka - OI > s} ctimlesinin elemanlan hari¢ diger butin k lar
iin [x, —0| <&, (her & > 0) oldugundan st - limx = 0 dur.
Ornek 2.1.5:

Jko , k=m?,(m=12,..)
Xk=

1 , k#m?

seklinde tanimlanan x = (x, ) dizisi i¢in st —limx =1 dir.

Burada istatistiksel yakinsakhk ile Cauchy anlaminda yakinsaklik arasinda nasil
bir iligki olabilecegi sorusu akla gelebilir. Hemen belirtelim ki bilinen anlamda yakinsak
olan her dizi istatistiksel yakinsaktir. Fakat Ornek 2.1.4 ve 2.1.5 den goriilebilecegi gibi
suurh iraksak ya da sinirsiz iraksak bazi dizilerde istatistiksel yakinsak olabilmektedir.

Istatistiksel yakmsaklik ile klasik toplanabilme metodlan arasindaki iliski Fridy
(1985) tarafindan incelenmigtir. Bu iligkiyi vermeden 6nce toplanabilme hakkinda biraz
bilgi verecegiz.

X ve Y, tum dizler uzay: olan w nin iki alt ctimlesi ve A =(a, ) reel ya da

kompleks terimli bir sonsuz matris olmak tizere x = (x, ) € X ve her n>1 igin



(Ax), = Zankxk
k=1

serisi yakinsak ise Ax:= ((Ax)n) donitigim dizisi mevcuttur denir. Eger her x € X igin
Ax dontigim dizisi meveut ve Ax €Y ise A matrisi X den Y i¢ine bir matris déniisimii
tammlar denir. Eger bir x dizisi igin Ax doniigiim dizisi mevcut ve bir L degerine yakinsak
ise x dizisi A-toplanabilirdir denir ve A -limx =L yazilir. X dizi uzaymm Y igine
donigtiren butiin matrislerin siifi (X,Y) ile gosterilir ve eger A, X den Y igine bir
matris doniigiimii ise A €(X,Y) yazilir. Toplamt ya da limiti koruyan matrislerin sinufi
(X,Y;p) ile gosterilir. Ozel olarak X =Y = ¢, (yakinsak dizilerin uzay1 olmak tizere)
A e(c,c) ise A matrisine konservatif matris ve A e(c,c; p) ise bu durumda A matrisine
regiiler matris (ya da kisaca regilerdir) denir.

A matrisinin konservatif veya regiiler olmasi asafidaki teoremde (a) ve (b) ile

karakterize edilir.
Teorem 2.1.6: (a) A €(c,c) olmasi igin gerek ve yeter sart
@ Al = sup > Jay|< o
n k=1
(ii) Her k €IN igin lima, =a,
n
(iii) lim Y a, =«
o =1

(b) A e(c,c;p) olmast igin gerek ve yeter sart (i) ile birlikte (i) de her k igin

a; =0 ve (i) de ise o =1 gergeklenmesidir.

() A €Uy, ) A €(Col,) sup lay|<o
n k=1

(Maddox 1970, sh. 165-166).

A = (a,, ) sonsuz bir matris olmak tzere

Cp = {x: (x4): Ax ec}



ciimlesine A matrisinin yakinsakhk alani (toplanabilirlik alant) denir.

Simdi istatistiksel yakinsaklik ile klasik toplanabilme metodlan arasindaki iliskiyi
verebiliriz.

Teorem 2.1.7: Hi¢ bir matris toplanabilme metodu istatistiksel yakinsakhik
metodunu igermez. Yani her x €s i¢in A —limx =st—limx = L olacak bigimde bir A

matrisi yoktur (Fridy 1985).

Klasik matris metodlarinin 6zel bir siufimn arakesiti ile matris toplanabilme ve
istatistiksel yakinsaklik arasinda kuvvetli bir iligki Fridy ve Miller (1991) tarafindan
verilmigtir.

Matris toplanabilme ve istatistiksel yakmsaklik arasinda kesin bir sonu¢ elde

etmek i¢in matrislerin agaidaki sinifini tanmitacagiz.

Negatif olmayan alt tiggensel A = (a,, ) matrislerinin bir T sinufi i¢in

n
(i) Her n €N i¢in Zank =1
k=1

(i) K < IN olmak iizere 5(K) = 0 oldugunda lim Y a, =0
1 keK

kosullan gergeklensin.

T sinfina ait her bir A matrisi negatif olmayan terimli oldugundan (i) ve (ii)
kosullari, A matrisinin regiilerligini garanti eder.
Simdi ilgili karakterizasyonu verebiliriz.

.....

sart her A €71 igin A —limx = L olmasidir (Fridy ve Miller 1991).

Istatistiksel yakinsaklik metodu {(~1)*} gibi periyodik bir diziyi toplamaz, yani
{(-1)*} dizisi istatistiksel yakinsak degildir. Bu nedenle istatistiksel yakinsaklik metodu,

klasik toplanabilme metodlarinin bir gogunu icermez.



Bu gozlemlerimiz, Teorem 2.1.7 ile birlestirilirse istatistiksel yakinsaklik
metodunun asikar olmayan herhangi bir matris metodu ile kargilagtinlamayacagim

dustnebiliriz. Fakat durum boyle degildir. Bunun igin agagidaki 6rnegi gézéniine alalim.

Ornek 2.1.9:
1 , D karedegil ve k =n
ank:<% , k=nveyak=(m-1D*ven=m?,(m=12,...)
L0, dd

seklinde bir A = (a,, ) matrisi tanimlayalim. Herhangi bir x dizisi i¢in

P

X
2l
[x ~ 2+xm2]
(Ax), =1 (m1)2 - . n=m? (m=12,.)
X, , n#m?

elde edilir. Boylece A =(a, ) matrisi liggensel ve regilerdir. A mn istatistiksel
yaknsaklik tarafindan igerildigini gérmek igin lim(Ax),, = L oldugunu kabul edelim. Bu

durumda limx, =L ve
n#m

fr<n:(Ax), #x,}|<vn

olup

li:n%|{k <n:(Ax), #x,

1
<lim—+/n =0
n n
dir. Dolayisiyla h.h.k i¢in (Ax), = x, olup st—limx = L dir.

Burada uyaralim ki; A = (a, ) matrisi, yakinsakliga denk degildir. Bunun igin

X = (x, ) dizisini



seklinde tammlayalim. Bu durumda n > 1 i¢in (Ax), — 0, (n — ) dir. Fakat x dizisi
yakinsak degildir.

Schoenberg (1959) istatistiksel yakinsakligi D-yakinsaklik olarak adlandirdi ve
agagidaki kriteri verdi.

Teorem 2.1.10: st—limx =L olmast igin gerek ve yeter sart her bir t reel
say1sl i¢in

1 & . .
1im—n—z e = (2.2)
n k=1

olmasidir (Schoenberg 1959).

a0

N 1 < o e
Teorem 2.1.11: S:={x=(xk):{72|xk|} efw} uzaymna ait bir
k=1 )

k=
x = (x, ) dizisinin, her bir t rasyonel sayis1 i¢in (2.2) yi gergeklemesi igin gerek ve yeter
sart st—limx = L olmasidir (Salat 1980).

2.2. istatistiksel Ust Limit ve Alt Limit

Bu kisimda diziler reel terimli olmak iizere; 6ncelikle, bir dizinin degme
noktalani ve limit noktalar1 kavramimn istatistiksel benzerleri, istatistiksel degme ve
istatistiksel limit noktalarinin temel ozellikleri verilerek, bu noktalar ile ahgilmsg limit
noktalan arasindaki benzerlik ve farklar verilecektir. Daha sonra ise istatistiksel st limit
ve alt limit kavramlan ve aligilmig Gst limit ve alt limitin bazi istatistiksel benzerleri

verilecektir.

Bu nedenle bazi 6nemli terminoloji ve notasyonlan verecegiz.

x=(x,) dizisinin deger cumlesi {xk: keIN} ile gosterilir. {xk(j)}i’
J=

x = (x;) dizisinin bir alt dizisi ve K:= {k(j): j €IN} ise {xk(j)}‘f"1 yerine {x}; yazlr.
=



10

8(K) =0 ise {x}y dizisine sifir yogunluga sahip bir alt dizi veya bir ince alt dizi denir.
3(K) > 0 veya K ciimlesi bir yogunluga sahip degilse {x} dizisine, x = (x, ) dizisinin
ince olmayan bir alt dizisidir denir (Fridy 1993).

Bir x dizisinin bir L sayisina yakinsayan bir alt dizisi varsa L sayis1 x dizisinin
ahigtlmug bir limit noktasidir. Bir alt dizisinin yogunlugu gozoniine alinarak istatistiksel
limit noktas: Fridy (1993) tarafindan verilmigtir.

Tamm 2.2.1: Bir x dizisinin bir A sayisina yakinsayan ince olmayan bir alt dizisi

varsa, A sayisina X dizisinin bir istatistiksel limit noktasidir denir (Fridy 1993).

Bir x dizisinin aligilmig limit noktalariun ciimlesi L, ile, istatistiksel limit

noktalarinin ciimlesi ise A, ile gosterilir.
Ornek 2.1.4 de tanimlanan x dizisi igin L, = {0,1} ve A, = {0} dur.

Herhangi bir x dizisi i¢in A, c L, oldugu agiktir. A, ve L, ¢ok farkh olabilir,
omegin A, = oldugunda L, =IR olacak gekilde bir x dizisi Fridy (1993) tarafindan
verilmigtir.

Ornek 2.2.2: {rk }:=1 , deger climlesi tiim rasyonel sayilar ciimlesi olan bir dizi

ve X = (x, ) dizisi

seklinde tammlansin.
K= {k =n?:n EIN} olmak tuzere 8(K)=0 oldugundan A, =O dir.
{rk k EIN} ctmlesi IR de yogun oldugundan L, = IR dir (Fridy 1993).

Bir x dizisinin bir L limit noktas1 “L. merkezli her agik aralik x dizisinin sonsuz

coklukta terimini igerir” ifadesi ile karakterize edilebilir.

Bu kriterin bir istatistiksel benzeri Fridy (1993) tarafindan verilmigtir.
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Tamm 2.2.3: Her € >0 igin {k eIN: |xy —7|< 8} cimlesi sifir yogunluga
sahip degilse y sayisina x dizisinin bir istatistiksel degme noktas: denir (Fridy 1993).

Bir x dizisinin tiim istatistiksel degme noktalarimin ciimlesi I', ile gosterilir.
Herhangi bir x dizisi igin I, ¢ L, oldugu agiktir. I', ve L, arasindaki igerme bagintisi
asagidaki 6nerme ile verilmektedir.

Onerme 2.2.4: Herhangi bir x dizsi igin A, c I, dir (Fridy 1993).

Algsilmug limit noktalan ile ilgili tecriibelerimiz bizi A, ve I', cilimlelerinin esit
olacagi umidine gotirir, fakat durumun boyle olmadigy Fridy (1993) tarafindan
gosterilmigtir.

Eger st—limx=A ise A, =TI, = {A} dir. Fakat karsitiun dogru olmadigim
Fridy (1993) gostermigtir:

(x) = {0+ (-D*)k} dizisi igin A, =T, = {0} fakat st—limx mevcut
degildir.

Verilen bir x dizisinin istatistiksel yakinsakhigi veya istatistiksel yakinsak
olmayis1, x dizisinin ince bir alt dizisinin degerlerini degistirmekle degismez.

Bu ozelligin istatistiksel limit noktalan ve istatistiksel degme noktalan iginde
gegerli oldugu Fridy (1993) agagidaki teoremde gostermigtir.

Teorem 2.2.5: x ve y hhk i¢in x, =y, olacak gekilde iki dizi olsun. Bu

durumda A, = A, ve T, =T, dir (Fridy 1993).

Simdi istatistiksel iist limit ve alt limit kavramlarini ve aligilomsg iist ve alt limit’in
ozelliklerinin baz istatistiksel benzerlerini verecegiz.
Reel terimli bir x = (x, ) dizisi i¢in
B,:={b eIR: 8fk: x, >b} =0}

ve
A= {a elR: S{k:xk <a}¢0}

olsun.
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Burada 8(K) # 0 olmasii “8(K) > 0 veya K yogunluga sahip degil” anlaminda
alacagiz.
Tamm 2.2.6: Bir x dizisinin istatistiksel tist limiti
supB, , B, #J
st —limsup x:=
— , B,=0
ile verilir (Fridy ve Orhan 1997).
Benzer sekilde bir x dizisinin istatistiksel alt limit
inffA, , A, 20
st —lim inf x:=

+ » A, =0

ile verilir (Fridy ve Orhan 1997).

say1s1 varsa, X dizisine istatistiksel sturhdir denir (Fridy ve Orhan 1997).
Simdi bir ek verelim.
Ornek 2.2.8:

(k , k tek kare

2 , koift kare

1 , k tek kare degil

|0 , kift kare degil

seklinde tammlanan x = (x, ) dizisini g6ézoniine alalim. x dizisi tstten siurl degildir.
8{k €N :|x |>1}=0 oldugundan x dizisi istatistiksel smirhdir (Ornek 2.1.4 de
8{1{ =m?:m= 1,2,...} =0 oldugu gosterilmistir). Boylece B, =(-,]) ve
A, =(0,+0) olup st—-limsupx=1 ve st—liminfx=0 dir. x dizisi 0 a ve 1’ e

yakinsayan pozitif yogunluga sahip iki (aynk) alt diziye sahip oldugundan istatistiksel
yakinsak degildir.
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Ornek 2.2.8 de tammlanan x = (x, ) dizisinin istatistiksel degme noktalarinin

climlesi I', = {O,I} ve st —limsupx bu climlenin en biiyilk elemanina, st —liminfx ise

bu ctimlenin en kiigiik elemamina esittir (Fridy ve Orhan 1997).
Bu gozlemlere gore agagidaki iki teoremi verebiliriz.

Teorem 2.2.9: .= st —limsupx sonlu ise her € > 0 igin
S{k:xk >B—s}¢0 ve S{k:xk >B+s}=0 (2.3)

dir.

Karstt olarak her € > 0 i¢in (2.3) gergeklenirse B= st —limsupx dir (Fridy ve
Orhan 1997).

Teorem 2.2.10: a:= st —liminfx sonlu ise her £ > 0 i¢in
G{k:xk <a+a}¢0 ve S{k:xk <a—a}=0 2.4)
dir.
Kargit olarak her € >0 igin (2.4) gergeklenirse o= st —liminfx dir (Fridy ve
Orhan 1997).

Istatistiksel degme noktasi tammindan ve Teorem 2.2.9 ve Teorem 2.2.10 dan
st —limsupx, x dizisinin en biyiik istatistiksel degme noktast; st —liminfx, x dizisinin

en kiigiik istatistiksel degme noktas: olarak yorumlayabiliriz.
Asagidaki teorem bu gozlemleri kuvvetlendirir.
Teorem 2.2.11: Herhangi bir x dizisi i¢in
st —liminf x < st — limsup x
dir (Fridy ve Orhan 1997).
Teorem 2.2.11 den herhangi bir x dizisi i¢in
liminf x < st —liminfx < st — limsupx < limsup x

oldugu agiktir.
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Hemen belirtelim ki, istatistiksel simrliik st —limsupx ve st—liminfx

degerlerinin sonlu olmasim gerektirir. Boylece Teorem 2.2.9 daki (2.3) sartt ve Teorem

2.2.10 daki (2.4) sart1 gergeklenir.

Asagidaki sonug yakinsak dizilerin temel bir 6zelliginin bir istatistiksel

benzeridir.

Teorem 2.2.14: Istatistiksel simrh bir x dizisinin istatistiksel yakinsak olmas:

i¢in gerek ve yeter gart
st —liminf x = st — limsupx
olmasidir (Fridy ve Orhan 1997).

Buck (1953) bir x dizisi limsupx degerine C,-toplanabilirse bu dizinin aym
degere istatistiksel yakinsak olmasi gerektigini gosterdi. Asagidaki teorem bu sonucun

istatistiksel bir benzeridir.

Teorem 2.2.15: Ustten smurh bir x dizisi B:=st-limsupx deZerine
C,-toplanabilirse st —limx = f dir (Fridy ve Orhan 1997).

Simetri ile agagidaki sonucu elde ederiz.

Sonu¢ 2.2.16: Alttan smrh bir x dizisi o:=st—liminfx degerine

C,-toplanabilirse st —limx = o dir (Fridy ve Orhan 1997).

Teorem 2.2.15, Buck’ 1n teoreminin bir motivasyonudur. Buck’ 1n teoremin de
dizinin bir Gist siur sart1 olmadigindan Teorem 2.2.15 den simrlihk hipotezi atilabilir mi
sorusu aklimiza gelebilir. Ust simirin atilamayacagim veya istatistiksel st siur zayif sarti
ile degistirilemeyecegine iligkin bir 6rnek Fridy ve Orhan (1997) tarafindan verildi:

Ornek 2.2.17:
Jk— , k kare

Xy =7 0, ktek kare degil

1 , k cift kare degil
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seklinde tammlanan X =(xy) dizisini gozoniine alalim.
1 .. .
B{k X, = O} =5 = {k Xy = 1} oldugundan st—-liminfx =0 ve st-limsupx=1

oldugu aciktir. Bu nedenle x dizisi istatistiksel yakinsak degildir. S{k: [xy |> 1} =0
oldugundan x dizisi istatistiksel simrhdir. §imdi C, —limx =1=st-limsupx oldugunu

gosterelim.
K?: tam karelerin ciimlesini
K° : kare olmayan tek tamsayilarin ciimlesini

K' : kare olmayan ¢ift tamsayilanin ciimlesini

gostersin. [t]:= maks{k: k< t} olsun.

(Cix), = Zxk Zxk + Zxk

keK° 0 ekt kek?2

1 ( n—[«/n_]] 1
=0+— 2l

n 2 15w/—
=1+0(1)

oldugundan C, —limx =1 dir.
2.3. istatistiksel Cekirdek

Bu kisimda matris ve diziler kompleks terimli olmak f{izere, bir dizinin
istatistiksel ¢ekirdegi kavramim tamitacagiz ve bir dizinin doniigim dizisinin gekirdegi,

istatistiksel ¢ekirdegin bir alt ciimlesi olacak gekildeki matrisleri karakterize edecegiz.

Istatistiksel gekirdek kavrammi tamtmadan o6nce, ilk defa Knopp (1930)

tarafindan tanumlanan bir dizinin ¢ekirdegi kavramini tamtacagiz.

X =(x,) kompleks terimli bir dizi olmak iizere {xk}kal ={xn,xn+l,...}

climlesinin kapali konveks hull’ u C_(x) ile gosterilir. ﬂCn (x) cumlesi x=(x,)

n=]

dizisinin limit noktalarmmn ciimlesi olan D ciimlesini igerir. Zorunlu olarak kapah ve
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konveks bir ciimle olan nCn (x) ciimlesine x =(x,) dizisinin gekirdegi denir ve

n=1

K —¢ek{x} ile gosterilir (Hardy 1949, sh. 55, Cooke 1950, sh. 137). Demek ki

K —-¢ek{x} = ﬁCn (x).

n=1

K —g¢ek{x} in bir tek nokta icermesi igin gerek ve yeter sart x = (x,,) dizisinin
yakimnsak olmasidir ki bu nokta x =(x,) dizisinin limit noktasidir (Allen 1944, Cooke
1950, sh. 137).

K —¢ek{x} =@ ise x=(x,) dizisine belirgin olarak iraksaktir denir ve bu
durum x, ~ oo ile gésterilir (Cooke 1950, sh. 137).

Simdi bir 6rnek verelim.

Ornek 2.3.1:

n , ngift
Xp =

ni , ntek
seklinde tammlanan x = (x,,) dizisini gézoniine alahm.

C,(x) cumlesi orijine dik agih tiggensel bir bolgenin ¢ikarilmasiyla kalan

kompleks diizlemin birinci bolgesinden ibaret olup K —¢ek{x} = & ve x_ ~ o dir.

Her bir simrh x dizisi igin
B, (2):= {w eC: |w-7<limsuplx, — zl}
k

olmak tizere
K - ¢ek{x} = nB: (2)
zel

oldugu Shcherbakov (1977) tarafindan gosterilmistir.
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Teorem 2.3.2: A=(a,) reel ya da kompleks terimli bir matris olsun.

Herhangi bir simirli x dizisi igin

K - ¢ek{Ax} c K™ —{x}, (@ =1)

[ o]
olmast i¢in gerek ve yeter sart A regiler bir matris ve lim supZIankls o olmasidir
n k=1

(Natarajan 1989).

Bir dizinin g¢ekirdegine iligkin ayrnintih bilgiler Knopp (1930), Agnew (1939),
Allen (1944) ve Maddox (1979) da bulunabilir.

Simdi kompleks degerli bir dizinin istatistiksel ¢ekirdegini tammlayacagiz.
Tammm 2.3.3: Herhangi bir kompleks x = (x, ) dizsi igin # (x), hhk i¢in x,
y1 igeren tiim kapali yan diizlemlerin kolleksiyonu olsun, yani
H (x):= {H: H kapal1 yan — diizlem ve S{k: Xy GEH} = O}
olsun. x dizisinin istatistiksel ¢ekirdegi

st—cek{x}:= [JH

Heg((x)

ile verilir (Fridy ve Orhan 1997).
K —¢ek{x} nin tamminda C_(x) kapali konveks hull’ u {xk}an > yi igeren

tiim kapal: yani-diizlemlerin arakesitidir. st — ¢ek{x} nin tamiminda, {xk }kZIl > in yerine 1

dir.

x dizisi reel degerli ve istatistiksel siurh bir dizi ise x dizisinin istatistiksel
cekirdegi, [st—liminf x,st—lim supx] dir; eger x dizisi istatistiksel siirh degil ise x
dizisinin  istatistiksel ¢ekirdegi vya [st—liminf x,oo), (-o,+) ya da

(— oo, st — lim sup x] araligidir (Fridy ve Orhan 1997).
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Cekirdek kavramina iligkin baz igerirlik teoremleri verebilmek igin st-¢ekirdege
iliskin asagidaki lemmaya ihtiyacimiz vardir.

Lemma 2.3.4: x istatistiksel sirli bir dizi ve her bir z € € igin
B,(2):= {w eC: lw -2 < st —limsup|x, - z|}
olsun. Bu durumda,

st~ gek{x} = [ B, (2)
zeC

dir (Fridy ve Orhan 1997).

X, istatistiksel simrh bir dizi degil ise Lemma 2.3.4 dogru degildir. Bunu gérmek
igin Vk €IN i¢in x, :=k seklinde tammlanan x =(x, ) dizisini gozoniine alalm. x
dizisi bir istatistiksel degme noktasma sahip degildir ve st—gek{x} = @. Herhangi bir
zeC igin, hhk i¢in x, y1 igeren sonlu yan ¢apll bir disk yoktur, boylece

st —limsup |x, —z|= o0 ve B, (z) kompleks diizlemin tamam olup an (z) =C dir.
k zeC

Asagidaki teorem K —¢ek{Ax} c st —cek{x} olacak sekildeki matrisleri

karakterize edecektir.

Teorem 2.3.5: A =(a,,) matrisi igin sup|a,|<o olsun. Her bir x £
n k=l

igin K — ¢cek{Ax} c st — gek{x} olmasi igin gerek ve yeter sart

(@ Aet’; yani A regiler ve 8(E)=0 ozellikli her EcIN i¢in

lim Y |a,|=0
D keE

(i) lim Y |ay|=1
0 k=1

olmasidir (Fridy ve Orhan 1997).

Herhangi bir x dizisinin st-gekirdegi, K-¢ekirdeginin bir alt ciimlesi oldugundan
Teorem 2.3.5 den agagidaki sonucu elde ederiz.
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Sonug 2.3.6: A =(a,, ) matrisi igin suleankl <o ve Teorem 2.3.5 in (1) ve
n k=l

(i1) sartlan gergeklenirse her bir x € £, igin
st — cek{Ax} c st — gek{x}
dir (Fridy ve Orhan 1997).
Simdi Sonug 2.3.6 nin kargitimin dogru olmadigimi gosterecegiz.

Ornek 2.3.7: A matrisini h.hk icin (Ax), =x, olacak bigimde tanimlayalim.

Teorem 2.2.5 den Ax ve x dizilerinin istatistiksel degme noktalarnin ciimlesi aym olup

st — gek{Ax} = st — gek{x} dir.

,

1 , k=n ven kare degil

ayn =31 , k<nven kare

0

\ 2

d.d.
seklinde tammlanan A = (a,, ) matrisini g6zoniine alalim. Bu durumda

X, , D kare degil

AX), =9 «
(8x) Zxk , N kare
k=1

olacaktir. A matrisi igin supZ|ank| =oo dir. A matrisi ne (ii) 6zelligini gergekler ne de
n k=l

6(E) = 0 igin lim Zlankl = 0 kosulunu gergekler.
" keE
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BOLUM 3
A-ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Orijinal bolimlerin ilki olan bu boélimde, A-yogunluk ve A-istatistiksel
yakinsakhik tamtilip, A-istatistiksel st limit ve alt limit ve A-istatistiksel cekirdek

kavramlan verilecektir.
3.1. A-istatistiksel Yakimsaklik
Bu kisimda A-yogunluk ve A-istatistiksel yakinsaklik tanitilacaktir.

Tanmw 3.1.1: A = (a,, ) negatif olmayan regiiler bir matris ve K c IN olsun.
8 o (K):=lim(Axg), =lim Y a
n T kek

limiti mevcut ise 8 , (K) sayisina K ciimlesinin A-yogunlugu denir (Freedman ve Sember
1981).

3,(K) veya 6,(IN\K) vyogunluklarindan herhangi biri mevcut ise
0,(K)=1-8,(IN\K) drr.

Eger K ciimlesi sonlu elemanh bir ciimle ise 3 , (K) = 0 oldugu agiktir.

Ornek 3.1.2:

seklinde tammlanan A = (a_, ) matrisini gbzoniine alalim.
Bu durumda,
K, = {k? : k eIN} ciimlesi igin 8 , (K,) = 1

ve
K, = {k zm? :m eIN} ctimlesi i¢in 8 , (K,) =0

dir.
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Tanm 3.1.3: A =(a, ) negatif olmayan regiiler bir matris olsun. Her £ >0
icin K(g):= {k eIN:|x,-L|> a} ciimlesinin A-yogunlugu sifir ise x = (x, ) dizisi L
sayisina A-istatistiksel yakinsaktir denir. Bu durum st, —limx = L ile gosterilir (Connor
1989).

Uyan: A =(a,), negatif olmayan bir toplanabilme metodu oldugunda

A-istatistiksel yakinsaklik tanimlanabilir. Bu metodun regiiler olmast igin gerek ve yeter
sart lima_; =0, (Vk €IN) olmasidir (Fridy ve Khan 1997).
n

Biz burada A =(a, ) matrisini negatif olmayan regiler bir toplanabilme

metodu olarak alacagiz.

Bundan sonra 8,(E)=1 olmak iizere her k €E igin bir ®P(k) ozelligi
gergekleniyor ise A-hemen her k igin P(k) ozelligi gergekleniyor diyecegiz ve bunu
“A-h.h.k” ile kisaltacagz.

Teorem 3.1.4: st, —limx=L olmas: igin gerek ve yeter sart §,(B)=0

olacak bigimde IN nin bir B alt ctimlesi vardir ve IN\B= {n,: k €IN} olmak iizere
Xy, —> L (Cauchy anlaminda), (k — o) olmastdir (Kolk 1991, Miller 1995).

Uyar: A = C, alinursa istatistiksel yakinsakhigin orijinal tamm elde edilir.

Ornek 3.1.5:

seklinde tamimlanan A =(a, ) matrisini gozoniine alahm. A matrisi negatif olmayan

regiiler bir matrisdir. $imdi x = (x, ) dizisi
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> a} olmak tizere

1
ey

seklinde tammlansin. K(g):= {k eIN:
lim{Ax ) =0, (Ye>0)

1
oldugundan st, —limx = By dir.

Tamm 3.1.6: Bir x = (x, ) dizisi i¢in 8 {k DX |2 B} = 0 olacak sekilde bir B
sayis1 varsa x dizisine A-istatistiksel simirhdir denir.

Ornek 3.1.5 de tamimlanan x dizisi A-istatistiksel smurlt bir dizidir.

Bundan boyle,

st, : A-istatistiksel yakmsak diziler uzay:
sty : sifira A-istatistiksel yakinsak diziler uzay:
(st ), : siurh A-istatistiksel yakinsak diziler uzayr

olarak almacaktir.

Smirh  A-istatistiksel yakinsak dizilerin matris donigimleri Kolk (1992)
tarafindan verilmigtir.

1992).
Teorem 3.1.8: B e((st A)b>Cs p) olmast igin gerek ve yeter gsart B e(c,c; p) ve

ECIN olmak iizere 8, (E) = 0 ise lim . [b, | = 0 olmasidir (Kolk 1992).
1 kek

Teorem 2.1.8 in A-istatistiksel bir benzeri Fridy ve Miller (1991) tarafindan
verilmigtir. Bu karakterizasyonu vermeden 6nce matrislerin agagidaki sinifim tanitacagiz.

A negatif olmayan regiiler bir matris ve negatif olmayan T = (t,,, ) matrislerinin

() Her n €IN igin Dty =1
k=1
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(i) K< IN ve 8 ,(K) =0 ise lim > t, =0
T keK
kosullanim gergekleyen simfi t, olsun.
T e 1, matrislerinin simrh toplananabilirlik alamm c(b) ile gosterecegiz,
yani

cr(b):= {x el :lim(Tx), mevcut} .

Simdi ilgili karakterizasyonu verebiliriz.
Teorem 3.1.9: Siurli bir x dizisi igin st, —limx =L olmas i¢in gerek ve yeter

sart her Tet, i¢in T—limx =L olmasidir, yani (st,), = ncT (b) olmasidir (Fridy

TG‘[A

ve Miller 1991).
3.2, A-istatistiksel Yakmsakhk I¢in Bir Kriter

Bu kisimda Schoenberg (1959) tarafindan istatistiksel yakinsaklik i¢in verilen

kriterin (Teorem 2.1.10) A-istatistiksel benzerini verecegiz.

Aynca Salat (1980) tarafindan verilen Teorem 2.1.11°i A-istatistiksel
yakinsaklifa genisletecegiz.

Sozii edilen kriteri vermeden once asagidaki lemmay verecegiz.
Lemma 3.2.1: st, —limx=L ve g, her reel y = L noktasinda siirekli ise
st, —limg(x) =g(L) dir.
Ispat: st a—limx=L olsun. g , y =L noktasinda siirekli oldugundan verilen
bir € > 0 sayisi i¢in
ly —LI<8 ise |g(y)—g(L)i<e
olacak bigimde bir 3 > 0 sayis1 vardir. Béylece
lg(y)-g(L)|z€ ise [y—Li=8

olup
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l80x,) —g(L)fz € ise x, — L3
elde edilir. O halde
K:= {k eIN: |g(x, ) —gL)2 8} cK'= {k eIN: |x, - Lj= 8}
olacaktir. st, —~limx =L oldugundan li;n(A)(K.)11 =0 olup li;n(A)(K)n =0 elde edilir.
Bu da ispat1 tamamlar.
Simdi A-istatistiksel yakmsaklik igin soziinii ettifimiz kriteri verebiliriz.

Teorem 3.2.2: x = (x, ) dizisinin bir L sayisina A-istatistiksel yakinsak olmasi

icin gerek ve yeter sart her bir t reel sayisi i¢in

li;nz a e =e'l (3.1)
k=1

olmasidir.
Ispat: st, —limx = L olsun. Sabit bir t sayist igin g(x) = e™*, x’in siirekli bir

-]

fonksiyonudur. Lemma 3.2.1 den st, —lime™ =¢' dir. {e™}" sl bir dizi

oldugundan Teorem 3.1.7 den limz aye™ =e' dir. Bu da gerekliligin ispatim
k=1

tamamlar.
Karstt olarak, limz ae™ = e oldugunu kabul edelim. Simdi
n k=1

st, —limx=L 3.2)
oldugunu gosterecegiz. Bunun igin 6nce

[0 , y<-1

M(y):=
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ile stirekli bir M:IR — [0,1] fonksiyonu tanimlayalim.

M fonksiyonu Lebesgue integrallenebilir bir fonksiyon oldugundan M nin

Fourier déniigiimii

1

f(t) = T J‘ M(y)e™dy , t IR
)
o sin—-
T t
2

dir. f fonksiyonunun ters Fourier doniigtimii ise

1 % .
M(y) == [fyetvar

edt (3.3)

olacaktir (Haaser ve Sullivan 1971, sh. 325, Myint-U 1980, sh. 310).

L = 0 durumu igin (3.2) ifadesini gostermek yeterlidir. € >0 sayis1 verilsin ve
K=K(g)= {k eIN:|x¢|> a} olsun. Uygun bir degisken degistirme ile (3.3) ifadesi

gt )2

| sin—
Y| __& 2 ity
M( )~ I - eVdt

—-a0 R

2

olur. Boylece
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gt )2

© L Sin ©
Xk | _ _E 2 itxy,
éa"“M( )’ )| (ga"ke J‘“

& =
2

dir. (3.3) integrali mutlak yakinsaktir. Lebesgue Baskin Yakinsaklik Teoreminden

2

R -1 1
) 0 sin ©
. X £ 2 ) ix
li a M( k)z (hm a.e k)d’r
2
st )2
I ® sm——2 i
S o2m 4| 8t
2
= M(0)

dir. M fonksiyonu gézoniine alinarak

> X X Xy
SaaM( )= oM+ Taum( 2
k=1 —1<’;—k<o os—":—<1

< ga,,kxm(k) —g B Xy (K)

elde ederiz. Boylece A regiler ve limz a,,kM(—xs—k—) =1  oldugundan
T k=1

limZankxK (k) = 0. Bu da teoremin ispatim tamamlar.
1 k=1

Uyan: A = C, alimirsa Teorem 2.1.10 elde edilir.

Simdi de lacunary istatistiksel yakinsaklik kavrammm tanitacagiz. Hemen
belirtelim ki; lacunary istatistiksel yakinsaklik A-istatistiksel yakinsakhiin bir 6zel halidir.

Tamm 3.2.3: Pozitif tam sayilarin artan bir dizisi 0 = {k,} olsun. Eger k, =0

olmak tizere 1 — oo igin h,:=k, —k,_, - ise 0 ={k, } dizisine lacunary dizi denir
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(Lorentz 1948, Sember ve Raphael 1978). (")meginG:{k,}:{Z'}, (r>0) veya
0 ={k, }={r!} dizileri birer lacunary dizidir.

0={k,} lacunary dizisi ile olusturulan aralilar I,:=(k, k.| ile
gosterilecektir.

Tanmm 3.2.4: 6 = {kr} bir lacunary dizisi olsun. Her bir £ > 0 igin

l kel :x,-Lzgg=0 G4
{ 25}

fim-

r
ise x =(x, ) dizisi L sayisina lacunary istatistiksel yakinsaktir denir ve sy —limx=1L

yazilir (Fridy ve Orhan 1993, 1993).

K(e):= {k eIN: lxk —Ll > s} ciimlesinin karakteristik fonksiyonu x, ve Cg

matrisi
1
, kel
Co[r.k]=1 B
0 , kel
ile tammlanmak tizere

! l{k el:

T

1
%, ~L2 8} = Tgxxm (k)

oldugundan (3.4) limiti lim(Cy%.,,) =0 seklinde verilebilir.

Teorem 3.2.2 de A = Cy aliursa agagidaki sonug elde edilir.

Sonug¢ 3.2.5: s, —limx = L olmas: igin gerek ve yeter sart her reel t says1 igin

o ) .
lim—— ) e = ¢l
r hr ke,

olmasidir.

Bundan boyle,
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Sg . lacunary istatistiksel yakinsak diziler uzayi
sg : sifira lacunary istatistiksel yakinsak diziler uzay:

sg . smirli lacunary istatistiksel yakinsak diziler uzay

olarak aliacaktir.

@

Asagidaki teorem gosterir ki; S := {x: {Z anklxkl} el w} uzayina ait bir
k=1 1

k=
x = (x, ) dizisinin her t rasyonel sayis1 igin (3.1) in gergeklenmesi igin gerek ve yeter gart
x dizisinin A-istatistiksel yakinsak olmasidir. Bu teorem Teorem 2.1.11 in bir

A-istatistiksel benzeridir.

Teorem 3.2.6: x = (x, ) €S, olsun. x dizisinin reel bir L sayisina A-istatistiksel

yakinsak olmas igin gerek ve yeter sart her t rasyonel sayisi igin
lim) a,e'™ = e
n k=1

olmasidir.

ispat: Gereklilik: x €S, ve st, —limx=L olsun. Teorem 3.2.2 den her

«©
rasyonel t sayist igin lim ) a 6" = &' dir.
B k=1

Yeterlilik: Her rasyonel t sayisi i¢in limZankei‘xk =¢'™ olsun. t, keyfi bir
0 ok=1

0
reel say1 olsun. lim Y a, ™0™ = gi'"

o k=1

oldugunu gostererek ispat: tamamlayacagiz. Keyfi

bir rasyonel t sayist igin
w . X .
Ca(to,1):= 2 aye ™ — > a e™
k=1 k=1

yazahm. e'®" = cosOL +isin6L, (8 €IR) oldugundan
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o
< Zank \/(costoxk —costx, )? +(sintyx, — sintx, )2
k=1

IC.a (£, )

dir. Ortalama deger teoreminden

Ca (o, 1) < |t—t0|§ankxk

elde edilir. x €S}, oldugundan her n igin

o
D aglx <M
o

olacak bigcimde M > 0 sayis1 vardir. (3.5) ve (3.6) dan
|Calto,t) < Mlt—1,|

elde edilir. Ayrica

© 0
Z ankeltOXk = Z ankelmk + Cn (tO > t)
k=1 k=1

den

<

«©
Zankeltoxk r eltoL
k=1

0
D ag e it +|e”L —e""Ll +| C, (to,t)l
k=1

dir. €> 0 olsun. g(x) =e'*" , x IR i¢in siirekli oldugundan

itL _eitoL’ <L

. :

olacak bigimde rasyonel bir t sayis1 vardir. (3.7) den

lcnao;)<-§—,(n=1gyny

Hipotezden her n > n, igin

i . .
Z ankeltxk - ellL
k=1

€
< —
3

(3.5)

(3.6)

(.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)
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olacak bigimde bir n, sayis1 vardir. Simdi (3.9), (3.10), (3.11) ve (3.12) den her n > n,

i¢in

<e

«©
Zankenoxk _ extoL
k=1

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

Uyar: Teorem 3.2.6 da A = C, alimirsa Teorem 2.1.11 elde edilir.

3.3. A-Istatistiksel Ust Limit ve Alt Limit

Kisim (2.2) de, reel terimli bir dizinin degme noktalann ve limit noktalar
kavramlaninin istatistiksel benzerleri, istatistiksel degme ve istatistiksel limit noktalarimin
temel ozellikleri verilerek, bu noktalar ile aligilmig limit noktalar arasindaki benzerlik ve
farklar verilmigtir. Bu kisimda, Oncelikle bu kavramlarin A-istatistiksel benzerleri
verilecektir. Daha sonra ise yine kisim (2.2) de verilen, istatistiksel {ist limit ve alt limit
kavramlari ve bu kavramlara iligkin teoremlerin A-istatistiksel benzerleri verilecektir.

Simdi baz: 6nemli terminoloji ve notasyonlan verecegiz.

(] x=(x,) dizisinin bir alt dizisi ve K:= {k(j): j €IN} olmak azere

=
8, (K)=0 ise {x}, dizisine sifir A-yogunluga sahip bir alt dizi veya bir A-ince alt dizi
denir. Eger §,(K)>0 veya K ciimlesi bir A-yogunluga sahip degilse {x}, dizisine

X = (x, ) dizisinin A-ince olmayan bir alt dizisi denir (Connor ve Kline 1996).

Tamm 3.3.1: Bir x dizisinin bir A sayisina yakinsayan A-ince olmayan bir alt

dizisi varsa, A sayisina x dizisinin bir A-istatistiksel limit noktast denir (Connor ve Kline
1996).

Bir x dizisinin A-istatistiksel limit noktalarmin ciimlesi A% ile gosterilir.
Ornek 3.3.2:
1, k=n%*(n=12,.)

ank=
0 , d.d
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seklinde tammlanan A = (a,, ) matrisini gozoniine alaim. Omnek 2.1.4 de tammlanan

x = (x,.) dizisiigin L, = {0,1} ve A% = {1} dir.
Herhangi bir x dizisi igin A% c L, oldugu agiktir. A% ve L ¢ok farkh olabilir,

Ornek 3.3.3: {rk }:=1 , deger cumlesi tiim rasyonel sayilar ciimlesi olan bir dizi

ve x = (x, ) dizisi

seklinde tammlansin. Ornek 3.3.2 de tammlanan A =(a, ) matrisi icin A% =& ve
{rk: k eIN} ciimlesi IR de yogun oldugundan L, =1R dir.
Simdi Tamm 2.2.3” iin bir A-istatistiksel benzerini verecegiz.

Tanmm 3.3.4: Her € >0 igin {k €IN: |xk —y| < s} cimlesi sifir A-yogunluga

sahip degilse y sayisina x dizisinin bir A-istatistiksel degme noktasidir denir (Connor ve
Kline 1996).

Bir x dizisinin tiim A-istatistiksel degme noktalannin ciimlesi ' ile gosterilir.
Herhangi bir x dizisi i¢in ' < L, oldugu agiktir. T2 ve A% arasindaki igerme bagintist
asagidaki 6nerme ile verilmektedir.

Onerme 3.3.5: Herhangi bir x dizisi igin A% T2 dir (Connor ve Kline 1996).

Eger, st, —limx=2A ise A% =T/ ={A} dir. Fakat karsit: dogru degildir.

.....

(2.2)de AS =TS = {0} fakat ste, —limx in meveut olmadig: belirtilmigtir.

Verilen bir x dizisinin A-istatistiksel yakinsakhid1 veya A-istatistiksel yakinsak

olmayig1, x dizisinin A-ince bir alt dizisinin degerlerini degistirmekle degismez.

Simdi aym ozelligin, A-istatistiksel degme noktalan iginde gegerli oldugunu

gosterecegiz.
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Teorem 3.3.6: x ve y A-h.hk igin x, =y, olacak sekilde iki dizi ise T} = I“}’,‘

ve A% = A dir.

Ispat: A-hhk igin Xy, =Yy, olsun. Simdi K:= {k elN: x, = yk} olsun. O
halde &, (K) =0 dir. Eger v €T’ ise her € >0 igin SA{k eIN: ka —y|<s}¢0 ve
SA{k eK: lyk —yl <s} # 0 drr.

{k eK: ka ——yl <s}g {k eIN: ka —yl <s}
oldugundan GA{k €IN: |yk —y| < s} #0 olup y eI‘;‘ dir. O halde T2 ¢ I";}. Simetri
ile I') T elde edilir. Boylece I';* =T’ dir.

Simdi A% =A% oldufunu gosterecefiz. Bunun igin 8, f{k: %, #y, }=0
oldugunu kabul edelim ve A €A’ olsun. Bu durumda x =(x,) dizisinin A sayisina
yakinsayan A-ince olmayan bir {x} alt dizisi vardir.

K= {k: k eK ve x; iyk}u{k: k eK ve xi :yk}
oldugundan
0,(K)= SA{k: keKvex, # yk}+8A{k: keKvex, = yk}
dir. 8, (K)=0 ve Safkik eK vexy 2y, }=0 oldugundan
) A{k: keKvex, = yk} # 0 elde edilir. Dolayisiyla son ciimle {y}K dizisinin A-ince
olmayan bir {y} i alt dizisinin A sayisina yakinsadifimi gosterir. Boylece A eA‘;\, olup
A% c A5 Simetriile A% < A% elde edilir. Boylece A = A% dur.

Simdi A-istatistiksel tist limit ve alt limit kavramlarini ve aligilmus iist limit ve alt

limit” in baz1 A-istatistiksel benzerlerini verecegiz.

A = (a,, ) negatif olmayan regiiler bir matris olsun. x = (x, ) dizisi igin



33

B,: {b elR: SA{k: Xy >b}¢0}

A= {a elR: SA{k: Xy <a} # O}
olsun.
Burada & ,(K)>0 veya K climlesi A-yogunluga sahip degil ise 6, (K)#0
yazacagiz.
Tanim 3.3.7: A negatif olmayan regiiler bir matris ve x = (x, ) reel terimli bir

dizi olsun. x dizisinin A-istatistiksel tist limiti

supB, , B, #2O
st, —limsupx =
- , B,=0

ile verilir. Benzer sekilde x dizisinin A-istatistiksel alt limiti

inf A
st, —limsinfx =

x » A2OD
+0o  , A, =0
ile verilir. Taum 3.3.7 de A = C, alinuirsa Tamm 2.2.6 elde edilir.

Simdi bir 6rnek verelim.

Ornek 3.3.8:
n
_ k=n2%+1
2+ T
n 2
=4 ] = =
Ak 2(n+1) R k=n +2, (n 1,2,)
0 , d.d.

seklinde tammlanan A = (a_, ) matrisini ve
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1
O k=n+1
2 , k=n*+2
Xg =9 , (n=12,...)
k , k=n?
[0 , dd

seklinde tanimlanan x =(x, ) dizisini gézoniine alalm. A = (a, ) matrisinin negatif
olmayan regiiler bir matris oldugu agiktir. x dizisi ustten suurh bir dizi degildir. Fakat

84k : x> 2} = 0 oldugundan x dizisi A-istatistiksel surl: bir dizidir.
Hemen belirtelim ki,
D:= {k =n? n= 1,2,...} icin 8(D)=0
E={k=n?+1: n=12,.} i¢in 8(E)=0
F.= {k =n’+2: n= 1,2,...} i¢in 8(F) =0
olmasina ragmen

§,(D)=lim> a, =0
 keD

. ) n 1
SA(E)“hingEank‘h,fn An+1) 2

n 1
F)=1i =lim{l-———|=—
84 (F) T‘éa"k lin{ 2(n+l)} 2
dir. Aynca ENnF = ve DNEnNF =0 oldugundan

1
SA(EUF)ISA(E)+5A(F)=—;—+—2—=1
ve

SA(DuEuF):SA(D)+8A(E)+8A(F):O+——21——+—;—:1

elde edilir.
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Boylece B, =(—0,2) ve A, =(0,4) olup st, —limsupx=2 ve
1
st, —liminfx =0 dir. x dizisi 0’a ve 2’ye yakinsayan, A-yogunlugu 5 olan ayrik iki

diziye sahip oldugundan x dizisi A-istatistiksel yakinsak degildir.

.....

st, —limsupx bu ciimlenin en biyiik elemamna, st, —liminfx bu ciimlenin en kilgiik

elemanina egittir.
O halde, bu gozlemlere gore agagdaki iki teoremi verebiliriz.
Teorem 3.3.9: B:=st, —limsupx sonlu ise her € > 0 i¢in
BA{k:xk >B—8}¢Ove8A{k:xk>B+s}=0. (3.13)
Karsit olarak her € > 0 igin (3.13) gergeklenirse B:=st,, —limsupx dir.

Ispat: B:=st, —limsupx sonlu olsun. Bu durumda B, # & ve supB, =B dir.

O halde
(1) her b eB, i¢in b<f

(i) her & > 0 i¢in b > B — € olacak bigimde bir b € B, vardr.
K:= {k:xk >b}gK":={k:xk >B—s}

ve beB, oldugundan SA{k D Xy >B—s}¢0 dir. $imdi 8A{k DXy >B+a}= 0
oldugunu gosterelim. 8 , {k DX >B+ s} # 0 olsun. Bu durumda B +¢ B, dir. Bu ise
B sayismn B, cumlesinin en kiigik st simr olmastyla gelisir. O halde
SA{k DXy >B+s}=0 dir.

Kargit olarak her £ >0 igin (3.13) gergeklenirse 3 =st, —limsupx oldugu
agiktir,

Benzer gekilde agagidaki teoremde ispatlanabilir.
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Teorem 3.3.10: o= st, —liminf x sonlu ise her £ > 0 igin
SA{k:xk <a+a}¢0ve8A{k:xk <a—8}:0. (3.14)
Kargit olarak her € > 0 i¢in (3.14) gergeklenirse o = st,, —liminf x dir.

Kisim (2.2) deki gozlemlere paralel olarak A-istatistiksel degme noktasi tamm

ile Teorem 3.3.9 ve 3.3.10 g6zoniine almnarak; st, —limsupx, x dizisinin en bilyiik
A-istatistiksel degme noktasi, st, —liminfx, x dizisinin en kiigiik A-istatistiksel degme

noktasi olarak yorumlayabiliriz. Asagidaki teorem bu gozlemleri kuvvetlendirir.

Teorem 3.1.11: Herhangi bir x dizisi igin

st, —liminfx <st, —limsupx

dir.

Ispat: Tk once st A —limsupx = —oo durumunu gozoéniine alahm. Bu durumda
B, =@. Her bir belR igin 8,{k:x, >b}=0 dir, bu ise 8,f{k:x, <b}=1
oldugunu gosterir, boylece her bir a IR igin &, {k: Xy < a} =0 dir. O halde
st, —liminf x = —o0.

sty ~limsupx =400  durumunu ispatlamaya gerek yoktur. Simdi
B=st, —limsupx sonlu ve o:=st, —liminfx olsun. Verilen bir £>0 igin

B+e €A, oldugunu gosterecediz; boylece a < +¢ olacaktir. B = supB, oldugundan

Teorem 3.3.9 dan SA{k:xk >B+%}=O dir, bu ise SA{k: kaB—F%}:l

oldugunu ifade eder.

K’::{k:xk <B+%}C_'—'K“3: {k:xk <B+8} ve SA{k: Xk SB-{_%}:l

oldugundan &, {k: X SB+ a} =1 olmak zorundadir. Boylece B+gcA, olur

o =inf A, oldugundan o <B+¢ olup € keyfi oldugundan a.<B dir. Bu da ispat

tamamlar,

Teorem 3.3.11 den agagidaki sonucu elde ederiz.
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Sonug 3.3.12: Herhangi bir x dizisi i¢in
liminfx < st, —liminfx < st, —limsupx < limsupx
dir.
A-istatistiksel simrhhk st, —limsupx ve st, —liminfx degerlerinin sonlu

olmasmm gerektirir ve de Teorem 3.3.9 ve Teorem 3.3.10°un (3.13) ve (3.14) sartlan

gergeklenir.

Asagidaki sonu¢ yakinsak dizilerin temel bir ozelliginin bir A-istatistiksel

benzeridir.

Teorem 3.3.13: A-istatistiksel smurhi bir x dizisinin A-istatistiksel yakinsak

olmast i¢in gerek ve yeter sart
st, —liminf x = st, —limsupx
olmasidir.
Ispat: B:=st, —limsupx ve a:=st, —liminfx olsun. ik once
st, —liminfx =1L ve € >0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda

SA{k: ka —L|28}=0 dir. {k DXy >L+e}g {k: lxk —LIZs} oldugundan

6 A{k:xk >L+8}=0. Simdi B<L oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki L <
olsun. st, —limsupx = oldugundan her b €B, i¢in b<f ve SA{k DXy >b}¢0 dir.
{k:xk >b}g{k:xk >L+8} ve SA{k > N >b}¢0 oldugundan

8A{k D Xy >L+s}¢0 olur bu ise SA{k:xk >L+s}=0 olmasiyla ¢eligir. O halde
B<L dir

Simetri ile 6 {k :Xy <L- a} =0 oldugundan L <o dir. Béylece B <a elde

edilir. Teorem 3.3.11 den oo = B dir.

Kargit olarak o = oldugunu kabul edelim ve L:= o tanimlayaim. € >0 igin
Teorem 3.39 ve Teorem 3.3.10°un (3.13) ve (3.14) sartlarindan
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€

> }:O ve SA{k:xk <L--§—} dir. Boylece st, —limx =L elde

o A{k i X, >L+
edilir.

Buck (1953), bir x dizisi, limsupx degerine C,-toplanabilirse bu dizinin aym
degere istatistiksel yakinsak olmasi gerektigini gosterdi. Bu sonucun istatistiksel bir
benzeri Fridy ve Orhan (1997) tarafindan verildi (Teorem 2.2.15). Simdi bu sonucun bir

A-istatistiksel benzerini verecegiz.

Teorem 3.3.14: Ustten siurh bir x dizisi L:=st, —limsupx degerine

A-toplanabilir ise st, —limx =L dir.

Ispat: x=(x,) dizisi L sayisma A-istatistiksel yakmsak olmasm. Teorem
3.3.13 den st, ~liminfx<L dir. st, —liminfx tammindan &, {k:x, <M}#0
olacak bigimde M <L sayist vardr. K':= {k DXy <M} olsun. L nin tammundan her

€ >0 igin SA{k:xk >L+8}=0. K":={k:MSxk sL+s} ve

K":= {k DXy > L+s} seklinde tammlayalim. x dizisi ustten smrli oldugundan

B:= sup, x, <o olacak bigimde bir B sayis1 vardr; ayrica §,(K')#0 oldugundan
Qe
limsup Zank >d > 0 olacak bigimde bir d saysi vardir. Her bir n €IN i¢in
n keK’

©
(AX), = 2 auX, = Z.ankxk + Z’ankxk + 2 Ay
k=1 keK keK’ kekK”

<MD a, +(L+g)D.a, +B DAy
ke’ keK’ keK"”

= MZank +(L+a)2ank —(L+8)Zank +o(1)
keK' k=1 kekK’

=- 2 ag[-M+(L+e)]+(L+ a)i ag +0(1)
keK k=1

< Liank -d(L-M) +s(iank - d) +0(1)
k=1 k=1
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€ > 0 keyfi oldugundan
limsupAx<L-d(L-M)<L
elde edilir. O halde x dizisi L sayisina A-toplanabilir degildir. Bu da ispati: tamamlar.
Simetri ile alt simir i¢in agagidaki sonucu elde ederiz.
Sonu¢ 3.3.15: Alttan smurh bir x dizisi L:=st, —liminfx degerine
A-toplanabilir ise st, —limx = L dir.

Teorem 3.3.14 de tist simrin atilamayacagim veya A-istatistiksel {ist siir zayif

sart1 ile degistirilemeyecegini A = C, alinmast halinde Ornek 2.2.17 den elde edilir.

3.4. A-istatistiksel Cekirdek

Bu kisimda, kisim 2.3 de kompleks terimli diziler igin verilen tamm ve

teoremlerin A-istatistiksel benzerlerini verecegiz.
Teorem 3.4.1: Herhangi bir kompleks x = (x, ) dizsi igin H , (x), A-hhk
igin x, y1igeren tiim kapah yan-diizlemlerin kolleksiyonu olsun, yani
H,(x)= {H : H kapal1 yan — diizlem ve SA{k: Xy esH} = 0}
olsun. x dizisinin A-istatistiksel ¢ekirdegini

st, —¢ek{x}:= nH

Hetfy (x)

ile tammlayacagiz. K — ¢ek{x} nin tamminda C,(x) kapal konveks hull’'u {x,},., ni
igeren tiim kapah yan diizlemlerin arakesitidir. st, —¢ek{x} nin tammnda, {x, },,,’in

yerine A-yogunlugu 1 olan bir alt dizi alindi. Boylece x dizisi igin
st, —¢ek{x} c K—¢ek{x} dir. x dizisi reel degerli ve A-istatistiksel sinirh bir dizi ise
sty, —¢ek{x} = [stA —liminf'x,st,, —limsup x]

olacag agiktir.
Eger x reel dizisi A-istatistiksel siurh degil ise x dizisinin A-istatistiksel

cekirdegi ya [st A —liminf x, oo), (—0,0) ya da (00, st, —limsup x] arahgdir.
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Asagidaki teorem Lemma 2.3.4 (Fridy ve Orhan 1997) in bir A-istatistiksel

benzeridir.

Teorem 3.4.2: x = (x, ), A-istatistiksel siurhi bir dizi ve her z € € igin
B,(2):= {w eC: |w—z|<st, —limsup|xy — zl}
olsun. Bu durumda

st, —¢ek{x}:= ﬂBX (2)
ze€

dir.
Ispat: st, —limsupx tammindan ve Teorem 3.3.9 dan B_(z) diski A-h.hk
igin x, w1 igeren z merkezli tim kapall disklerin arakesitine esittir. Ik once

w ¢ |B,(2) oldupunu kabul edelim. Bu durumda bir z" €€ igin w ¢B,(z") drr. H,
zeC

B, (z") i sinir eBrisine teget ve w ve z noktalarini igeren dogruya dik, sir dogrusuna
sahip ve B, (z') dizisini igeren yan-diizlem olsun. B,(z") cH ve B, (z') A-hhk icin

x, y1igerdiginden H e H , (x) dir. w ¢ H oldugundan w ¢ (] H dir. O halde
Hedly (x)

st, —gek{x} < [ |B,(2) dir.

zeC

Simdi an(z)g ﬂ H oldugunu gosterelim. w ¢ ﬂ H ise wegH
zeC Hedf (x) Hed 4 (x)

olacak bigimde bir H e H , (x) vardir. L, H min simirna dik ve w dan gegen bir dogru

olsun ve p, w ve H arasinda L nin par¢asimin orta noktasi olsun. z, z € H olacak bigimde

L nin bir noktas: olsun.

B(z) = {£ € C: |& - zl<|p - 2}

diskini g6zoniine alalim. x, A-istatistiksel simurh ve A-h.hk igin x, €H oldugundan z yi

|p— z|=st, —limsup|x, —z| olacak bigimde p den yeterince uzak segebiliriz. Boylece
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B(z), B,(z) disklerinden biridir ve ve w ¢B,(z) oldugundan w eﬂBx(z) dir. O
ze€

halde ﬂBx(z) c n H olup bu da ispat1 tamamlar.

zeC He?l, (%)
x dizisi A-istatistiksel sinirli bir dizi degil ise Teorem 3.4.2 gegerli degildir.

Ornek 3.4.3:

seklinde tammlanan A =(a, ) matrisini ve x, =k, (k €IN) seklinde tammlanan
X =(x,) dizisini g6zoniine alaltm. A matrisi negatif olmayan regiiler bir matris olup x

dizisi A-istatistiksel sirl ve A-istatistiksel degme noktalanna sahip degildir. Béylece
st, —¢ek{x} = dir. Herhangi bir z € € i¢in A-h.h.k i¢in x, 1 igeren sonlu yar ¢aplh

bir disk yoktur. st, —limsup|x, —z|=c ve B, (z), € nin tamamdir. Boylece
D =st, —¢ek{x} = [|B,(z)=C
zeC

dir.

T-matrislerini karakterize edecegiz.

Teorem 3.4.4: T matrisi igin sup ) |t |<o olsun. Her bir x e o lgin
n k=1
K —¢ek{Tx} c st, —gek{x} olmas: i¢in gerek ve yeter sart
() Tety, yani T regiler ve §,(E)=0 ozellikli her EcIN icin

lim Dty | =0
% keE

(ii) lim X[t | =1
1 k=1

olmasidir.
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Ispat:  Gereklilik: x, L sayisma  A-istatistiksel yakinsak  ise
{L} =st, —gek{x} DK ~¢ek{Tx}. Her x £ igin Teorem 2.1.6 dan Tx smrh olup

K —¢ek{Tx} = {L} dir. Béylece Tx, L sayisina yakinsaktir. Teorem 3.1.8 den T regiiler
ve EcC IN i¢in 8, (E) =0 oldugunda liletnkl =0 dir. O halde (i) sart:1 ger¢eklenir.
" keE

Ayrica

K —¢ek{Tx} c st, —¢ek{x} = K —¢ek{x}

dir.

a =1 igin Teorem 23.2 den limsup ) |t |<1; T regiler olduundan bu
n k=l

limZItnkl =1 olmasima denktir. Bu da (ii) nin gerekliligini ispatlar.
N k=1
Yeterlilik: (i) ve (ii) gerceklensin ve w €K —¢ek{Tx} olsun. Herhangi bir
z eC i¢in

|w — z|< limsup lz - (Tx), |

2]
=limsup|z— Dt %,
n k=1

= limsup Dt (z— xk)+z(1— Ztnkj
k=1 k=1

n

[« o] o0
<limsup | Dty (z—x, )| +limsup |zl - D t,,
k=1 k=1

n n

= limsup Ztnk(z—xk) . (3.15)
k=1

n

r=st, —limsup|x, —z olsun, £€>0 verilsin ve E:{k:lz—-xk|>r+a}

olsun. r =st, —limsup|x, —z| oldugundan st, —limsupx tammindan &, (E) =0 ve
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DtaE—%) = (2% )+ D (z - %)
k=1 keE keE
< D ltwlz =X 2 Itz — x|
keE keE
< SUP|2 = Xy | 2 [+ (1 +8) 2t
k keE keE

dir. (i) ve (i1) den

-]
Ztnk(z—xk) <r+e.
k=1

limsup
n

O halde (3.15) den [w—2z<r+¢€ olup &€ >0 keyfi oldugundan |w—z<r dir. Boylece
|w—zj< st, —limsup|x, —z| olup w €B,(z) dir. Teorem 3.4.2 den w est, —¢ek{x}

dir, bu da ispatt tamamlar.

Teorem 3.4.4 den agagidaki sonucu hemen elde edebiliriz.

Sonug¢ 3.4.5: T matrisi i¢in supZItnk|<oo ve Teorem 3.4.4° iin (i) ve (ii)
n k=t

sartlar1 gergekleniyorsa her bir x € £ igin
st, —cek{Tx} < st, — cek{x}
dir.
Simdi Sonug 3.4.5 in kargitimin dogru olmadigini gosterecegiz.

Ornek 3.4.6:

1, k=n*+1,(n=12,..)

Ao =
0 , d.d

seklinde tammlanan A = (a, ) matrisini gézonine alam ve T matrisini A-h.h. n igin
(Tx), =x, seklinde tammlayahm. Bu durumda Teorem 3.3.6 dan
st, —cek{Tx} =st, —cek{x} elde edilir. O halde
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, k =n ve n tam kare degil
ta =71 , k<n ven tam kare

, d.d.

ise

X, , ntam kare degil

TX), =1 <
(%) D%, , ntam kare
=1

olur. T matrisi igin

1 , ntam kare degil

a0
Z |t | =
=1

n , n tam kare

olup suletnkl =oo bulunur. Aynca (ii) deki limZItnkl limitinin mevecut olmadig da
n k=l o k=1

agiktir. Diger yandan E:= {k =n:n= 1,2,...} olmak iizere §,(E)=0 dir. Kolayca

gorilecegi gibi

0 , N tam kare degil

Dltul=
keE Jn , h tam kare

oldugundan (i) deki lim ) |t,, | limiti de mevcut degildir.
T keE
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BOLUM 4
SINIRLI A-ISTATISTIKSEL YAKINSAK DIiZiLERIN SINIRLI CARPAN
UZAYLARI

Bu bolimde A, satirlan spread sartim gergekleyen, negatif olmayan regiiler bir
matris olmak tuzere A-istatistiksel yakinsak diziler uzaymin lokal konveks bir FK
topolojisi ile donatilamayacagim gosterecegiz. Ayrica simrh A-istatistiksel yakinsak
diziler uzaymin siurh g¢arpan uzayiu olugturup, “BIN programr” kullanilarak, Fridy ve

Miller’ e ait bir sonucun benzeri sinirh ¢arpanlar igin verilecektir.
4.1. A-Istatistiksel Yakmsak Dizilerin Topolojik Ozellikleri

Toplanabilme teorisinde yaygin bir konu, klasik tipteki problemlere uygulamak
i¢in yumusak (soft) metodlar aramaktir. Bunun bir éregi, “FK programi” dir.

Tam, lineer bir metrik uzaya Fréchet uzayi denir. H bir topolojik vektor
(Hausdorff) uzay: olsun. E lokal konveks Fréchet uzayr ve E, H nin bir lineer alt uzay
olmak tizere E uzaymin topolojisi, H topolojisinin E uzayma kisitlanmasindan daha genis

olsun yani,
[ILE>H,I(x)=x

ile verilen igerme (inclusion) donugimii sirekli olsun. Bu durumda E uzayma bir

FH-uzay1 denir.

w reel (ya da kompleks) terimli tiim diziler uzay1 olsun. Eger H = w ise béyle
bir FH-uzaymma FK-uzay: denir. Boylece bir FK-uzayi, P,(x)=x,,(n=12,..) ile
tammh siirekli koordinatlara sahip lokal konveks bir Fréchet dizi uzayidir (Wilansky
1984). FK-uzaylarimn temel 6zellikleri Wilansky (1984) de bulunabilir.

Omegin c,covel, dizi uzaylan |x|=sup|x,| normu altinda birer
K

FK-uzaylandirlar. Hatta bir A =(a,) matrisinin toplanabilirlik alam olan

Cp = {x: Ax ec} uzayl

Po(X) =Ix,|, (n=12,..)
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h,(x) = sup Zankxk ,(n=12,..)
m {k=1

Po(x) = sup| 22,
n |k=1

yan normlan ile bir FK-uzayidir (Wilansky 1984, sh. 63).

Reel terimli tiim sinirh istatistiksel yakinsak diziler uzayimin, ¢, normlu lineer
uzayiun kapah bir alt uzay1 oldugu ve £, iginde hig bir yerde yogun olmadign Salat
(1980) tarafindan gésterilmigtir. Ayrica Connor (1988) kompleks terimli tiim istatistiksel
yakinsak diziler uzaymnin lokal konveks bir FK topolojisi ile donatilamayacagim

gostermigtir.

Kline (1995), Bennett ve Kalton (1973) un asagida verecegimiz teoremini

kullanarak; satirlan spread olan yani;

limmalt(kslankl= 0 4.1

sartii gercekleyen negatif olmayan regiler bir A =(a, ) matrisi i¢in A-istatistiksel

yakinsak diziler uzayinin lokal konveks bir FK topolojisi ile donatilamayacagim gosterdi.

Hemen belirtelim ki C, ve C, matrisleri (4.1) sartim gergekler.

Bir konveks uzayda, bir cimle mutlak konveks kapali ve emen ise “figt” adim
alir. Her figinin komguluk oldugu konveks uzaylara “figil” uzay denir (Robertson ve
Robertson 1973, sh. 65).

Teorem 4.1.1: S, w nin yogun bir alt uzay1 olsun. Bu durumda agagidakiler
denktir.
(1) S figihdir
(i) E, S yi igeren lokal konveks bir FK-uzay1 ise E = w dir (Bennett ve
Kalton 1973).

Kline (1995)’in yaptig: gibi Bennett ve Kalton” a ait bu sonucu kullanma yerine
sayma (counting) fonksiyonlan yardimiyla, Bennett (1973) in bir sonucunu kullanarak
(4.1) sartim gergekleyen negatif olmayan regiler bir A matrisi igin A-istatistiksel
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yakinsak diziler uzaymmn lokal konveks bir FK topolojisi ile donatilamayacagim

goOsterecegiz, boylece alternatif bir ispat verecegiz.

Bu nedenle, 6ncelikle asagidaki terminoloji ve notasyonlan verecegiz.

r =(r,) pozitif tamsayllarin azalmayan sirsiz bir dizisi, r; =1 ve r, = o(n)
olsun. Her bir x ew ve her bir poztif n tam sayis1 igin sayma fonksiyonu,
{x1 ,X 2,‘..,xn} cimlesindeki sifirdan farkh elemanlarn sayisi olarak tanimlanir ve ¢ (x)
ile gosterilir.

w mn herhangi bir E alt ciimlesi verilsin,

o(E,r) = {x €eE:c,(x)<r,;n= 1,2,...}

ciimlesini gozoniine alalm. o(E,r) genelde bir vektér uzayr degildir ve o(E,r) nin
lineer gerenine (span) E nin bir seyrek kopyasi (scarce copy) denir ve Z(E,r) ile

gosterilir (Bennett 1973).

F:IN — IR, sonsuza monoton olarak artan bir fonksiyon olsun. c_(x) < F(n),

fonksiyonuna A matrisi igin birinci cesit bir sayma fonksiyonu denir (Petersen 1966, sh.
65).

Teorem 4.1.2: Regiler bir A =(a, ) matrisinin birinci ¢esit bir sayma

fonksiyonuna sahip olmasi igin gerek ve yeter sart

limmaks|a |=0
n k

olmasidir (Petersen 1966).

Simdi bu kismun ilk sonucunu verebiliriz.

Teorem 4.1.3: A =(a, ) satirlan (4.1) sartim gergekleyen negatif olmayan

regiiler bir matris olsun. Bu durumda £(w,r) c st dir.
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Ispat: z € Z(w,r) olsun. Bu durumda o, lar skalarler ve

n
x® =(xf,k)):(xﬁk),xgk),...,xf,k) ,) olmak iizere x™ eo(w,r) igin z= Y a,x®
k=1

dir. Sabit birk, (1<k <n), i¢in x® eo(w,r) yi gozoniine alalim.
K:= {m <n: xf,l,‘) # 0} olmak iizere, o(w,r) nin tammindan

¢, (x®) = l{ms n:x® # O}’ = ,{ms n:y,(m)=# 0}‘ <r,
elde ederiz. Teorem 4.1.2 den A ~limy, = O dir. Boylece x™ est$ dir. A-istatistiksel

yakinsakhgmn lineerliginden z est} elde edilir. Bu da ispati tamamliar.

w min her bir seyrek kopyasi w da figih ve X(w,r), w da yogun oldugundan

(Bennett 1973) agagidaki sonucu verebiliriz.

Sonu¢ 4.1.4: A satirlann (4.1) sartim gergekleyen negatif olmayan regiiler bir

matris ise sty , w da figthdur.

Ozellikle s, ve s, w da figilidir.

E, w nin bir seyrek kopyasim igeren bir FK-uzayi ise E = w dir (Bennett 1973).

O halde, st, lokal konveks bir FK topolojisi ile donatilabilseydi, st, =w
olurdu; bu ise miimkiin degildir. Béylece asagidaki sonucu elde ederiz.

Teorem 4.1.5: A, satirlan (4.1) sartim gergekleyen negatif olmayan regiiler bir

matris olsun. Bu durumda st, ve st lokal konveks bir FK topolojisi ile donatilamaz.
Boylece Connor (1988)’m asagidaki sonucu elde ederiz.
Sonug 4.1.6: s, lokal konveks bir FK topolojisi ile donatilamaz.
Hatta s,,s, ve sy dizi uzaylan da bir FK topolojisi ile donatilamaz.

Uyar: A, satirlan (4.1) sartiz1 gergeklemeyen negatif olmayan regiiler bir matris
ise A-istatistiksel yakinsak diziler uzayinn lokal konveks bir FK topolojisi ile
donatilabilecegine iliskin Kline (1995) tarafindan verilen 6rnegi agagiya aliyoruz:

A =(a, ) matrisini a;; =1, k>2 i¢in a;, =0,n>2 igin
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— , k=nveya k=n-1

ank = 2
0 , dd
seklinde tammlayalim. Boylece
( h
1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1
-— — 0 0 0 0 0 0 0
2 2
A={ 0 —l- i 0 0 0 0 0 0
2 2
0 0 LI 0 0 0 0 0
2 2
L i )

olur.

.....

daha kuvvetlidir.
Bir x =(x,) dizisi L sayisina A-istatistiksel yakinsak ise & A(E)=0 olacak
bigimde IN nin bir E alt cimlesi vardir ve K:=IN\E={k,: n €IN} olmak zere

Xx, > L, (n — o) dir. Burada

B2(€) = lim—~(x, (n - 1)+ 1, ()

olup limy,(n)=1 ve béylece x yakinsak bir dizi olmak zorundadir. O halde
n

A-istatistiksel yakinsak diziler, ¢ yakinsak diziler uzayidir ki bu da bir lokal konveks

FK-uzayidir.

Teorem 4.1.5 den anlagilir ki; satirlan (4.1) sartim gergekleyen bir A matrisi igin
A-istatistiksel yakinsaklik ¢aligildiginda FK program uygun degildir. Fakat bir sonraki
kisimda uygun bir metot gelistirecegiz.
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4.2. Sinirh A-istatistiksel Yakinsak Dizilerin Simirh Carpan Uzay:

Satirlart (4.1) sartim gergekleyen bir A matrisi igin A-istatistiksel yakinsaklik
calisildiginda FK programmnin uygun olmadifi gosterilmigtir. Bu kisimda uygun bir metot
gelistirecefiz. Bu metot, IN dogal sayilar ciimlesinin BIN  Stone-Cech
kompaktifikasyonudur.

Simdi BIN Stone-Cech kompaktifikasyonunun bazi 6zelliklerini verecegiz.

Her bir BCIN i¢in B cumlesinin BIN deki kapamsi clpy B ve
B"=(chn B)\B olsun. {B":BCIN} cimleleri BIN\IN topolojisi igin bir baz
olusturur (Gillman ve Jerison 1976).

Regiiler bir A matrisi igin K, destek (support) ciimlesi
Ky= ﬂ{B*: BcIN ve A-limAy, = 1}

ile tamimlamr. K, , BIN\IN nin bos olmayan kompakt bir alt ciimlesidir (Attala 1970).
Ayrica K, , BIN\IN de bir P ciimlesidir, yani K, nin agik komsuluklarinin bir dizisinin

arakesiti yine K, min agik bir komgulugudur. B ve D, IN nin sonsuz alt ciimleleri ise

B oD’ olmasi igin gerek ve yeter sart D\B sonlu olmasidir (Walker 1974, Onerme
3.14).

A-istatistiksel yakinsakligin incelenmesinde “BIN program” ilk defa Kline
(1995), Connor ve Kline (1996) tarafindan kullanilrmugtur.

Simdi simirh A-istatistiksel yakinsak dizilerin sinirlt garpan uzayim belirleyecegiz,

ama 6nce agagidaki terminoloji ve notasyonlara ihtiyacimz olacaktir.

Kisim 3.1 de tanimlanan T et, matrislerinin, kuvvetli T-toplanabilir sinirh

diziler kiimesini W, (T) ile gosterelim. O halde

W, (T):= {x el bir o sayist igin limZtnklxk —al= 0}
k=1

ciimlesidir.
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©
lim Yt %, —a|=0
" k=l

ise x = (x, ) dizisi o sayisina kuvvetli T-toplanabilirdir denir.

E ve F dizi uzaylan verilmig olsun. Her bir x €E i¢in m.x € F geklinde sirh
bir m dizisne E den F ye bir simirh ¢arpandir denir. Bu durumda M(E,F) yazacagiz. Yani
M(E,F):= {m €l : herbir x €E i¢in m.x eF}

burada ¢arpim koordinatsaldir. E = F ise M(E,F) nin yerine ‘M(E) yazacagiz.
Hernvekigin t, >0 ise
M(cy (b)) = Wy, (T) (4.2)
dir (Hill ve Sledd 1968).
Son olarak agagidaki bilinen bir sonuca ihtiyacimz vardir.

Teorem 4.2.1: T regiiler bir matris olsun. Simrh bir x = (x, ) dizisi a sayisina

kuvvetli T-toplanabilir olmast i¢in gerek ve yeter sart IN nin bir Z alt ciimlesi igin % .,

sifira kuvvetli T-toplanabilir ve lienzl X, = a olmasidir (Hill ve Sledd 1968).
n

Simdi s6ziinii ettigimiz, simrl A-istatistiksel yakinsak dizilerin stnirh ¢arpan
uzaymm agagidaki teorem ile verecegiz. Hemen belirtelim ki bu teorem, Teorem 1 (Rath
1996) den elde edilebilir. Fakat biz burada farkl bir ispat verecegiz.

Teorem 4.2.2: x eM((st A)b) olmas: igin gerek ve yeter sart x €(st,),,

olmasudir.

ispat: Gereklilik: x € 9Vl((st A )b) olsun. Teorem 3.1.9 dan x eﬂ[ ﬂcT(b)]

Tety
dir. . € [)ex(b) oldugundan wz( Ner (b)} c [er(b) elde ederiz. O halde
Tety Tety Tety

X € ﬂcT(b) dir. Boylece Teorem 3.1.9 dan x e(st, ), .

TE‘CA
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Yeterlilik: x e(st,), olsun. Keyfi bir y e(st, ), i¢in xy €(st,), olup
X € M((st A )b) elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

Simdi Teorem 3 (Duran 1972) deki aym teknigi kullanarak simrli ¢arpan uzay

i¢in Teorem 3.1.9” un bir benzerini verecegiz.

Teorem 4.2.3: M((st A )b) = nM(cT (b)) .

Tety

Ispat: x e ﬂ.‘M(cT(b)) ve ye(sty), olsun. Teorem 3.1.9 dan her bir

Tety

Tert, igin (st,), ccr(b) olup xy ec(b) dir. Béylece xy e ncT(b) elde edilir.

T€CA

Yine Teorem 3.1.9 dan xye(st,), olup xe:M((stA)b) dirr. O halde

nM(CT(b)) c M((StA )b)‘

TGTA

Kargit olarak X € M((st A )b) ve Tet, olsun.

1
K(k):={n eIN: |x, —al< —k~} , (k=12,...) olmak iizere Teorem 4.2.2 den
6 4 (K(k)) = 1. Boylece her bir k igin Xxao 1’ e A-istatistiksel yakinsaktir. Teorem

3.1.9 dan her bir T e, i¢in . (k=12,...) 1’ e T-toplanabilirdir. O halde her bir

k igin K'(k)2Ky ve [|K'(k)2K;. K; kompakt ve {B’:BcIN} cimieleri
k=1

BIN\IN topolojisi igin bir baz olusturdugundan ﬂK*(k) 2 K" oK olacak bigimde
k=1
bir KCIN ciimlesi vardir. Aynica lim(Tx, ), =1 dir. Her bir k i¢in K" (k) 2K’
n
oldugundan K(k) da olmayan K min elemanlan en ¢ok sonlu sayidadir, yani K \K(k)

1
sonludur. Boylece sonlu sayidaki n €K harig diger tim n €K icin |x, —al< o olup k

keyfi oldugundan
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li = 43
nldn(lxn a (4.3)

elde edilir. Simdi
lim) t, =lim> t +lim D t,
=1 n jeK jeN\K

ifadesini gozontine alam. T regiiler ve lim(Ty ), =1 oldugundan lim Ztnj =0 dir.
n 1 jeIN\K

O halde x,,, stfira kuvvetli T-toplanabilir olup (4.3) ve Teorem 4.2.1 den x dizisi a
sayisina kuvvetli T-toplanabilirdir. (4.2) den M(CT(b)) elde edilir. Boylece her bir

Tet, icinx € ﬂM(cT(b)) olup bu da ispat1 tamamlar.

Tety

A matrisi yerine C, ve C, matrisleri alinarak Teorem 4.2.2 den agagidaki ilk iki

sonug elde edildikten sonra Teorem 4.2.3 den son iki sonucu elde ederiz. Bu durumda

T¢, sufi yerine sadece T; ve T¢, siufi yerine de 1y yazdifimz1 da belirtelim.
Sonu¢ 4.2.4: x e M(s,) © X €s,.

Sonug 4.2.5: x e M(sh) © x €55.

Sonug 4.2.6: M(s,) = [\ M(c, (b)).

Aet

Sonug 4.2.7: M(s3) = [ M(c, (b)).

Aety
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BOLUM 5
A-ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK VE BiR ORLICZ FONKSIiYONUNA
GORE KUVVETLI TOPLANABILME

Bu boliimde, A negatif olmayan regiiler bir matris toplanabilme metodu olmak
tzere kuvvetli A-toplanabilme tamimu bir Orlicz fonksiyonuna gére kuvvetli
A-toplanabilme tammina genigletilip, ¢, uzayindaki ideal kavramu yardimiyla,
A-istatistiksel yakinsaklik, kuvvetli A-toplanabilme ve A, -sartimi gergekleyen bir Orlicz
fonksiyonuna gore kuvvetli A-toplanabilmenin siurh diziler iizerinde denk oldugunu

gosterecegiz.

5.1. A-istatistiksel Yakinsaklik ve Bir Orlicz Fonksiyonuna Gore Kuvvetli
A-Toplanabilme

Bu kisimda e, tiim terimleri 1 olan diziyi gésterecektir. Ayrica x,y ew olmak
uizere xy:= (x,y,) olacaktir.
Tanmm 5.1.1: F: [O, 00) - [O,oo) fonksiyonu i¢in agagidaki ozellikler
gergeklensin:
(1) F(0)=0
(i) x> 0 i¢in F(x) >0
(iif) x > oo igin F(x) - o
(iv) F stirekli ve azalmayan
(v) F konveks.

Bu durumda F fonksiyonuna Orlicz fonksiyonu denir (Krasnoselskii ve Rutitsky
1961).

F Orlicz fonksiyonunun konveksligi yerine
F(x+y) <F(x)+F(y)

alindiginda F fonksiyonuna modulis fonksiyonu denir (Ruckle 1973, Maddox 1986).
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Eger,
F(2u) < HF(u), (u>0)

olacak bigimde sabit bir H > 0 sayis1 mevcut ise F Orlicz fonksiyonuna her u degeri igin

A, -sartim gercekler denir. A, -sarti, t > 1 ve her u degeri i¢in
F(tu) < HtF(u)
esitsizlifinin gergeklenmesine denktir (Krasnoselskii ve Rutitsky 1961).

A = (a,, ) negatif olmayan regiiler bir matris olmak iizere

W,y (A):= {x ew: lim Y ay|x,|= o}
k=1

ve
W(A):= {x ew: bir L sayis1 i¢in x—Le e W (A)}
tammlansimn. Eger x € W(A) ise x dizisi L sayisina kuvvetli A-toplanabilirdir denir.

€ > 0 sayis1 verilmis olsun. K(x;€) = {k eIN: |x, |2 8} ciimlesinin karakteristik
fonksiyonunu Xk xe) ile gosterecegiz. Hemen hatirlatalm ki, her €>0 igin
Xk(x-Lee) € Wo(A) ise x dizisi L sayisina A-istatistiksel yakinsak olacaktir (Connor
1989, Kolk 1991).

Connor (1989) ve Kolk (1991)’ un bir moduliis fonksiyonuna goére kuvvetli
A-toplanabilme tammma benzer olarak bir F Orlicz fonksiyonuna gore kuvvetli

A-toplanabilme tammim verecegiz.

Tamm 5.1.2: F bir Orlicz fonksiyonu ve A = (a,, ) negatif olmayan regiiler bir

toplanabilme metodu olmak iizere

Wy (A,F) = {x EW: limZankF(lxkl) = 0}
" k=1

Ve

W(A,F) = {x ew: bir L sayis1 igin, x—Le eWo(A,F)}
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olsun. Eger x e W(A,F) ise x dizisi L sayisina F Orlicz fonksiyonuna gére kuvvetli
A-toplanabilirdir denir (Prashar ve Choudhary 1994).

A, -sartim gergekleyen bir Orlicz fonksiyonu igin W,(A) < Wy(A,F) ve
W(A) c W(A,F) dir (Prashar ve Choudhary 1994, Teorem 7).
Simdi ilk sonucu verebiliriz.

Lemma 5.1.3: F, A,-sartim gergekleyen bir Orlicz fonksiyonu ve A =(ay)

negatif olmayan regiller bir matris toplanabilme metodu olsun. Bu durumda
W, (A,F)n{ , £ dabir idealdir.

Ispat: xeW,(A,F) ve yef, olsun. xyeW,(A,F)n{, oldugunu
gosterecegiz. y €/ oldugundan "y" <H, olacak bi¢imde bir H,; >1 sayis1 vardir. Bu

durumda her k igin [x, vy, |< H,|x,| dir. F, azalmayan ve A, -sartim gergeklediginden

F(lxk)’k]) < F(Hllxkl) < HHlF(|xk|) , (H>0)

elde edilir. Aynca

1imiankF(|xk|) =0

n =1

oldugundan

lim 3 Flixiyi) = 0

elde ederiz. Boylece xy e Wy(A,F)n /.

Asagidaki iki bilinen lemmaya ihtiyacimiz vardir.

Lemma 5.1.4: M, ¢ _ da bir ideal ve x €/, olsun. Bu durumda M nin
kapamgmnin £ da bir ideal olmas: i¢in gerek ve yeter sart her € >0 igin XK(xe) eM
olmasidir (Connor 1989).

Lemma 5.1.5: A negatif olmayan regiiler bir toplanabilme metodu olsun. Bu

durumda W,(A,F)n ¢, £ uzayimn kapal bir idealidir (Freedman ve Sember 1981).



57

Simdi agagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 5.1.6: x smrh bir dizi olsun. Aynica F, A,-sartim gergekleyen bir
Orlicz fonksiyonu ve A = (a, ) negatif olmayan regiiler bir toplanabilme metodu olsun.
Bu durumda W(A,F)n{_=W(A)n<{,,.

Ispat: W,(A,F)nf, =W,(A)n{, oldugunu gostermek yeterlidir.
W,(A)c W, (A,F)  oldugundan  W,(A)n?_ Wy (A,F)e, dir.  Simdi
W, (A,F) L < W,(A)n £, oldugunu gosterelim. Her n €IN igin

Y2 FX ey () = FOD X g Ty (O (5.1)
=] k=1

elde edilir. Simdi x e W,(A,F) n £, olsun ve & > 0 verilsin. Bir y €/ dizisini

1
D kal’2 €

Yii=1 Xk
0 , d.d

seklinde tammlayalim. xy = Xk(xe) oldugundan % ks € Wo (A,F)n 2 olup
im 3 s F{1 0y () =0

elde edilir. Boylece (5.1) den

limZank X K(xe) (k)=0
D k=1

elde edilir. Lemma 5.14 ve Lemma 515 den xeW,(A)n{_. Boéylece
Wo(ALF)n?L Wy (A)n?  dir.

Son olarak A = (a, ) negatif olmayan regiiler bir toplanabilme metodu olmak
lizere A-istatistiksel yakmsaklik ve A, -sartim gergekleyen bir F Orlicz fonksiyonuna
gore kuvvetli A-toplanabilme arasindaki iligkiyi verecegiz.

Teorem S.1.7: F, A, -sartin1 gergekleyen bir Orlicz fonksiyonu ve A =(a, )

negatif olmayan regiiler bir toplanabilme metodu olsun. Bu durumda
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1) W(A,F)Cst,

(i) (sta), < W(AF)

(iii) (sty), WA F)N L,
dir,

Ispat: (i) x eW,(A,F) ve y €/, olsun. y €/ oldugundan "y" < H, olacak
sekilde H, > 1 sayis1 mevcuttur. Boylece her k igin |x, y, |< H;|x,| dir. F, azalmayan ve

A, -sartim gergeklediginden
F(lkakI) < HHlF(lxkl) , (H>0)

elde edilir. O halde

kZ_la,.kF(lxkyki)smléankF(uxkl)»o , (h = o)

oldugundan

lignkz_lankF(lxkykl)ﬂ

elde edilir. Boylece xy € W, (A, F). Simdi € > 0 verilsin. y dizisini

1
? |Xl(|28
Ve =9 %k
0 , d.d

seklinde tanimlayalim. Teorem 5.1.6 dan xy = Xkexey € Wo (A,F)n e, =Wy (A)n?Z

elde edilir. Dolayisiyla st, —limx =0 dir.
(ii) x €(st, ), olsun. Tanimdan her € > 0 igin

K(x—Le;g) = {k eIN:|x,-L|> 8} olmak iizere Xk (x-Lei) eWy(A)n £, . Simdi

Lemma 5.1.4 ve 5.1.5 den x-—Le sifira kuvvetli A-toplanabilirdir. Teorem 5.1.6 dan
x e W(A,F) elde edilir.
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(ii1), (1) ve (ii) den hemen elde edilir.

Bilindigi gibi bir dizi L sayisina A-istatistiksel yakinsak ise aym L sayisina
yakinsayan bir alt diziye sahiptir (Kolk 1991, Miller 1995).

Sonug¢ 5.1.8: x dizisi, A, -sartizt gergekleyen bir Orlicz fonksiyonuna gére L

sayisma kuvvetli A-toplanabilir ise x, L sayisina yakinsayan bir alt diziye sahiptir.



60

KAYNAKLAR

AGNEW, R. P. 1939. Cores of complex sequences and their transforms. Amer. J. Math.,
61; 178-186.

ALLEN, H. S. 1944. T-transformations which leave the core of every bounded

sequence invariant, J. London Math. Soc., 19; 42-46.

ATTALA, R. F. 1970. On the multiplicative behavior of regular matrices. Proc. Amer.
Math. Soc., 26; 437-446.

BENNETT, G. 1973. Some inclusion theorems for sequence spaces. Pacific J. Math.,
46, 17-30.

BENNETT, G. and KALTON, N. J 1973. Inclusion theorems for K-spaces. Canad. J.
Math., 25; 511-524.

BUCK, R. C. 1953. Generalized asymptotic density. Amer. J. Math., 75; 335-346.

CONNOR, J. 1985. Some Applications of Functional Analysis to Summability Theory.
Ph. D. Thesis, Kent State Univ., USA.

CONNOR, J. 1988. The statistical and strong p-Cesaro convergence of sequences.
Analysis, 8; 47-63.

CONNOR, J. 1989. On strong matrix summability with respect to a modulus and
statistical convergence. Canad. Math. Bull,, 32; 194-198.

CONNOR, J. 1990. Two valued measures and summability. Analysis, 10; 373-385.

CONNOR, J. and SWARDSON, M. A. 1993. Strong integral summability and the
Stone- Cech compactification of the half-line. Pacific J. Math., 157; 201-224.

CONNOR, J. and KLINE, J. 1996. On statistical limit points and the consistency of
statistical convergence. J.Math. Anal. Appl., 197; 392-399.

COOKE, R. G. 1950. Infinite Matrices and Sequence Spaces. Macmillan.

DURAN, J. P. 1972. Strongly regular matrices, almost convergence, and Banach limits.
Duke M. J., 39, 497-502.



61

ERDOS, P. and TENENBAUM, G. 1989. Sur les densities de certaines suites
d’entries. Proc. London Math. Soc., 50; 417-438.

FAST, H. 1951. Sur la convergence statistique. Colloq. Math., 2; 241-244.

FREEDMAN, A. R. SEMBER, J. J. and RAPHAEL, M. 1978. Some Cesaro-type
summability spaces. Proc. London Math. Soc., 37; 508-520.

FREEDMAN, A. R. and SEMBER, J. J. 1981. Densities and summability. Pacific J.
Math., 95; 293-305.

FRIDY, J. A. 1985. On statistical convergence. Analysis. 5; 301-313.

FRIDY, J. A. and MILLER, H. L 1991. A matrix characterization of statistical
convergence. Analysis, 11; 59-66.

FRIDY, J. A. and ORHAN, C. 1993. Lacunary statistical convergence. Pacific J.
Math., 160; 43-51.

FRIDY, J. A. and ORHAN, C. 1993. Lacunary statistical summability. J. Math. Anal.
Appl., 173; 497-504.

FRIDY, J. A. 1993. Statistical limit points. Proc. Amer. Math. Soc., 118; 1187-1192.

FRIDY, J.A. and ORHAN, C. 1997. Statistical limit superior and limit inferior. Proc.
Amer. Math. Soc., 125; 3625-3631.

FRIDY, J. A. and ORHAN, C. 1997. Statistical core theorems. J. Math. Anal. Appl,,
208; 520-527.

FRIDY, J. A. and KHAN, M. K. 1997. Tauberian thorems via statistical convergence.
J. Math. Anal. Appl. (Baskida).

GILLMAN, L. and JERISON, M. 1976. Rings of Continuous Functions. Springer
Verlag, New York.

HAASER, N. B. and SULLIVAN, J. A. 1971. Real Analysis. Van Nostrand Campany,
Inc. New York.

HARDY, G. H. 1949. Divergent Series. Oxford Univ. Press, London.



62

HILL, J. D. and SLEDD, W. T. 1968. Approximation in bounded summability fields.
Canad. J. Math., 20; 410-415.

KLINE, J. L. 1995, Statistical Convergence and Densities Generated by Sequences of
Measures. Ph. D. Thesis, Ohio Univ., USA.

KNOOP, K. 1930. Zur Theorice der Limitierungsverfahren (Erste Mitteilung), Math.
Z.,31,97-127.

KOLK, E. 1991. The statistical convergence in Banach spaces. Acta et Comment. Univ.
Tartuensis, 928; 41-52.

KOLK, E. 1993. Matrix summability of statistically convergent sequences. Analysis, 13;
77-83.

KRASNOSELSKII, M. A. and RUTITSKY, Y. B. 1961. Convex Function and Orlicz
spaces. Groningen, Netherlands.

LORENTZ, G. G. 1948. A contribution to the theory of divergent sequences. Acta.
Math., 80; 167-190.

MADDOX, L. J. 1970. Elements of Functional Analysis. Cambridge Univ. Press.

MADDOX, L. J. 1979. Some analogues of Knopp’s Core Theorem. Internat. J. Math.
Math. Sci., 2; 605-614.

MADDOX, L J. 1986. Sequence spaces defined by a modulus. Math. Proc. Camb. Phil.
Soc., 100; 161-166.

MILLER, H. L 1995. A measure theoretical subsequence characterization of statistical
convergence. Trans. Amer. Math. Soc., 347; 1811-1819.

MYINT-U, T. 1980. Partial Differential Equations of Mathematical Physics. Second Ed.
Elsevier North Holland, Inc. New York.

NATARAJAN, P. N. 1990. On the core of a sequence over valued fields. J. Indian
Math. Soc., 55; 189-198.

NIVEN, L and ZUCKERMAN, H. S. 1980. An Introduction to the Theory of
Numbers. Fourth Ed., John Wiley, New York.



63

PARASHAR, S. D. and CHOUDHARY, B. 1984. Sequence spaces defined by Orlicz
Functions. Indian J. pure. Appl. Math., 25; 419-428.

PETERSEN, G. 1966. Regular Matrix Transformations. Mc Graw-Hill, London.

RATH, D. 1996. Multiplier sets and orthogonal duals of sequences spaces. J. Analysis,
4, 23-33.

ROBERTSON, A. P. and ROBERTSON, W. J. 1973. Topological Vector Spaces.
Cambridge Univ.

RUCKLE, W. H. 1973, FK spaces in which the sequence of coordinate vectors is
bounded. Canad. J. Math., 25; 973-978.

SALAT, T. 1980. On statistically convergent sequences of real numbers. Math. Slovaca,
30; 139-150.

SCHOENBERG, 1. J. 1959. The integrability of certain functions and related
summability methods. Amer. Math. Monthly, 66; 361-375.

SHCHERBAKOYV, A. A. 1977. Kemels of sequences of complex numbers and their
regular transformations. Math. Notes, 22; 948-953.

STEINHAUS, H. 1951. Sur la convergence ordinaire et la convergence asymptotique.
Colloq. Math., 2; 73-74.

WALKER, R. C. 1974. The Stone-Cech Compactification, Springer Verlag, New
York.

WILANSKY, A. 1978. Modern Methods in Topological Vector Spaces. Mc Grow-Hill
Inc. London.

WILANSKY, A. 1984. Summability Through Functional Analysis. North Holland,
Amsterdam.

ZYGMUND, A. 1979. Trigonometric Series. 2 nd Ed., Cambridge Univ. Press.



64

EKLER
Tez Konusundan Yapilan Yaymlar
i) Strong A-Summability and A-Statistical Convergence.
Indian. J. Pure and App!l. Math. 27 (1996), 589-593.
ii) A Criterion for A-Statistical Convergence.
Indian. J. Pure and Appl. Math. 29 (1998), 559-564.
iii) Bounded Multipliers of Bounded A-Statistically Convergent Sequences.

J. Math. Analysis and Appl. (sunuldu).



65

OZGECMIS

1966 yilinda Gerze’de dogdu. Ilk, orta ve lise 6grenimini Gerze’de tamamladi.
1989 yilinda Ankara Universitesi Fen Fakiiltesi Matematik Boliimii’nii bitirdi. 1990
yihnda Yiizinci Yil Universitesi Fen Edebiyat Fakiiltesi Matematik Boliimii’ne
Aragtirma Gorevlisi olarak girdi. 1992 yiinda Ankara Universitesi Fen Bilimleri
Enstitiisi’nde Yiiksek Lisans 6grenimini tamamladi ve aym yil Ankara Universitesi Fen
Bilimleri Enstitisii’ne naklen Arastirma Gorevlisi olarak atandi. Halen bu gorevde

bulunmaktadir.




