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Zeliha KOCAMAN
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Jüri Üyeleri :
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ÖZET
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Zeliha KOCAMAN

Ankara Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dalı

Danı̧sman: Doç. Dr. Fatma TAŞDELEN YEŞİLDAL

Bu tez altıbölümden oluşmaktadır.

Birinci bölüm giri̧s kısmına ayrılmı̧stır.

İkinci bölümde, reel fark denklemleri tanıtılmı̧s ve bu denklemlerin özdeğerleri elde

edilmi̧stir.

Üçüncü bölümde, reel fark denklemlerinin polinom çözümleri verilmi̧s, bu çözümlerin

sağladı̆gırekürans bağıntısıelde edilmi̧stir.

Dördüncü bölümde, reel fark denklemlerinin self adjoint hali elde edilmi̧s, ortogonallik

özelliği incelenmi̧stir.

Beşinci bölümde, pozitif tanımlıortogonal polinom çözümler sınıflandırılmı̧stır.

Altıncıbölümde, pozitif tanımlıortogonal polinom çözümlerin özellikleri incelenmi̧stir.

Ekim 2012, 77 sayfa

Anahtar Kelimeler: Reel fark denklemleri, Ortogonal polinom çözümler, Rodrigues

formülü
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Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Fatma TAŞDELEN YEŞİLDAL

This thesis consists of six chapters.

The first chapter is devoted to the introduction.

In the second chapter, reel difference equations have been presented and eigenvalues

of these equations have been obtained.

In the third chapter, polynomial solutions of reel difference equations have been given

and recurrence relation which these solutions satisfy have been obtained.

In the fourth chapter, self adjoint form of reel difference equations have been obtained

and their orthogonality have been examined.

In the fifth chapter, positive definite orthogonal polynomial solutions have been clas-

sified.

In the sixth chapter, characteristics of positive definite orthogonal polynomial solutions

have been examined.
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destekleyen TÜBİTAK’a ve çalı̧smalarım sırasında bana anlayı̧s gösteren sevgili aileme

en içten saygıve teşekkürlerimi sunarım.
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1. GİRİŞ

Diferensiyel denklemler uzun süredir çalı̧sılmaktadır ve birçok bilimdalında uygulaması

vardır. Ancak yakın geçmi̧ste diferensiyel denklemlerde görülen süreksizlik halleri, fark

denklemleri kullanılarak ortadan kaldırılmak istenmi̧stir. Bu nedenle diferensiyel ve

fark denklemlerinin çözümlerinin karakteristiği önemli yer tutmaktadır.

Bu tezde reel fark denklemlerinin en genel özellikleri incelenmi̧stir. Reel fark denklem-

lerinin ortogonal polinom çözümleri elde edilmi̧s, bu çözümlerin sağladı̆gı rekürans

bağıntısıbulunmuştur. Ayrıca reel fark denkleminin self adjoint formu elde edilmi̧s, or-

togonallik özelliği incelenmi̧stir. Daha sonra pozitif tanımlıortogonal polinom çözüm-

ler sınıflandırılmı̧s ve her durum için ağırlık fonksiyonlarıve Rodrigues formülü elde

edilmi̧stir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR ve ÖN BİLGİLER

2.1 Reel Fark Denklemleri

P, R reel sayılar üzerindeki polinom uzayınıgöstersin. 1949 yılında W. Hahn tarafın-

dan $q,ω şeklinde lineer bir operatör aşağıdaki şekilde tanımlamı̧stır.

Tanım 2.1.1: p ∈ P , ω ∈ R, x ∈ R\
{

ω
1−q

}
ve ∀q ∈ R\ {−1, 0} olmak üzere

($q,ωp) (x) lineer operatörü

($q,ωp) (x) =
p (qx+ ω)− p (x)

qx+ ω − x (2.1.1)

şeklinde tanımlanır. Eğer (2.1.1)’de (q, ω) = (1, 1) alınırsa

($1,1p) (x) = p (x+ 1)− p (x) = ∆p(x)

olup, buradaki ∆ operatörüne fark operatörü denir.

e, f, g, ε, γ, λn ∈ R ve ε 6= 0, ϕ(x) = ex2 + 2fx+ g ve ψ(x) = 2εx+ γ olmak üzere

ϕ(x)
(
$2
q,ωyn

)
(x) + ψ(x) ($q,ωyn) (x) = λnyn (qx+ ω) (2.1.2)

denklemi ile tanımlanan özdeğer problemini gözönüne alalım. Burada λn özdeğerlerini

hesaplayabilmek için aşağıdaki temel tanımlarıverelim.

Tanım 2.1.2: α ∈ N+ = N∪ {0} olmak üzere, bir α tamsayısının q analoğu (temel

sayı)

[α]q := [α] =


1−qα
1−q , q 6= 1 ise

α, q = 1 ise

dir. Burada [−1] = 1−q−1
1−q = −1

q
, [0] = 1−q0

1−q = 0 dır.

Lemma 2.1.1: ($q,ωp) (x) , (2.1.1) ile tanımlanan operatör olmak üzere n = 2, 3, ...

için

$2
q,ω (xn) = [n] [n− 1]xn−2 +R (x)

dir. Burada R (x) en fazla (n− 3)-üncü dereceden bir polinomdur.

İspat: (2.1.1) eşitliğinde p (x) = xn alınır ve

an − bn = (a− b)
(
an−1 + an−2b+ ...+ bn−2a+ bn−1

)
= (a− b)

n−1∑
k=0

an−1−kbk, a, b ∈ R [x]
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olduğu gözönüne alınırsa

$q,ω (xn) =
(qx+ ω)n − xn
(qx+ ω)− x

=
[(qx+ ω)− x]

∑n−1
k=0 (qx+ ω)n−1−k xk

(qx+ ω)− x

=
n−1∑
k=0

(qx+ ω)n−1−k xk

= (qx+ ω)n−1 + (qx+ ω)n−2 x+ ...+ (qx+ ω)xn−2 + xn−1

=
(
qn−1xn−1 + r1(x)

)
+
(
qn−2xn−1 + r2(x)

)
+ ...

+
(
qxn−1 + rn−1(x)

)
+ xn−1

= (qn−1 + ...+ q + 1)xn−1 + r(x)

= [n]xn−1 + r (x) (2.1.3)

elde edilir. Burada r1(x), r2(x), ..., rn−1(x) en fazla (n − 2)-inci dereceden polinomlar

olup, r(x) = r1(x) + r2(x) + ... + rn−1(x) denirse r (x)in (n − 2)-inci dereceden bir

polinom olacağıaçıktır.

(2.1.3) eşitliğinin her iki yanına $q,ω operatörü uygulanırsa

$2
q,ω (xn) = $q,ω

(
[n]xn−1 + r (x)

)
= [n] [n− 1]xn−2 +R (x) (2.1.4)

bulunur. Burada R (x) en fazla (n− 3)-üncü dereceden bir polinomdur.

Bu ise ispatıtamamlar.

Lemma 2.1.2:(
ex2 + 2fx+ g

)
$2
q,ω (xn) + (2εx+ γ)$q,ω (xn) = λn (qx+ ω)n (2.1.5)

ise, bu durumda

λn =
[n]

qn
(e [n− 1] + 2ε) (2.1.6)

dir.

İspat: (2.1.2) denkleminde yn (x) = xn alınır ve (2.1.3), (2.1.4) eşitlikleri gözönüne

alınırsa (2.1.2) denklemi(
ex2 + 2fx+ g

) (
[n] [n− 1]xn−2 +R(x)

)
+ (2εx+ γ)

(
[n]xn−1 + r(x)

)
= λn (qx+ ω)n

(2.1.7)
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şekline dönüşür. Burada xn nin katsayılarıkaŗsılaştırılırsa

λn =
[n]

qn
(e [n− 1] + 2ε)

özdeğeri elde edilir.

(2.1.6) ile verilen özdeğerler (2.1.5) denkleminde yerine yazılırsa

(
ex2 + 2fx+ g

) (
$2
q,ωyn

)
(x)+(2εx+ γ) ($q,ωyn) (x) =

[n]

qn
(e [n− 1] + 2ε) yn (qx+ ω)

(2.1.8)

olur.

Özel olarak (q, ω) = (1, 1) alınırsa (2.1.8) denklemi

(
ex2 + 2fx+ g

) (
∆2yn

)
(x) + (2εx+ γ) (∆yn) (x) = n (e (n− 1) + 2ε) yn (x+ 1)

(2.1.9)

yani

ϕ (x)
(
∆2yn

)
(x) + ψ (x) (∆yn) (x) = λnyn (x+ 1) (2.1.10)

şekline dönüşür.
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3. POLİNOM ÇÖZÜMLER

3.1 (2.1.10) Fark Denkleminin Polinom Çözümleri

Tanım 3.1.1:

ϕ (x)
(
∆2yn

)
(x) + ψ (x) (∆yn) (x) = λnyn (x+ 1)

özdeğer probleminin monik polinom çözümleri x, c ∈ R için

yn (x) =

n∑
k=0

an,k

(
x+ c

k

)
, an,n = n!, n = 0, 1, 2, 3, ... (3.1.1)

şeklindedir.

Lemma 3.1.1: (3.1.1) ile verilen yn (x) monik polinom çözümlerinin katsayılarıolan

an,k lar, c katsayısının

e (c+ 1)2 − 2f (c+ 1) + g = −2ε (c+ 1) + γ (3.1.2)

eşitliğini sağlamasıkoşuluyla k = n− 1, n− 2, n− 3, ..., 0 için

(n− k) (e (n+ k − 1) + 2ε) an,k

−
(
e (k − 1− c)2 + 2f (k − 1− c) + g

)
an,k+1

= 0 (3.1.3)

dir.

İspat: Bu lemmanın ispatıiçin öncelikle aşağıdaki eşitlikleri gösterelim.

∆yn (x) = yn (x+ 1)− yn (x)

=

n∑
k=0

an,k

(
x+ c+ 1

k

)
−

n∑
k=0

an,k

(
x+ c

k

)
=

[
(an,0)

(
x+ c+ 1

0

)
+ (an,1)

(
x+ c+ 1

1

)
+ (an,2)

(
x+ c+ 1

2

)
+ ...

]
−
[
(an,0)

(
x+ c

0

)
+ (an,1)

(
x+ c

1

)
+ (an,2)

(
x+ c

2

)
+ ...

]
= 0 + an,1

[(
x+ c+ 1

1

)
−
(
x+ c

1

)]
+ an,2

[(
x+ c+ 1

2

)
−
(
x+ c

2

)]
+...+ an,n

[(
x+ c+ 1

n

)
−
(
x+ c

n

)]
=

n∑
k=1

an,k

(
x+ c

k − 1

)
(3.1.4)
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ve

∆2yn (x) = ∆ (∆yn (x)) = ∆ (yn (x+ 1)− yn (x))

= yn (x+ 2)− 2yn (x+ 1) + yn (x)

=

n∑
k=0

an,k

(
x+ c+ 2

k

)
− 2

n∑
k=0

an,k

(
x+ c+ 1

k

)
+

n∑
k=0

an,k

(
x+ c

k

)

=

(
n∑
k=0

an,k

(
x+ c+ 2

k

)
−

n∑
k=0

an,k

(
x+ c+ 1

k

))

−
(

n∑
k=0

an,k

(
x+ c+ 1

k

)
−

n∑
k=0

an,k

(
x+ c

k

))

=
n∑
k=1

an,k

(
x+ c+ 1

k − 1

)
−

n∑
k=1

an,k

(
x+ c

k − 1

)
=

n∑
k=2

an,k

(
x+ c

k − 2

)
(3.1.5)

olup, (3.1.1), (3.1.4), (3.1.5) eşitlikleri (2.1.9) denkleminde yerine yazılırsa

(
ex2 + 2fx+ g

)( n∑
k=2

an,k

(
x+ c

k − 2

))
+ (2εx+ γ)

(
n∑
k=1

an,k

(
x+ c

k − 1

))

= n (e (n− 1) + 2ε)

(
n∑
k=0

an,k

(
x+ c+ 1

k

))
(3.1.6)

elde edilir.

(3.1.6) denkleminde c = 0 alınırsa

(
ex2 + 2fx+ g

) n∑
k=2

an,k

(
x

k − 2

)
+ (2εx+ γ)

n∑
k=1

an,k

(
x

k − 1

)
= n (e (n− 1) + 2ε)

n∑
k=0

an,k

(
x+ 1

k

)
(3.1.7)

bulunur.

x

(
x

k − 1

)
= k

(
x

k

)
+ (k − 1)

(
x

k − 1

)
x2

(
x

k − 2

)
= k (k − 1)

(
x

k

)
+ (k − 1) (2k − 3)

(
x

k − 1

)
+ (k − 2)2

(
x

k − 2

)
(
x+ 1

k

)
=

(
x

k

)
+

(
x

k − 1

)
∆

(
x

k

)
=

(
x+ 1

k

)
−
(
x

k

)
=

(
x

k − 1

)
∆2

(
x

k

)
= ∆

(
x

k − 1

)
=

(
x

k − 2

)
6



eşitlikleri (3.1.7) denkleminde yerine yazılırsa

e(
n∑
k=2

an,kk (k − 1)

(
x

k

)
+

n∑
k=2

an,k (k − 1) (2k − 3)

(
x

k − 1

)
+

n∑
k=2

an,k (k − 2)2

(
x

k − 2

)
)

+2f

(
n∑
k=2

an,k (k − 1)

(
x

k − 1

)
+

n∑
k=2

an,k (k − 2)

(
x

k − 2

))

+g

n∑
k=2

an,k

(
x

k − 2

)
+ 2ε

(
n∑
k=1

an,kk

(
x

k

)
+

n∑
k=1

an,k (k − 1)

(
x

k − 1

))

+γ
n∑
k=1

an,k

(
x

k − 1

)
= n (e (n− 1) + 2ε)

n∑
k=0

an,k

(
x+ 1

k

)
(3.1.8)

elde edilir.

(3.1.8) denkleminde
(
x
k

)
lıterimlerin katsayılarıkaŗsılaştırılırsa

e
(
an,kk (k − 1) + an,k+1k (2k − 1) + an,k+2k

2
)

+2f (an,k+1k + an,k+2k) + gan,k+2 + 2ε (an,kk + kan,k+1)

+γan,k+1

= n (e (n− 1) + 2ε) (an,k + an,k+1) (3.1.9)

bulunur. (3.1.9) eşitliği düzenlenirse

(n− k) (e (n+ k − 1) + 2ε) an,k

+ (en (n− 1)− k (2k − 1) + 2ε (n− k)− 2fk − γ) an,k+1

−
(
ek2 + 2fk + g

)
an,k+2

= 0 (3.1.10)

üç terimli rekürans bağıntısıelde edilir.

(3.1.6) denkleminde c 6= 0 alınıp benzer i̧slemler yapılırsa

0 = (n− k) (e (n+ k − 1) + 2ε) an,k

+{en (n− 1) + 2ε (n− k)− ek (2k − 1− 2ε)

+2εc− 2fk − γ}an,k+1

−
(
e (k − c)2 + 2f (k − c) + g

)
an,k+2 (3.1.11)

7



elde edilir.

(3.1.11) denkleminde s (k) = (n− k) (e (n+ k − 1) + 2ε) ve

t (k + 1) = −
(
e (k − c)2 + 2f (k − c) + g

)
alınırsa

0 = s (k) an,k + {s (k + 1) + t (k) +
[
e (c+ 1)2 − 2f (c+ 1) + g

]
+2ε (c+ 1)− γ}an,k+1 + t (k + 1) an,k+2 (3.1.12)

bulunur.

Eğer e (c+ 1)2 − 2f (c+ 1) + g = −2ε (c+ 1) + γ eşitliği sağlanırsa (3.1.12) denklemi

0 = (s (k) an,k + t (k) an,k+1) + (s (k + 1) an,k+1 + t (k + 1) an,k+2) (3.1.13)

şekline dönüşür.

(3.1.13) denkleminde k = n− 1 alınırsa

0 = s (n− 1) an,n−1 + t (n− 1) an,n + s (n) an,n + t (n) an,n+1

olup, s (n) = 0 ve an,n+1 = 0 olduğu gözönüne alınırsa

s (n− 1) an,n−1 + t (n− 1) an,n = 0

elde edilir. R (k) = s (k) an,k + t (k) an,k+1 alınırsa

R (n− 1) = s (n− 1) an,n−1 + t (n− 1) an,n = 0 (3.1.14)

bulunur.

(3.1.13) denkleminde k = n− 2 alınıp, (3.1.14) eşitliği gözönüne alınırsa

0 = s (n− 2) an,n−2 + t (n− 2) an,n−1 + s (n− 1) an,n−1 + t (n− 1) an,n

0 = R (n− 2) +R (n− 1)

0 = R (n− 2) (3.1.15)

elde edilir.

Benzer şekilde devam edilirse k = n− 1, n− 2, n− 3, ..., 0 için

R (k) = s (k) an,k + t (k) an,k+1 = 0

bulunur. O halde c katsayısının

e (c+ 1)2 − 2f (c+ 1) + g = −2ε (c+ 1) + γ

8



eşitliğini sağlamasıkoşuluyla k = n− 1, n− 2, ..., 0 için

(n− k) (e (n+ k − 1) + 2ε) an,k −
(
e (k − 1− c)2 + 2f (k − 1− c) + g

)
an,k+1 = 0

(3.1.16)

iki terimli rekürans bağıntısıelde edilir. Bu ise istenilendir.

Lemma 3.1.2: (3.1.2) ile verilen eşitliği sağlamayan c katsayılarıiçin

ec2 − 2fc+ g = 0 (3.1.17)

eşitliğinin sağlanmasıkoşuluyla k = n− 1, n− 2, ..., 0 için

(n− k) (e (n+ k − 1) + 2ε) bn,k +
(
ek2 + 2 (ec− f + ε) k + 2εc− γ

)
bn,k+1

= 0 (3.1.18)

dir.

İspat: (2.1.9) denkleminde bn,n = n! olmasıkoşuluyla yn (x) =
∑n

k=0 bn,k
(
x+c+k−2

k

)
yazılır,

∆

(
x+ c+ k − 2

k

)
=

(
x+ c+ k − 2

k − 1

)
∆2

(
x+ c+ k − 2

k

)
=

(
x+ c+ k − 2

k − 2

)
x

(
x+ c+ k − 2

k − 1

)
= k

(
x+ c+ k − 2

k

)
+ (1− c)

(
x+ c+ k − 2

k − 1

)
x2

(
x+ c+ k − 2

k − 2

)
= k (k − 1)

(
x+ c+ k − 2

k

)
+ (k − 1) (1− 2c)

(
x+ c+ k − 2

k − 1

)
+c2

(
x+ c+ k − 2

k − 2

)
x

(
x+ c+ k − 2

k − 2

)
= (k − 1)

(
x+ c+ k − 2

k − 1

)
− c
(
x+ c+ k − 2

k − 1

)
(

(x+ 1) + c+ k − 2

k

)
=

(
x+ c+ k − 1

k

)
=

(
x+ c+ k − 2

k

)
+

(
x+ c+ k − 2

k − 1

)
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eşitlikleri gözönüne alınırsa, (2.1.9) denklemi

(
ex2 + 2fx+ g

) n∑
k=2

bn,k

(
x+ c+ k − 2

k − 2

)
+ (2εx+ γ)

n∑
k=1

bn,k

(
x+ c+ k − 2

k − 1

)
= n (e (n− 1) + 2ε)

n∑
k=0

bn,k

(
x+ c+ k − 1

k

)
,

e(
n∑
k=2

bn,k[k (k − 1)

(
x+ c+ k − 2

k

)
+ (k − 1) (1− 2c)

(
x+ c+ k − 2

k − 1

)
+c2

(
x+ c+ k − 2

k − 2

)
])

+2f

(
n∑
k=2

bn,k

[
(k − 1)

(
x+ c+ k − 2

k − 1

)
− c
(
x+ c+ k − 2

k − 1

)])

+g

(
n∑
k=2

bn,k

(
x+ c+ k − 2

k − 2

))

+2ε

(
n∑
k=1

bn,k

[
k

(
x+ c+ k − 2

k

)
+ (1− c)

(
x+ c+ k − 2

k − 1

)])

+γ

(
n∑
k=1

bn,k

(
x+ c+ k − 2

k − 1

))

= n (e (n− 1) + 2ε)

(
n∑
k=0

bn,k

[(
x+ c+ k − 2

k

)
+

(
x+ c+ k − 2

k − 1

)])
(3.1.19)

şekline dönüşür.

(3.1.19) denkleminde katsayılar kaŗsılaştırılırsa

n∑
k=0

(n− k) (e (n+ k − 1) + 2ε)

(
x+ c+ k − 1

k

)
bn,k

+

n∑
k=1

[(e (k − 1) + 2ε) (k − 1) + 2 (k − 1) (ec− f) + 2εc− γ]

(
x+ c+ k − 2

k − 1

)
bn,k

−
n∑
k=2

(
ec2 − 2fc+ g

)(x+ c+ k − 2

k − 2

)
bn,k

= 0 (3.1.20)

bulunur. (3.1.20) denkleminde

ec2 − 2fc+ g = 0
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eşitliğinin sağlanmasıkoşuluyla k = n− 1, n− 2, ..., 0 için

0 = (n− k) (e (n+ k − 1) + 2ε) bn,k

+ [k (ek + 2ε) + 2k (ec− f) + 2εc− γ] bn,k+1

iki terimli rekürans bağıntısıelde edilir. Bu ise istenilendir.

Lemma 3.1.3: Λ, P polinomlar uzayında tanımlıve n = 1, 2, ... için

Λ [1] = 1, Λ [yn] = 0 (3.1.21)

koşullarınısağlayan lineer bir operatör olmak üzere ∀p ∈ P polinomlarıiçin

Λ [ϕ (x− 1) (∆p) (x) + ψ (x− 1) p (x)] = 0 (3.1.22)

ve ∀m,n ∈ {0, 1, 2, ...} için

Λ [ϕ (x− 1) (∆ym) (x) (∆yn) (x)] = −λnΛ [yn (x) ym (x)] (3.1.23)

eşitliklerini sağlar. Burada yn ler (2.1.10) denkleminin monik polinom çözümleridir.

İspat:

p∗ (x) =
n∑
k=0

akyk (x) , ak ∈ R (3.1.24)

şeklinde bir p∗ polinomu tanımlayalım. Burada p (x) polinomu

p (x) = (∆p∗) (x− 1) = p∗ (x)− p∗ (x− 1) (3.1.25)

eşitliğini sağlasın.

(3.1.24) eşitliği (2.1.10) denkleminde yerine yazılırsa

ϕ (x)
(
∆2p∗

)
(x) + ψ (x) (∆p∗) (x)

= ϕ (x)

n∑
k=0

ak
(
∆2yk

)
(x) + ψ (x)

n∑
k=0

ak (∆yk) (x)

=

n∑
k=0

ak
{
ϕ (x)

(
∆2yk

)
(x) + ψ (x) (∆yk) (x)

}
=

n∑
k=0

akλkyk (x+ 1) (3.1.26)
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elde edilir. (3.1.26) eşitliğinde x yerine x− 1 alınır, (3.1.25) eşitliği yerine yazılırsa

ϕ (x− 1) ∆ (∆p∗ (x− 1)) + ψ (x− 1) (∆p∗) (x− 1)

= ϕ (x− 1) ∆p (x) + ψ (x− 1) p (x)

=
n∑
k=0

akλkyk (x) (3.1.27)

bulunur. (3.1.27) denkleminin her iki tarafına Λ operatörü uygulanır, (3.1.21) koşulu

gözönüne alınırsa

Λ [ϕ (x− 1) ∆p (x) + ψ (x− 1) p (x)] = Λ

[
n∑
k=0

akλkyk (x)

]

= a0λ0.1 +
n∑
k=1

akλkΛ [yk (x)]

= a0.0.1 +
n∑
k=1

akλk.0

= 0

elde edilir ki bu ise (3.1.22) eşitliğidir.

(2.1.10) eşitliğinde x yerine x− 1 alınırsa

ϕ (x− 1)
(
∆2yn

)
(x− 1) + ψ (x− 1) (∆yn) (x− 1) = λnyn (x)

olup, bu denklemin her iki tarafıym (x) ile çarpılırsa

ϕ (x− 1)
(
∆2yn

)
(x− 1) ym (x) + ψ (x− 1) (∆yn) (x− 1) ym (x) = λnyn (x) ym (x)

(3.1.28)

elde edilir.

∆ (p1 (x) p2 (x)) = (∆p1) (x) p2 (x) + p1 (x+ 1) (∆p2) (x)

eşitliğinde

(∆yn) (x− 1) = p1 (x) ve ym (x) = p2 (x)

alınırsa

∆ ((∆yn) (x− 1) ym (x))− (∆yn) (x) (∆ym) (x) =
(
∆2yn

)
(x− 1) ym (x) (3.1.29)

bulunur. (3.1.29) eşitliği (3.1.28) denkleminde yerine yazılırsa

λnyn (x) ym (x) = ϕ (x− 1)
(
∆2yn

)
(x− 1) ym (x) + ψ (x− 1) (∆yn) (x− 1) ym (x)

= ϕ (x− 1) {∆ ((∆yn) (x− 1) ym (x))− (∆yn) (x) (∆ym) (x)}

+ψ (x− 1) ∆yn (x− 1) ym (x) (3.1.30)
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elde edilir.

(3.1.30) eşitliğinin her iki tarafına Λ operatörü uygulanır, p (x) = ∆yn (x− 1) ym (x)

alınır ve (3.1.22) eşitliği gözönüne alınırsa

Λ [λnyn (x) ym (x)] = Λ [ϕ (x− 1) (∆p) (x) + ψ (x− 1) p (x)]

−Λ [ϕ (x− 1) ∆yn (x) ∆ym (x)]

= 0− Λ [ϕ (x− 1) ∆yn (x) ∆ym (x)]

elde edilir ki bu ise (3.1.23) eşitliğidir.

Lemma 3.1.4: (Düzgünlük Koşulu) N , herhangi bir pozitif tamsayıolmak üzere

aşağıdaki cümleler denktir.

1) ∀n = 0, 1, 2, ..., N için (2.1.10) ile verilen özdeğer probleminin bir yn çözümü vardır.

2) ∀m,n ∈ {01, 2, ..., N} için m 6= n ise λm 6= λn dir.

Lemma 3.1.5: (2.1.10) ile verilen fark denkleminin monik polinom çözümleri olan

yn ler, n = 0, 1, 2, ... için düzgünlük koşulunu sağlasın. O halde Λ lineer operatörü

m,n ∈ {0, 1, 2, ...} için

Λ [ymyn] = 0, m 6= n (3.1.31)

koşulunu sağlar.

İspat: (3.1.23) eşitliğinde n ve m indislerinin yerleri deği̧stirilirse

Λ [ϕ (x− 1) ∆ym (x) ∆yn (x)] = −λnΛ [yn (x) ym (x)]

Λ [ϕ (x− 1) ∆yn (x) ∆ym (x)] = −λmΛ [ym (x) yn (x)] (3.1.32)

elde edilir. (3.1.32) eşitlikleri taraf tarafa çıkartılırsa

0 = (λn − λm) Λ [yn (x) ym (x)] (3.1.33)

bulunur. Düzgünlük koşuluna göre m 6= n için λm 6= λn olduğu gözönüne alınırsa

Λ [yn (x) ym (x)] = 0

olup, (3.1.31) eşitliği gerçeklenir.
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Lemma 3.1.6: (2.1.10) ile verilen fark denkleminin monik polinom çözümleri olan yn

ler, n = 1, 2, ... için

yn+1(x) = (x− cn)yn (x)− dnyn−1 (x) (3.1.34)

üç terimli rekürans bağıntısınısağlar.

İspat: Bu lemmanın ispatıiçin öncelikle aşağıdaki lemmaların ispatınıvermeliyiz.

Lemma 3.1.7: N ∈ {1, 2, 3, ...} olacak şekilde bir sayıdır. n = 0, 1, 2, ..., N − 1 için

Λ
[
y2
n

]
6= 0 ve Λ

[
y2
N

]
= 0 (3.1.35)

koşullarısağlansın. Bu durumda (2.1.10) denkleminin monik polinom çözümleri olan

yn ler, n = 0, 1, 2, ..., N + 1 için

yn+1 (x) = (x− cn) yn (x)− dnyn−1 (x) (3.1.36)

üç terimli rekürans bağıntısınısağlar ve bu durumda dN = 0 dır.

İspat: yn+1 (x) , n = 0, 1, 2, ... için

yn+1 (x) = xyn (x) +
n∑
k=0

a
(n)
k yk (x) , a

(n)
k ∈ R (3.1.37)

şeklinde yazılabilir.

v ∈ {0, 1, 2, ..., n− 2} olmak üzere (3.1.37) eşitliğinin her iki yanıyv (x) ile çarpılırsa,

yn+1 (x) yv (x) = xyn (x) yv (x) +
n∑
k=0

a
(n)
k yk (x) yv (x) (3.1.38)

elde edilir.

(3.1.38) denkleminde xyv (x) yerine (3.1.37) eşitliğinden elde edilen

yv+1 (x)−
∑v

m=0 a
(v)
m ym (x) ifadesi yazılırsa

yn+1 (x) yv (x) = yn (x)

(
yv+1 (x)−

v∑
m=0

a(v)
m ym (x)

)
+

n∑
k=0

a
(n)
k yk (x) yv (x)

= yn (x) yv+1 (x)−
v∑

m=0

a(v)
m yn (x) ym (x) +

n∑
k=0

a
(n)
k yk (x) yv (x)

(3.1.39)

bulunur.
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(3.1.39) denkleminin her iki tarafına Λ operatörü uygulanırsa

Λ [yn+1 (x) yv (x)] = Λ [yn (x) yv+1 (x)]−
v∑

m=0

a(v)
m Λ [yn (x) ym (x)]

+

n∑
k=0

a
(n)
k Λ [yk (x) yv (x)]

0 = 0−
v∑

m=0

a(v)
m .0 + a(n)

v Λ
[
y2
v

]
(3.1.40)

elde edilir. (3.1.40) eşitliğinde v ∈ {0, 1, 2, ..., n− 2} için Λ [y2
v ] 6= 0 olduğu gözönüne

alnırsa a(n)
v = 0 bulunur. Bu değer (3.1.37) denkleminde yerine yazılırsa

yn+1 (x) = xyn (x) +
n∑
v=0

a(n)
v yv (x)

= xyn (x) +
n−2∑
v=0

a(n)
v yv (x) + a

(n)
n−1yn−1 (x) + a(n)

n yn (x)

= xyn (x) + 0 + a
(n)
n−1yn−1 (x) + a(n)

n yn (x)

=
(
x+ a(n)

n

)
yn (x) + a

(n)
n−1yn−1 (x) (3.1.41)

elde edilir.

(3.1.41) eşitliğinde cn = −a(n)
n ve dn = −a(n)

n−1 alınırsa (3.1.36) ile verilen rekürans

bağıntısına ulaşılır.

(3.1.36) denkleminde n = N alınır, denklemin her iki yanıyN−1 (x) ile çarpılırsa

yN+1 (x) yN−1 (x) = (x− cN) yN (x) yN−1 (x)− dNy2
N−1 (x) (3.1.42)

elde edilir. (3.1.42) denkleminde eşitliğin her iki yanına Λ operatörü uygulanırsa

Λ [yN+1 (x) yN−1 (x)] = Λ [xyN (x) yN−1 (x)]− cnΛ [yN (x) yN−1 (x)]− dnΛ
[
y2
N−1 (x)

]
olup (3.1.31) eşitliği gözönüne alınırsa

0 = Λ [xyN (x) yN−1 (x)]− 0− dnΛ
[
y2
N−1 (x)

]
bulunur. Eşitlik düzenlenip, (3.1.37) denklemi gözönüne alınırsa

dN =
Λ [xyN (x) yN−1 (x)]

Λ
[
y2
N−1 (x)

]
=

Λ [yN (x) (xyN−1 (x))]

Λ
[
y2
N−1 (x)

]
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=
Λ
[
yN (x)

(
yN (x)−

∑N−1
s=0 α

(N−1)
s ys (x)

)]
Λ
[
y2
N−1 (x)

]
=

Λ [yN (x) yN (x)]−
∑N−1

s=0 α
(N−1)
s Λ [yN (x) ys (x)]

Λ
[
y2
N−1 (x)

]
=

0− 0

Λ
[
y2
N−1 (x)

] = 0

elde edilir.

Lemma 3.1.8: (2.1.10) ile verilen fark denkleminin monik polinom çözümleri olan

yn ler (3.1.36) ile verilen üç terimli rekürans bağıntısınıve n → ∞ için düzgünlük

koşulunu sağlasın.

Bu durumda n. dereceden monik polinomlar olan ỹn lar n = 0, 1, 2, ... için

yN+n = ỹnyN (3.1.43)

koşulunu sağlar ve

ϕ̃ (x)
(
∆2ỹn

)
(x) + ψ̃ (x) (∆ỹn) (x) = λ̃nỹn (x+ 1) (3.1.44)

fark denkleminin çözümüdür.

İspat: k = 0 için ỹ0 (x) = 1 olduğu açıktır.

k = 1 için, (3.1.36) ile verilen üç terimli rekürans bağıntısında n = N alınıp, lemma

3.1.7’den dN = 0 olduğu gözönüne alınırsa

yN+1 (x) = (x− cN) yN (x)− dNyN−1 (x)

= (x− cN) yN (x) (3.1.45)

elde edilir. (3.1.45) denkleminde x− cN = ỹ1 (x) alınırsa

yN+1 (x) = ỹ1 (x) yN (x)

bulunur.

k = 2 için, (3.1.36) ile verilen üç terimli rekürans bağıntısında n = N + 1 alınıp,

(3.1.45) eşitliği gözönüne alınırsa

yN+2 (x) = (x− cN+1) yN+1 (x)− dN+1yN (x)

= (x− cN+1) (x− cN) yN (x)− dN+1yN (x)

= ((x− cN+1) (x− cN)− dN+1) yN (x) (3.1.46)

16



elde edilir. (3.1.46) denkleminde (x− cN+1) (x− cN)− dN+1 = ỹ2 (x) alınırsa

yN+2 (x) = ỹ2 (x) yN (x)

bulunur. Benzer şeklide devam edilirse k = 0, 1, 2, ... için yN+k = ỹkyN eşitliği elde

edilir.

(3.1.43) eşitliğinin her iki tarafına ∆ fark operatörü uygulanırsa

∆ (yN ỹk) = (∆yN) (x) ỹk (x) + yN (x+ 1) (∆ỹk) (x) (3.1.47)

eşitliği elde edilir.

(3.1.43) eşitliğinin her iki tarafına ∆ fark operatörü iki kez uygulanır, (3.1.47) eşitliği

gözönüne alınırsa

∆2 (yN+k) = ∆ (∆ (yN ỹk))

= ∆ ((∆yN) (x) ỹk (x) + (∆ỹk) (x) yN (x+ 1))

=
(
∆2yN

)
(x) ỹk (x+ 1) + (∆yN) (x) (∆ỹk) (x)

+yN (x+ 2)
(
∆2ỹk

)
(x) + (∆ỹk) (x) (∆yN) (x+ 1) (3.1.48)

bulunur. Aşağıda verilen eşitlikte (3.1.43) ve (3.1.48) eşitlikleri yerlerine yazılırsa,

λN+kyN (x+ 1) ỹk (x+ 1) = λN+kyN+k (x+ 1)

= ϕ (x)
(
∆2yN+k

)
(x) + ψ (x) (∆yN+k) (x)

= ϕ (x) {∆2yN (x) ỹk (x+ 1) + ∆yN (x) ∆ỹk (x)

+yN (x+ 2) ∆2ỹk (x) + ∆ỹk (x) ∆yN (x+ 1) }

+ψ (x) {∆yN (x) ỹk (x+ 1) + yN (x) ∆ỹk (x)}

= ϕ (x) yN (x+ 2) ∆2ỹk (x) + ∆ỹk (x) {ϕ (x) ∆yN (x)

+ϕ (x) ∆yN (x+ 1) + ψ (x) yN (x) }

+ỹk (x+ 1)
{
ϕ (x) ∆2yN (x) + ψ (x) ∆yN (x)

}
elde edilir. Denklem düzenlenirse

[ϕ (x) yN (x+ 2)] ∆2ỹk (x)

+∆ỹk (x) [ϕ (x) ∆yN (x) + ϕ (x) ∆yN (x+ 1) + ψ (x) yN (x)]

= (λN+k − λN) yN (x+ 1) ỹk (x+ 1)
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bulunur. Burada

ϕ̃ (x) =
ϕ (x) yN (x+ 2)

yN (x+ 1)

ψ̃ (x) =
ϕ (x) ∆yN (x) + ϕ (x) ∆yN (x+ 1) + ψ (x) yN (x)

yN (x+ 1)

ve

λ̃k = λN+k − λn

dir. Bu ise ispatıtamamlar.

Lemma 3.1.7’den, N ∈ {0, 1, 2, 3, ...} olacak şekildeki bir N sayısıiçin dN = 0 olmak

üzere yn polinom çözümleri n ∈ {0, 1, 2, ..., N + 1} için (3.1.36) ile verilen üç terimli

rekürans bağıntısınısağlar.

N ′ ∈ {0, 1, 2, ...} olacak şekildeki bir N ′ sayısıiçin dN ′ = 0 olmak üzere ỹn polinom

çözümleri n ∈ {0, 1, 2, ..., N ′ + 1} için

ỹn+1 (x) = (x− c̃n) ỹn − d̃nỹn−1 (3.1.49)

üç terimli rekürans bağıntısınısağlar.

(3.1.43) eşitliğinden

yN = yN

yN+1 = ỹ1yN
...

yN+N ′+1 = ỹN ′+1yN (3.1.50)

bulunur.

(3.1.49) eşitliğinin her iki yanıyN ile çarpılırsa

yN ỹn+1 (x) = (x− c̃n) yN ỹn − d̃nỹn−1yN

olup, lemma 3.1.8’den

yN+n+1 = (x− c̃n) yN+n − d̃nyN+n−1 (3.1.51)

elde edilir.

ỹ0, ỹ1, ..., ỹN ′+1 polinom çözümleri (3.1.49) bağıntısınısağladı̆gıiçin bu çözümlerin yN

ile çarpılmı̧s hali olan (3.1.50) çözümleri de (3.1.51) bağıntısınısağlar. Bu durumda,
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(2.1.10) ile verilen fark denkleminin polinom çözümleri olan yn ler n = 0, 1, 2, ..., N +

N ′ + 1 için (3.1.36) bağıntısınısağlar.

Benzer şekilde devam edilirse yn lerin n → ∞ için (3.1.34) ile verilen üç terimli

rekürans bağıntısınısağladı̆gıgörülür. Bu ise istenilendir.

Lemma 3.1.9: yn (x) ler (3.1.1) eşitliği ile verilen monik polinom çözümler olmak

üzere

yn+1(x) = (x− cn)yn (x)− dnyn−1 (x)

üç terimli rekürans bağıntısındaki

cn =
n (e (n− 1) + 2ε) (2 (e− f) + ε) + (e− ε) (γ − 2ε)

2 (e (n− 1) + ε) (en+ ε)

ve

dn = − n (e (n− 2) + 2ε)

4 (e (2n− 3) + 2ε) (e (n− 1) + ε)2 (e (2n− 1) + 2ε)
(3.1.52)

{e (n− 1)2 (e (n− 1) + 2ε)2

+2 (n− 1) (e (n− 1) + 2ε) (2eg + 2f (ε− f)− eγ)

+4ε
(
gε− fγ + eγ2

)
}

dir.

İspat: Üç terimli rekürans bağıntısındaki cn, dn katsayılarınıbulmak için

yn (x) =
n∑
k=0

a
(n)
k xk, a(n)

n = 1, n = 0, 1, ... (3.1.53)

eşitliğini kullanacağız.

1) (3.1.53) eşitliğinde n = 1 alınırsa y1 (x) = a
(1)
0 + x bulunur. (3.1.34) ve (3.1.53)

eşitliklerinden

y1 (x) = x− c0 = a
(1)
0 + x =⇒ c0 = −a(1)

0 (3.1.54)

bağıntısıelde edilir.

2) (3.1.34) eşitliğinde n = 1 alınırsa

y2(x) = (x− c1)y1(x)− d1y0 (x) (3.1.55)

bulunur. (3.1.53) eşitliğinde n = 2, n = 1 ve n = 0 alınıp (3.1.55) eşitliğinde yerine

yazılırsa

a
(2)
0 + a

(2)
1 x+ a

(2)
2 x2 = (x− c1)

(
a

(1)
0 + a

(1)
1 x
)
− d1a

(0)
0 (3.1.56)
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elde edilir. Bu denklemde a(n)
n = 1 olduğu gözönüne alınırsa

a
(2)
0 = −c1a

(1)
0 − d1 =⇒ d1 = −a(2)

0 − c1a
(1)
0 (3.1.57)

bulunur.

(3.1.53) eşitliğindeki polinomlar (3.1.34) eşitliğinde yerine yazılırsa

n+1∑
k=0

a
(n+1)
k xk = (x− cn)

n∑
k=0

a
(n)
k xk −

n−1∑
k=0

a
(n−1)
k xk (3.1.58)

elde edilir. (3.1.58) eşitliğinde xn li terimlerin katsayılarıkaŗsılaştırılırsa

a(n+1)
n = a

(n)
n−1 − cna(n)

n =⇒ cn = a
(n)
n−1 − a(n+1)

n (3.1.59)

bulunur.

Benzer şekilde (3.1.58) eşitliğinde xn−1 li terimlerin katsayılarıkaŗsılaştırılırsa

a
(n+1)
n−1 = a

(n)
n−2− cna

(n)
n−1−dna

(n−1)
n−1 =⇒ dn = a

(n)
n−2−a

(n+1)
n−1 − cna

(n)
n−1, n = 2, 3, 4, ...

(3.1.60)

elde edilir.

an,n ile an,n−1 katsayılarıarasındaki bağıntıdan yola çıkarak a
(n)
n−1 ve a

(n)
n−2 katsayılarını

bulacağız.

(3.1.10) denkleminde k yerine n− 1 alınırsa

(n− (n− 1)) (e (n+ (n− 1)− 1) + 2ε) an,n−1

+{e (n (n− 1)− (n− 1) (2 (n− 1)− 1))

+2ε (n− (n− 1))− 2f (n− 1)− γ}an,n

−
(
e (n− 1)2 + 2f (n− 1) + g

)
an,n+1

= 0 (3.1.61)

elde edilir. (3.1.61) bağıntısında an,n+1 = 0 olduğu gözönüne alınırsa

(e (2n− 2) + 2ε) an,n−1 −
(
e
(
n2 − 4n+ 3

)
− 2ε+ 2f (n− 1) + γ

)
an,n = 0

bulunur. Buradan n = 1, 2, 3, ... için

an,n−1 =
e (n2 − 4n+ 3)− 2ε+ 2f (n− 1) + γ

2 (e (n− 1) + ε)
an,n (3.1.62)

elde edilir.
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(3.1.10) denkleminde k yerine n− 2 alınırsa

(n− (n− 2)) (e (n+ (n− 2)− 1) + 2ε) an,n−2

+{e (n (n− 1)− (n− 2) (2 (n− 2)− 1))

+2ε (n− (n− 2))− 2f (n− 2)− γ}an,n−1

−
(
e (n− 2)2 + 2f (n− 2) + g

)
an,n

= 0 (3.1.63)

bulunur. (3.1.63) bağıntısında (3.1.62) eşitliği yerine yazılırsa

(e (2n− 3) + 2ε) an,n−2

+ {e (n (n− 1)− (n− 2) (2n− 5)) + 4ε− 2f (n− 2)− γ}{
e (n2 − 4n+ 3)− 2ε+ 2f (n− 1) + γ

2e (n− 1) + ε

}
an,n

−
(
e (n− 2)2 + 2f (n− 2) + g

)
an,n

= 0

elde edilir.

Buradan n = 2, 3, 4, ... için

an,n−2 = {e (n− 2)2 + 2f (n− 2) + g

2 (e (2n− 3) + 2ε)

+
(
e
(
n2 − 8n+ 10

)
− 4ε+ 2f (n− 2) + γ

)
(e (n− 1) (n− 3)− 2ε+ 2f (n− 1) + γ)

4 (e (n− 1) + ε) (e (2n− 3) + 2ε)
}an,n (3.1.64)

bulunur.

(3.1.1) ve (3.1.53) eşitliklerinde xn−1 li terimlerin katsayılarıkaŗsılaştırılırsa n = 1, 2, 3, ...

için

a
(n)
n−1 =

an,n−1

(n− 1)!
− n (n− 1)

2

= n

(
an,n−1

n!
− n− 1

2

)
= n

(
an,n−1

an,n
− n− 1

2

)
= n

(
e (n− 1) (n− 3)− 2ε+ 2f (n− 1) + γ

2 (e (n− 1) + ε)
− n− 1

2

)
=

n (2 (n− 1) (f − e)− (n+ 1) ε+ γ)

2 (e (n− 1) + ε)
(3.1.65)
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elde edilir.

(3.1.1) ve (3.1.53) eşitliklerinde xn−2 li terimlerin katsayılarıkaŗsılaştırılırsa n = 1, 2, 3, ...

için

a
(n)
n−2 =

an,n−2

(n− 2)!
− an,n−1

(n− 2)!

(n− 2)

2
+

(
n

3

)
3n− 1

4

= n (n− 1)

(
an,n−2

an,n
− an,n−1

an,n

(n− 2)

2
+

(n− 2) (3n− 1)

24

)
= n (n− 1) ({e (n− 2)2 + 2f (n− 2) + g

2 (e (2n− 3) + 2ε)

+
(
e
(
n2 − 8n+ 10

)
− 4ε+ 2f (n− 2) + γ

)
(e (n− 1) (n− 3))− 2ε+ 2f (n− 1) + γ

4 (e (n− 1) + ε) (e (2n− 3) + 2ε)
}

−(n− 2)

2

e (n2 − 4n+ 3)− 2ε+ 2f (n− 1) + γ

2 (e (n− 1) + ε)

+
(n− 2) (3n− 1)

24
)

=
n (n− 1)

4 (e (n− 1) + ε) (e (2n− 3) + 2ε)

{1

6
(n+ 1) (3n+ 2) (e (n− 1) + ε) (e (2n− 3) + 2ε)

−en (n− 1)2 (e (2n− 3) + 2ε) + e2 (n− 1)2 (n− 2)2

−2 (2f (n− 1) + γ) (e (2n− 3) + nε)− γ (e (n− 1) + 2ε)

+2 (f (n− 1) + γ) (2f (n− 2) + γ) + 2g (e (n− 1) + ε) } (3.1.66)

elde edilir. Şimdi sırasıyla c0, cn, d1 ve dn katsayılarınıbulalım.

y1 (x) = x+ a
(1)
0 eşitliği (2.1.9) denkleminde yerine yazılırsa

(
ex2 + 2fx+ g

)
(0) + (2εx+ γ) 1 = 2ε

(
x+ 1 + a

(1)
0

)
bulunur. Sabit terimlerin eşitliğinden

γ = 2ε
(

1 + a
(1)
0

)
olup,

a
(1)
0 =

γ

2ε
− 1

elde edilir. Bulunan değer (3.1.54) eşitliğinde yerine yazılırsa

c0 = 1− γ

2ε
(3.1.67)
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bulunur.

(3.1.65) eşitliği (3.1.59) denkleminde yerine yazılırsa n = 1, 2, 3, ... için

cn = a
(n)
n−1 − a(n+1)

n

=
n (2 (n− 1) (f − e)− (n+ 1) ε+ γ)

2 (e (n− 1) + ε)

−(n+ 1) (2n (f − e)− ((n+ 1) + 1) ε+ γ)

2 (e ((n+ 1)− 1) + ε)

=
n (e (n− 1) + 2ε) (2 (e− f) + ε) + (e− ε) (γ − 2ε)

2 (e (n− 1) + ε) (en+ ε)
(3.1.68)

elde edilir.

(3.1.65) eşitliğinde n = 1, (3.1.66) eşitliğinde n = 2 alınır, (3.1.57) denkleminde yerine

yazılırsa

d1 = −a(2)
0 − c1a

(1)
0

=
4ε (fγ − gε)− eγ2

4ε2 (e+ 2ε)

bulunur.

(3.1.66) eşitliği (3.1.60) denkleminde yerine yazılırsa

dn = a
(n)
n−2 − a

(n+1)
n−1 − cna

(n)
n−2

=
n (n− 1)

4 (e (n− 1) + ε) (e (2n− 3) + 2ε)

{1

6
(n+ 1) (3n+ 2) (e (n− 1) + ε) (e (2n− 3) + 2ε)

−en (n− 1)2 (e (2n− 3) + 2c) + e2 (n− 1)2 (n− 2)2

−2 (2f (n− 1) + γ) (e (2n− 3) + nε)− γ (e (n− 1) + 2ε)

+ (2f (n− 1) + γ) (2f (n− 2) + γ) + 2g (e (n− 1) + ε) }

− (n− 1) ((n+ 1)− 1)

4 (e ((n+ 1)− 1) + ε) (e (2 (n+ 1)− 3) + 2ε)

{1

6
((n+ 1) + 1) (3 (n+ 1) + 2) (e ((n+ 1)− 1) + ε) (e (2 (n+ 1)− 3) + 2ε)

−e (n+ 1) ((n+ 1)− 1)2 (e (2 (n+ 1)− 3) + 2c)

+e2 ((n+ 1)− 1)2 ((n+ 1)− 2)2

−2 (2f ((n+ 1)− 1) + γ) (e (2 (n+ 1)− 3) + (n+ 1) ε)

−γ (e ((n+ 1)− 1) + 2ε)

+ (2f ((n+ 1)− 1) + γ) (2f ((n+ 1)− 2) + γ) + 2g (e ((n+ 1)− 1) + ε) }
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−n (e (n− 1) + 2ε) (2 (e− f) + ε) + (e− ε) (γ − 2ε)

2 (e (n− 1) + ε) (en+ ε){
n (2 (n− 1) (f − e)− (n+ 1) ε+ γ)

2 (e (n− 1) + ε)

}
= − n (e (n− 2) + 2ε)

4 (e (2n− 3) + 2ε) (e (n− 1) + ε)2 (e (2n− 1) + 2ε)

{e (n− 1)2 (e (n− 1) + 2ε)2

+2 (n− 1) (e (n− 1) + 2ε) (2eg + 2f (ε− f)− eγ)

+4ε (gε− fγ) + eγ2} (3.1.69)

elde edilir. Bu ise istenilendir.
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4. FARK DENKLEMLERİNİN SELF ADJOİNT FORMU

4.1 (2.1.10) Fark Denkleminin Self Adjoint Formu

Tanım 4.1.1: f ∈ P , ω ∈ R, x ∈ R\
{

ω
1−q

}
ve ∀q ∈ R\ {−1, 0} olmak üzere

(Pq,ωf) (x) operatörü

(Pq,ωf) (x) := f (qx+ ω) (4.1.1)

ve f̂ fonksiyonu

f̂ (x) :=
(
P−1
q,ωf

)
(x) = f ((x− ω) /q) (4.1.2)

şeklinde olsun.

W ∈ P olmak üzere, (2.1.2) denkleminin her iki yanı(Pq,ωW ) (x) ile çarpılırsa

(Pq,ωW ) (x)ϕ(x)
(
$2
q,ωyn

)
(x) + (Pq,ωW ) (x)ψ(x) ($q,ωyn) (x)

= (Pq,ωW ) (x)λnyn (qx+ ω) (4.1.3)

elde edilir. (4.1.3) denkleminde (4.1.1) eşitliği yerine yazılırsa

(Pq,ωW ) (x)ϕ(x)
(
$2
q,ωyn

)
(x) + (Pq,ωW ) (x)ψ(x) ($q,ωyn) (x)

= (Pq,ωW ) (x)λn (Pq,ωyn) (x) (4.1.4)

bulunur.

($q,ω (f1f2)) (x) = ($q,ωf1) (x) f2 (x) + f1 (qx+ ω) ($q,ωf2) (x) (4.1.5)

eşitliğinde f1 = Wϕ̂, f2 = $q,ωyn alınırsa

($q,ω (Wϕ̂ ($q,ωyn))) (x) = ($q,ω (Wϕ̂)) (x) ($q,ωyn) (x)

+ (Wϕ̂) (qx+ ω)
(
$2
q,ωyn

)
(x)

= ($q,ω (Wϕ̂)) (x) ($q,ωyn) (x)

+W (qx+ ω) ϕ̂ (qx+ ω)
(
$2
q,ωyn

)
(x) (4.1.6)

elde edilir. (4.1.6) eşitliğinde, (4.1.1) ve (4.1.2) eşitlikleri gözönüne alınırsa

($q,ω (Wϕ̂ ($q,ωyn))) (x)

= ($q,ω (Wϕ̂)) (x) ($q,ωyn) (x) + (Pq,ωW ) (x)ϕ(x)
(
$2
q,ωyn

)
(x) (4.1.7)

bulunur.
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(4.1.3) dekleminin sol yanının (4.1.7) denkleminin sağ yanına eşit olabilmesi için, yani

(Pq,ωW ) (x)ϕ(x)
(
$2
q,ωyn

)
(x) + (Pq,ωW ) (x)ψ(x) ($q,ωyn) (x)

= ($q,ω (Wϕ̂)) (x) ($q,ωyn) (x) + (Pq,ωW ) (x)ϕ(x)
(
$2
q,ωyn

)
(x)

eşitliğinin sağlanabilmesi için

(Pq,ωW ) (x)ψ(x) = ($q,ω (Wϕ̂)) (x) (4.1.8)

olmalıdır. (4.1.8) eşitliğinde (q, ω) = (1, 1) alınırsa

ψ(x)W (x+ 1) = ∆ (W (x)ϕ (x− 1)) (4.1.9)

elde edilir. (4.1.3) ve (4.1.7) denklemleri (4.1.8) koşulu altında tekrar gözönüne alıırsa

($q,ω (Wϕ̂ ($q,ωyn))) (x) = (Pq,ωW ) (x)λnyn (qx+ ω) (4.1.10)

olur. Burada (q, ω) = (1, 1) alınırsa

∆ (W (x)ϕ (x− 1) ∆yn (x)) = λnW (x+ 1) yn (x+ 1) (4.1.11)

elde edilir. Bu ise (2.1.10) denkleminin self adjoint formudur.

(4.1.9) eşitliğinin sağ yanıaçık olarak yazılırsa

W (x+ 1)ϕ (x)−W (x)ϕ (x− 1) = W (x+ 1)ψ (x)

W (x+ 1) (ϕ (x)− ψ (x)) = W (x)ϕ (x− 1)

W (x)

W (x+ 1)
=
ϕ (x)− ψ (x)

ϕ (x− 1)
(4.1.12)

bulunur. (4.1.12) eşitliğinde ϕ (x) = ex2 + 2fx+ g, ψ (x) = 2εx+ γ olduğu gözönüne

alınırsa

W (x)

W (x+ 1)
=

ex2 + 2fx+ g − (2εx+ γ)

e (x− 1)2 + 2f (x− 1) + g

=
D (x+ 1)

C (x)
(4.1.13)

elde edilir. Burada D (x) = C (x)− 2ε (x− 1)− γ, C (x) = e (x− 1)2 + 2f (x− 1) + g

dir.
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4.2 (2.1.10) Fark Denkleminin Ortogonallik Özelliği

Tanım 4.2.1: N ∈ {1, 2, 3, ...} için aşağıdaki noktalar kümesini ele alalım:

xv := A+ v, A ∈ R, v = 0, 1, 2, ..., N + 1 (4.2.1)

ayrıca

xv+1 = A+ v + 1 = xv + 1 (4.2.2)

dir.

Lemma 4.2.1: N ∈ {1, 2, 3, ...} olmak üzere yn polinomları

N∑
v=0

W (A+ v) ym (A+ v) yn (A+ v) = 0, m 6= n, m, n ∈ {0, 1, 2, ..., N} (4.2.3)

ortogonallik bağıntısını

W (A− 1)ϕ (A− 2) = 0 ve W (A+N)ϕ (A+N − 1) = 0 (4.2.4)

koşullarıaltında sağlar.

İspat: Bu lemmanın ispatıiçin öncelikle aşağıdaki eşitlikleri gösterelim.

Şimdi

N∑
v=0

∆ (f1 (xv)) f2 (xv) = [f1 (xv) f2 (xv)]
N+1
v=0 −

N∑
v=0

f1 (xv+1) ∆f2 (xv) (4.2.5)

eşitliğini gösterelim.

∆ (f1 (x) f2 (x)) = f1 (x+ 1) ∆f2 (x) + f2 (x) ∆f1 (x) (4.2.6)

eşitliğinin her iki yanında
∑
uygulanırsa

N∑
v=0

∆ (f1 (xv) f2 (xv)) =

N∑
v=0

(f1 (xv + 1) ∆f2 (xv) + f2 (xv) ∆f1 (xv)) (4.2.7)

bulunur. (4.2.7) eşitliğinin sol yanına fark operatörü tanımıuygulanırsa

∆ (f1 (x0) f2 (x0)) + ∆ (f1 (x1) f2 (x1)) + ...+ ∆ (f1 (xN) f2 (xN))

= f1 (x1) f2 (x1)− f1 (x0) f2 (x0) + f1 (x2) f2 (x2)− f1 (x1) f2 (x1)

+...+ f1 (xN+1) f2 (xN+1)− f1 (xN) f2 (xN)

= (f1f2) (xN+1)− (f1f2) (x0)

= [f1 (xv) f2 (xv)]
N+1
v=0 (4.2.8)
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elde edilir.

(4.2.7) ve (4.2.8) denklemlerinin eşitliğinden (4.2.5) eşitliğine ulaşılır.

(4.1.11) eşitliğinde x yerine x− 1 alınır, eşitliğin her iki tarafıym (x) ile çarpılırsa

λnW (x) yn (x) ym (x) = ∆ (W (x− 1)ϕ (x− 2) ∆yn (x− 1)) ym (x) (4.2.9)

bulunur. (4.2.9) eşitliğinde n yerine m alınıp taraf tarafa çıkartılırsa

(λn − λm)W (x) yn (x) ym (x)

= ∆ (W (x− 1)ϕ (x− 2) ∆yn (x− 1)) ym (x)

−∆ (W (x− 1)ϕ (x− 2) ∆ym (x− 1)) yn (x) (4.2.10)

elde edilir. (4.2.10) eşitliğinin her iki yanının v = 0, 1, 2, ..., N için toplamıalınırsa

(λn − λm)
N∑
v=0

W (xv) yn (xv) ym (xv)

=
N∑
v=0

[∆ (W (xv − 1)ϕ (xv − 2) ∆yn (xv − 1)) ym (xv)

−∆ (W (xv − 1)ϕ (xv − 2) ∆ym (xv − 1)) yn (xv) ] (4.2.11)

bulunur. (4.2.11) eşitliğinde i̧slemleri kısaltmak için

A (xv) = W (xv − 1)ϕ (xv − 2)

alalım. O halde (4.2.11) eşitliği

(λn − λm)
N∑
v=0

W (xv) yn (xv) ym (xv)

=
N∑
v=0

[∆ (A (xv) ∆yn (xv − 1)) ym (xv)

−∆ (A (xv) ∆ym (xv − 1)) yn (xv) ] (4.2.12)

şekline dönüşür.

(4.2.12) eşitliğinin sağ kısmında

∆ (f1f2) (x) = f1 (x+ 1) ∆f2 (x) + f2 (x) ∆f1 (x)

eşitliği gözönüne alınır ve f1 = A (xv) , f2 = ∆yn (xv − 1) ; g1 = A (xv) , g2 =
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∆ym (xv − 1) denirse (4.2.12) eşitliği

(λn − λm)

N∑
v=0

W (xv) yn (xv) ym (xv)

=
N∑
v=0

[
(
A (xv + 1) ∆2yn (xv − 1) + ∆yn (xv − 1) ∆A (xv)

)
ym (xv)

−
(
A (xv + 1) ∆2ym (xv − 1) + ∆ym (xv − 1) ∆A (xv)

)
yn (xv) ]

=
N∑
v=0

[A (xv + 1)
(
∆2yn (xv − 1) ym (xv)−∆2ym (xv − 1) yn (xv)

)
+∆A (xv) (∆yn (xv − 1) ym (xv)−∆ym (xv − 1) yn (xv)) ] (4.2.13)

şekline dönüşür. (4.2.13) eşitliğini (4.2.5) eşitliğine benzetebilmek için

h1 = A (xv)

h2 = ∆yn (xv − 1) ym (xv)−∆ym (xv − 1) yn (xv)

olmak üzere∆h2 (xv) = ∆2yn (xv − 1) ym (xv)−∆2ym (xv − 1) yn (xv) olduğunu göster-

meliyiz.

∆h2 (xv) = ∆ (∆yn (xv − 1) ym (xv)−∆ym (xv − 1) yn (xv))

=
[
∆yn (xv) ∆ym (xv) + ym (xv) ∆2yn (xv − 1)

]
−
[
∆ym (xv) ∆yn (xv) + yn (xv) ∆2ym (xv − 1)

]
= ∆2yn (xv − 1) ym (xv)− yn (xv) ∆2ym (xv − 1)

O halde (4.2.13) ve (4.2.12) eşitliklerinden

(λn − λm)
N∑
v=0

W (xv) yn (xv) ym (xv)

= A (xv) [∆yn (xv − 1) ym (xv)−∆ym (xv − 1) yn (xv)]
N+1
v=0 (4.2.14)

elde edilir. (4.2.14) denkleminde A (xv) , yn (xv) , ym (xv) değerleri yerlerine yazılırsa

(4.2.14) denklemi

(λn − λm)
N∑
v=0

W (xv) yn (xv) ym (xv)

= W (xv − 1)ϕ (xv − 2)

[∆yn (xv − 1) ym (xv)−∆ym (xv − 1) yn (xv)]
N+1
v=0 (4.2.15)

şekline dönüşür.
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m 6= n için λm 6= λn olduğundan

W (xN+1 − 1)ϕ (xN+1 − 2) = 0 ve W (x0 − 1)ϕ (x0 − 2) = 0

olmalıdır.
N∑
v=0

W (xv) ym (xv) yn (xv) = 0

olur, bu ise ispatıtamamlar.

Burada

W (xN+1 − 1)ϕ (xN+1 − 2) = W (A+N)ϕ (A+N − 1) , ve

W (x0 − 1)ϕ (x0 − 2) = W (A− 1)ϕ (A− 2) (4.2.16)

olduğu açıktır.
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5. POZİTİF TANIMLI ORTOGONAL POLİNOM ÇÖZÜMLERİN SI-

NIFLANDIRILMASI

5.1 ϕ (x) Polinomunun Durumuna Göre Polinom Çözümlerinin Sınıflandırıl-

ması

Tanım 5.1.1: n = 1, 2, 3, ... için cn ∈ R ve dn > 0 olmak üzere

yn (x+ 1) = (x− cn) yn (x)− dnyn−1 (x)

rekürans bağıntısını sağlayan polinom çözümlere pozitif tanımlı ortogonal polinom

denir.

Aşağıdaki durumlarda fark denkleminin ortogonal polinom çözümleri ϕ (x) polinomu-

nun derecesine göre incelenecektir.

Durum 1: ϕ (x) = ex2 + 2fx + g olmak üzere der (ϕ) = 0 ise e = f = 0 dır ve

özel olarak g = 1 alınırsa (3.1.52) eşitliğinden

cn =
2 (n+ 1) ε− γ

2ε
, n = 0, 1, 2, ... (5.1.1)

ve

dn = − n

2ε
, n = 1, 2, 3, ...

bulunur. n, ε, γ ∈ R olduğundan cn ∈ R dir. 2ε < 0 için dn > 0 olduğu görülmektedir.

Durum 2: ϕ (x) = ex2 + 2fx + g olmak üzere der (ϕ) = 1 ise e = 0 dır ve özel

olarak 2f = 1 alınırsa (3.1.52) eşitliğinden

cn =
2n (ε− 1) + 2ε− γ

2ε
, n = 0, 1, 2, ... (5.1.2)

ve

dn = −n ((n− 1) (2ε− 1) + 2gε− γ)

4ε2
, n = 1, 2, ..

bulunur. n, ε, γ ∈ R olduğundan cn ∈ R dir.

dn > 0 koşulunun sağlandı̆gıdurumlar incelenecektir.

Durum 2.a: 2ε ≤ 1 ve 2gε− γ < 0 olsun.

Bu durumda

dn = − n

4ε2
((n− 1) (2ε− 1) + (2gε− γ)) > 0, 2ε 6= 0.

dır.
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Durum 2.b: 2ε > 1 ve −N ≤ 2gε−γ
2ε−1

< −N + 1 olsun.

Bu durumda n = 1, 2, ..., N için

dn = − n

4ε2
(2ε− 1)

(
(n− 1) +

(2gε− γ)

2ε− 1

)
> 0

dır.

Durum 3: ϕ (x) = ex2 + 2fx + g olmak üzere der (ϕ) = 2 için özel olarak e = 1

alınırsa (3.1.52) eşitliğinden

cn =
n (n− 1 + 2ε) (2 (1− f) + ε) (1− ε) [γ − 2ε]

2 (n− 1 + ε) (n+ ε)
, n = 0, 1, 2, ...

ve

dn = − n (n− 2 + 2ε)

4 (2n− 3 + 2ε) (n+ 1 + ε)2 (2n− 1 + 2ε)
(5.1.3)

{ (n− 1)2 (n− 1 + 2ε)2 + 2 (n− 1) (n− 1 + 2ε) (2g + 2f (ε− f)− γ)

+4ε (gε− fγ) + γ2}

bulunur. (5.1.3) eşitliğinde n = 1, 2, ... için

Dn =
(
(n− 1 + ε)2 − δ2 − η2

)2 − 4δ2η2

= (n− 1 + ε)4 − 2
(
δ2 + η2

)
(n− 1 + ε)2 +

(
δ2 − η2

)2

= (n− 1 + ε+ δ + η) (n− 1 + ε+ δ − η) (n− 1 + ε− δ + η) (n− 1 + ε− δ − η)

δ2 = (f − ε)2 − g + γ

η2 = f 2 − g (5.1.4)

alınırsa

dn = − n (n− 2 + 2ε)

4 (2n− 3 + 2ε) (n+ 1 + ε)2 (2n− 1 + 2ε)
Dn (5.1.5)

olur.

Durum 3.a: ε > 0 olsun. Bu durumda

− n (n− 2 + 2ε)

4 (2n− 3 + 2ε) (n+ 1 + ε)2 (2n− 1 + 2ε)
< 0, n = 1, 2, 3, ...

dır. O halde dn > 0 koşulunun sağlanmasıiçin Dn < 0 olmasıgerekir.

(δ − η)2 < (n− 1 + ε)2 < (δ + η)2 eşitsizliği sağlanırsa

Dn =
(
(n− 1 + ε)2 − (δ + η)2) ((n− 1 + ε)2 − (δ − η)2) < 0
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olur.

Durum 3.b: N ∈ {1, 2, 3, ...} ve −1 < t ≤ 1 için 2ε = −2N − t olsun. Bu durumda

− n (n− 2 + 2ε)

4 (2n− 3 + 2ε) (n+ 1 + ε)2 (2n− 1 + 2ε)
> 0, n = 1, 2, 3, ..., N

dır. O halde dn > 0 koşulunun sağlanmasıiçin Dn > 0 olmalıdır.

δ + η < |n− 1 + ε| ve |n− 1 + ε| < |δ − η| eşitsizliklerinden sadece biri gerçek-

lendiğinde

Dn = (n− 1 + ε+ δ + η) (n− 1 + ε+ δ − η) (n− 1 + ε− δ + η) (n− 1 + ε− δ − η) > 0

olur.

Durum 3.c: N ∈ {1, 2, 3, ...} ve −1 < t ≤ 1 için 2ε = −2N − t olsun.

δ2 ≤ 0 veya η2 ≤ 0, ε± δ ± η 6= 0,−1,−2, ...,−N + 1 koşulların gerçeklendiğinde

Dn = (n− 1 + ε+ δ + η) (n− 1 + ε+ δ − η) (n− 1 + ε− δ + η) (n− 1 + ε− δ − η) > 0

olur.

Teorem 5.1.1: e, f, g, ε, γ ∈ R ve n = 0, 1, 2, ... için

(
ex2 + 2fx+ g

) (
∆2yn

)
(x) + (2εx+ γ) (∆yn) (x)

= n (e (n− 1) + 2ε) yn (x+ 1)

fark denkleminin yn polinom çözümleri aşağıdaki durumlarda pozitif-tanımlıortogo-

naldir.

Durum 1: e = f = 0, g = 1 ve 2ε < 0 ise sonsuz sayıda ortogonal polinomdan

oluşan sistem elde edilir.

Durum 2.a: e = 0, 2f = 1, 2ε ≤ 1 ve 2gε − γ < 0 ise sonsuz sayıda ortogonal

polinomdan oluşan sistem elde edilir.

Durum 2.b: e = 0, 2f = 1, 2ε > 1 ve −N ≤ 2gε−γ
2ε−1

< −N + 1 ise N + 1 tane

ortogonal polinomdan oluşan sonlu sistem elde edilir.

Durum 3.a: e = 1, ε > 0, |δ − η| < ε ve N − 1 < δ + η − ε ≤ N ise N + 1 tane

ortogonal polinomdan oluşan sonlu sistem elde edilir.

Durum 3.b: N ∈ {1, 2, 3, ...} olmak üzere e = 1, 2ε = −2N − t, −1 < t ≤ 1 için(
|t|
2
≤ |δ − η| ≤

)
δ + η < 1 +

t

2
ve N +

t

2
< |δ − η|
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eşitsizliklerinden sadece biri gerçeklendiğinde N+1 tane ortogonal polinomdan oluşan

sonlu sistem elde edilir.

Durum 3.c: N ∈ {1, 2, 3, ...} olmak üzere e = 1, 2ε = −2N − t, −1 < t ≤ 1 için

δ2 ≤ 0 veya η2 ≤ 0, ε ± δ ± η 6= 0,−1,−2, ...,−N + 1 ise N + 1 tane ortogonal

polinomdan oluşan sonlu sistem elde edilir.
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6. POZİTİF TANIMLI ORTOGONALPOLİNOMÇÖZÜMLERİNİNÖZEL-

LİKLERİ

6.1 (2.1.10) Fark Denkleminin Ortogonal Polinom Çözümlerinin Özellikleri

Aşağıdaki durumlarda ağırlık fonksiyonları, an,k katsayılarıhesaplanıp bunlara kaŗsılık

gelen polinom çözümler ve Rodrigues formülleri elde edilecektir.

Durum 1: e, f, g, 2ε ∈ R için e = f = 0, g = 1 ve 2ε < 0 ise (4.1.13) eşitliğinden

W (x)

W (x+ 1)
=

ex2 + 2fx+ g − (2εx+ γ)

e (x− 1)2 + 2f (x− 1) + g

= −2εx− γ + 1

= (−2ε)

(
x+

γ − 1

2ε

)
(6.1.1)

elde edilir. x = 0, 1, 2, 3, ... için

W (0)

W (x)
=

W (0)

W (1)

W (1)

W (2)
...
W (x− 1)

W (x)

= (−2ε)

(
0 +

γ − 1

2ε

)
(−2ε)

(
1 +

γ − 1

2ε

)
... (−2ε)

(
x− 1 +

γ − 1

2ε

)
= (−2ε)x

(
0 +

γ − 1

2ε

)(
1 +

γ − 1

2ε

)
...

(
x− 1 +

γ − 1

2ε

)
= (−2ε)x

1

Γ
(
γ−1
2ε

)Γ

(
γ − 1

2ε

)(
γ − 1

2ε

)(
1 +

γ − 1

2ε

)
...

(
x− 1 +

γ − 1

2ε

)
= (−2ε)x

1

Γ
(
γ−1
2ε

)Γ

(
1 +

γ − 1

2ε

)(
1 +

γ − 1

2ε

)
...

(
x− 1 +

γ − 1

2ε

)
= (−2ε)x

1

Γ
(
γ−1
2ε

) (x− 1 +
γ − 1

2ε

)
Γ

(
x− 1 +

γ − 1

2ε

)
= (−2ε)x

1

Γ
(
γ−1
2ε

)Γ

(
x+

γ − 1

2ε

)
(6.1.2)

olup

W (x) =
W (0) Γ

(
γ−1
2ε

)
(−2ε)x Γ

(
x+ γ−1

2ε

) (6.1.3)

bulunur.

(4.2.4) ile verilen sınır koşullarındanW (A− 1)ϕ (A− 2) = 0 dır. Bu eşitlikte ϕ (x) =

1 ve W (−1) = W (0) (2ε− γ + 1) olduğu gözönüne alınırsa A = 0 için

W (−1)ϕ (−2) = W (0) (2ε− γ + 1)

= 0

elde edilir. Buradan W (0) 6= 0 için

γ = 2ε+ 1
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dır.

(4.2.4) ile verilen sınır koşullarından W (A+N)ϕ (A+N − 1) = 0 dır. Bu eşitlikte

A+N = x alınır ve her iki tarafın x→∞ için limiti alınırsa

lim
x→∞

W (x)ϕ (x− 1) = lim
x→∞

W (x)

= lim
x→∞

W (0) Γ
(
γ−1
2ε

)
(−2ε)x Γ

(
x+ γ−1

2ε

)
elde edilir. Buradan A = 0 için N →∞ olur.

(6.1.3) eşitliğinde γ = 2ε+ 1 değeri yerine yazılırsa x = 0, 1, 2, 3, ..., 2ε < 0 için

W (x) =
W (0) Γ

(
γ−1
2ε

)
(−2ε)x Γ

(
x+ γ−1

2ε

)
=

1

(−2ε)x Γ (x+ 1)

= 0 (6.1.4)

elde edilir, bu ise Charlier polinomlarının ağırlık fonksiyonudur. Burada W (0) = 1

dir.

(2.1.9) denkleminde e = f = 0, g = 1 ve γ = 2ε + 1 değerleri yerlerine yazılırsa

n = 0, 1, 2, ... için

(
∆2yn

)
(x) + (2ε (x+ 1) + 1) (∆yn) (x) = 2nεyn (x+ 1) (6.1.5)

olur. (6.1.5) denkleminde

(∆yn) (x) = yn (x+ 1)− yn (x) ,(
∆2yn

)
(x) = yn (x+ 2)− 2yn (x+ 1) + yn (x)

ifadeleri yerlerine yazılır, x yerine x− 1 alınırsa, n = 0, 1, 2, ... için

yn (x+ 1) + (2ε− 1) yn (x)− 2εxyn (x− 1) = 2nεyn (x)

bulunur.

(3.1.34) ile verilen üç terimli rekürans bağıntısında (5.1.1) eşitlikleri yerlerine yazılırsa

yn+1 (x) =

(
x−

(
n− 1

2ε

))
yn (x)−

(
− n

2ε

)
yn−1 (x)

elde edilir. Burada y0 (x) = 1 ve y1 (x) = x+ 1
2ε
dur.
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(3.1.3) eşitliğinde e = f = 0, g = 1 alınırsa

(n− k) (2ε) an,k − an,k+1 = 0 (6.1.6)

bağıntısıelde edilir. (6.1.6) bağıntısından

an,k+1 = (n− k) 2εan,k

olup, k yerine sırasıyla n−1, n−2, ..., 0 değerleri yerlerine yazılır ve an,n = n! olduğu

gözönüne alınırsa

an,n = n!

= 2ε (n− (n− 1)) an,n−1

= 2ε.2ε (n− (n− 2)) an,n−2

= (2ε)2 .1.2.an,n−2

...

= (2ε)n−k .1.2... (n− k) an,k

bulunur. Buradan

an,k =
n!

(2ε)n−k (n− k)!
(6.1.7)

elde edilir.

Tanım 6.1.1: (Pochhammer Sembolü)

(a)0 = 1 ve (a)k =
k∏
i=1

(a+ i− 1) , k = 1, 2, 3, ...

ve (
a

k

)
:=

(−a)k
k!

(−1)k , k = 0, 1, 2, ... (6.1.8)

dir.

(6.1.7) ve (6.1.8) eşitliklerinden k = 0, 1, 2, ..., n için

an,k =
n!

(2ε)n−k (n− k)!

=
(2ε)k

(2ε)n

(
n

k

)
k!

=
(2ε)k

(2ε)n
(−n)k
k!

(−1)k k!

=
1

(2ε)n
(−1)k (−n)k (2ε)k (6.1.9)
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olarak elde edilir.

(3.1.1) eşitliğinde c = 0 alınır ve (6.1.9) ile verilen an,k katsayılarıyerlerine yazılırsa

yn (x) =
n∑
k=0

1

(2ε)n
(−1)k (−n)k (2ε)k

(
x

k

)
(6.1.10)

bulunur.

2F0

 −n,−x
−

; 2ε

 =

∞∑
k=0

(−n)k (−x)k
k!

(2ε)k

=
n∑
k=0

(−n)k (−x)k
k!

(2ε)k

=
n∑
k=0

(−n)k
((

x
k

)
(−1)k k!

)
k!

(2ε)k

=
n∑
k=0

(−n)k (−1)k (2ε)k
(
x

k

)
(6.1.11)

olup, (6.1.10) ve (6.1.11) eşitliklerinden n = 0, 1, 2, ... için

yn (x) =
1

(2ε)n
2F0

 −n,−x
−

; 2ε


elde edilir. Bu ise e = f = 0, g = 1, 2ε < 0 olmasıdurumunda (2.1.10) ile verilen

fark denkleminin pozitif tanımlıortogonal polinom çözümüdür.

Tanım 6.1.2: (Rodrigues Formülü)

Kn =
1

n∏
k=1

(e (2n− k − 1) + 2ε)

olmak üzere

yn (x) =
Kn

W (x)
∆n

(
W (x− n)

n∏
k=1

ϕ (x− k − 1)

)
(6.1.12)

şeklinde tanımlanır.

(6.1.12) eşitliğinde e = f = 0, g = 1 alınırsa n = 0, 1, 2, ... için (2.1.10) denkleminin

Rodrigues formülü

yn (x) =
1

n∏
k=1

(2ε)

1

W (x)
∆n (W (x− n) .1)

=
1

(2ε)n
(−2ε)x Γ (x+ 1) ∆n

(
1

(−2ε)x−n Γ (x− n+ 1)

)
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şeklindedir.

Lemma 6.1.1: (2.1.10) ile verilen denklemin monik polinom çözümleri olan, (3.1.34)

ile verilen üç terimli rekürans bağıntısınısağlayan yn (x) ler için

Λ [1] = 1 ve Λ [ymyn] = 0, m 6= n, m,n ∈ {0, 1, 2, ...}

olacak şekilde bir lineer operatör vardır.

İspat: n = 1, 2, ... için

Λ :

{
y0 → 1

yn → 0

olacak şekilde lineer bir operatör tanımlayalım.

1) y0 = 1 için Λ [y0] = 1 dir.

2) Kabul edelim ki m 6= 0 olsun. O halde m = 1, 2, 3, ... için

Λ [ymy0] = Λ [ym.1]

= Λ [ym]

= 0 (6.1.13)

olur.

3) (3.1.34) ile verilen üç terimli rekürans bağıntısı

xyn (x) = yn+1 (x) + cnyn (x) + dnyn−1 (x) (6.1.14)

şeklinde yazılabilir. (6.1.14) denkleminin her iki tarafına Λ operatörü uygulanır,

(6.1.13) eşitliği gözönüne alınırsa n = 2, 3, 4, ... için

Λ [xyn (x)] = Λ [yn+1 (x)] + cnΛ [yn (x)] + dnΛ [yn−1 (x)]

= 0 (6.1.15)

bulunur.

(6.1.14) eşitliğinin her iki tarafıx ile çarpılırsa

x2yn (x) = xyn+1 (x) + cnxyn (x) + dnxyn−1 (x) (6.1.16)

elde edilir. (6.1.16) denkleminin her iki tarafına Λ operatörü uygulanır, (6.1.15) eşitliği

gözönüne alınırsa n = 3, 4, 5, ... için

Λ
[
x2yn (x)

]
= Λ [xyn+1 (x)] + cnΛ [xyn (x)] + dnΛ [xyn−1 (x)]

= 0
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bulunur. Benzer şekilde devam edilir ve m < n alınırsa

Λ [ymyn] = Λ [(a0 + a1x+ ...+ xm) yn]

= a0Λ [yn] + a1Λ [xyn] + ...+ Λ [xmyn]

= 0 (6.1.17)

elde edilir. Bu ise ispatıtamamlar.

(6.1.14) eşitliğinin her iki tarafıyn−1 (x) ile çarpılırsa n = 1, 2, 3, ... için

xyn (x) yn−1 (x) = yn+1 (x) yn−1 (x) + cnyn (x) yn−1 (x) + dnyn−1 (x) yn−1 (x) (6.1.18)

bulunur.

xyn−1 (x) = yn (x) +

n−1∑
i=0

siyi (x) , si ∈ R

eşitliği (6.1.18) denkleminde yerine yazılırsa

yn (x)

(
yn (x) +

n−1∑
i=0

siyi (x)

)
= yn+1 (x) yn−1 (x) + cnyn (x) yn−1 (x) + dnyn−1 (x) yn−1 (x)

olur. Bu denkleminin her iki tarafına Λ operatörü uygulanır, (6.1.17) eşitliği gözönüne

alınırsa

Λ [yn (x) yn (x)] +
n−1∑
i=0

siΛ [yn (x) yi (x)]

= Λ [yn+1 (x) yn−1 (x)] + cnΛ [yn (x) yn−1 (x)] + dnΛ [yn−1 (x) yn−1 (x)]

olup n = 1, 2, 3, ... için

Λ
[
y2
n

]
= dnΛ

[
y2
n−1

]
elde edilir. Buradan

Λ
[
y2
n

]
= dnΛ

[
y2
n−1

]
= dndn−1Λ

[
y2
n−2

]
= dndn−1dn−2Λ

[
y2
n−3

]
= dndn−1...d1Λ

[
y2

0

]
= dndn−1...d1Λ [1]

= dndn−1...d1.1

=
n∏
k=1

dk (6.1.19)
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bulunur.

d0 =
∑∞

x=0 W (x) ve Λ [y] =
∑∞

x=0
W (x)
d0

y alalım.

1) Λ [1] = 1
d0

∑∞
x=0W (x) = 1

d0
d0 = 1

2) Λ [ymyn] = 1
d0

∑∞
x=0 W (x) ym (x) yn (x) = 0, m 6= n

olduğundan lemma 6.1.1’den m = n için

Λ [ymyn] =
1

d0

∞∑
x=0

W (x) ym (x) yn (x)

= d1d2...dn

olup eşitlik düzenlenirse

∞∑
x=0

W (x) ym (x) yn (x) = d0d1...dnδm,n (6.1.20)

elde edilir.

d0 :=
∞∑
x=0

W (x) =
∞∑
x=0

(−2ε)x

Γ (x+ 1)
=
∞∑
x=0

(−2ε)x

x!
= exp

(
− 1

2ε

)
> 0

şeklinde tanımlansın. Bu eşitlik (6.1.20) eşitliğinde gözönüne alınırsa

∞∑
x=0

W (x) yn (x) yn (x) = d0d1...dnδm,n

= exp

(
− 1

2ε

)
−1

2ε

−2

2ε
...
−n
2ε
δm,n

=
exp

(
− 1

2ε

)
n!

(−2ε)n
δm,n

olup m,n = 0, 1, 2, ... için

∞∑
x=0

ym (x) yn (x)

(−2ε)x x!
=

exp
(
− 1

2ε

)
n!

(−2ε)n
δm,n

elde edilir.

Durum 2.a: e, f, g, 2ε, γ ∈ R için e = 0, 2f = 1, 2ε ≤ 1, 2ε 6= 0 ve 2gε < γ olması

halinde aşağıdaki durumlar ayrıayrıincelenecektir.

Durum 2.a.1: e = 0, 2f = 1, 2gε < γ, 2ε < 0 ise (4.1.13) eşitliğinde

W (x)

W (x+ 1)
=

(1− 2ε)x+ g − γ
x+ g − 1

= (1− 2ε)
x+ g−γ

1−2ε

x+ g − 1
(6.1.21)
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elde edilir. x = 0, 1, 2, 3, ... için

W (0)

W (x)
=

W (0)

W (1)

W (1)

W (2)
...
W (x− 1)

W (x)

= (1− 2ε)
0 + g−γ

1−2ε

0 + g − 1
(1− 2ε)

1 + g−γ
1−2ε

1 + g − 1
... (1− 2ε)

x− 1 + g−γ
1−2ε

x− 1 + g − 1

= (1− 2ε)x
0 + g−γ

1−2ε

0 + g − 1

1 + g−γ
1−2ε

1 + g − 1
...
x− 1 + g−γ

1−2ε

x− 1 + g − 1

= (1− 2ε)x
Γ (g − 1)

Γ
(
g−γ
1−2ε

) Γ
(
0 + g−γ

1−2ε

) (
0 + g−γ

1−2ε

) (
1 + g−γ

1−2ε

)
...
(
x− 1 + g−γ

1−2ε

)
Γ (0 + g − 1) (0 + g − 1) (1 + g − 1) ... (x− 1 + g − 1)

= (1− 2ε)x
Γ (g − 1)

Γ
(
g−γ
1−2ε

) Γ
(
x− 1 + g−γ

1−2ε

) (
x− 1 + g−γ

1−2ε

)
Γ (x− 1 + g − 1) (x− 1 + g − 1)

= (1− 2ε)x
Γ (g − 1)

Γ
(
g−γ
1−2ε

) Γ
(
x+ g−γ

1−2ε

)
Γ (x+ g − 1)

olup,

W (x) = W (0)
Γ (x+ g − 1) Γ

(
g−γ
1−2ε

)
Γ
(
x+ g−γ

1−2ε

)
Γ (g − 1)

(
1

1− 2ε

)x
(6.1.22)

olarak bulunur.

(4.2.4) ile verilen sınır koşullarındanW (A− 1)ϕ (A− 2) = 0 dır. Bu eşitlikte ϕ (x) =

x+ g ve W (−1) = W (0) (−1+2ε+g−γ)
g−2

olduğu gözönüne alınırsa A = 0 için

W (−1)ϕ (−2) = W (0)
(−1 + 2ε+ g − γ)

g − 2
(g − 2)

= W (0) (−1 + 2ε+ g − γ)

elde edilir. Buradan W (0) 6= 0 için

g = γ − 2ε+ 1

olur.

(4.2.4) ile verilen sınır koşullarından W (A+N)ϕ (A+N − 1) = 0 dır. Bu eşitlikte

A+N = x alınır, ve her iki tarafın x→∞ için limiti alınırsa

lim
x→∞

W (x)ϕ (x− 1) = lim
x→∞

W (0)
Γ
(
g−γ
1−2ε

)
Γ (g − 1)

Γ (x+ g − 1)

Γ
(
x+ g−γ

1−2ε

) (x+ g − 1)

(1− 2ε)x

= 0

elde edilir. Buradan A = 0 için N →∞ olur.

(3.1.2) eşitliğinde e = 0, 2f = 1, g = γ − 2ε+ 1 değerleri yerlerine yazılırsa

e (c+ 1)2 − 2f (c+ 1) + g = −2ε (c+ 1) + γ ,

− (c+ 1) + γ − 2ε+ 1 = −2ε (c+ 1) + γ
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olup c = 0 bulunur.

(6.1.22) eşitliğinde g = γ − 2ε+ 1 değeri yerine yazılırsa x = 0, 1, 2, ... için

W (x) = W (0)
Γ (x+ g − 1) Γ

(
g−γ
1−2ε

)
Γ
(
x+ g−γ

1−2ε

)
Γ (g − 1)

1

(1− 2ε)x

=
Γ (x+ γ − 2ε)

Γ (x+ 1) (1− 2ε)x
(6.1.23)

elde edilir, bu ise Meixner polinomlarının ağırlık fonksiyonudur. Burada W (0) =

Γ (g − 1) dir.

(2.1.9) denkleminde e = 0, 2f = 1, g = γ − 2ε+ 1 değerleri yerlerine yazılırsa

(x+ γ − 2ε+ 1)
(
∆2yn

)
(x) + (2εx+ γ) (∆yn) (x) = 2nεyn (x+ 1) (6.1.24)

elde edilir. (6.1.24) denkleminde

(∆yn) (x) = yn (x+ 1)− yn (x) ,

(
∆2yn

)
(x) = yn (x+ 2)− 2yn (x+ 1) + yn (x)

ifadeleri yerlerine yazılır, x yerine x− 1 alınırsa, n = 0, 1, 2, ... için

(x+ γ − 2ε) yn (x+ 1)− (2 (1− ε)x+ γ − 2ε) yn (x) + (1− 2ε)xyn (x− 1)

= 2nεyn (x)

bulunur.

(3.1.34) ile verilen üç terimli rekürans bağıntısında (5.1.2) eşitlikleri yerlerine yazılırsa,

yn+1 (x) =

(
x− 2n (ε− 1) + 2ε− γ

2ε

)
yn (x)− n (1− 2ε) (n− 1 + γ − 2ε)

4ε2
yn−1 (x)

elde edilir. Burada y0 (x) = 1, ve y1 (x) = x− 1 + γ
2ε
dır.

(3.1.3) denkleminde e = 0, 2f = 1, g = γ−2ε+1, c = 0 alınırsa k = n−1, n−2, ..., 0

için

(n− k) (e (n+ k − 1) + 2ε) an,k −
(
e (k − 1− c)2 + 2f (k − 1− c) + g

)
an,k+1 = 0

(n− k) 2εan,k = (k + γ − 2ε) an,k+1 (6.1.25)
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iki terimli rekürans bağıntısıelde edilir. (6.1.25) bağıntısında k yerine sırasıyla n −

1, n− 2, ..., 0 değerleri yazılır ve an,n = n! olduğu gözönüne alınırsa

an,n = n!

=
2ε (n− (n− 1))

n− 1 + γ − 2ε
an,n−1

=
2ε

(n+ γ − 2ε)− 1

2ε.2

(n+ γ − 2ε)− 2
an,n−2

...

=
(2ε)n−k .1.2.3... (n− k)

[(n+ γ − 2ε)− 1] ... [(n+ γ − 2ε)− (n− k)]
an,k

=
(2ε)n−k (n− k)!

[(k + γ − 2ε)] ... [(k + γ − 2ε) + (n− k − 1)]
an,k

=
(2ε)n−k (n− k)!

(k + γ − 2ε)n−k
an,k

bulunur. Eşitlik düzenlenirse k = 0, 1, 2, ..., n için

an,k =
n! (k + γ − 2ε)n−k

(2ε)n−k (n− k)!
(6.1.26)

olur. (6.1.26) denkleminde

(2ε)n−k =
(−1)k (2ε)n

(−2ε)k
,

n!

(n− k)!
= (n− k + 1) (n− k + 2)...(n− 2)(n− 1)n

= (−n) ... (−n+ k − 1) (−1)k

= (−n)k (−1)k ,

(γ − 2ε)n
(γ − 2ε)k

=
(γ − 2ε) ... (γ − 2ε+ k − 1) (γ − 2ε+ k) ... (γ − 2ε+ k + (n− k − 1))

(γ − 2ε) ... (γ − 2ε+ k − 1)

= (k + γ − 2ε)n−k

eşitlikleri gözönüne alınırsa

an,k =
n! (k + γ − 2ε)n−k

(2ε)n−k (n− k)!

=
(γ − 2ε)n
(γ − 2ε)k

(−2ε)k

(−1)k (2ε)n
(−n)k (−1)k

=
(γ − 2ε)n

(2ε)n
(−n)k

(γ − 2ε)k
(−2ε)k (6.1.27)
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elde edilir.

2F1

 −n,−x
γ − 2ε

; 2ε

 =
∞∑
k=0

(−n)k (−x)k
(γ − 2ε)k

(2ε)k

k!

=

n∑
k=0

(−n)k (−x)k
(γ − 2ε)k

(2ε)k

k!

=
n∑
k=0

(−n)k
(
x
k

)
k!

(γ − 2ε)k (−1)k
(−2ε)k (−1)k

k!

=

n∑
k=0

(−n)k
(γ − 2ε)k

(−2ε)k
(
x

k

)
(6.1.28)

olup, (6.1.27), (6.1.28) eşitlikleri (3.1.1) denkleminde yerlerine yazılırsa n = 0, 1, 2, ...

için

yn (x) =
n∑
k=0

an,k

(
x

k

)
=

n∑
k=0

(γ − 2ε)n
(2ε)n

(−n)k
(γ − 2ε)k

(−2ε)k
(
x

k

)
=

(γ − 2ε)n
(2ε)n

n∑
k=0

(−n)k
(γ − 2ε)k

(−2ε)k
(
x

k

)

=
(γ − 2ε)n

(2ε)n
2F1

 −n,−x
γ − 2ε

; 2ε


bulunur. Bu ise e = 0, 2f = 1, 2ε < 0 olmasıdurumunda (2.1.10) ile verilen fark

denkleminin pozitif tanımlıortogonal polinom çözümüdür.

(6.1.12) denkleminde e = 0, 2f = 1, g = γ−2ε+1 değerleri yerlerine yazılır, (6.1.23)

eşitliği gözönüne alınırsa

yn (x) =
1

n∏
k=1

(e (2n− k − 1) + 2ε)

1

W (x)
∆n

(
W (x− n)

n∏
k=1

ϕ (x− k − 1)

)

=
1

n∏
k=1

(e (2n− k − 1) + 2ε)

Γ (x+ 1) (1− 2ε)x

Γ (x+ γ − 2ε)

∆n

(
Γ (x− n+ γ − 2ε)

(1− 2ε)x−n Γ (x− n+ 1)

n∏
k=1

ϕ (x− k − 1)

)
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=
(1− 2ε)x Γ (x+ 1)

(2ε)n Γ (x+ γ − 2ε)
∆n

(
Γ (x− n+ γ − 2ε)

(1− 2ε)x−n Γ (x− n+ 1)

n∏
k=1

ϕ (x− k − 1)

)

=
(1− 2ε)x Γ (x+ 1)

(2ε)n Γ (x+ γ − 2ε)
∆n

(
Γ (x− n+ γ − 2ε)

(1− 2ε)x−n Γ (x− n+ 1)

n∏
k=1

(x+ γ − 2ε− k)

)
(6.1.29)

elde edilir. (6.1.29) denkleminde

Γ (x− n+ γ − 2ε)

n∏
k=1

(x+ γ − 2ε− k)

= Γ (x+ γ − 2ε− n) (x+ γ − 2ε− n) (x+ γ − 2ε− (n− 1)) ... (x+ γ − 2ε− 1)

= Γ (x+ γ − 2ε− (n− 1)) (x+ γ − 2ε− (n− 1)) ... (x+ γ − 2ε− 1)

...

= Γ (x+ γ − 2ε− 1) (x+ γ − 2ε− 1)

= Γ (x+ γ − 2ε)

eşitliği yerine yazılırsa (2.1.10) denkleminin Rodrigues formülü

yn (x) =
(1− 2ε)x Γ (x+ 1)

(2ε)n Γ (x+ γ − 2ε)
∆n

(
Γ (x + γ − 2ε)

(1− 2ε)x−n Γ (x− n+ 1)

)
şeklinde bulunur.

d0 :=
∞∑
x=0

Γ (γ − 2ε+ x)

(1− 2ε)x x!
(6.1.30)

şeklinde tanımlansın. (6.1.30) denkleminde

1F0

 γ − 2ε

−
;

1

1− 2ε

 =

∞∑
k=0

(γ − 2ε)k
(1/ (1− 2ε))k

k!

=

∞∑
k=0

Γ (γ − 2ε+ k)

Γ (γ − 2ε)

(1/ (1− 2ε))k

k!

=
1

Γ (γ − 2ε)

∞∑
x=0

Γ (γ − 2ε+ x)

(1− 2ε)x x!

eşitliği gözönüne alınırsa

d0 : =

∞∑
x=0

Γ (γ − 2ε+ x)

(1− 2ε)x x!

= Γ (γ − 2ε) 1F0

 γ − 2ε

−
;

1

1− 2ε


46



= Γ (γ − 2ε)

(
1− 1

1− 2ε

)−(γ−2ε)

= Γ (γ − 2ε)

(
1− 2ε

−2ε

)γ−2ε

(6.1.31)

olur.

(5.1.2) ve (6.1.31) eşitlikleri (6.1.20) denkleminde yerlerine yazılırsa 2ε < 0, γ > 2ε

ve m,n = 0, 1, 2, ... için
∞∑
x=0

W (x) ym (x) yn (x)

= d0d1d2...dnδm,n

= Γ (γ − 2ε)

(
1− 2ε

−2ε

)γ−2ε n∏
i=1

{
−i [(i− 1) (2ε− 1) + 2gε− γ]

4ε2

}
δm,n

= Γ (γ − 2ε)

(
1− 2ε

−2ε

)γ−2ε
1

(4ε2)n

n∏
i=1

{−i [(i− 1) (2ε− 1) + 2gε− γ]} δm,n

= Γ (γ − 2ε)

(
1− 2ε

−2ε

)γ−2ε
1

(4ε2)n

n∏
i=1

{−i [(2ε− 1) (i− 1− 2ε) + γ (2ε− 1)]} δm,n

=
Γ (γ − 2ε) (1− 2ε)n+γ−2ε

(−2ε)2n+γ−2ε n!
Γ (γ − 2ε+ n)

Γ (γ − 2ε)
δm,n

=
(1− 2ε)n+γ−2ε Γ (γ − 2ε+ n)n!

(−2ε)2n+γ−2ε δm,n

bulunur.

Durum 2.a.2: e = 0, 2f = 1, 2gε < γ, 0 < 2ε < 1 alalım.

(4.2.4) ile verilen sınır koşullarından W (A+N)ϕ (A+N − 1) = 0 dır. Bu eşitlikte

A+N = x alınır ve her iki tarafın x→∞ için limiti alınırsa

lim
x→∞

W (x)ϕ (x− 1) = lim
x→∞

W (0) Γ
(
g−γ
1−2ε

)
Γ (g − 1)

Γ (x+ g − 1)

Γ
(
x+ g−γ

1−2ε

) x+ g − 1

(1− 2ε)x

= ±∞ 6= 0

bulunur.

x = −1,−2, ... için

W (x)

W (0)
=

W (−1)

W (0)

W (−2)

W (−1)
...
W (x+ 1)

W (x+ 2)

W (x)

W (x+ 1)

= (1− 2ε)−x
−1 + g−γ

1−2ε

−1 + (g − 1)

−2 + g−γ
1−2ε

−2 + (g − 1)
...

x+ g−γ
1−2ε

x+ (g − 1)

= (1− 2ε)−x
1− g−γ

1−2ε

1− (g − 1)
...
−x− g−γ

1−2ε

−x− (g − 1)

= (1− 2ε)−x
Γ
(
−x− g−γ

1−2ε
+ 1
)
/Γ
(
− g−γ

1−2ε
+ 1
)

Γ (−x− (g − 1) + 1) /Γ (1− (g − 1))
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olup

W (x) = W (0)
Γ
(

1−2ε−g+γ
1−2ε

)
Γ (2− g)

Γ
(
−x+ 1−2ε−g+γ

1−2ε

)
Γ (−x+ 2− g)

1

(1− 2ε)x
(6.1.32)

elde edilir.

(4.2.4) ile verilen sınır koşullarında A+N = x alınır ve her iki tarafın x→ −∞ için

limiti alınırsa

lim
x→−∞

W (x)ϕ (x− 1) = lim
x→−∞

W (0) Γ
(

1−2ε−g+γ
1−2ε

)
Γ (2− g)

Γ
(
−x+ 1−2ε−g+γ

1−2ε

)
Γ (−x+ 2− g)

x+ g − 1

(1− 2ε)x

= 0

elde edilir. Buradan A→ −∞ olur.

(4.2.4) ile verilen sınır koşullarında A+N yerine sıfır alınırsa

W (A+N)ϕ (A+N − 1) = W (0)ϕ (−1)

= W (0) (−1 + g)

= 0

olup, W (0) 6= 0 için g = 1 bulunur.

(6.1.32) eşitliğinde g = 1 alınırsa x = 0,−1,−2, ... için

W (x) =
Γ (r − x)

(1− 2ε)x Γ (1− x)
(6.1.33)

elde edilir, bu ise Meixner polinomlarının ağırlık fonksiyonudur. Burada W (0) =

1
Γ(r)

, r = γ−2ε
1−2ε

dur.

(2.1.9) denkleminde e = 0, 2f = 1, g = 1 değerleri yerlerine yazılırsa n = 0, 1, 2, ...

için

(x+ 1)
(
∆2yn

)
(x) + (2εx+ γ) (∆yn) (x) = 2nεyn (x+ 1)

diğer bir gösterimle

xyn (x+ 1)− (2 (1− ε)x+ 2ε− γ) ynx+ ((1− 2ε)x+ 2ε− γ) yn (x− 1) = 2nεyn (x)

denklemi elde edilir.

(3.1.34) ile verilen üç terimli rekürans bağıntısında (5.1.2) eşitlikleri yerlerine yazılırsa,

yn (x+ 1) =

(
x− 2n (ε− 1) + 2ε− γ

2ε

)
yn (x)− n ((n− 1) (1− 2ε)− 2ε+ γ)

4ε2
yn−1 (x)

elde edilir. Burada y0 (x) = 1, y1 (x) = x− 1 + γ
2ε
dur.
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(3.1.3) eşitliğinde e = 0, 2f = 1, g = 1, c = 0 alınırsa k = n− 1, n− 2, ..., 0 için

2ε (n− k) an,k = (k + r) an,k+1 (6.1.34)

iki terimli rekürans bağıntısıelde edilir. (6.1.34) bağıntısında k yerine sırasıyla n −

1, n− 2, ..., 0 değerleri yazılır ve an,n = n! olduğu gözönüne alınırsa

an,n = n!

=
2ε (n− (n− 1))

n− 1 + r
an,n−1

=
2ε

(r + n− 1)

2ε.2

(r + n− 2)
an,n−2

...

=
(2ε)n−k 1.2... (n− k)

(r + n− 1) (r + n− 2) ... (r + k)
an,k

bulunur. Buradan k = 0, 1, 2, ..., n için

an,k =
(r)n n!

(2ε)n−k (r)k (n− k)!

=
(r)n
(2ε)n

(−n)k
(r)k

(−2ε)k (6.1.35)

olur.

(3.1.1) eşitliğinde (6.1.35) ile verilen an,k değerleri yerlerine yazılır ve c = −r alınırsa

yn (x) =
n∑
k=0

an,k

(
x− r
k

)
=

n∑
k=0

(r)n
(2ε)n

(−n)k
(r)k

(−2ε)k
(
x− r
k

)
=

(r)n
(2ε)n

n∑
k=0

(−n)k
(r)k

(−2ε)k
(r − x)k

k!
(−1)k

=
(r)n
(2ε)n

n∑
k=0

(−n)k (r − x)k
(r)k

(2ε)k

k!

=
(r)n
(2ε)n

∞∑
k=0

(−n)k (r − x)k
(r)k

(2ε)k

k!

=
(r)n
(2ε)n

2F1

 −n, r − x
r

; 2ε


elde edilir. Bu ise e = 0, 2f = 1, 0 < 2ε < 1 olmasıdurumunda (2.1.10) ile verilen

fark denkleminin pozitif tanımlıortogonal polinom çözümüdür.
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(6.1.12) denkleminde e = 0, 2f = 1, g = 1 değerleri yerlerine yazılır, (6.1.33) eşitliği

gözönüne alınırsa n = 0, 1, 2, ... için (2.1.10) denkleminin Rodrigues formülü

yn (x) =
1

n∏
k=1

(e (2n− k − 1) + 2ε)

1

W (x)
∆n

(
W (x− n)

n∏
k=1

ϕ (x− k − 1)

)

=
1

(2ε)n
(1− 2ε)x Γ (1− x)

Γ (r − x)
∆n

(
Γ (r − x+ n)

(1− 2ε)x−n Γ (1− x+ n)

n∏
k=1

(x− k)

)

=
(1− 2ε)x Γ (1− x)

(2ε)n Γ (r − x)
∆n

(
Γ (r − x+ n)

(1− 2ε)x−n Γ (1− x+ n)

(−1)n Γ (n− x+ 1)

Γ (1− x)

)
=

(1− 2ε)x Γ (1− x)

(−2ε)n Γ (r − x)
∆n

(
Γ (r − x+ n)

(1− 2ε)x−n Γ (1− x)

)
şeklinde bulunur.

d0 : =

0∑
x=−∞

W (x)

=
∞∑
x=0

(1− 2ε)x Γ (x+ r)

Γ (x+ 1)

=
∞∑
x=0

(1− 2ε)x Γ (x+ r)

x!

=
∞∑
x=0

Γ (r) (r)x
(1− 2ε)x

x!

= Γ (r) 1F0

 r

−
; 1− 2ε


=

Γ (r)

(2ε)r
(6.1.36)

şeklinde tanımlansın.

(5.1.2) ve (6.1.36) eşitlikleri (6.1.20) denkleminde yerlerine yazılırsa 0 < 2ε < 1, γ > 2ε

ve m,n = 0, 1, 2, ... için

∞∑
x=0

W (−x) ym (−x) yn (−x) =

∞∑
x=0

(1− 2ε)x Γ (x+ r)

x!
ym (−x) yn (−x)

= d0d1d2...dnδm,n

=
Γ (r)

(2ε)r

n∏
i=1

−i [(i− 1) (2ε− 1) + 2ε− γ]

(4ε2)2 δm,n

=
Γ (r)

(2ε)2n+r (−1)n n!

n∏
i=1

(1− 2ε)

(
1− i− γ − 2ε

1− 2ε

)
δm,n
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=
Γ (r)

(2ε)2n+rn! (1− 2ε)n
n∏
i=1

(i− 1 + r) δm,n

=
(1− 2ε)n

(2ε)2n+r Γ (n+ r)n!δm,n

elde edilir.

Durum 2.a.3: e = 0, 2f = 1, 2gε < γ, 2ε = 1 alalım.

(3.1.2) eşitliğinde e = 0, 2f = 1 alınırsa

e (c+ 1)2 − 2f (c+ 1) + g = −2ε (c+ 1) + γ

− (c+ 1) + g = − (c+ 1) + γ

g = γ

bulunur. Diğer taraftan 2gε < γ ve 2ε = 1 olduğundan g < γ bulunur, bu ise

çeli̧skidir. Bu durumda (3.1.2) eşitliğini sağlayan bir c katsayısımevcut değildir.

Lemma 3.1.2’den c katsayısı

ec2 − 2fc+ g = 0

eşitliğini sağlar. Bu eşitlikte e = 0, 2f = 1 alınırsa c = g bulunur.

(4.1.13) eşitliğinde e = 0, 2f = 1, c = g alınırsa

W (x)

W (x+ 1)
=

(1− 2ε)x+ g − γ
x+ g − 1

=
g − γ

x+ g − 1
(6.1.37)

elde edilir. x = 0, 1, 2, 3, ... için

W (0)

W (x)
=

W (0)

W (1)

W (1)

W (2)
...
W (x− 1)

W (x)

=
g − γ

0 + g − 1

g − γ
1 + g − 1

...
g − γ

x− 1 + g − 1

=
(g − γ)x

Γ (x+ g − 1) /Γ (g − 1)

olup

W (x) = W (0)
Γ (x+ g − 1)

Γ (g − 1) (g − γ)x
(6.1.38)

bulunur.

(4.2.4) ile verilen sınır koşullarından W (A+N)ϕ (A+N − 1) = 0 dır. Bu eşitlikte

A+N = x alınır ve her iki tarafın x→∞ için limiti alınırsa

lim
x→∞

W (x)ϕ (x− 1) = lim
x→∞

W (0)

Γ (g − 1)

Γ (x+ g − 1)

(g − γ)x
(x− 1 + g)

= ±∞
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olur.

x = −1,−2, ... için

W (x)

W (0)
=

W (−1)

W (0)

W (−2)

W (−1)
...

W (x)

W (x+ 1)

=
g − γ

−1 + (g − 1)

g − γ
−2 + (g − 1)

...
g − γ

x+ (g − 1)

=
(γ − g)−x

(−1)x (2− g) (3− g) ... (1− g − x)

=
(γ − g)−x

Γ (2− g − x) /Γ (2− g)

olup

W (x) =
W (0) (γ − g)−x Γ (2− g)

Γ (2− g − x)
(6.1.39)

elde edilir. (4.2.4) ile verilen sınır koşullarında A + N = x alınır ve her iki tarafın

x→ −∞ için limiti alınırsa

lim
x→−∞

W (x)ϕ (x− 1) = lim
x→−∞

W (0) Γ (2− g)
(γ − g)−x (x− 1 + g)

Γ (2− g − x)

= 0

bulunur. Buradan A→ −∞ olur.

(4.2.4) ile verilen sınır koşullarında A+N yerine sıfır alınırsa

W (A+N)ϕ (A+N − 1) = W (0)ϕ (−1)

= W (0) (g − 1)

= 0

olup, W (0) 6= 0 için g = 1 bulunur.

(6.1.39) eşitliğinde g = 1 alınırsa x = 0,−1,−2, ... için

W (x) =
1

(γ − 1)x Γ (1− x)
(6.1.40)

elde edilir, bu ise Charlier polinomlarının ağırlık fonksiyonudur. Burada W (0) = 1

dir.

(2.1.9) denkleminde e = 0, 2f = 1, g = 1, 2ε = 1 değerleri yerlerine yazılırsa

n = 0, 1, 2, ... için

(x+ 1)
(
∆2yn

)
(x) + (x+ γ) (∆yn) (x) = nyn (x+ 1)
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diğer bir gösterimle

xyn (x+ 1)− (x+ 1− γ) yn (x) + (1− γ) yn (x− 1) = nyn (x)

denklemi elde edilir.

(5.1.2) eşitliğinde g = 1, 2ε = 1 alınır ise n = 1, 2, 3, ... için

cn = 1− n− γ

ve

dn = −n (1− γ) (6.1.41)

bulunur.

(3.1.34) ile verilen üç terimli rekürans bağıntısında (6.1.41) eşitlikleri yerlerine yazılırsa,

yn+1 (x) = (x+ n− 1 + γ) yn (x) + n (1− γ) yn−1 (x)

olur. Burada y0 (x) = 1 ve y1 (x) = x− 1 + γ dır.

(3.1.18) eşitliğinde e = 0, 2f = 1, g = 1, c = 1 alınırsa k = n− 1, n− 2, ..., 0 için

(n− k) bn,k = (γ − 1) bn,k+1 (6.1.42)

iki terimli rekürans bağıntısıelde edilir. (6.1.42) bağıntısında k yerine sırasıyla n −

1, n− 2, ..., 0 değerleri yazılır ve bn,n = n! olduğu gözönüne alınırsa

bn,n = n!

=
n− (n− 1)

γ − 1
bn,n−1

...

=
(n− (n− 1))

(γ − 1)
...

(n− k)

(γ − 1)
bn,k

=
(n− k)!

(γ − 1)n−k
bn,k

olup

bn,k =
n! (γ − 1)n−k

(n− k)!
(6.1.43)

bulunur.
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yn (x) =
∑n

k=0 bn,k
(
x+c+k−2

k

)
eşitliğinde (6.1.43) ile verilen bn,k değerleri yerine yazılır

ve c = 1 alınırsa

yn (x) =

n∑
k=0

bn,k

(
x+ k − 1

k

)

=

n∑
k=0

(γ − 1)n (−n)k

(
1

1− γ

)k (
x+ k − 1

k

)
= (γ − 1)n

n∑
k=0

(−n)k (x)k
(1/ (1− γ))k

k!

= (γ − 1)n
∞∑
k=0

(−n)k (x)k
(1/ (1− γ))k

k!

= (γ − 1)n 2F0

 −n, x
−

;
1

1− γ


elde edilir. Bu ise e = 0, 2f = 1, g = 1, 2ε = 1 olmasıdurumunda (2.1.10) ile verilen

fark denkleminin pozitif tanımlıortogonal polinom çözümüdür.

(6.1.12) denkleminde e = 0, 2f = 1, g = 1 değerleri yerlerine yazılır, (6.1.40) eşitliği

gözönüne alınırsa n = 0, 1, 2, ... için (2.1.10) denkleminin Rodrigues formülü

yn (x) =
1

n∏
k=1

(e (2n− k − 1) + 2ε)

1

W (x)
∆n

(
W (x− n)

n∏
k=1

ϕ (x− k − 1)

)

= (γ − 1)x Γ (1− x) ∆n

(
1

(γ − 1)x−n Γ (1− x+ n)

(−1)n Γ (n− x+ 1)

Γ (1− x)

)
= (−1)n (γ − 1)x Γ (1− x) ∆n

(
(γ − 1)n−x

Γ (1− x)

)
şeklinde bulunur.

d0 : =

0∑
x=−∞

W (x)

=
∞∑
x=0

1

(γ − 1)−x Γ (1 + x)

=
∞∑
x=0

(γ − 1)x

x!

= eγ−1 (6.1.44)

şeklinde tanımlansın.
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(6.1.41) ve (6.1.44) eşitlikleri (6.1.20) denkleminde yerlerine yazılırsa 2ε = 1, γ > 2ε

ve m,n = 0, 1, 2, ... için

0∑
x=−∞

W (x) yn (x) ym (x) =

∞∑
x=0

W (−x) yn (−x) ym (−x)

= d0d1...dnδm,n

= eγ−1

n∏
i=1

i (γ − 1) δm,n

= eγ−1n! (γ − 1)n δm,n

elde edilir.

Durum 2.b: e = 0, 2f = 1, 2ε > 1 ve −N ≤ 2gε−γ
2ε−1

< −N + 1 olsun.

(3.1.2) eşitliğinde e = 0, 2f = 1 alınırsa

c+ 1 =
g − γ
1− 2ε

(6.1.45)

elde edilir.

(4.2.4) ile verilen sınır koşullarında A = 0 alınır ve (4.1.12) eşitliği gözönüne alınırsa,

0 = W (−1)ϕ (−2)

= W (0) (ϕ (−1)− ψ (−1))

= W (0) ((−1 + g)− (2ε (−1) + γ))

olup, W (0) 6= 0 için g = γ − 2ε+ 1 dir. (6.1.45) eşitliğinde g = γ − 2ε+ 1 alınırsa

c =
γ − 2ε+ 1− γ

1− 2ε
− 1

= 0

bulunur.

(4.1.13) eşitliğinde e = 0, 2f = 1 alınırsa

W (x)

W (x+ 1)
=

(1− 2ε)x+ g − γ
x+ g − 1

=
(1− 2ε) (x+ 1)

x+ γ − 2ε
(6.1.46)

elde edilir.

Durum 2.b.1: 2gε−γ
2ε−1

= γ − 2ε = −N alalım.
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(6.1.46) eşitliğinde γ − 2ε = −N değeri yerine yazılırsa

W (x)

W (x+ 1)
=

(1− 2ε) (x+ 1)

x−N (6.1.47)

bulunur.

x = 0, 1, 2, 3, ..., N için

W (0)

W (x)
=

W (0)

W (1)
...
W (x− 1)

W (x)

=
(1− 2ε) 1

0−N ...
(1− 2ε) (x)

(x− 1)−N

=
(2ε− 1)x x!

N (N − 1) ... (N − (x− 1))

=
(2ε− 1)x x!

N !/ (N − x)!

olup

W (x) =
W (0)N !

(2ε− 1)x Γ (x+ 1) Γ (N + 1− x)
(6.1.48)

elde edilir. (6.1.48) eşitliğinde W (0) = 1
N !

alınırsa x = 0, 1, 2, ..., N için

W (x) =
1

(2ε− 1)x Γ (x+ 1) Γ (N + 1− x)
(6.1.49)

elde edilir, bu ise Krowtchouk polinomlarının ağırlık fonksiyonudur.

(2.1.9) denkleminde e = 0, 2f = 1, γ − 2ε = −N değerleri yerlerine yazılırsa x =

0, 1, 2, ..., N için

(x−N + 1)
(
∆2yn

)
(x) + (2ε (x+ 1)−N) (∆yn) (x) = 2nεyn (x+ 1)

diğer bir gösterimle

(x−N) yn (x+ 1)− (2 (1− ε) +N) yn (x) + (1− 2ε)xyn−1 (x) = 2nεyn (x)

eşitlikleri elde edilir.

(5.1.2) eşitliğinde e = 0, 2f = 1, γ − 2ε = −N değerleri yerlerine yazılırsa n =

1, 2, .., N − 1 için

cn =
2n (ε− 1) +N

2ε
, ve dn =

n (1− 2ε) (n− 1−N)

4ε2
(6.1.50)

bulunur.
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(3.1.34) ile verilen üç terimli rekürans bağıntısında (6.1.50) eşitlikleri yerlerine yazılırsa

yn+1 (x) =

(
x− 2n (ε− 1) +N

2ε

)
yn (x)− n (1− 2ε) (n− 1−N)

4ε2
yn−1 (x)

elde edilir. Burada y0 (x) = 1, y1 (x) = x− N
2ε
dur.

(3.1.3) denkleminde e = 0, 2f = 1, γ − 2ε = −N alınırsa k = n− 1, n− 2, ..., 0 için

2ε (n− k) an,k = (k −N) an,k+1 (6.1.51)

iki terimli rekürans bağıntısıbulunur. (6.1.51) bağıntısında k yerine sırasıyla n −

1, n− 2, ..., 0 değerleri yazılır ve an,n = n! olduğu gözönüne alınırsa

an,n = n!

=
2ε.1

(n− 1−N)
an,n−1

=
2ε.1

(n− 1−N)
...

2ε (n− k)

(k −N)
an,k

...

=
(2ε)n−k (n− k)!

(−N + k) ... (−N + n− 1)
an,k

=
(2ε)n−k (n− k)!

(−N)n / (−N)k
an,k

elde edilir. Buradan k = 0, 1, 2, ..., n için

an,k =
n! (−N)n

(2ε)n−k (−N)k (n− k)!

=
(−N)n (−n)k (−2ε)k

(2ε)n (−N)k
(6.1.52)

olur. (6.1.52) eşitliği (3.1.1) denkleminde yerine yazılırsa n = 0, 1, 2, ..., N için

yn (x) =
n∑
k=0

an,k

(
x

k

)
=

n∑
k=0

(−N)n
(2ε)n

(−n)k
(−N)k

(−2ε)k
(
x

k

)
=

(−N)n
(2ε)n

n∑
k=0

(−n)k
(−N)k

(−2ε)k
(
x

k

)
=

(−N)n
(2ε)n

∞∑
k=0

(−n)k (−x)k
(−N)k k!

(−2ε)k

=
(−N)n
(2ε)n

2F1

 −n,−x
−N

; 2ε
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bulunur. Bu ise e = 0, 2f = 1, γ − 2ε = −N olmasıdurumunda (2.1.10) ile verilen

fark denkleminin pozitif tanımlıortogonal polinom çözümüdür.

(6.1.12) denkleminde e = 0, 2f = 1, γ − 2ε = −N değerleri yerlerine yazılır, (6.1.49)

eşitliği gözönüne alınırsa n = 0, 1, 2, ..., N için (2.1.10) denkleminin Rodrigues formülü

yn (x) =
1

n∏
k=1

(e (2n− k − 1) + 2ε)

1

W (x)
∆n

(
W (x− n)

n∏
k=1

ϕ (x− k − 1)

)

=
(2ε− 1)x Γ (x+ 1) Γ (N + 1− x)

(2ε)n

∆n

(
1

(2ε− 1)x−n Γ (x− n+ 1) Γ (N + 1− x+ n)

n∏
k=1

(x− k −N)

)

=
(2ε− 1)x Γ (x+ 1) Γ (N + 1− x)

(2ε)n

∆n

(
1

(2ε− 1)x−n Γ (x− n+ 1) Γ (N + 1− x+ n)

(−1)N Γ (N + n− x+ 1)

Γ (N + 1− x)

)

=
(2ε− 1)x Γ (x+ 1) Γ (N + 1− x)

(−2ε)n
∆n

(
1

(2ε− 1)x−n Γ (x− n+ 1) Γ (N + 1− x)

)
şeklinde bulunur.

Durum 2.b.2: −N < γ − 2ε < −N + 1 alınırsa x = 0, 1, 2, ..., N için

W (x) =
(−1)n Γ (x+ γ − 2ε) Γ (1− x)

(2ε− 1)x
(6.1.53)

Krowtchouk polinomlarının ağırlık fonksiyonu bulunur.

(6.1.12) denkleminde e = 0, 2f = 1, g = γ−2ε+1 değerleri yerlerine yazılır, (6.1.53)

eşitliği gözönüne alınırsa n = 0, 1, 2, ... için

yn (x) =
1

n∏
k=1

(e (2n− k − 1) + 2ε)

1

W (x)
∆n

(
W (x− n)

n∏
k=1

ϕ (x− k − 1)

)

=
1

(2ε)n
(−1)N (2ε− 1)x

Γ (x+ γ − 2ε) Γ (−x)

∆n

(
(−1)N Γ (x− n+ γ − 2ε) Γ (−x+ n)

(2ε− 1)x−n

n∏
k=1

(x+ γ − 2ε− k)

)

=
1

(2ε)n
(−1)N (2ε− 1)x

Γ (x+ γ − 2ε) Γ (−x)

∆n

(
(−1)N Γ (x− n+ γ − 2ε) Γ (−x+ n)

(2ε− 1)x−n
Γ (x+ γ − 2ε)

Γ (x+ γ − 2ε− n)

)
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=
(2ε− 1)x

(2ε)n Γ (x+ γ − 2ε) Γ (−x)
∆n

(
Γ (x+ γ − 2ε) Γ (n− x)

(2ε− 1)x−n

)
elde edilir.

Barnes integral formülünden

1

2πi

i∞∫
−i∞

Γ (a+ x) Γ (b− x)

zx
dx = Γ (a+ b)

za

(1 + z)a+b

olup, a = γ − 2ε, b = 0, z = 2ε− 1 alınırsa

1

2πi

i∞∫
−i∞

Γ (x+ γ − 2ε) Γ (−x)

(2ε− 1)x
dx = Γ (γ − 2ε)

(2ε− 1)γ−2ε

(2ε)γ−2ε (6.1.54)

bulunur.

d0 :=
(−1)N

2πi

i∞∫
−i∞

Γ (x+ γ − 2ε) Γ (−x)

(2ε− 1)x
dx (6.1.55)

şeklinde tanımlayalım.

(6.1.55) eşitliğinde (6.1.54) eşitliği gözönüne alınırsa

d0 = (−1)N Γ (γ − 2ε)

(
2ε− 1

2ε

)γ−2ε

= (−1)N
Γ (γ − 2ε+N)

(γ − 2ε)N

(
2ε− 1

2ε

)γ−2ε

(6.1.56)

elde edilir.

(5.1.5) ve (6.1.56) eşitlikleri (6.1.20) denkleminde yerlerine yazılırsam,n = 0, 1, 2, ..., N

için

(−1)N

2πi

i∞∫
−i∞

Γ (x+ γ − 2ε) Γ (−x)

(2ε− 1)x
yn (x) ym (x) dx

= d0d1...dnδm,n

= (−1)N
Γ (γ − 2ε+N)

(γ − 2ε)N

(
2ε− 1

2ε

)γ−2ε n∏
i=1

−i
(2ε)2 (2ε− 1) (γ − 2ε+ (i− 1)) δm,n

= (−1)N
Γ (γ − 2ε+N)

(γ − 2ε)N

(
2ε− 1

2ε

)γ−2ε
(−1)n n!

(2ε)2n (2ε− 1)n (γ − 2ε)n δm,n

=
n! (−1)N+n Γ (γ − 2ε+N) (γ − 2ε)n

(γ − 2ε)N

(
2ε− 1

2ε

)n+γ−2ε(
1

2ε

)n
δm,n

bulunur.

Durum 3: e, f, g, 2ε, γ ∈ R için e = 1 alalım.
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ϕ (x) , ψ (x) katsayılarında δ =
√

(f − ε)2 − g + γ ve η =
√
f 2 − g değerleri yerlerine

yazılırsa

ϕ (x) = ex2 + 2fx+ g

= (x+ f)2 −
(
f 2 − g

)
= (x+ f)2 − η2

= (x+ f + η) (x+ f − η) (6.1.57)

ve

ψ (x) = 2εx+ γ

= 2εx+ (f − ε)2 − g + γ −
(
f 2 − g

)
+ 2εf − ε2

= 2ε (x+ f) + δ2 − η2 − ε2

= 2ε (x+ f − η) + δ2 − (η − ε)2

= 2ε (x+ f − η) + (δ + η − ε) (δ − η + ε) (6.1.58)

bulunur.

(2.1.9) denkleminde e = 1 alınır ve (6.1.57), (6.1.58) eşitlikleri gözönüne alınırsa

n = 0, 1, 2, ... için

(x+ f + η) (x+ f − η)
(
∆2yn

)
(x)

+ {2ε (x+ f − η) + (δ + η − ε) (δ − η + ε)} (∆yn) (x)

= n (n− 1 + 2ε) yn (x+ 1)

elde edilir.

(3.1.2) eşitliğinde e = 1 alınırsa

(c+ 1)2 − 2f (c+ 1) + g = −2ε (c+ 1) + γ

(c+ 1)2 + (2ε− 2f) (c+ 1) + g − γ = 0

olup

c+ 1 =
− (−2 (f − ε))±

√
(−2 (f − ε))2 − 4 (g − γ)

2

= f − ε±
√

(f − ε)2 − g + γ

= f − ε± δ
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bulunur.

(3.1.3) denkleminde e = 1 alınırsa, k = n− 1, n− 2, ..., 0 için

(n− k) (n+ k − 1 + 2ε) an,k =
[
(k − 1− c)2 + 2f (k − 1− c) + g

]
an,k+1

= [ (k − 1− c)2 + 2f (k − 1− c)

+g +
(
f 2 − g

)
− η2]an,k+1

=
[
(k − 1− c+ f)2 − η2

]
an,k+1

= [(k − 1− c+ f + η) (k − 1− c+ f − η)] an,k+1

= [(k + ε∓ δ + η) (k + ε∓ δ − η)] an,k+1 (6.1.59)

iki terimli rekürans bağıntısıelde edilir. (6.1.59) denkleminde k yerine sırasıyla n −

1, n− 2, ..., 0 değerleri yazılır ve an,n = n! olduğu gözönüne alınırsa

an,n = n!

=
1. (n− 1 + 2ε+ n− 1)

(ε± δ + η + n− 1) (ε± δ − η + n− 1)
an,n−1

...

=
1. (n− 1 + 2ε+ n− 1)

(ε± δ + η + n− 1) (ε± δ − η + n− 1)

2. (n− 1 + 2ε+ n− 2)

(ε± δ + η + n− 2) (ε± δ − η + n− 2)
...

(n− k) (n− 1 + 2ε+ k)

(ε± δ + η + k) (ε± δ − η + k)
an,k

=
(n− k)! [(n− 1 + 2ε)n / (n− 1 + 2ε)k]

[(ε± δ + η)n / (ε± δ + η)k] [(ε± δ − η)n / (ε± δ − η)k]
an,k

bulunur. Buradan k = 0, 1, 2, ..., n için

an,k =
n!

(n− k)!

(ε± δ + η)n (ε± δ − η)n
(n− 1 + 2ε)n

(n− 1 + 2ε)k
(ε± δ + η)k (ε± δ − η)k

=
(ε± δ + η)n (ε± δ − η)n

(n− 1 + 2ε)n

(−n)k (n− 1 + 2ε)k
(ε± δ + η)k (ε± δ − η)k

(−1)k (6.1.60)

olur.

(3.1.1) denkleminde (6.1.60) eşitliği gözönüne alınırsa

yn (x) =

n∑
k=0

an,k

(
x+ c

k

)
=

n∑
k=0

an,k (−1)k
(−x− c)k

k!
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=
n∑
k=0

(
(ε∓ δ + η)n (ε∓ δ − η)n

(n− 1 + 2ε)n

(−n)k (n− 1 + 2ε)k
(ε∓ δ + η)k (ε∓ δ − η)k

(−1)k
)

(−1)k
(−x− c)k

k!

=
(ε∓ δ + η)n (ε∓ δ − η)n

(n− 1 + 2ε)n

n∑
k=0

(−n)k (n− 1 + 2ε)k (−x− c)k
(ε∓ δ + η)k (ε∓ δ − η)k

1k

k!

=
(ε∓ δ + η)n (ε∓ δ − η)n

(n− 1 + 2ε)n

∞∑
k=0

(−n)k (n− 1 + 2ε)k (−x− c)k
(ε∓ δ + η)k (ε∓ δ − η)k

1k

k!

=
(ε∓ δ + η)n (ε∓ δ − η)n

(n− 1 + 2ε)n
3F2

 −n, n− 1 + 2ε, ε∓ δ + 1− f − x

ε∓ δ + η, ε∓ δ − η
; 1


(6.1.61)

elde edilir.

(4.1.13) eşitliğinde e = 1 alınırsa

W (x)

W (x+ 1)
=

(x+ f − ε+ δ) (x+ f − ε− δ)
(x− 1 + f + η) (x− 1 + f − η)

(6.1.62)

=
(x+ f − ε+ δ) (ε+ δ − f − x)

(x− 1 + f + η) (1 + η − f − x)
(6.1.63)

=
(ε− δ − f − x) (ε+ δ − f − x)

(x− 1 + f + η) (x− 1 + f − η)
(6.1.64)

=
(x+ f − ε+ δ) (x+ f − ε− δ)
(1− η − f − x) (1 + η − f − x)

(6.1.65)

=
(ε− δ − f − x) (ε+ δ − f − x)

(1− η − f − x) (1 + η − f − x)
(6.1.66)

bulunur.

Durum 3.a: ε > 0, |δ − η| < ε ve N − 1 < δ + η − ε (≤ N) alalım.

(6.1.63) eşitliğinden x = 0, 1, 2, ... için

W (0)

W (x)
=

W (0)

W (1)
...
W (x− 1)

W (x)

=
(f − ε+ δ) (ε+ δ − f)

(−1 + f + η) (1 + η − f)
...

(x− 1 + f − ε+ δ) (ε+ δ − f − x+ 1)

(x− 2 + f + η) (2 + η − f − x)
...

=
[Γ (x+ f − ε+ δ) /Γ (f − ε+ δ)] [Γ (ε+ δ − f + 1) /Γ (1 + ε+ δ − f − x)]

[Γ (x− 1 + f + η) /Γ (−1 + f + η)] [Γ (2 + η − f) /Γ (2 + η − f − x)]

olup

W (x) =
W (0) Γ (f − ε+ δ) Γ (2 + η − f)

Γ (ε+ δ − f + 1) Γ (−1 + f + η)

Γ (x− 1 + f + η) Γ (1 + ε+ δ − f − x)

Γ (x+ f − ε+ δ) Γ (2 + η − f − x)
(6.1.67)
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elde edilir.

(6.1.67) eşitliğinde

W (0) =
Γ (ε+ δ − f + 1) Γ (−1 + f + η)

Γ (f − ε+ δ) Γ (2− η − f)

alınırsa

W (x) =
Γ (x− 1 + f + η) Γ (1 + ε+ δ − f − x)

Γ (x+ f − ε+ δ) Γ (2− η − f − x)
(6.1.68)

bulunur.

Durum 3.a.1: ε > 0 ve |δ − η| < ε, δ + η − ε = N alalım.

(4.2.4) ile verilen sınır koşullarından W (A− 1)ϕ (A− 2) = 0 dır. Bu eşitlikte A = 0

alınır ve (4.1.12), (6.1.57), (6.1.58) eşitlikleri gözönüne alınırsa

W (−1)ϕ (−2) = W (0) (ϕ (−1)− ψ (−1))

= W (0)
[
(−1 + f + η) (−1 + f − η)− 2ε (−1 + f)− δ2 + η2 + ε2

]
= W (0)

[
(−1 + f − ε)2 − δ2

]
= W (0) [(−1 + f − ε− δ) (−1 + f − ε+ δ)]

elde edilir. Buradan W (0) 6= 0 için

f − ε+ δ = 1 ve 1− f + η = N (6.1.69)

bulunur. Bu iki eşitlik taraf tarafa toplanırsa

δ + η − ε = N (6.1.70)

olur.

ε+ δ − η = α + 1 ve ε− δ + η = β + 1 (6.1.71)

alalım. (6.1.69), (6.1.70) ve (6.1.71) eşitliklerinden

2ε = α + β + 2, 2δ = α +N + 1 ve 2η = β +N + 1 (6.1.72)

elde edilir.

(6.1.70), (6.1.71), (6.1.72) eşitlikleri (6.1.57) ve (6.1.58) eşitliklerinde gözönüne alınırsa

ϕ (x) = (x+ β + 2) (x−N + 1)

ψ (x) = 2ε (x+ f − η) + (δ + η − ε) (δ − η + ε)

= (α + β + 2) (x+ (f − η − 1) + 1) +N (α + 1)
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= (α + β + 2) (x−N + 1) +N (α + 1)

= (α + β + 2) (x+ 1) + (α + β + 2) (−N) + (α + 1)N

= (α + β + 2) (x+ 1) +N (−α− β − 2 + α + 1)

= (α + β + 2) (x+ 1) +N (−β − 1)

= (α + β + 2) (x+ 1)− (β + 1)N (6.1.73)

bulunur. (6.1.73) ile verilen eşitlikler (2.1.9) denkleminde yerlerine yazılırsa n =

0, 1, 2, ... için

(x+ β + 2) (x−N + 1)
(
∆2yn

)
(x) + {(α + β + 2) (x+ 1)− (β + 1)N} (∆yn) (x)

= n (n+ α + β + 1) yn (x+ 1)

diğer bir gösterimle

(x+ β + 1) (x−N) yn (x+ 1)− {(x+ β + 1) (x−N) + x (x− α−N − 1)} yn (x)

+x (x− α−N − 1) yn (x− 1)

= n (n+ α + β + 1) yn (x)

elde edilir.

(6.1.61) eşitliğinde (6.1.70), (6.1.71) ve (6.1.72) eşitlikleri gözönüne alınırsa n = 0, 1, 2, ...

için

yn (x) =
(ε− δ + η)n (ε− δ + η)n

(n− 1 + 2ε)n
3F2

 −n, n− 1 + 2ε, ε− δ + 1− f − x

ε− δ + η, ε− δ − η
; 1


=

(β + 1)n (−N)n
(n+ α + β + 1)n

3F2

 −n, n+ α + β + 1,−x

β + 1,−N
; 1


bulunur. Bu ise e = 1, ε > 0 ve δ+η−ε = N olmasıdurumunda (2.1.10) denkleminin

pozitif tanımlıortogonal polinom çözümüdür.

(6.1.68) eşitliğinde (6.1.69), (6.1.71) eşitlikleri gözönüne alınırsa n = 0, 1, 2, ..., N için

W (x) =
Γ (x+ β + 1) Γ (α +N + 1− x)

Γ (x+ 1) Γ (N + 1− x)
(6.1.74)

elde edilir. Pozitif tanımlılık için α + 1 > 0 ve β + 1 > 0 olmalıdır.
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(6.1.12) denkleminde (6.1.74) eşitliği yerine yazılırsa (2.1.10) denkleminin Rodrigues

formülü

yn (x) =
1

n∏
k=1

(e (2n− k − 1) + 2ε)

1

W (x)

∆n

(
W (x− n)

n∏
k=1

ϕ (x− k − 1)

)
=

1
n∏
k=1

(2n− k − 1 + α + β + 2)

1

W (x)

∆n

(
W (x− n)

n∏
k=1

(x+ β + 1− k) (x−N − k)

)
=

1

(n+ α + β + 1) ... (2n+ α + β)

1

W (x)

∆n (W (x− n) (x+ β + 1− n) ... (x+ β) (−1)n (N + 1− x) ... (N + n− x))

=
1

(n+ α + β + 1)n

Γ (x+ 1) Γ (N + 1− x)

Γ (x+ β − 1) Γ (α +N + 1− x)

∆n

(
Γ (x+ β + 1− n) Γ (α +N + 1− x+ n)

Γ (x− n+ 1) Γ (N + 1− x+ n)
(−1)n

(x+ β + 1− n)n
(N + 1− x)n

)
=

(−1)n Γ (x+ 1) Γ (N + 1− x)

(n+ α + β + 1)n Γ (x+ β + 1) Γ (α +N + 1− x)

∆n

(
Γ (x+ β + 1) Γ (α +N + n+ 1− x)

Γ (N + 1− x) Γ (x− n+ 1)

)
şeklinde bulunur.

d0 : =

N∑
x=0

Γ (x+ β + 1) Γ (α +N + 1− x)

x! (N − x)!

=

N∑
x=0

Γ (β + 1) (β + 1)x (Γ (α +N + 1) / (−α−N)x)

(Γ (N + 1) / (−N)x)

1x

x!

=
Γ (β + 1) Γ (α +N + 1)

Γ (N + 1)

N∑
x=0

(−N)x (β + 1)x
(−α−N)x

1x

x!

=
Γ (β + 1) Γ (α +N + 1)

Γ (N + 1)

∞∑
x=0

(−N)x (β + 1)x
(−α−N)x

1x

x!

=
Γ (β + 1) Γ (α +N + 1)

Γ (N + 1)
2F1

 −N, β + 1

−α−N
; 1


=

Γ (β + 1) Γ (α +N + 1)

Γ (N + 1)

[(−α−N)− (β + 1)]N
(−α−N)N
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=
Γ (β + 1) Γ (α +N + 1)

Γ (N + 1)

(−1−N − α− β)N
(−α−N)N

=
Γ (β + 1) Γ (α +N + 1)

Γ (N + 1)

(α + β + 2) ... (α + β +N + 1)

(α + 1) ... (α +N)

(−1)N

(−1)N

=
Γ (β + 1) Γ (α +N + 1)

Γ (N + 1)

(α + β + 2)N
(α + 1)N

=
Γ (β + 1) Γ (α + 1)

N !

Γ (α + β +N + 2)

Γ (α + β + 2)
> 0 (6.1.75)

şeklinde tanımlansın.

(5.1.5) ve (6.1.75) eşitlikleri (6.1.20) denkleminde yerlerine yazılırsam,n = 0, 1, 2, ..., N

için

N∑
x=0

W (x) yn (x) ym (x)

= d0d1d2...dnδm,n

=
Γ (β + 1) Γ (α + 1) Γ (α + β +N + 2)

N !Γ (α + β + 2)
n∏
i=1

(−1)
n∏
i=1

i
n∏
i=1

(2ε− 1 + (i− 1))

1
n∏
i=1

(2ε− 3 + 2i) (2i− 2 + 2ε)
n∏
i=1

(2i− 2 + 2ε) (2i− 1 + 2ε)

n∏
i=1

Diδm,n

=
Γ (α + 1) Γ (β + 1) Γ (α + β +N + 2)

N !Γ (α + β + 2)

(−1)n n! (α + β + 1)n
(α + β + 1)2n (α + β + 2)2n

n∏
i=1

(ε+ δ + η + (i− 1))

n∏
i=1

(ε+ δ − η + (i− 1))

n∏
i=1

(ε− δ + η + (i− 1))

n∏
i=1

(ε− δ − η + (i− 1)) δm,n

=
Γ (α + 1) Γ (β + 1) Γ (α + β +N + 2)

N !Γ (α + β + 2)

(−1)n n! (α + β + 1)n
(α + β + 1)2n (α + β + 2)2n

(α + β +N + 2)n (α + 1)n (β + 1)n (−N)n δm,n

=
Γ (n+ α + 1) Γ (n+ β + 1) Γ (α + n+ β +N + 2) [Γ (α + β + 1 + n) /Γ (α + β + 1)]

Γ (α + β + 2 + 2n) [Γ (α + β + 1 + 2n) /Γ (α + β + 1)]

(−1)n (−N)n δm,n
N !

=
Γ (n+ α + 1) Γ (n+ β + 1) Γ (n+ α + β + 1) Γ (n+ α + β +N + 2)n!

Γ (2n+ α + β + 1) Γ (2n+ α + β + 2) (N − n)!
δm,n

elde edilir.
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Durum 3.b: N ∈ {1, 2, 3, ...} ve−1 < t ≤ 1 için 2ε = −2N−t ve
(
|t|
2
≤ |δ − η| ≤

)
δ+

η < 1 + t
2
, N + t

2
< |δ − η| eşitsizliklerinden yalnızca biri gerçeklensin.

Durum 3.b.1:
(
|t|
2
≤ |δ − η| ≤

)
δ + η < 1 + t

2
ve ε± δ ± η = −N alalım.

(6.1.65) eşitliğinden x = 0, 1, 2, ... için

W (0)

W (x)
=

W (0)

W (1)
...
W (x− 1)

W (x)

=
(f − ε+ δ) (f − ε− δ)
(1− η − f) (1 + η − f)

...
(f − ε+ δ + (x− 1)) (f − ε− δ + (x− 1))

(2− η − f − x) (2 + η − f − x)

=
(f − ε+ δ)x (f − ε− δ)x

(2− η − f − x)x (2 + η − f − x)x

=
[Γ (f − ε+ δ + x) /Γ (f − ε+ δ)] [Γ (f − ε− δ + x) /Γ (f − ε− δ)]
[Γ (1− η − f) /Γ (2− η − f − x)] [Γ (1 + η − f) /Γ (2 + η − f − x)]

olup

W (x) =
W (0) Γ (f − ε+ δ) Γ (f − ε− δ) Γ (1− η − f) Γ (1 + η − f)

Γ (x+ f − ε+ δ) Γ (x+ f − ε− δ) Γ (2− η − f − x) Γ (2 + η − f − x)
(6.1.76)

elde edilir.

(6.1.76) eşitliğinde W (0) = 1/ (Γ (f − ε+ δ) Γ (f − ε− δ) Γ (1− η − f) Γ (1 + η − f))

alınırsa

W (x) =
1

Γ (x+ f − ε+ δ) Γ (x+ f − ε− δ) Γ (2− η − f − x) Γ (2 + η − f − x)
(6.1.77)

bulunur.

(4.2.4) ile verilen sınır koşullarında A = 0 alınır, (4.1.12), (6.1.57), (6.1.58) eşitlikleri

gözönüne alınırsa

0 = W (0) (ϕ (−1)− ψ (−1))

= W (0) [(−1 + f − ε+ δ) (−1 + f − ε− δ)]

elde edilir. Bu eşitlikten W (0) 6= 0 için

1) f − ε+ δ = 1 ve 1− η − f = N olsun.

İki eşitlik toplanırsa δ − η − ε = N bulunur.

ε+ δ + η = α + 1 ve ε− δ − η = β + 1 (6.1.78)

şeklinde tanımlayalım.
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2) f − ε+ δ = 1 ve 1 + η − f = N olsun.

İki eşitlik toplanırsa δ + η − ε = N bulunur.

ε+ δ − η = α + 1 ve ε− δ + η = β + 1 (6.1.79)

şeklinde tanımlayalım.

3) f − ε− δ = 1 ve 1− η − f = N olsun.

İki eşitlik toplanırsa −δ − η − ε = N bulunur.

ε− δ + η = α + 1 ve ε+ δ − η = β + 1 (6.1.80)

şeklinde tanımlayalım.

4) f − ε− δ = 1 ve 1 + η − f = N olsun.

İki eşitlik toplanırsa −δ + η − ε = N bulunur.

ε− δ − η = α + 1 ve ε+ δ + η = β + 1 (6.1.81)

şeklinde tanımlayalım.

(6.1.78), (6.1.79), (6.1.80), (6.1.81) ile verilen eşitliklerin her birinden 2ε = α + β + 2

elde edilir.

(6.1.78) ve (6.1.79) eşitliklerinden 2δ = α +N + 1 bulunur.

(6.1.80) ve (6.1.81) eşitliklerinden −2δ = α +N + 1 bulunur.

(6.1.79) ve (6.1.81) eşitliklerinden 2η = β +N + 1 bulunur.

(6.1.78) ve (6.1.80) eşitliklerinden −2η = β +N + 1 bulunur.

Yukarıda verilen tüm durumlar (6.1.77) denkleminde gözönüne alınırsa n = 0, 1, 2, ..., N

için

W (x) =
1

Γ (x+ 1) Γ (N + 1− x) Γ (x−N − α) Γ (−β − x)
(6.1.82)

elde edilir.

(6.1.12) denkleminde (6.1.82) eşitliği yerine yazılırsa (2.1.10) denkleminin Rodrigues

formülü

yn (x) =
1

n∏
k=1

(e (2n− k − 1) + 2ε)

1

W (x)
∆n

(
W (x− n)

n∏
k=1

ϕ (x− k − 1)

)
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=
1

n∏
k=1

(2n− k + α + β + 1)

1

W (x)

∆n

(
W (x− n)

n∏
k=1

(x+ β + 1− k) (x−N − k)

)
=

1

(n+ β + α + 1) ... (2n+ α + β)

1

W (x)

∆n

(
W (x− n)

n∏
k=1

(x+ β + 1− n) ... (x+ β)
n∏
k=1

(x−N − n) ... (x−N − 1)

)
=

1

(n+ α + β + 1)n

1

W (x)
∆n (W (x− n) (−x− β)n (−1)n (−1)n (N + 1− x)n)

=
1

(n+ α + β + 1)n
Γ (x+ 1) Γ (N + 1− x) Γ (x−N − α) Γ (−β − x)

∆n(
1

Γ (x− n+ 1) Γ (N + 1− x+ n) Γ (x− n−N − α) Γ (n− β − x)

(−x− β)n (N + 1− x)n )

=
1

(n+ α + β + 1)n
Γ (x+ 1) Γ (N + 1− x) Γ (x−N − α) Γ (−β − x)

∆n

(
1

Γ (x− n+ 1) Γ (N + 1− x) Γ (x− n−N − α) Γ (−β − x)

)
şeklinde bulunur.

Dougall’s bilateral toplamından 2f − 2 + 1 < 2f − 2ε yani 2ε < 1 için

∞∑
n=−∞

1

Γ (n+ c) Γ (n+ d) Γ (1− a− n) Γ (1− b− n)

=
Γ (c+ d− a− b− 1)

Γ (c− a) Γ (d− a) Γ (c− b) Γ (d− b) (6.1.83)

olup, c = f − ε+ δ, d = f − ε− δ, a = −1 + η + f , b = −1− η + f alınırsa

∞∑
x=−∞

1

Γ (x+ f − ε+ δ) Γ (x+ f − ε− δ) Γ (2− η − f − x) Γ (2 + η − f − x)

=
Γ (1− 2ε)

Γ (1− ε+ δ − η) Γ (1− ε− δ − η) Γ (1− ε+ δ + η) Γ (1− ε− δ + η)

elde edilir.

f − ε± δ = 1 ve 1± η − f = N için

d0 : =
N∑
x=0

W (x)

=
1

x! (N − x)!Γ (x−N − α) Γ (−β − x)
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=
∞∑

x=−∞

1

x! (N − x)!Γ (x−N − α) Γ (−β − x)

=
Γ (−α− β − 1)

N !Γ (−N − α− β − 1) Γ (−α) Γ (−β)
(6.1.84)

şeklinde tanımlayalım.

(5.1.5) ve (6.1.84) eşitlikleri (6.1.20) denkleminde yerlerine yazılırsam,n = 0, 1, 2, ..., N

için

N∑
x=0

W (x) ym (x) yn (x)

= d0d1...dnδm,n

=
Γ (−α− β − 1)

N !Γ (−N − α− β − 1) Γ (−α) Γ (−β)
n∏
i=1

(−1) i ((2ε− 1) + i− 1)

4 (2i− 3 + 2ε) (i− 1 + 2ε)2 (2i− 1 + 2ε)
Di δm,n

=
Γ (−α− β − 1)

N !Γ (−N − α− β − 1) Γ (−α) Γ (−β)

(−1)n n! (α + β + 1)n
(α + β + 1)2n (α + β + 2)2n

n∏
i=1

(ε+ δ + η + (i− 1))
n∏
i=1

(ε+ δ − η + (i− 1))

n∏
i=1

(ε− δ + η + (i− 1))
n∏
i=1

(ε− δ − η + (i− 1)) δm,n

=
Γ (−α− β − 1)

N !Γ (−N − α− β − 1) Γ (−α) Γ (−β)

(−1)n n! (α + β + 1)n
(α + β + 1)2n (α + β + 2)2n

(α + β +N + 2)n (α + 1)n (β + 1)n (−N)n δm,n

=
Γ (−2n− α− β) Γ (−2n− α− β − 1)n!

Γ (−n− α− β) Γ (−n− α) Γ (−n− β) Γ (−n−N − α− β − 1) (N − n)!
δm,n

bulunur.

Durum 3.b.2:
(
|t|
2
≤ |δ − η| ≤

)
δ + η < 1 + t

2
ve ε± δ ± η 6= −N alalım.

(6.1.77) eşitliğinde, i̧slemlerde kolaylık sağlamak için f − ε− δ = 1 alınırsa

W (x) =
1

Γ (x+ 1) Γ (x+ 2δ + 1) Γ (1− ε− δ − η − x) Γ (1− ε− δ + η − x)
(6.1.85)

elde edilir.

(6.1.12) denkleminde (6.1.85) eşitliği yerine yazılırsa (2.1.10) denkleminin Rodrigues

formülü
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yn (x) =
1

n∏
k=1

(e (2n− k − 1) + 2ε)

1

W (x)
∆n

(
W (x− n)

n∏
k=1

ϕ (x− k − 1)

)

=
1

(n+ α + β + 1)n

1

W (x)
∆n (W (x− n) (−x− β)n (−1)n (−1)n (N + 1− x)n)

=
1

(n+ α + β + 1)n
Γ (x+ 1) Γ (x+ 2δ + 1)

Γ (1− ε− δ − η − x) Γ (1− ε− δ + η − x)

∆n(
(−x− β)n (−1)n (−1)n (N + 1− x)n

Γ (x− n+ 1) Γ (x− n+ 2δ + 1)
1

Γ (1− ε− δ − η − x+ n) Γ (1− ε− δ + η − x+ n)
)

=
Γ (x+ 1) Γ (x+ 2δ + 1) Γ (1− ε− δ − η − x) Γ (1− ε− δ + η − x)

(n− 1 + 2ε)n

∆n(
1

Γ (x− n+ 1) Γ (x− n+ 2δ + 1)
1

Γ (1− ε− δ − η − x) Γ (1− ε− δ + η − x)
)

şeklinde bulunur.

d0 =
∞∑
x=0

W (x)

=
∞∑
x=0

1

Γ (x+ 1) Γ (x+ 2δ + 1) Γ (1− ε− δ − η − x) Γ (1− ε− δ + η − x)

=
∞∑

x=−∞

1

Γ (x+ 1) Γ (x+ 2δ + 1) Γ (1− ε− δ − η − x) Γ (1− ε− δ + η − x)

şeklinde tanımlayalım.

(6.1.83) eşitliğinde a = ε+ δ + η, b = ε+ δ − η, c = 2δ + 1, d = 1 alınırsa

d0 =
Γ (1− 2ε)

Γ (1− ε+ δ + η) Γ (1− ε+ δ − η) Γ (1− ε− δ − η) Γ (1− ε− δ − η)

(6.1.86)

olur.

(5.1.5) ve (6.1.86) eşitlikleri (6.1.20) denkleminde yerlerine yazılırsam,n = 0, 1, 2, ..., N

için
∞∑
x=0

W (x) yn (x) ym (x)

= d0d1...dnδm,n
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=
Γ (1− 2ε)

Γ (1− ε+ δ + η) Γ (1− ε+ δ − η) Γ (1− ε− δ − η) Γ (1− ε− δ − η)
n∏
i=1

(−1) i ((2ε− 1) + i− 1)

4 (2i− 3 + 2ε) (i− 1 + 2ε)2 (2i− 1 + 2ε)
Di δm,n

=
Γ (1− 2ε)

Γ (1− ε+ δ + η) Γ (1− ε+ δ − η) Γ (1− ε− δ + η) Γ (1− ε− δ − η)

(−1)n n! (2ε− 1)n
(2ε− 1)2n (2ε)2n

Γ (ε+ δ + η) Γ (ε+ δ − η) Γ (ε− δ + η) Γ (ε− δ − η) δm,n

=
Γ (1− 2ε− 2n) Γ (2− 2ε− 2n)

Γ (2− 2ε− n) Γ (1− ε+ δ + η − n) Γ (1− ε+ δ − η − n)
1

Γ (1− ε− δ + η − n) Γ (1− ε− δ − η − n)
δm,n

elde edilir.

Durum 3.b.3: |δ − η| > N + t
2
alalım. Bu durumda δ > η > 0 için δ − η > N + t

2

olur.

(6.1.62) eşitliğinden x = 0, 1, 2, ... için

W (0)

W (x)
=

W (0)

W (1)
...
W (x− 1)

W (x)

=
(f − ε+ δ) (f − ε− δ)

(−1 + f + η) (−1 + f − η)
...

(f − ε+ δ + x− 1) (f − ε− δ + x− 1)

(−1 + f + η + x− 1) (−1 + f − η + x− 1)

=
(f − ε+ δ)x (f − ε− δ)x

(−1 + f + η)x (−1 + f − η)x

=
Γ (−1 + f + η) Γ (−1 + f − η)

Γ (f − ε+ δ) Γ (f − ε− δ)
Γ (x+ f − ε+ δ) Γ (x+ f − ε− δ)
Γ (x− 1 + f + η) Γ (x− 1 + f − η)

olup

W (x) =
W (0) Γ (f − ε+ δ) Γ (f − ε− δ) Γ (x− 1 + f + η) Γ (x− 1 + f − η)

Γ (−1 + f + η) Γ (−1 + f − η) Γ (x+ f − ε+ δ) Γ (x+ f − ε− δ)
(6.1.87)

elde edilir.

(6.1.87) eşitliğinde

W (0) =
Γ (−1 + f + η) Γ (−1 + f − η)

Γ (f − ε+ δ) Γ (f − ε− δ)

alınırsa

W (x) =
Γ (x− 1 + f + η) Γ (x− 1 + f − η)

Γ (x+ f − ε+ δ) Γ (x+ f − ε− δ)
bulunur. İ̧slemlerde kolaylık sağlamak için f − ε− δ = 1 alınırsa

W (x) =
Γ (x+ ε+ δ + η) Γ (x+ ε+ δ − η)

Γ (x+ 1) Γ (x+ 2δ + 1)
(6.1.88)
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olur.

(6.1.12) denkleminde e = 1 alınır, (6.1.88) eşitliği gözönüne alınırsa n = 0, 1, 2, ..., N

için (2.1.10) denkleminin Rodrigues formülü

yn (x) =
1

n∏
k=1

(e (2n− k − 1) + 2ε)

1

W (x)
∆n

(
W (x− n)

n∏
k=1

ϕ (x− k − 1)

)

=
1

n∏
k=1

(n− 1 + 2ε+ (n− k))

1

W (x)

∆n

(
W (x− n)

n∏
k=1

(x− k − 1 + f + η)

n∏
k=1

(x− k − 1 + f − η)

)

=
1

(n− 1 + 2ε)n

Γ (x+ 1) Γ (x+ 2δ + 1)

Γ (x+ ε+ δ + η) Γ (x+ ε+ δ − η)

∆n(
Γ (x− n+ ε+ δ + η) Γ (x− n+ ε+ δ − η)

Γ (x− n+ 1) Γ (x− n+ 2δ + 1)

(x− n− 1 + f + η)n (x− n− 1 + f − η)n )

=
1

(n− 1 + 2ε)n

Γ (x+ 1) Γ (x+ 2δ + 1)

Γ (x+ ε+ δ + η) Γ (x+ ε+ δ − η)

∆n(
Γ (x− n+ ε+ δ + η) Γ (x− n+ ε+ δ − η)

Γ (x− n+ 1) Γ (x− n+ 2δ + 1)

(x− n+ ε+ δ + η)n (x− n+ ε+ δ − η)n )

=
Γ (x+ 1) Γ (x+ 2δ + 1)

Γ (n− 1 + 2ε)n Γ (x+ ε+ δ + η) Γ (x+ ε+ δ − η)

∆n

(
Γ (x+ ε+ δ + η) Γ (x+ ε+ δ − η)

Γ (x− n− 1) Γ (x− n+ 2δ + 1)

)
şeklinde bulunur.

d0 : =
∞∑

x=−∞
W (x)

=

∞∑
x=0

Γ (x+ ε+ δ + η) Γ (x+ ε+ δ − η)

Γ (x+ 1) Γ (x+ 2δ + 1)

=
∞∑
x=0

Γ (ε+ δ + η) (ε+ δ + η)x Γ (ε+ δ − η) (ε+ δ − η)x
Γ (2δ + 1) (2δ + 1)x .x!

=
Γ (ε+ δ + η) Γ (ε+ δ − η)

Γ (2δ + 1)
2F1

 ε+ δ + η, ε+ δ − η

2δ + 1
; 1

 (6.1.89)

şeklinde tanımlayalım.
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Gauss toplam formülünden

2F1

 a, b

c
; 1

 =
Γ (c) Γ (c− a− b)
Γ (c− a) Γ (c− b)

olup, a = ε+ δ + η, b = ε+ δ − η, c = 2δ + 1 alınırsa

2F1

 ε+ δ + η, ε+ δ − η

2δ + 1
; 1

 =
Γ (2δ + 1) Γ (1− 2ε)

Γ (1 + δ − ε− η) Γ (1 + δ − ε+ η)
(6.1.90)

bulunur.

(6.1.90) eşitliği (6.1.89) eşitliğinde gözönüne alınırsa

d0 =
Γ (ε+ δ + η) Γ (ε+ δ − η)

Γ (2δ + 1)

Γ (2δ + 1) Γ (1− 2ε)

Γ (1 + δ − ε− η) Γ (1 + δ − ε+ η)

=
Γ (ε+ δ + η) Γ (ε+ δ − η) (1− 2ε)

Γ (1 + δ − ε− η) Γ (1 + δ − ε+ η)
(6.1.91)

olur.

(5.1.5) ve (6.1.91) eşitlikleri (6.1.20) denkleminde yerlerine yazılırsam,n = 0, 1, 2, ..., N

için

∞∑
x=0

W (x) yn (x) ym (x)

= d0d1...dnδm,n

=
Γ (1− 2ε) Γ (ε+ δ + η) Γ (ε+ δ − η)

Γ (1− ε+ δ + η) Γ (1− ε+ δ − η)

(−1)n n! (2ε− 1)n
(2ε− 1)2n (2ε)2n

(ε+ δ + η)n (ε+ δ − η)n (ε− δ + η)n (ε− δ − η)n δm,n

=
Γ (1− 2ε− 2n) Γ (2− 2ε− 2n) Γ (n+ ε+ δ + η) Γ (n+ ε+ δ − η)n!

Γ (2− 2ε− n) Γ (1− ε+ δ + η − n) Γ (1− ε+ δ − η − n)
δm,n

elde edilir.

η > δ > 0 ise η − δ > N + t
2
olur.

(6.1.66) eşitliğinden x = 0, 1, 2, ... için

W (0)

W (x)
=

W (0)

W (1)
...
W (x− 1)

W (x)

=
(ε− δ − f) (ε+ δ − f)

(1− η − f) (1 + η − f)
...

(ε− δ − f − (x− 1)) (ε+ δ − f − (x− 1))

(1− η − f − (x− 1)) (1 + η − f − (x− 1))

=
(1 + ε− δ − f)x (1 + ε+ δ − f − x)x

(2 + η − f − x)x (2− η − f − x)x

=
[Γ (ε− δ − f) /Γ (1 + ε− δ − f − x)] [Γ (ε+ δ − f) /Γ (1 + ε+ δ − f − x)]

[Γ (1− η − f) /Γ (2 + η − f − x)] [Γ (1 + η − f) /Γ (2− η − f − x)]
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olup

W (x) =
W (0) Γ (1− η − f) Γ (1 + η − f) Γ (1 + ε− δ − f − x) Γ (1 + ε+ δ − f − x)

Γ (2 + η − f − x) Γ (2− η − f − x) Γ (ε− δ − f) Γ (ε+ δ − f)
(6.1.92)

elde edilir.

(6.1.92) eşitliğinde

W (0) =
Γ (ε− δ − f) Γ (ε+ δ − f)

Γ (1− η − f) Γ (1 + η − f)

alınırsa

W (x) =
Γ (1 + ε− δ − f − x) Γ (1 + ε+ δ − f − x)

Γ (2 + η − f − x) Γ (2− η − f − x)

bulunur. İ̧slemlerde kolaylık sağlamak için f + η = 1 alınırsa

W (x) =
Γ (−x+ ε+ δ + η) Γ (−x+ ε− δ + η)

Γ (−x+ 1) Γ (−x+ 2η + 1)

olur.

Durum 3.c: N ∈ {1, 2, 3, ...} ve − 1 < t ≤ 1 için 2ε = −2N − t ve δ veya η den

en az biri sanal, ε± δ ± η 6= 0,−1,−2, ...,−N + 1 alalım.

(6.1.77) eşitliğinden

W (x) =
1

Γ (x+ f − ε+ δ) Γ (x+ f − ε− δ) Γ (2− η − f − x) Γ (2 + η − f − x)
(6.1.93)

dir. Burada δ1δ2 = 0 = η1η2 için δ = δ1 + iδ2 ve η = η1 + iη2 yazılabilir.

(6.1.12) denkleminde e = 1 alınır, (6.1.93) eşitliği gözönüne alınırsa n = 0, 1, 2, ..., N

için (2.1.10) denkleminin Rodrigues formülü

yn (x) =
1

n∏
k=1

(e (2n− k − 1) + 2ε)

1

W (x)
∆n

(
W (x− n)

n∏
k=1

ϕ (x− k − 1)

)

=
1

(n− 1 + 2ε)n

1

W (x)

∆n (W (x− n) (x− n− 1 + f + η)n (x− n− 1 + f − η)n)

=
1

(n− 1 + 2ε)n
Γ (x+ f − ε+ δ) Γ (x+ f − ε− δ) Γ (2− η − f − x) Γ (2 + η − f − x)

1

∆n(
(2− f − η − x)n

Γ (x− n+ f − ε+ δ) Γ (x− n+ f − ε− δ)
(2− f + η − x)n

Γ (2− η − f − x+ n) Γ (2 + η − f − x+ n)
)
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=
Γ (x+ f − ε+ δ) Γ (x+ f − ε− δ) Γ (2− η − f − x) Γ (2 + η − f − x)

(n− 1 + 2ε)n

∆n(
1

Γ (x− n+ f − ε+ δ) Γ (x− n+ f − ε− δ)
1

Γ (2 + η − f − x) Γ (2− η − f − x)
)

şeklinde bulunur.

A→ −∞ ve N →∞ için

d0 :=

∞∑
x=−∞

1

Γ (x+ f − ε+ δ) Γ (x+ f − ε− δ) Γ (2− η − f − x) Γ (2 + η − f − x)

şeklinde tanımlayalım.

(6.1.83) eşitliğinde a = −1 + η + f , b = −1 − η + f , c = f − ε + δ, d = f − ε − δ

alınırsa

d0 =
Γ (1− 2ε)

Γ (1− ε+ δ + η) Γ (1− ε+ δ − η) Γ (1− ε− δ + η) Γ (1− ε− δ − η)

(6.1.94)

bulunur.

(5.1.5) ve (6.1.94) eşitlikleri (6.1.20) denkleminde yerlerine yazılırsam,n = 0, 1, 2, ..., N

için

∞∑
x=−∞

W (x) yn (x) ym (x)

= d0d1...dnδm,n

=
Γ (1− 2ε)

Γ (1− ε+ δ + η) Γ (1− ε+ δ − η) Γ (1− ε− δ + η) Γ (1− ε− δ − η)

(−1)n n! (2ε− 1)n
(2ε− 1)2n (2ε)2n

(ε+ δ + η)n (ε+ δ − η)n (ε− δ + η)n (ε− δ − η)n δm,n

=
Γ (1− 2ε− 2n) Γ (2− 2ε− 2n)n!

Γ (2− 2ε− n) Γ (1− ε+ δ + η − n) Γ (1− ε− δ − η − n)
1

Γ (1− ε+ δ − η − n) Γ (1− ε− δ + η − n)
δm,n

elde edilir.
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