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Ikinci boliimde, reel fark denklemleri tanitilmig ve bu denklemlerin 6zdegerleri elde
edilmistir.

Uciincii boliimde, reel fark denklemlerinin polinom ¢oziimleri verilmis, bu ¢oziimlerin
sagladigi rekiirans bagintisi elde edilmigtir.

Doérdiincii boliimde, reel fark denklemlerinin self adjoint hali elde edilmis, ortogonallik
ozelligi incelenmigtir.

Besinci boliimde, pozitif tanimlh ortogonal polinom ¢oziimler simiflandirilmigtar.

Altinci boliimde, pozitif tanimli ortogonal polinom ¢oziimlerin 6zellikleri incelenmistir.
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This thesis consists of six chapters.

The first chapter is devoted to the introduction.

In the second chapter, reel difference equations have been presented and eigenvalues
of these equations have been obtained.

In the third chapter, polynomial solutions of reel difference equations have been given
and recurrence relation which these solutions satisfy have been obtained.

In the fourth chapter, self adjoint form of reel difference equations have been obtained
and their orthogonality have been examined.

In the fifth chapter, positive definite orthogonal polynomial solutions have been clas-
sified.

In the sixth chapter, characteristics of positive definite orthogonal polynomial solutions

have been examined.
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1. GIRIS

Diferensiyel denklemler uzun siiredir calisiimaktadir ve bir¢ok bilimdalinda uygulamasi
vardir. Ancak yakin ge¢miste diferensiyel denklemlerde goriilen siireksizlik halleri, fark
denklemleri kullanilarak ortadan kaldirilmak istenmistir. Bu nedenle diferensiyel ve
fark denklemlerinin ¢oziimlerinin karakteristigi onemli yer tutmaktadir.

Bu tezde reel fark denklemlerinin en genel 6zellikleri incelenmigtir. Reel fark denklem-
lerinin ortogonal polinom coziimleri elde edilmig, bu ¢oziimlerin sagladigi rekiirans
bagintis1 bulunmustur. Ayrica reel fark denkleminin self adjoint formu elde edilmis, or-
togonallik 6zelligi incelenmistir. Daha sonra pozitif tanimli ortogonal polinom ¢oziim-
ler simiflandirilmig ve her durum igin agirlik fonksiyonlar1 ve Rodrigues formiilii elde

edilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR ve ON BIiLGILER
2.1 Reel Fark Denklemleri

P, R reel sayilar tizerindeki polinom uzayimi gostersin. 1949 yilinda W. Hahn tarafin-

dan £, seklinde lineer bir operator asagidaki sekilde tanimlamigtir.

Tanim 2.1.1: pe P, w € R,z € R\{li_q} ve Vg € R\{-1,0} olmak iizere

(£4wp) (z) lineer operatorii

(£qup) () =7 (q;(jﬁz :Z (=) (2.1.1)

seklinde tanimlanir. Eger (2.1.1)’de (¢,w) = (1,1) alirsa

(£11p) () =p(z+1) —p(z) = Ap(z)

olup, buradaki A operatoriine fark operatori denir.

e, f,9,6,7, m ER vee #£0, p(x)=ex?+2fr+g ve(r)=2cx+~ olmak iizere

() (£309n) () + 9 (@) (£gwtn) () = Antn (a2 +w) (2.1.2)

denklemi ile tanimlanan 6zdeger problemini gozoniine alalim. Burada A, 6zdegerlerini

hesaplayabilmek i¢cin agagidaki temel tanimlar1 verelim.

Tamim 2.1.2: o € N* =NU{0} olmak iizere, bir a tamsayisinin ¢ analogu (temel

say1)
1—¢° .
o] = [o] = T aF 1ise
! a, q=11se
dir. Burada [—1] = 1;3;1 = —%, [0] = 11__q; =0 dur.

Lemma 2.1.1: (£,,p) (z), (2.1.1) ile tamimlanan operatér olmak tizere n = 2,3, ...
icin
2 ny __ n—2
£, = [l - 12" + R (@)

dir. Burada R (z) en fazla (n — 3)-iincii dereceden bir polinomdur.

n

Ispat: (2.1.1) esitliginde p(z) = 2" almr ve

a"=b" = (a—0b)(a" " +a" b+ . V" Pa+ ")
n—1

= (a—0b)) a" 7k a,b € Rz
=0

o



oldugu gozoniine alinirsa

. (g +w)" — 2"
Lgw (@) =
(gr+w)—z
 llgr ) — 3 S (o + w)
(gr+w)—a

n—1
= Z(qx—i—w)" 1ok gk

k=0
= (@ +w)" "+ (@ +w)" et .+ (gt w)

(2.1.3)

elde edilir. Burada ri(x),rs(z),...,r,_1(z) en fazla (n — 2)-inci dereceden polinomlar

olup, r(xz) = r(x) + ra(x) + ... + r—1(x) denirse r (x)in (n — 2)-inci dereceden bir

polinom olacag: aciktir.

(2.1.3) esitliginin her iki yanina £,, operatorii uygulanirsa

£§,w (") = £.0 ([n] "4 (ZL‘))
= [n][n=1]2"?+ R(x)

bulunur. Burada R (z) en fazla (n — 3)-iincii dereceden bir polinomdur.

Bu ise ispati tamamlar.

Lemma 2.1.2:
(ex® +2fx +g) £2,(a") + (2ex +7) £gw (2") = Ay (g2 + w)"

ise, bu durumda

= et 174 20)

n

dir.

(2.1.4)

(2.1.5)

(2.1.6)

Ispat: (2.1.2) denkleminde v, (z) = 2" almr ve (2.1.3), (2.1.4) esitlikleri gozoniine

alinirsa (2.1.2) denklemi

(ex® +2fz +g) ([n][n — 12" % + R(z)) + (2ez +7) ([n] 2" " + r(z)) = A, (g2 4+ w)"

(2.1.7)



sekline doniigiir. Burada 2™ nin katsayilar1 karsilagtirilirsa

A = M(6[71—1]—1—25)
qn
ozdegeri elde edilir.
(2.1.6) ile verilen 6zdegerler (2.1.5) denkleminde yerine yazilirsa

]

qTL

(e[n—1] + 2¢) yn (qz + w)
(2.1.8)

(e:v2 +2fr+ g) (£§7wyn) () + (2ex 4+ ) (£gwyn) (z) =

olur.

Ozel olarak (¢,w) = (1,1) alimrsa (2.1.8) denklemi

(ex® +2fx + g) (M%) () + (262 + ) (Ayy) (z) =n(e(n — 1) +28) y, (z + 1)
(2.1.9)

yani
p () (A%) (@) + ¢ (2) (Ayn) () = A (z + 1) (2.1.10)

sekline dontistir.



3. POLINOM COZUMLER
3.1 (2.1.10) Fark Denkleminin Polinom Cé6ziimleri
Tanim 3.1.1:

¢ (2) (A%n) (2) + 2 () (Ayn) (2) = Aayn (2 + 1)

ozdeger probleminin monik polinom ¢oziimleri x, ¢ € R igin

n

o (@) = ans (m Z C), pp =nl, n=0,1,2,3,.. (3.1.1)

k=0
seklindedir.
Lemma 3.1.1: (3.1.1) ile verilen y, (z) monik polinom ¢oziimlerinin katsayilari olan

an lar, ¢ katsayisinin
e(c+1)=2f(c+1)+g=—2c(c+1)+n (3.1.2)
esitligini saglamasi kosuluyla k =n —1,n —2,n —3,...;0 icin

(n—k)(e(n+k—1)+2¢)an
—(e(k—l—c)2+2f(k—1—c)+g)an7k+1

= 0 (3.1.3)
dir.
Ispat: Bu lemmanm ispat icin oncelikle agagidaki esitlikleri gosterelim.

Ayn () = yn (x4 1) = yn (2)

_ Zn: - (z " ‘13) (3.1.4)
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olup, (3.1.1), (3.1.4), (3.1.5) esitlikleri (2.1.9) denkleminde yerine yazilirsa

(ex® +2fx +g) (iank (ng)) + (2ex + ) (iank (;j;))
— n(e(n—1)+2) <Z::an,k(“;“)> (3.1.6)

elde edilir.
(3.1.6) denkleminde ¢ = 0 alimirsa

— nle(n-1) +2g)§an,k ("”Z ) i (3.1.7)



esitlikleri (3.1.7) denkleminde yerine yazihirsa

e(ian’kk(k 1) (i) +kzn;an,k (k1) (2k - 3) (,{;fl)
+§;an’k (k —2)° (kf2>)
() ol

+gkzn;an,k </<; ’ 2) +2 <§;ankk<z) + kzn;an,k (k—1) (k ’ 1))
ﬂ;“"”“ (k: . 1)
— n(e(n— 1)+25)§an,k (le) (3.1.8)

elde edilir.

(3.1.8) denkleminde (i) I1 terimlerin katsayilar1 karsilagtirihirsa
e (amkk (/ﬂ — 1) + an7k+1k (2]€ — 1) + an,k+2k2)
+2f (anps1k + anpy2k) + gan gro + 26 (an kk + kap pi1)
+’7an,k+1
= n(e(n—1)+2¢) (ang + angs1) (3.1.9)
bulunur. (3.1.9) esitligi diizenlenirse
(n—k)(e(n+k—1)+2¢)an
+en(n—1)—k2k—1)+2e(n—k) —2fk —7) ang+1
— (ek® 4+ 2fk + g) @ pso
= 0 (3.1.10)
ii¢ terimli rekiirans bagintisi elde edilir.
(3.1.6) denkleminde ¢ # 0 alimip benzer iglemler yapilirsa
0 = (n—k)(e(n+k—1)42¢)any
+{en(n—1)+2e(n—k) —ek (2k — 1 — 2¢)
+2ec —2fk — v} anp1
—(e(k—c)* +2f (k— )+ g) anpio (3.1.11)

7



elde edilir.
(3.1.11) denkleminde s (k) = (n — k) (e(n+ k — 1) + 2¢) ve
tk+1)=—(e(k — )’ +2f (k—c¢) + g) alnirsa

0 = s(k)anr+{skE+1)+t(k)+ [e(c+1)>—2f(c+1)+g]

+2e(c+1) —v}angi1 +t (K + 1) angio (3.1.12)

bulunur.

Eger e (c+1)* —2f (c+1) + g = —2¢ (¢ + 1) + 7 esitligi saglamrsa (3.1.12) denklemi
0= (S (k) Qp ks +1 (k) an,k+1) + (S (k + 1) Qp,k+1 + 1 (k + 1) an7k+2) (3.1.13)

sekline doniisiir.

(3.1.13) denkleminde k& = n — 1 alinirsa
O=s(n—1)apn1+tn—1)an,+51n)an,+1t(n)apni
olup, s(n) =0 ve apne1 =0 oldugu gozoniine alimirsa
sim—1app1+t(n—1)ap,, =0
elde edilir. R (k) = s (k) ang +t (k) ap 1 alimirsa
Rn—1)=sn—1apn1+t(n—1)a,, =0 (3.1.14)

bulunur.

(3.1.13) denkleminde k = n — 2 alinip, (3.1.14) esitligi gozoniine alinirsa

0 = s(n—2)apno2+t(n—2)apn1+sn—1)apn1+t(n—1) a,,
0 = Rn—2)+R(n—1)
0 = R(n—2) (3.1.15)

elde edilir.

Bengzer gekilde devam edilirse k =n —1,n —2,n — 3,...,0 icin
R (k) =s(k)anr +t(k)anr1 =0
bulunur. O halde ¢ katsayisinin
e(c+1)?=2f(c+1)+g=—2c(c+1)+7

8



esitligini saglamasi kosuluyla k =n —1,n —2,...,0 igin

(n—k)(e(n+k—1)+25)an7k—(e(k:—1—C)2+2f(k:—1—c)—|—g)an,k+1:0

(3.1.16)
iki terimli rekiirans bagintisi elde edilir. Bu ise istenilendir.
Lemma 3.1.2: (3.1.2) ile verilen esitligi saglamayan ¢ katsayilari igin
ec? —2fc+g=0 (3.1.17)
esitliginin saglanmasi kosuluyla £k =n—1,n—2,...,0 icin
(n—k)(e(n+k—1)+2e) b,y + (ek® +2(ec — f+e) k+2ec—7) byt
=0 (3.1.18)

dir.

Ispat: (2.1.9) denkleminde b,, = n! olmasi kosuluyla y, (z) = S ¢_; buk (”0216_2)

yazilir,
A(:c+c—|—k—2) (:r—l—c—l—k—Z)
A2(x+c+k 2> (:c+c+k; 2)
. r+ct+k—2\ i r+c+k—-2 (1-0) r+c+k—2
E—1 B k k—1
ofr+e+k—2\ B r+c+k—-2
x( L9 k(k—1) i

w02 (")

ofx+c+k—2
+c( k9 >
x(x+c+k—2) _ (k_1>(x+c+k—2>_C(x—i—c—l—k—Z)
k—2 k—1 k—1

<(:c+1)+kc+k—2> _ (x+c4k—k:—1)

B r+c+k—2 n r+c+k—2
N k k—1



esitlikleri gozoniine alinirsa, (2.1.9) denklemi

u r+c+k—2
(ex2+2fx+g)2bn,k( Lo >

- z4+c+k—2
+(2£x+7)2bn,k< L1 >
k=1

- k—1
= n(e(n—1)+25)an,k<x+cz ),
k=0

n

( r4+c+k—2 x+c+k—2>
e

S R L e
AT

(S () ()
(zbnk(“ci’;”))
g@m[k(“ﬁk_2>+<1—C>(“2fli_2ﬂ>

= n(e(n—1)+2) (ank{<x+c+k 2)+(x+;t]i_2)1>(3.1.19)

sekline doniisiir.
(3.1.19) denkleminde katsayilar kargilagtirihirsa

n

(n—k) (e (n+k— 1)+ 2€) (x+c+k_1>bnk

k
k=0

F_aﬁ

(e(k=1)+20) (k= 1)+ 2 (k= 1) (ec — f) +2ec— ] <‘”+C+k_2>bnk

E—1
k

+c+k—2
— 2 _9 * b,
2 (ec fe+g) ( P ) k

-0 (3.1.20)

1

S|

bulunur. (3.1.20) denkleminde
ec? —2fc+g=0

10



esitliginin saglanmasi kosuluyla k =n —1,n —2,...,0 igin

0 = (n—k)(e(n+k—1)+2¢)b,

+ [k (ek + 2¢) + 2k (ec — f) 4+ 2ec — V] by k11

iki terimli rekiirans bagintisi elde edilir. Bu ise istenilendir.

Lemma 3.1.3: A, P polinomlar uzayinda tanimh ve n = 1,2, ... igin
Alll=1, Aly,)=0 (3.1.21)
kosullarini saglayan lineer bir operator olmak {izere Vp € P polinomlari i¢in
Al (= 1) (Ap) () + ¥ (¢ — D) p(2)] = 0 (3.1.22)
ve Vm,n € {0,1,2,...} icin
Alp (z = 1) (Aym) (x) (Ayn) ()] = =2 [yn (2) ym (2)] (3.1.23)
esitliklerini saglar. Burada y,, ler (2.1.10) denkleminin monik polinom ¢6ziimleridir.

ispat :

n

pr(z)=) awyk(z), a,€R (3.1.24)
k=0

seklinde bir p* polinomu tammlayalim. Burada p (z) polinomu

p(x) =(Ap") (x —1) =p" (z) —p" (z - 1) (3.1.25)

esitligini saglasin.

(3.1.24) esitligi (2.1.10) denkleminde yerine yazilirsa

o (z) (A%p") (z) + ¢ (z) (Ap*) (x)

= (@)Y a (A%) (@) + ¢ (@) ) ar (Ay) (2)
= > ar{e(@) (&%) (@) + ¢ () (A (2)}

k=0

11



elde edilir. (3.1.26) egitliginde x yerine x — 1 alimir, (3.1.25) egitligi yerine yazilirsa
px—1AAp (z—1)) + ¢ (z—1)(Ap") (x = 1)
= ¢ =1Ap)+¢(z—-1)p(z)

= Zak)\kyk (,f) (3.1.27)

bulunur. (3.1.27) denkleminin her iki tarafina A operatorii uygulamr, (3.1.21) kogulu

gozoniine alinirsa

Ap(x—=1)Ap(x)+v(z—-1)p(x)] = A

Z apAkYk ()
k=0

= aoho 1+ Y arhel [yi ()]

k=1
= aO.O.l -+ Z ak)\k()
k=1
=0
elde edilir ki bu ise (3.1.22) esitligidir.
(2.1.10) esitliginde = yerine z — 1 alimrsa
p(r—1) (A%) (z = 1) + 9 (2 — 1) (Aya) (z = 1) = Ay (2)
olup, bu denklemin her iki tarafi y,,, () ile ¢arpilirsa
2 (:L‘ - 1) (AQyn) (x - 1) Ym (55) + 1 (:L‘ - 1) (Ayn) (:L’ - 1) Ym (:1,’) = An¥n (13) Ym (:L‘)
(3.1.28)
elde edilir.

A (pr(2) p2 (2)) = (Apy) (2) p2 () + p1 (¢ + 1) (Ap2) (2)
esitliginde
(Ayn) (x = 1) =p1 () ve ym(z)=p2(2)
alinirsa
A (Ayn) (x = 1) Y () = (Ayn) () (Aym) (2) = (M) (2 = 1)y (z)  (3.1.29)
bulunur. (3.1.29) esitligi (3.1.28) denkleminde yerine yazilirsa
M (@) Y (2) = (2= 1) (M%) (& = 1) ym (2) + ¥ (z = 1) (Ayn) (2 = 1) s (2)
= @@= D{A Q) (z = D ym (2)) = (Ayn) (2) (Aym) (2)}
+¢ (2 = 1) Ay, (z — 1)y (2) (3.1.30)

12



elde edilir.
(3.1.30) esitliginin her iki tarafina A operatorii uygulanir, p () = Ay, (x — 1) y,, (2)

alinir ve (3.1.22) esitligi gozoniine alinirsa

Ay (2) ym (2)] = Afp(z = 1) (Ap) (z) + ¢ (z — 1) p ()]
—Afp(x = 1) Ayy () Ay (2)]
= 0-Alp(z —1) Ay, (z) Ay, ()]

elde edilir ki bu ise (3.1.23) esitligidir.

Lemma 3.1.4: (Diizgiinliik Kogulu) N, herhangi bir pozitif tamsay1 olmak iizere
agsagidaki ciimleler denktir.
1)Vn=0,1,2,..., N i¢in (2.1.10) ile verilen 6zdeger probleminin bir y,, ¢6ziimii vardir.

2) Vm,n € {01,2,..., N} igin m # n ise \,, # A, dir.

Lemma 3.1.5: (2.1.10) ile verilen fark denkleminin monik polinom ¢oziimleri olan
yn ler, n = 0,1,2,... icin diizgiinliik kosulunu saglasin. O halde A lineer operatorii
m,n € {0,1,2,...} igin

Aymys) =0, m+#n (3.1.31)

kogulunu saglar.
Ispat: (3.1.23) esitliginde n ve m indislerinin yerleri degistirilirse

Alp (= 1) Ay () Ayn (2)] = =AaD [y (2) Yy (7)]
Alp (= 1) Ay (2) Ay (2)] = =AnA [ym (2) yn ()] (3.1.32)

elde edilir. (3.1.32) egitlikleri taraf tarafa ¢ikartilirsa
0=\ — M) At (@) Y ()] (3.1.33)

bulunur. Diizgiinliik koguluna gére m # n igin \,, # A, oldugu gozoniine alinirsa

Alyn () ym ()] = 0

olup, (3.1.31) esitligi gerceklenir.
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Lemma 3.1.6: (2.1.10) ile verilen fark denkleminin monik polinom ¢tziimleri olan y,,

ler, n =1,2,... icin

Ynt1(z) = (x — cp)yn () — dpyn—1 (x) (3.1.34)

ti¢ terimli rekiirans bagintisin saglar.
Ispat: Bu lemmanin ispat: icin 6ncelikle agagidaki lemmalarin ispatini vermeliyiz.

Lemma 3.1.7: N € {1,2,3,...} olacak gekilde bir sayidir. n =0,1,2,..., N — 1 i¢in

Afy2] #0 ve Afyy] =0 (3.1.35)

kogullar1 saglansin. Bu durumda (2.1.10) denkleminin monik polinom ¢oziimleri olan

Yn ler, n=0,1,2,.... N +1 igin

Ynt1 (%) = (¥ = ¢n) Yn (2) — dnyn—1 (7) (3.1.36)

ii¢ terimli rekiirans bagimtisim1 saglar ve bu durumda dy = 0 dir.

Ispat: y,1 (), n=0,1,2,... icin
Ynt1 (2) = zyn () + Z oy (), o’ €R (3.1.37)

seklinde yazilabilir.
v € {0,1,2,...,n — 2} olmak iizere (3.1.37) esitliginin her iki yam y, (x) ile garpilirsa,

Ynt1 () Yo () = 2y (2 )+ Zak Y () yo (2) (3.1.38)

elde edilir.
(3.1.38) denkleminde zy, (x) yerine (3.1.37) esitliginden elde edilen

Yor1 () = D0 o aly, () ifadesi yazilirsa
Ynr1 (2) Yo () = yn (2) (ym Za Ym (T >+Z&k i (2) Yo (7)
= o (%) Yo Za yn (2 <x>+za§:‘>yk (2) o (2)
k=0

(3.1.39)

bulunur.
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(3.1.39) denkleminin her iki tarafina A operatorii uygulanirsa

A [yn—i-l (JJ) Yo (-T)] = A [yn yv-i—l Z Q U)A yn Ym ( )]

- Z o™ A [y, () yo ()]

k=0
0 = 0-> a.0+al"A [y2] (3.1.40)
m=0

elde edilir. (3.1.40) esitliginde v € {0,1,2,...,n — 2} i¢in A [y?] # 0 oldugu gozoniine

alnirsa a!” = 0 bulunur. Bu deger (3.1.37) denkleminde yerine yazilirsa

Yn+1 (3:) = IYn ((E) + Z aq(;n)yv (m)

= ayn (v +Z (@) + ay o1 (2) + alPy, (2)

= 2y (2) + 0+ a1y, (2) + alMy, (2)

= (z+a")y,(z) + al™ Y1 (z) (3.1.41)
elde edilir.
(3.1.41) esitliginde ¢, = —a'” ve d, = —a™, almrsa (3.1.36) ile verilen rekiirans

bagintisina ulagilir.

(3.1.36) denkleminde n = N alinir, denklemin her iki yam yy_; () ile carpilirsa

yn+1 (@) ynv—1 (2) = (z — en) yn (@) yv—1 (2) — dyyid (2) (3.1.42)

elde edilir. (3.1.42) denkleminde esitligin her iki yanimna A operatorii uygulanirsa

Afynsr () yn-1 (@)] = Afzyn (@) yv-1 (2)] = calh [yw (@) yv—1 ()] — dulh [y, ()]

olup (3.1.31) egitligi gozoniine alinirsa

0= Afzyn () yv-1 ()] = 0 = dnA [y3_; (2)]
bulunur. Esitlik diizenlenip, (3.1.37) denklemi g6zoniine alinirsa

Alzyy (7) yn—1 (7))
A [yJQVA (37>]

Alyn (z) (zyn—1 (2))]
A [3/12\771 (37)}

15

dy




Afyx (@) (g (2) = 225 oy (@) |
A {%2\7—1 (m)}
Alyy () yn (@)] = SN ol VA [y (@) ys (2)
A [912\{—1 (x)]
0-0

T ABL@] "

elde edilir.

Lemma 3.1.8: (2.1.10) ile verilen fark denkleminin monik polinom ¢oziimleri olan
Yn ler (3.1.36) ile verilen ii¢ terimli rekiirans bagntisint ve n — oo i¢in diizgiinliik
kosulunu saglasin.

Bu durumda n. dereceden monik polinomlar olan g, lar n =0,1,2,... igin

YN+n = UnYN (3.1.43)

kosulunu saglar ve
P (@) (A%) (2) + 4 () (AFa) () = Aafin (x + 1) (3.1.44)

fark denkleminin ¢oziimiidiir.
Ispat: k=0 icin g (z) =1 oldugu aciktir.
k=1 igin, (3.1.36) ile verilen ii¢ terimli rekiirans bagmtisinda n = N almip, lemma

3.1.7den dy = 0 oldugu gozoniine alinirsa

yvi1(z) = (v —cn)yn (¥) — dnyn—1 ()
= (v —cn)yn (2) (3.1.45)

elde edilir. (3.1.45) denkleminde z — ¢y = ¢; (x) almursa

yn+1 (z) =1 (2) yn (v)

bulunur.
k =2 icin, (3.1.36) ile verilen ii¢ terimli rekiirans bagintisimnda n = N + 1 alinp,

(3.1.45) esitligi gozoniine alimirsa

Ynt2 (1) = (x —cng) Yngr (@) — dviayn (@)
= (v —cnp1) (@ —cn)yn () — dyiyn (v)

= ((z —cng1) (@ —en) —dng1) yn () (3.1.46)

16



elde edilir. (3.1.46) denkleminde (z — cn41) (. — en) — dny1 = o () almursa

yn+2 () = G2 (z) yn ()
bulunur. Benzer seklide devam edilirse £ = 0,1,2,... i¢in yyir = Uryn esitligi elde
edilir.

(3.1.43) esitliginin her iki tarafina A fark operatorii uygulanirsa

A (ynie) = (Ayn) (2) g (2) + yn (2 + 1) (Ag) (2) (3.1.47)

esitligi elde edilir.
(3.1.43) esitliginin her iki tarafina A fark operatorii iki kez uygulanir, (3.1.47) esitligi

gozoniine alinirsa

A% (yner) = A(A (ynoi))
= A((Ayw) (@) Gk () + (Ak) () yn (z + 1))
= (&%) (@) g (z +1) + (Ayy) (z) (AG) (2)
+yn (z+2) (M%) (2) + (AGe) (2) (Ayn) (2 +1)  (3.1.48)

bulunur. Asagida verilen esitlikte (3.1.43) ve (3.1.48) egitlikleri yerlerine yazilirsa,

Aniyn (@ + 1) gk (2 + 1) = Avguynr (#+1)
= ¢ (@) (A%n+r) () + 9 (2) (Aynsr) ()
= (@) {A%n (2) i (z + 1) + Ay (2) Ag (2)
+yn (z + 2) A%gy () + Ag, (2) Ayw (2 + 1) }
+ (@) {Ayn (2) G (x + 1) + yn (2) A ()}
= @ (@) yn (v +2) A% () + Agx (2) {p (2) Ayn (2)
+o (2) Ayn (x +1) + ¢ (2) yn (2) }

0k (x4 1) { (2) A%y () + 1 (2) Ayn (2)}
elde edilir. Denklem diizenlenirse
[0 (@) yn (x4 2)] A, (x)

+AG () [p (2) Ayn () + @ (2) Ayn ( +1) + ¢ (2) yw (2)]

= (Avier—AN)yn (z+ 1) G (v + 1)
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bulunur. Burada
¢ (z)yn (z+2)

P (z) = yn (z+1)
R () Ayn (z) + ¢ (2) Ayy (z + 1) + ¢ (2) yy (2)
S\k = )\N+k - >\n

dir. Bu ise ispati tamamlar.

Lemma 3.1.7°den, N € {0,1,2,3,...} olacak sekildeki bir N sayisi i¢in dy = 0 olmak
iizere y,, polinom ¢oziimleri n € {0,1,2,..., N + 1} igin (3.1.36) ile verilen iig terimli
rekiirans bagintisini saglar.

N €{0,1,2,...} olacak sekildeki bir N" sayisi i¢in dy» = 0 olmak iizere ¢, polinom
¢oztimleri n € {0,1,2,..., N+ 1} igin

Jnr1 (2) = (= ) T — dnfn— (3.1.49)

ti¢ terimli rekiirans bagintisin saglar.

(3.1.43) esitliginden

Yn = Yn
YN+1 = Y1YNn
YN4N'+1 = YN'+1UN (3.1.50)

bulunur.

(3.1.49) esitliginin her iki yanm yy ile ¢arpilirsa

yNgnJrl (%) = (l‘ - En) yNgn - dn@nflyN
olup, lemma 3.1.8’den
YN4+n+1 = (l’ - 6n) YN+n — JnyN+n—1 (3151)

elde edilir.
Jo, U1, ---, Ynr+1 polinom ¢oziimleri (3.1.49) bagintisim sagladigr igin bu ¢oziimlerin yy

ile carpilmig hali olan (3.1.50) ¢oziimleri de (3.1.51) bagintisim saglar. Bu durumda,
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(2.1.10) ile verilen fark denkleminin polinom ¢oziimleri olan y,, ler n =0,1,2,..., N +
N’ +1 igin (3.1.36) bagintisini saglar.
Benzer gekilde devam edilirse y, lerin n — oo igin (3.1.34) ile verilen ii¢ terimli

rekiirans bagintisini sagladigi goriiliir. Bu ise istenilendir.

Lemma 3.1.9: y, (z) ler (3.1.1) esitligi ile verilen monik polinom ¢oziimler olmak
lzere

Yn+1(x) = (2 = cn)yn (2) = dnyn-1 (2)
ii¢ terimli rekiirans bagintisindaki

nen—1)+2)2€e—-f)+e)+(e—¢)(y—2e)
2(e(n—1)+¢)(en+¢)

Ch =

d, = — n(eln=2 +2€2) (3.1.52)
4(e(2n—3)+2)(e(n—1)+¢)"(e(2n — 1) + 2¢)
{e(n—1)%(e(n—1)+2¢)°
+2(n—1)(e(n—1)+2¢)(2eg +2f (e — ) —e)
+4e (ge — fv+ 6’}/2) }
dir.

Ispat: Uc terimli rekiirans bagmmtisindaki ¢,, d, katsayilarim bulmak icin
Za(”) EoaW =1, n=0,1,.. (3.1.53)

esitligini kullanacagiz.
1) (3.1.53) esitliginde n = 1 alnirsa y; (z) = a(()l) + z bulunur. (3.1.34) ve (3.1.53)
esitliklerinden

y1 () =2 —cop = aél) +r = = —aél) (3.1.54)

bagintisi elde edilir.
2) (3.1.34) esitliginde n = 1 alimrsa

y2(7) = (z — er)yi(x) — duyo () (3.1.55)

bulunur. (3.1.53) esitliginde n =2, n =1 ven =0 almp (3.1.55) esitliginde yerine
yazilirsa

( ) 4+ ag 'z + aémxz =(r— ) ( (4 agl) ) - dlaéo) (3.1.56)
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elde edilir. Bu denklemde a{” = 1 oldugu gozoniine alinirsa
a(()z) = —claél) —dy = dy= —a(()2) — cla(()l) (3.1.57)

bulunur.

(3.1.53) esitligindeki polinomlar (3.1.34) esitliginde yerine yazilirsa

n+1 n n—1
Da et = (@ =) Y aMet =3 o Vet (3.0.58)
k=0 k=0 k=0

elde edilir. (3.1.58) esitliginde 2™ 1i terimlerin katsayilari kargilagtirihirsa

n+1) (n)

™ =o' — 0 = ¢, =a,”, —atV (3.1.59)

bulunur.

Benzer sekilde (3.1.58) esitliginde 2™~1 i terimlerin katsayilar kargilagtirihirsa

" =0, —ca™ —dd" Y = dy=a",—a" —cd™, n=2,34,..
(3.1.60)
elde edilir.
Uny ile a, ,—1 katsayilar arasindaki bagintidan yola ¢ikarak aff_)l ve afln_)Q katsayilarini
bulacagiz.
(3.1.10) denkleminde k yerine n — 1 almirsa
mn—m—=1))(e(n+(n—1)—1)42¢) apn
+{e(n(n—1)—(n—-1)(2(n—-1)—-1))
+2e(n—(n—1))—2f(n—1) —vy}ann
—(e(n— D*+2f(n—1) + g) Anps
= 0 (3.1.61)

elde edilir. (3.1.61) bagmtisinda a, ,+1 = 0 oldugu gozoniine alinirsa
(e(2n—2)+28) apn1 — (e (R —4n+3) =2+ 2f (n — 1) +7) @ppn =0

bulunur. Buradan n =1,2,3,... icin

e(n?—4n+3)—2+2f(n—1)+~
2(e(n—1)+¢)

App-1 = Anm, (3.1.62)

elde edilir.
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(3.1.10) denkleminde k yerine n —2 almirsa

(n—(m—2))(e(n+(n—2)—1)+28) apn_s
+Hem(n—-1)—(n—-2)2((n-2)-1))
+2e(n—(n—2)) = 2f(n—2) = v}tann
—(e(m—2°+2f(n—2)+g) ann

=0 (3.1.63)

bulunur. (3.1.63) bagintisinda (3.1.62) esitligi yerine yazilirsa

(e(2n —3) +2¢) apn—2

+{e(n(n—1)—(n—2)(2n —5)) +4e —2f (n—2) — v}
{e(n2—4n+3)—26+2f(n—1)+7}

2¢(n—1)+¢ finn
_(e(n—2)2—|—2f(n—2)—i—g)an7n

=0

elde edilir.
Buradan n = 2, 3,4, ... icin

e(n—2°+2f(n—2)+g
2(e(2n —3) + 2¢)

+ (e (n® — 8n +10) — 4e + 2f (n — 2) +7)

(e(n—1)(n—3)—2+2f(n—1)+7)

4(e(n—1)+¢)(e(2n—3) + 2¢) Fann (3.1.64)

Apn—2 = {

bulunur.

(3.1.1) ve (3.1.53) esitliklerinde 2"~ i terimlerin katsayilar kargilagtinhrsan = 1,2, 3, ...

icin

)—25+2f(n—1)—|—7_n—1)
2(e(n—1)+¢) 2

_ (3.1.65)



elde edilir.

(3.1.1) ve (3.1.53) esitliklerinde 2™~ li terimlerin katsayilar kargilagtirihrsan = 1,2, 3, ...

icin
m) _  Onn-2  Opp-1 (n—2) n\ 3n — 1
=2 = n—=2)! (mn=2)! 2 + 3 4
= n(n—1) (a"’”_z _ Onnor (= 2) n (n—2)(3n — 1)>

(. Gnn 2 24

e(n—2"+2f(n—2)+g

= nln=D({ 2(e(2n —3) + 2¢)
+ (e (n* — 8n+10) —4e +2f (n — 2) +7)
(= 1) (=) =2 +2] (1=1) +1,

4(e(n—1)+¢)(e(2n —3) + 2¢)

(n—2)e(n*—4n+3)—2e+2f(n—1)+7~

2 2(e(n—1)+¢)

+(n—2)2(jn—1))
n(n—1)

4(e(n—1)+¢)(e(2n —3) + 2¢)

(5t 1) B +2) (e (n— 1) +2) (e (20 - 3) +22)

—en(n—1)%(e(2n —3) 4+ 2¢) + €* (n — 1)* (n — 2)?

—22fn=1)+7)(e(2n—3) +ne) —y(e(n—1) + 2¢)

+2(f(n=1)+7)2f(n=2)+7)+29(e(n—1)+¢)}

elde edilir. Simdi sirasiyla ¢q, ¢,, di; ve d,, katsayilarim1 bulalim.

i (z) =+ a(()l) esitligi (2.1.9) denkleminde yerine yazilirsa
(ex2 —|—2fx+g) (0)+ (2ex + 7)1 = 2¢ <x+ 1 +aél)>
bulunur. Sabit terimlerin esitliginden
v = 2¢ (1 + aé”)

olup,
W _ 7 _q
%o 2e

elde edilir. Bulunan deger (3.1.54) esitliginde yerine yazilirsa

00:1—218
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bulunur.

(3.1.65) esitligi (3.1.59) denkleminde yerine yazilirsa n = 1,2,3, ... igin
Cn = a,(f_)l — aﬁl"“)
n2n—-1(—-e—(nt+1)e+7)
2(e(n—1)+¢)
(r+D)@n(f-e)—((n+1)+1)e+7)
2(e((n+1)—1)+¢)
ne(n—1)+2)(2(e—f)+e)+ (e —¢) (v —2¢)

- 2(e(n—1)+¢)(en+¢) (3.1.68)

elde edilir.
(3.1.65) egitliginde n = 1, (3.1.66) esitliginde n = 2 alimur, (3.1.57) denkleminde yerine

yazilirsa
dl = (()2) — cla(()l)
_ Ae(fr—ge) —e?
4e? (e 4 2¢)
bulunur.

(3.1.66) esitligi (3.1.60) denkleminde yerine yazilirsa

d = 0 — o — e
n(n—1)

4(e(n—1)+¢)(e(2n—3)+ 2¢)
{5 (n+1) (304 2) (e (0 — 1) ) (e (20— 3) +22)
—en(n—1)*(e(2n —3) +2¢) + e*(n —1)* (n — 2)°
—22f(n—=1)4+7v)(e(2n —3) +ne) —y(e(n—1) + 2¢)
—2)+7)+29(e(n-1)+¢)}
+1)—1)
e(2(n+1)—3)+2¢)
{é((n+1)+1)(3(n+1)+2)( (n+1)—1)4¢e)(e(2(n+1) —3)+ 2¢)
(

—e(n+1)(n+1)—1)*€(2n+1)—3)+20)

+e2((n+1)—1)°((n+1) —2)?
—22f((n+1)—=1)+v)(e(2(n+1)=3)+(n+1)¢)
—v(e((n+1) —1) 4+ 2¢)

+@2f(n+1) =) +7)2f(n+1)=2)+7)+29(e((n+1)—1)+¢)}
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_n(e(n—1)+2)2(e—f)+e)+(e—¢)(y—2)
2(e(n—1)+¢)(en+¢)
{n(?(n—l)(f—e)—(n—i—l)a—i—v)}
2(e(n—1)+¢)
n(e(n—2)+2e)

4(e(2n—3)+2) (e(n—1)+¢)*(e(2n — 1) 4 2¢)
{e(n—1)*(e(n—1) +2¢)*
+2(n—1)(e(n—1)+2¢)(2eg+2f (e — f) — e)
+4e (ge — fv) + e’}

elde edilir. Bu ise istenilendir.
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4. FARK DENKLEMLERININ SELF ADJOINT FORMU
4.1 (2.1.10) Fark Denkleminin Self Adjoint Formu

Tanmm 4.1.1: f € P, w € R, z € R\{ﬁ} ve Vg € R\ {—1,0} olmak iizere

(P, f) (z) operatorii
(Pywf) (2) = f (g2 + w) (4.1.1)

ve f fonksiyonu
f (@)= (PLf) (@) = f((z = w) Ja) (4.1.2)
seklinde olsun.

W € P olmak iizere, (2.1.2) denkleminin her iki yam (P, W) (z) ile carpilirsa

(PguW) () p(2) (£509n) (2) + (BguW) (2) (@) (£g0yn) (2)
= (PeW) (@) Ayn (g2 + w) (4.1.3)

elde edilir. (4.1.3) denkleminde (4.1.1) esitligi yerine yazilirsa

(PyW) (@) () (£304n) (@) + (PeuW) (2) (2) (£wyn) (2)
= (PgW) (@) Ao (Pyyn) (%) (4.1.4)

bulunur.

(£gw (f112)) (x) = (£ f1) (2) f2 (2) + f1 (g2 + W) (£g0f2) (x) (4.1.5)

esitliginde fi = Wo, fo= £,,y, almrsa

(£gw W (£ogwyn))) () = (L0 (W) (2) (£409n) (z)
+ (W) (gr +w) (£5.40) (@

= (Lo (WQ)) (2) (£4.9n) (z)

) (

+W (qz + w) ¢ (qz + w) (£2 yn) (¥)  (4.1.6)

elde edilir. (4.1.6) esitliginde, (4.1.1) ve (4.1.2) esitlikleri gozoniine alinirsa

(£90 (W (£40yn))) ()
= (£4w (W) (2) (£g0n) () + (PeuW) () (@) (£55n) () (4.1.7)

bulunur.
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(4.1.3) dekleminin sol yaninin (4.1.7) denkleminin sag yanina esit olabilmesi igin, yani

(PyW) () p(2) (£5.04n) () + (PouW) () (@) (£g04n) (7)
= (£4w (W) (@) (£g0n) () + (PouW) () @(2) (£5,55n) (7)

esitliginin saglanabilmesi icin
(Pg W) (2) () = (£40 (W) (x) (4.1.8)
olmalidir. (4.1.8) esitliginde (¢,w) = (1,1) alirsa
(@)W (z+1) =AW (z)p(z—1)) (4.1.9)
elde edilir. (4.1.3) ve (4.1.7) denklemleri (4.1.8) kosulu altinda tekrar gézoniine alursa
(£ W@ (£40yn))) (x) = (Pg W) (2) Auyn (g7 + w) (4.1.10)
olur. Burada (¢,w) = (1,1) almirsa
AW (x)p(x—1)Ay, () =AW (x+ 1) yn (z+ 1) (4.1.11)

elde edilir. Bu ise (2.1.10) denkleminin self adjoint formudur.

(4.1.9) esitliginin sag yam agik olarak yazilirsa
Wi+e(@)-WE)eE-1)=W(+1)¢ ()

Wiz +1)(p(@) = (2) =W(x)p(r—-1)

W) )= (v)
W+l olr—1) (4.1.12)

bulunur. (4.1.12) esitliginde ¢ () = ex? +2fz + g, ¥ () = 2ex +v oldugu gozoniine

alinirsa
W (x) e’ 42fr+g— (2ex+7)
W+l e(z—1)72+2f(z—1)+g
D(z+1)
W (4.1.13)

elde edilir. Burada D (z) = C (z) =2 (x — 1) =, C(z)=e(z —1)>+2f (z — 1) +g¢
dir.
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4.2 (2.1.10) Fark Denkleminin Ortogonallik Ozelligi

Tanmim 4.2.1: N € {1,2,3,...} i¢in agagidaki noktalar kiimesini ele alalim:
T, =A4+v, AeR, v=0,1,2,...,.N+1
ayrica
Toyp1=A4+v+1=x,+1

dir.
Lemma 4.2.1: N €{1,2,3,...} olmak iizere y, polinomlar:

N
SOW A+ 1) g (A+0) g (A+0) =0, m#n, mone{0,1,2,.., N}

v=0

ortogonallik bagintisini
WA-1)p(A-2)=0 ve WA+N)p(A+N-1)=0
kogullar: altinda saglar.

Ispat: Bu lemmanin ispati icin 6ncelikle agagidaki esitlikleri gosterelim.
Simdi

N N

STAf (@) fa (@) = [ () fo @) = S i (@orn) Afo ()

v=0 v=0

esitligini gosterelim.
A(fi(z) f2(2) = fi(z+ 1) Afa (2) + fo (2) Afi ()

esitliginin her iki yaninda > uygulanirsa

N

YA (@) fo @) =Y (fi (@ + 1) Afa (20) + fo () Af ()

v=0 v=0

bulunur. (4.2.7) esitliginin sol yanma fark operatorii tanmi uygulamrsa
A (fi (o) f2 (w0)) + A (fi (z1) f2 (21)) + .. + A (f1 (zn) fo (2n))
= Jfi(z1) fa(@1) = f1(20) fo (o) + f1 (22) fa (22) — f1(%1) f2 (21)
oo+ fi(@n) f2 (vi1) — fi(zn) fo (2n)
= (f1f2) (@n+1) = (f1f2) (o)
= [Ai(@) fo (@)
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elde edilir.
(4.2.7) ve (4.2.8) denklemlerinin esitliginden (4.2.5) esitligine ulagilir.
(4.1.11) esitliginde = yerine x — 1 almur, esitligin her iki tarafi y,, (x) ile ¢arpilirsa

AW (@) yn (2) ym () = AW (2 = 1) @ (z = 2) Ay (2 — 1)) Ym (2) (4.2.9)
bulunur. (4.2.9) esitliginde n yerine m alimp taraf tarafa gikartilirsa

(An = Am) W (2) yn () Yom ()
= AW (z=1)¢(@—2) Ay (z—1)) ym ()
— AW (@—-1)p@—2)Ayy(z—1))y, (z) (4.2.10)

elde edilir. (4.2.10) esitliginin her iki yaminin v = 0,1,2,...; N i¢in toplami alimirsa

N

(An = Am) Z W (@) Yn (20) Y (T0)

v=0

= [A (W (zv - 1) ¥ (*Tv - 2) Ayn (:Cv - 1)) Ym (:Cv)

<

-A (W (ZL’@ - 1)(,0(%‘1, - 2) Aym (xv - 1))yn (xv)] (4211)
bulunur. (4.2.11) esitliginde iglemleri kisaltmak igin
Awy) =W (zy — 1) p (2 —2)

alalim. O halde (4.2.11) esitligi

N

()\n - )‘m) Z w ($v> Yn (mv) Ym (xv)

v=0

= ) [A(A () Ayy (20 — 1)) Y (20)

=0

<

sekline doniisiir.

(4.2.12) esitliginin sag kisminda

A(fifo) () = fi(z+1) Afa (2) + fa (x) Afr (2)

esitligi gozoniine almir ve f; = A(x,), fo = Ayn(z, —1); ¢ = A(zy), g2 =
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Ay, (, — 1) denirse (4.2.12) esitligi

(An = Am) Z W (@o) Yn (o) Ym (20)

v=0

[(A(zy 4+ 1) A%, (zy — 1) + Ayy (0 — 1) AA (20)) Y (20)

WE

Il
o

v

Az, +1) AQym (y — 1) + Ay (v, — 1) AA (xv)) Yn (7,) ]

o

[A(z, +1) <A2yn (T = 1) Y (20) — A2ym (o — 1) Y (JJU))

() (AYn (20 = 1) Y (¥0) — AYm (25 — 1) Y (7)) ] (4.2.13)

Il
-

+
>
b

sekline doniigiir. (4.2.13) esitligini (4.2.5) egitligine benzetebilmek i¢in

hl = A (.Iv)
hy = Ay, (xv - 1) Ym (:L‘U) — Ay, (xv - 1) Yn (%})
olmak tizere Ahy (z,) = A%y, (1 — 1) Y () =A%y, (2o — 1) Y, (7,) oldugunu goster-
meliyiz.
Ahy (Iv> = A (Ayn (xv - 1) Ym (xv) — AYm (*'L"v - 1) Yn (xv))
= [Ayn (#0) DAY (T0) + Ym (20) A2y (2, — 1)}
- [Aym (:L’v) Ay, (371}) + Yn (mv) AQym (xv - 1)}
= A%, (o = 1) Ym () = Yn (0) Ay, (zp — 1)

O halde (4.2.13) ve (4.2.12) egitliklerinden

(M= Am) D W (20) Y () Yom ()

= A(@) [Ayn (@) — D) Y (20) — Ay (20 — Dy (m)]0 (4.2.14)

elde edilir. (4.2.14) denkleminde A (z,), Yn (%), Ym (z,) degerleri yerlerine yazilirsa
(4.2.14) denklemi

- W(xv_1)¢(xv_2>

[Ayn (10 = 1) Ym (70) = DAY (20 — 1) Y, (mv)]szt)l (4.2.15)
sekline dontistir.
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m #n icin A\, # A\, oldugundan
Wiy — Doy —2)=0 ve Wi(xg—1)p(zg—2)=0

olmalidir.
N

STW (@) Y (20) g (20) = 0

v=0

olur, bu ise ispat1 tamamlar.

Burada

W(rnp—1De(@npn—2) = WA+N)p(A+N-1), ve

Wirg—1)p(rg—2) = WA-1)p(A-2) (4.2.16)

oldugu aciktir.
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5. POZITIiF TANIMLI ORTOGONAL POLINOM COZUMLERIN SI-
NIFLANDIRILMASI

5.1 ¢ () Polinomunun Durumuna Gére Polinom Coéziimlerinin Simiflandiril-
masi

Tanim 5.1.1: n=1,2,3,... i¢inc, € R ve d, >0 olmak iizere

Yn (x+1) = (¥ = cn) Yn (¥) — dpYn—1 (v)

rekiirans bagintisini saglayan polinom c¢oziimlere pozitif taniml ortogonal polinom
denir.

Asagidaki durumlarda fark denkleminin ortogonal polinom ¢oziimleri ¢ () polinomu-
nun derecesine gore incelenecektir.

Durum 1: ¢ (z) = ex? + 2fx + g olmak iizere der (¢) =0 ise e= f =0 dir ve
ozel olarak ¢ =1 alimirsa (3.1.52) esitliginden

2(n+1)e—
¢y = ("+2)5 Ton=01,2,.. (5.1.1)
g

ve

n
d, = ——, =1,2,3,..
2e "

bulunur. n,e,v € R oldugundan ¢, € R dir. 2¢ < 0 i¢in d,, > 0 oldugu goriilmektedir.
Durum 2: ¢ (x) = ex? + 2fz + g olmak iizere der (p) = 1 ise e = 0 dir ve ozel

olarak 2f = 1 alimirsa (3.1.52) egitliginden

M (e —1)+ 2 —
., = 20 2)+ T =012, (5.1.2)
19

ve
dn:_n((n—l)(25—1)+296—7)’ n=1.2. .
4e?

bulunur. n,e,v € R oldugundan ¢, € R dir.
d, > 0 kogulunun saglandig1 durumlar incelenecektir.
Durum 2.a: 26 <1 ve 2g¢ — vy <0 olsun.

Bu durumda

dn:—4%2((71—1)(25—1)%—(2%—7))>O, 2 £ 0.

dir.
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Durum 2.b: 2¢>1 ve —N < 295 ? < —N +1 olsun.

Bu durumdan =1,2,..., N igin

d, = — 422 (26 — 1) ((n—1)+(22g§—__17)) >0
dir.
Durum 3: ¢ (x) = ex? + 2fx + g olmak iizere der () = 2 igin 6zel olarak e = 1
alinirsa (3.1.52) esitliginden
nn—1+2) 20— f)+e)(1—¢)[y—2¢]

L n=0,1,2,..
2(n—1+¢)(n+¢) "

Cp —

ve

—2+2
d, = — n(n—2+2) (5.1.3)
42n—3+4+2)(n+1+¢)"(2n— 1+ 2¢)

{(n=172Mn—-142)+2n—-1)(n—1+2¢) (29 +2f(c—f) —7)

+e (92 — fv) +7°}
bulunur. (5.1.3) esitliginde n = 1,2, ... igin

D, = ((n—1+e? =8 —p)" — 4™’

= -1+ —2(2+) (n—1+¢)+ (6> = p?)’

= n—14e+0+n)(n—14c+06—n)(n—14ec—0+n)(n—1+e—-35—n)
' = (f-e)—g+n
= ff-yg (5.1.4)

alinirsa
—242
d, = — nin—2+ 52) D, (5.1.5)
4(2n—34+2)(n+1+¢)"(2n— 1+ 2¢)

olur.

Durum 3.a: £ > 0 olsun. Bu durumda

—24+2
. n(n—2+ 83 <0, n=1,23, ..
42n—3+2)(n+14¢)"(2n — 1+ 2¢)

dir. O halde d,, > 0 kogulunun saglanmasi i¢in D,, < 0 olmas1 gerekir.

=0’ <(n—14¢)<(6+n) esitsizligi saglanrsa

D= ((n—1+2 @+ (n—1+27° (6 —n)?) <0
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olur.

Durum 3.b: N € {1,2,3,...} ve —1<t<1igin 2¢ = —2N —¢ olsun. Bu durumda

—242
N n(n—2+ 52) >0, n=1,23,..N
42n —3+2)(n+1+¢)"(2n — 1+ 2¢)

dir. O halde d,, > 0 kosulunun saglanmasi i¢in D,, > 0 olmalidir.
d+n < |n—1+4+¢ veln—1+4¢| < |0 —n| esitsizliklerinden sadece biri gercek-
lendiginde

D,=(n—14e4+d04+n)(n—14+ec+d0—n)(n—1+e=5+n)(n—14+e—-56—1n)>0

olur.
Durum 3.c: N € {1,2,3,...} ve =1 <t<1igin 2¢ = —-2N — ¢ olsun.
62<0 veyan? <0, e+d+n+#0,—-1,-2,...,—N +1 kosullarin gerceklendiginde

D,=(n—14e+d04+n)(n—14+ec+d—n)(n—1+e=d+n(n—-1+e—-35-n)>0

olur.

Teorem 5.1.1: ¢, f,g,e,7y€R ven=20,1,2,... icin

(ex® +2fx 4 g) (A%,) (2) + 2ex + ) (Aya) ()

= nle(n—1)+2)y, (x+1)

fark denkleminin g, polinom c¢oziimleri agagidaki durumlarda pozitif-tanimlhi ortogo-
naldir.

Durum 1: e=f=0,9g=1 ve 2¢ <0 ise sonsuz sayida ortogonal polinomdan
olusan sistem elde edilir.

Durum 2.a: e=0, 2f =1, 26 <1 ve 2gec —~y < 0 ise sonsuz sayida ortogonal
polinomdan olusan sistem elde edilir.

Durum 2.b: e=0, 2f =1, 2¢ >1 ve —N < %Y < —N+1 ise N+ 1 tane
ortogonal polinomdan olusan sonlu sistem elde edilir.

Durum 3.a: e=1, e>0, |[0—n/<e ve N—-1<d+n—e<N ise N+ 1 tane
ortogonal polinomdan olusan sonlu sistem elde edilir.

Durum 3.b: N €{1,2,3,...} olmak iizere e=1, 2¢ = —2N —t, —1<t<1 igin

t t t
(|2—|§|(5—’I7|§ )(5+77<].+§ ve N+§<|5—7]|
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esitsizliklerinden sadece biri gerceklendiginde N +1 tane ortogonal polinomdan olusan
sonlu sistem elde edilir.

Durum 3.c: N € {1,2,3,...} olmak iizere e =1, 2¢e = —2N —t, -1 <t <1 igin
62 <0 veyan? <0, e+d+n+#0,-1,-2,...,—N+1 ise N + 1 tane ortogonal

polinomdan olusan sonlu sistem elde edilir.
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6. POZITIiF TANIMLI ORTOGONAL POLINOM COZUMLERININ OZEL-
LIKLERI

6.1 (2.1.10) Fark Denkleminin Ortogonal Polinom Céziimlerinin Ozellikleri
Asagidaki durumlarda agirhik fonksiyonlari, a,, , katsayilar: hesaplanip bunlara karsilik
gelen polinom c¢oziimler ve Rodrigues formiilleri elde edilecektir.

Durum 1: ¢, f, g,2¢ €R i¢in e=f =0, g=1 ve 2e <0 ise (4.1.13) esitliginden

Wi(z)  ex?+2fr+g— (2ex+7)
Wiz+1)  ex—1742f(z—1)+g
= —2ex—7+1
— (=2 <x+72_61) (6.1.1)

elde edilir. x =0,1,2,3,... igin

W)  WOW(@I) W(z-1)
W) — WOW(2)" W)

_ (o) 1 - v—1
= (—2¢) r('Y_;)F( + ) (6.1.2)
olup ( )
 W()r (3
bulunur.

(4.2.4) ile verilen siir kogullarindan W (A — 1) ¢ (A — 2) = 0 dir. Bu esitlikte ¢ (x) =
1ve W(—=1) =W (0) (26 — v+ 1) oldugu gozoéniine alimirsa A = 0 i¢in

W(-1)p(-2) = W(0)(2e—-7y+1)
=0

elde edilir. Buradan W (0) # 0 igin
vy=2+1
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dir.
(4.2.4) ile verilen simir kogullarindan W (A+ N)p (A+ N — 1) = 0 dir. Bu esitlikte
A+ N = x alinir ve her iki tarafin x — oo i¢in limiti alinirsa

lim W(z)p(x—1) = lim W (x)

r—00 r—00

—
rooo (—20)'T (2 + 20)

elde edilir. Buradan A =0 i¢in N — oo olur.

(6.1.3) esitliginde v = 2¢ + 1 degeri yerine yazihrsa x = 0,1,2,3,..., 2¢ <0 igin

__WOres)
Wiw) = (—2¢)"T (x + 72—;1)
1
(—=2e)"T'(z+1)
~ 0 (6.1.4)

elde edilir, bu ise Charlier polinomlarimin agirlik fonksiyonudur. Burada W (0) = 1
dir.

(2.1.9) denkleminde e = f =0, g =1 vey = 2+ 1 degerleri yerlerine yazilirsa
n=20,1,2,... icin

(A%y,) (2) + (26 (2 4+ 1) + 1) (Ay,) (z) = 2ney, (z + 1) (6.1.5)
olur. (6.1.5) denkleminde

(Ayn) () = Yo (@ +1) —yn(7),

(%) (@) = o (@+2) =20 (@ +1) +yn ()
ifadeleri yerlerine yazilir, x yerine x — 1 almirsa, n = 0,1, 2, ... i¢in
Yn (x + 1)+ (26 = 1) y,, (v) — 2exy, (x — 1) = 2ney, (v)

bulunur.

(3.1.34) ile verilen ii¢ terimli rekiirans bagintisinda (5.1.1) esitlikleri yerlerine yazilhirsa

@) = (2= (0= ) Y @)= (~32) o 0

elde edilir. Burada yo () =1 ve 3 (z) = 2 4 5 dur.
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(3.1.3) esitliginde e= f =0, g =1 alnirsa
(n—Fk)(2¢) anp — Gppt1 =0 (6.1.6)
bagimntisi elde edilir. (6.1.6) bagintisindan
An 1 = (0 — k) 2ea,,

olup, k yerine sirasiylan —1,n—2,...,0 degerleri yerlerine yazilir ve a,,,, = n! oldugu

gozoniine alinirsa
pyn = nl
= 2e(n—(n—1))ann
= 2e2e(n—(n—2))apn—2

= (26)*.1.2.00 2

= (2€>n—k 1.2, (n - k) an,k

bulunur. Buradan
n!

Ap.f = 6.1.7
20" (n— k) 617
elde edilir.
Tanim 6.1.1: (Pochhammer Sembolii)
k
(a)g=1 e Ha—{—z—l k=1,23,..
=1
ve
(Z) = (_lj)k (-1)*, k=0,1,2,.. (6.1.8)
dir.
6.1.7) ve (6.1.8) esitliklerinden k£ =0,1,2,....,n i¢in
(6.1.7) ve (6.1.8) es 1,2, g
n!
anp =
e (- k)
k
_ (2¢)" (n .
(2e)" \k
(25)k (=n)y, k
— —1)F R
1
= G (—=1)" (=n),, (20)" (6.1.9)



olarak elde edilir.

(3.1.1) esitliginde ¢ = 0 alinir ve (6.1.9) ile verilen a,,; katsayilar yerlerine yazilirsa

) =3 i (1 (22 ) (6.0.10)
bulunur.
2Fo —n,_—ib’ 2| = i (_n>’;€|( al (2¢)"

= S (=) (=1 (20)* (2) (6.1.11)
olup, (6.1.10) ve (6.1.11) esitliklerinden n = 0,1,2, ... igin

1 —-n,—x
Yn (SL’) = W 2F0 ,28

elde edilir. Buisee = f =0, g =1, 26 <0 olmasi durumunda (2.1.10) ile verilen
fark denkleminin pozitif taniml ortogonal polinom ¢oziimiidiir.

Tanim 6.1.2: (Rodrigues Formiilii)

K, = — 1
H(e(Zn—k—l)—l—Qé)
k=1
olmak iizere .
Yn () = WK&)A” (W (w—n)[[e—k- 1)) (6.1.12)

seklinde tanimlanir.
(6.1.12) esitliginde e = f =0, g =1 almrsan =0,1,2,... igin (2.1.10) denkleminin
Rodrigues formiilii

1 1

Yo (2) = (W (z —n).1)
e
1 . 1
- (2e)" (F2e) T+ 1)A ((—25)$_”F(x—n—|—1))
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seklindedir.
Lemma 6.1.1: (2.1.10) ile verilen denklemin monik polinom ¢oziimleri olan, (3.1.34)

ile verilen ii¢ terimli rekiirans bagmtisini saglayan y,, () ler icin
Al =1 ve Alymyn) =0, m#n, m,ne{0,1,2,..}

olacak sekilde bir lineer operator vardir.

A:{yo_>1
Yn — 0

ispat: n=12 .. i¢in

olacak gekilde lineer bir operator tanimlayalim.
1) yo =1 icin Afye] =1 dir.
2) Kabul edelim ki m # 0 olsun. O halde m =1,2,3,... igin

Alymyol = Aym-1]

-0 (6.1.13)

olur.

3) (3.1.34) ile verilen ii¢ terimli rekiirans bagintis

TYn () = Yny1 (T) + ¥ (T) + dpYn—1 (2) (6.1.14)

seklinde yazlabilir. (6.1.14) denkleminin her iki tarafina A operatorii uygulamr,

(6.1.13) esitligi gozoniine alimirsa n = 2, 3,4, ... icin
Aleyn (0)] = Alynsa (2)] + ol fyn (2)] + dnA [yn1 ()]
=0 (6.1.15)
bulunur.

(6.1.14) esitliginin her iki tarafi x ile ¢arpilirsa

22y, (1) = 2Yni1 () + cnyn (7) + dpryn_1 () (6.1.16)

elde edilir. (6.1.16) denkleminin her iki tarafina A operatorii uygulanir, (6.1.15) esitligi

gozoniine almirsa n = 3,4, 5, ... igin

Ay ()] = Alegs ()] + ol o9 (2)] + doh [r9, 1 ()

= 0
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bulunur. Benzer sekilde devam edilir ve m < n alinirsa
Aymyn) = Allao +arz+ ... +2™) y,]

= ol [y,] + a1 A [zy,] + ... + A[z"y,)
~- 0 (6.1.17)

elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.
(6.1.14) esitliginin her iki tarafi y, 1 (z) ile carpilirsa n = 1,2,3, ... igin

Y (T) Yn—1 (T) = Yns1 (2) Y1 () + o () Y1 () + dnYn—1 (%) Y1 (x) (6.1.18)
bulunur.

TYn— 1 _yn +Zszyz ’ SieR

esitligi (6.1.18) denkleminde yerine yazﬂlrsa

= Ynt1 (T) Y1 (I) + ¥ () Yn—1 () + dnYn1 (x) Yn—1 (:E)

olur. Bu denkleminin her iki tarafina A operatorii uygulanir, (6.1.17) esitligi gozoniine

alinirsa

A fyn )] + Zs A [y (2) : (2)]
= Aynt1 (@) Yo (@ )]+an [n () Yn—1 (@)] + dn [yn—1 () Yn—1 ()]
olupn =1,2,3,... icin
Afya] = du [y 4]

elde edilir. Buradan

Al = da [y
= dnydn1A [y2 ]
= dydp1dy_oA [y, 3]
= dydp_1...di A [y]
= dpd,_1...diA[1]
= dydy_y...d;.1

=[] (6.1.19)
k=1
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bulunur.

dy =322 W (z) ve Afyl =32, “y alahm,

D) Al =3 300 W (@) = gdo =1

2) Alymyn] = 3 200 W (2) Y (2) Yo (¥) =0, m #n

oldugundan lemma 6.1.1’den m = n ic¢in

Myti) = o S W @) g (2) 30 (0

- dldgdn

olup esitlik diizenlenirse

Z W () Y () Yn (x) = dody...dn0mn (6.1.20)
=0
elde edilir.
L e (220" S (=2¢)" 1
do"';;;vv<x>“2§%1?(x4—1)“22% o P Ty ) 70

seklinde tanimlansin. Bu egitlik (6.1.20) esitliginde gozoniine alinirsa

oo

S W (@) yn (2) yn (x) = dody...dnOpmn

=0

2¢ ) 2¢ 2¢ 2
1
_ eXP(‘%)”%
(_26)71 m,n

olup m,n=20,1,2,... icin

— Ym () Y (2) _ exXp (—%) n!
;;(—%Vﬂ T (—2¢)" Omon

elde edilir.
Durum 2.a: e, f, 9,2,y € R igine=0, 2f =1, 26 <1, 26 #0 ve 2ge <~ olmasi
halinde asagidaki durumlar ayr1 ayr1 incelenecektir.

Durum 2.a.1: e=0,2f =1, 2ge <, 2¢ < 0 ise (4.1.13) esitliginde

W (x) B (1-2)x+g—7
Wi(r+1) r+g-—1
x + =1
= (1—2¢)—1=2% 6.1.21
( dx+g_1 ( )



elde edilir. x =0,1,2,3,... igin
wo  WO)Ww(a) W-1)
W)  WOW Q)" W)

_i_Q*’Y 1_|_9*’Y x_l_i_gf’)’

0
— (1 —-92¢)— 1726 (1 9.y 1726 (|1 _9,)___ ~ 1-2
(W=2e) 5o —g =2 =y 0= 2 oy =y
L 0+ 1+ -1+

= (1-2¢)

O+g—11+g—1"2—-1+g—1
LTlg—1) TO+5) 0+{5) (+{5) - (e -1+ 5)

= (1—2e) T(E) T(O0+g—1)(0+g9-D)(1+g—1)..(t—1+g—1)
_ Tlg=1) Do =14+ {5) (o -1+ {5)
— (1—2e) T(ED)T(w—1+g—1)(w—1+g—1)

I(g-1)T(z+{3)

= (=2 (&) T(r+g—1)
olup,
B F(z+g-1)T (L&) 1 \*
W (z) = W (0) Tt ST -1 (1 — 25) (6.1.22)

olarak bulunur.
(4.2.4) ile verilen siir kogullarindan W (A — 1) ¢ (A — 2) = 0 dir. Bu esitlikte ¢ (x) =

x+g ve W(=1)=W(0) (7”92%77) oldugu gozoniine alinirsa A = 0 igin

(-14+2e4+g—7)
g—2
= W(O0)(-14+2+g—7)

W(-1p(=2) = W(0) (9-2)

elde edilir. Buradan W (0) # 0 igin
g=7v—2+1

olur.
(4.2.4) ile verilen simir kosullarindan W (A+ N)p (A+ N —1) = 0 dir. Bu esitlikte
A+ N = x almir, ve her iki tarafin + — oo i¢in limiti alinirsa

P(EL) T(w+g—1)(x+g—1)

19:276) (1—2¢)"

Tim W) (z—1) = JLIEOW(O)F(Q—l)F(x+

=0

elde edilir. Buradan A =0 i¢in N — oo olur.

(3.1.2) esitliginde e =0, 2f =1, g =~ —2¢ + 1 degerleri yerlerine yazilirsa
elc+1)=2f(c+1)+g = —2e(c+1)+7,
—(c+1)+v—2e41 = —2e(c+1)+7
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olup ¢ = 0 bulunur.

(6.1.22) esitliginde g = v — 2¢ + 1 degeri yerine yazilirsa x = 0,1,2, ... igin

Fz+g-1)I (&) 1

D(z+&0)T(g—1)(1—2¢)°
I'(z4+v—2¢)

['(x+1)(1-2¢)"

W(z) = W(0)

(6.1.23)

elde edilir, bu ise Meixner polinomlarinin agirlik fonksiyonudur. Burada W (0) =
I'(g—1) dir.

(2.1.9) denkleminde e = 0, 2f =1, g=~—2¢+1 degerleri yerlerine yazilirsa
(x+7—2e+1) (A%,) (z) + (2ez +7) (Ayy) (z) = 2ney, (v + 1) (6.1.24)

elde edilir. (6.1.24) denkleminde
(Ayn) (2) = yn (x +1) = yn (z) ,
(A%y,) (2) = yn (x +2) = 2y, (z 4+ 1) + Yo (2)
ifadeleri yerlerine yazilir, x yerine x — 1 alinirsa, n =0, 1,2, ... igin

(x4+v=28)y,(z+1)— 21 —e)x+v—28)y, () + (1 — 2&) zy, (zr — 1)

= 2ney, (x)

bulunur.

(3.1.34) ile verilen iig terimli rekiirans bagintisinda (5.1.2) egitlikleri yerlerine yazilirsa,

Ynt1 (T) = <x_2n(6_1)+2€_7>yn(x)_”(1—25)(n—1+7—26)

elde edilir. Burada yo (z) = 1, ve g1 () =2 — 14 £ dir.

(3.1.3) denkleminde e = 0, 2f =1, g=v—2¢+1, c=0 alimursak=n—1,n—2,....0

icin
(n—k)(e(n—l—k—l)—i—%)an,k—(e(k’—1—c)2+2f(k—1—c)+g)an,k+1:0

(n—k)2ean, = (k+7v—2¢)an+1 (6.1.25)
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iki terimli rekiirans bagintisi elde edilir. (6.1.25) bagintisinda k yerine sirasiyla n —

1,n—2,...,0 degerleri yazilir ve a,,, = n! oldugu gozoniine almirsa

appn = nl
2¢ (n— (n—1))
= Ap n—1
n—1+vy—-2 7
2e 2e.2

n,n—2

(n+’y—2€)—1(n+fy—2€)—2a

B (26)"%.1.23... (n — k)

T Mty —20) 1. [ty —2e)— (n— k)]
(26)" " (n — k)! .

[(k+~y—20)] .. [(k+vy—2)+(n—k—1)] ™

(26)" " (n — k)!

(k+~v—2¢), .

Qp i

bulunur. Esitlik diizenlenirse £ = 0,1,2,...,n igin

k= T = ] (6.1.26)
olur. (6.1.26) denkleminde
wn _ (21" (20)"
(2) (=2
n!
=B = m—k+1)(n—k+2)...(n—2)(n—1)n
= (-=n)..(—n+k-1)(-1)"
(v—=2¢),  (v—2)..(y—2e+k—-1)(y—2e+k)..(y—2e+k+(n—k—-1))
(y—2¢), (v—=2¢)...(y—2e+k—1)
= (k4+7v—-2¢), 4

esitlikleri g6zoniine alinirsa

(26)" % (n — k)!
_ (=2, (—20)" ) (=1

(v =20), (=i (g
e 2€)k( %) (6.1.27)

n . =
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elde edilir.

JF —-n,—% .9 _ i (_n)k (_x)k (25)k

N2 ~ (y—2), K

_ - (=n)y (=), (25)k
B kz_; (v —2), K
o) (@ (=20 (1)
kZ:O (v = 2);, (=1)* Al
_ - (—n), _9e)F x
= Z—(v— QE)k( %) <k> (6.1.28)

k=0

olup, (6.1.27), (6.1.28) esitlikleri (3.1.1) denkleminde yerlerine yazilirsa n = 0, 1,2, ...

icin

Yn (¥) = ian,k <£>

(7 - 2€)n —-n,—% .
(2e)" v — 2¢

bulunur. Buise e =0, 2f = 1, 2¢ < 0 olmasi durumunda (2.1.10) ile verilen fark
denkleminin pozitif tanimlhi ortogonal polinom ¢dziimiidiir.

(6.1.12) denkleminde e =0, 2f =1, g =y—2e+1 degerleri yerlerine yazilir, (6.1.23)

esitligi gozoniine alinirsa

i) = 1 LS (W(m—me(:v—k—w)
H(e(?n—k—l)—i—Ze) k=1
- 1 F(x+1)(1—2¢)"

ﬁ (2n —k — 1) + 2¢) Moty —2)

I'(z—n+~y—2¢)
A" —k—1)
((1—2€)m" —n+1) ngx )
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. (1=2)"T(xz+1) ,, I'(x —n+vy—2e¢) o
= T2 ((1—25)“ —n+1) H“O ! 1)

_ (1—25II‘(x+1)An< T(z—n+v—2) 1 )
(1

(26)"T (2 + v — 2¢) _Qg)m—np<x_n+1)kl_[l(I—Fv—?e—k)

(6.1.29)

elde edilir. (6.1.29) denkleminde

F(x—n+’y—25)H(m+’y—25—k)
= F(:E+7—25—n)(;+7—25—n)(:v+'y—25—(n—l))...(m+7—25—1)

= T'(z+yv—2¢—(n—-1)(z+7—2c—(n—-1)...(x+7—2—-1)

= TI'(e4+v—2¢—-1)(z+7y—2—-1)

= I'(z+~v—2¢)

esitligi yerine yazilirsa (2.1.10) denkleminin Rodrigues formiilii

(1-2)"T(z+1) ., I'(x +v—2¢)
(25)"F(:c+*y—2€)A <(1—25)I"F(x—n+1)>

Yn (x) =

seklinde bulunur.

Z — 2 +2) (6.1.30)

1—25 “ !

seklinde tanimlansi. (6.1.30) denkleminde

v — 2¢ 1
F —— ] =
140 _ 71_26

(1/ (1 —2¢))"
k!

NE

(v — 2¢),

i
o

I'(y—2+k)(1/(1—2¢))"
I'(y—2e¢) k!

NE

i

0

T (y — 2+ 1)
- T(y-— 26; (1—2¢)" a!

esitligi gozoniine alinirsa

“ I(y—2+1x
dy :Z (v )



— T(r-2) (1 - >Ms)

1— 2
1-9 y—2¢
= T(y-2) ( _2;) (6.1.31)

olur.
(5.1.2) ve (6.1.31) egitlikleri (6.1.20) denkleminde yerlerine yazilirsa 2 < 0, v > 2¢

ve m,n =0,1,2, ... i¢in

STW (@) g (2) o ()

- dodldg...dn(sm’n
1—2e\"* & (i — 1) (2 — 1) 4 2g¢ — ]

5mn
—2¢ ) H { 4¢? } ’

(
= T'(y-2) (1__2?)7_26 oy 11 {=il(i =1)(2e = 1) + 295 = 1]} O
(

1__228) _ <4512>” [T {10 =06 =1 =29 722 = D]} oy

T (y—2¢)(1—2e)"" % L (y—2e+n)
n!
(_28)2n+7725 r (’Y o 28)
(1 —2)""7" %D (y — 2 +n)n!

= 6m,n

(_28)2n+'y—25

= I'(v—2)

= T'(y—2e¢)

5m,n

bulunur.

Durum 2.a.2: e=0,2f=1,2ge <7, 0<2e <1 alalim.

(4.2.4) ile verilen smr kogullarindan W (A+ N) ¢ (A+ N —1) = 0 dir. Bu egitlikte
A+ N = x alinir ve her iki tarafin z — oo ig¢in limiti alinirsa

: L WOr(&EL)T(z+g—1)a+g—1
g}irgloW(x)w(m—l) N xlglc}o F(g—1) T (z+L£L) (1-2)°
= oo #0

bulunur.

r=-—1,—-2,... i¢in

W) _ WEHW(2) Wt W

W) WO WEDTWEr W)
R i e
Sy b gy ' Sy
— (1-2)7" | T

1—(9—1)'"—1’—(9—1)
F( L = 2e+1)/r( a+1)
F(—w—(g—l) )/F(l—(g—l))
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olup
T (172€fg+’y) r (—ZL' + 172€fg+’y) 1

1—2¢ 1—2¢

I'2-g) M'(—z+2-g) (1-2¢)"

(6.1.32)

elde edilir.
(4.2.4) ile verilen simir kogullarinda A+ N = 2 alimr ve her iki tarafin z — —oo igin
limiti alinirsa

lim W <x> % (55 - 1) = lim ( ) ( 1-2¢ ) ( 1—2¢ ) rT+g !

elde edilir. Buradan A — —oco olur.

(4.2.4) ile verilen sinir kogullarinda A + N yerine sifir alinirsa

W(A+N)p(A+N—-1) = W(0)p(-1)

olup, W (0) # 0 i¢in ¢ = 1 bulunur.
(6.1.32) esitliginde g = 1 almirsa x = 0,—1, -2, ... igin

(r—x)

W@ =g —rTa-y

(6.1.33)

elde edilir, bu ise Meixner polinomlarinin agirhk fonksiyonudur. Burada W (0) =

1 r = y—2¢

I'(r)? 1-2¢ dur.

(2.1.9) denkleminde e = 0, 2f = 1, g = 1 degerleri yerlerine yazilirsa n = 0,1, 2, ...
icin
(z +1) (A%y,) (z) + (2ez +7) (Ay,) (z) = 2ney, (z + 1)

diger bir gosterimle
Y (x+1) = (2(1 —e)x+ 26 — ) ynx + (1 — 26) 7 + 26 — 7) yn (v — 1) = 2ney, (z)

denklemi elde edilir.
(3.1.34) ile verilen ii¢ terimli rekiirans bagintisinda (5.1.2) esitlikleri yerlerine yazilirsa,

2n (e — 12)E+ 2e — 'y) o (z) — n((n—1) (14—6225) —2e+7)

e+ 1) = (- s ()
elde edilir. Burada yo (z) =1, y1 (z) =2 — 1+ 5L dur.
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(3.1.3) esitliginde e =0, 2f =1,g=1, ¢c=0 alimrsak=n—1,n—2,...,0 igin
2e(n—k)any = (k+7)ank (6.1.34)

iki terimli rekiirans bagintisi elde edilir. (6.1.34) bagintisinda k yerine sirasiyla n —

1,n—2,...,0 degerleri yazilir ve a,, = n! oldugu gozoniine alinirsa

App = n!
2¢(n—(n—1))

n—1+7r
2¢e 2e.2

(r+n—1)(r+n-2)

Apn—1

an,n—Q

(26)"7"1.2... (n — k)
rtn—1)(r+n—2) . (r+k ™

bulunur. Buradan £ =0,1,2,...,n icin

o (an
’ (2e)" 7" (r),, ( k)!
_ ((22) ((TT;Z (—2¢)* (6.1.35)
olur.
(3.1.1) esitliginde (6.1.35) ile verilen a,, ; degerleri yerlerine yazilir ve ¢ = —r alinirsa
yn<x) = kzgan,k< L )
), (o
- Y me e ()

(22 & (1,
(M), () (r =), (22)
B (25)”; (r)y, k!
B (r)n —n,r =T .
o (2e)" 201 - 2

elde edilir. Buise e =0, 2f =1, 0 < 2¢ < 1 olmasi durumunda (2.1.10) ile verilen

fark denkleminin pozitif tanimh ortogonal polinom ¢oziimiidiir.
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(6.1.12) denkleminde e = 0, 2f = 1, g = 1 degerleri yerlerine yazilir, (6.1.33) esitligi

gozoniine alimirsa n = 0,1, 2, ... i¢in (2.1.10) denkleminin Rodrigues formiilii

1 1 ~
Y () = = $A"<W(m—n>Hs&(x—k—1)>
[Je@n—k —1)+25)W() k=1

k=1

1 (1-29)'T(1-2),, L(r—=z+n) -

o (2)" L'(r—ux) A ((1—25)1"F(1—x+n)g($_k>>
_ (1-2e)"T(1—x) n< I'(r—x+n) (—1)"F(n—x+1))
(26)"T (r — ) (1-25)""T'(1—z+n) T(1—z)

(1-2)"T(1—2x) ., I'(r—xz+n)
(—=2e)"T' (r — o) A ((1—25)3&_"F(1—x)>

seklinde bulunur.

= > W)

B Ooi(l—?sff(a:—{—r)
B Z I'(x+1)

z=0

_ iu—zg)xr(:pw)

z!

z=0

(1 - 2¢)"
= ZF —'5

= I'(r) 1F0( i ;125)

= . (6.1.36)

seklinde tanimlansin.
(5.1.2) ve (6.1.36) esitlikleri (6.1.20) denkleminde yerlerine yazilirsa 0 < 2 < 1, v > 2¢

ve m,n =0,1,2, ... i¢in

ZW g (ma) = S LTBILEED oy (-a)

_i{&z—1)<2g—1)+25— P
H (462)

m,n




I'(r T
= (26)(—2n>+rn!(1—2a) H(z—l—i—r)émm
=1
1—2e)"
_ %@T&F(nqLT)n!(;m,n

elde edilir.
Durum 2.a.3: e=0, 2f =1, 2ge <, 2¢ =1 alalm.
(3.1.2) esitliginde e = 0, 2f =1 alinirsa

elc+1)’ =2f(c+1)+g = —2e(c+1)+7y
—(c+1)+g = —(c+1)+7y
g =

bulunur. Diger taraftan 2ge < v ve 2¢ = 1 oldugundan g < ~ bulunur, bu ise
geligkidir. Bu durumda (3.1.2) esitligini saglayan bir ¢ katsayis1 meveut degildir.
Lemma 3.1.2°’den ¢ katsayisi

ec? —2fc+g=0

esitligini saglar. Bu esitlikte e =0, 2f =1 alinirsa ¢ = ¢ bulunur.
(4.1.13) esitliginde e = 0, 2f =1, ¢ =g alinirsa
W)  (1-2)x+g—7y
W(x+1) r+g—1
g—7

= =< ' 6.1.37
r+g—1 ( )

elde edilir. x =0,1,2,3, ... i¢cin
W (0) WO)Ww(a) Wix-1)
W (z) WLHWe) W)
g—" g—" g—7
0+9g—11+g9g—-1 z—-1+4+g—1
(9—7)"
Iz+g9-1)/T(g—1)

olup
M'zx+g—1)

W@ =WO =Gy

(6.1.38)

bulunur.
(4.2.4) ile verilen simir kogullarindan W (A+ N)p (A+ N —1) = 0 dir. Bu esitlikte

A+ N =z alinir ve her iki tarafin z — oo igin limiti alinirsa

W©) T'(z+g-1)

xlgg)W(x)gp(x—l) - xlggol“(g—l) (g—7)" (x=1+9)
= +oo

o1



olur.

r=—1,—2,...icin
W) = WEYW(=2) W)
W (0) W (0) W(=1)""W(z+1)
_ 9g—" 9—7 9g—7
4+ (g-D—2+@g-1D) "+ (g-1)
_ (y—9~"
(-1)"(2-9)3-9)..(01—g—2)
_ (v-9"
- T(2-g—2)/T(2-g)
olup

W) (y—9) "T(2-9g)
re2—g—uo)

elde edilir. (4.2.4) ile verilen simur kogullarinda A + N = z alir ve her iki tarafin

W (z) =

(6.1.39)

r — —o0 ic¢in limiti alinirsa

xEIPOO W(z)px—1) = xl_{r_noo W(0)r'(2-g) § _Fg();x_% : ;)—'_ d

= 0

bulunur. Buradan A — —oo olur.

(4.2.4) ile verilen sinir kogullarinda A + N yerine sifir alinirsa

W(A+N)p(A+N—-1) = W(0)p(-1)

olup, W (0) # 0 igin ¢ = 1 bulunur.
(6.1.39) esitliginde g = 1 almrsa z = 0, —1, —2, ... igin

1
(y=1)"T(1-x)
elde edilir, bu ise Charlier polinomlarimin agirlik fonksiyonudur. Burada W (0) = 1

dir.

W (z) = (6.1.40)

(2.1.9) denkleminde e = 0, 2f = 1, g = 1, 2¢ = 1 degerleri yerlerine yazilhirsa
n=0,1,2, .. icin

(z+1) (A%y) (z) + (+7) (Ayn) (2) = nyn (z + 1)
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diger bir gosterimle

Yy (T +1) = (z+1=7)yn (x) + (1 =) yn (z = 1) = ny, (z)

denklemi elde edilir.

(5.1.2) esitliginde g = 1, 2¢ =1 almir ise n =1,2,3, ... i¢in
th=1—n—v

ve

d,=-n(l-7) (6.1.41)

bulunur.

(3.1.34) ile verilen ii¢ terimli rekiirans bagintisinda (6.1.41) egitlikleri yerlerine yazilirsa,

Yni1 (@) = (@ +n—=14+7)yp () +n(1 =) Y1 ()

olur. Burada yo () =1 vey; () =2 — 1+ v dur.
(3.1.18) esitliginde e =0, 2f =1, g=1, c=1 almwrsak=n—1,n—2,...,0 igin

(n = k) bug = (v = 1) by (6.1.42)

iki terimli rekiirans bagintisi elde edilir. (6.1.42) bagintisinda k yerine sirasiyla n —

1,n—2,...,0 degerleri yazilir ve b, ,, = n! oldugu gozoniine alinirsa

by = n!

(n—k)!
- n—k b" k
(v—1)
olup
nl(y—1)""
bn ke = En — k))! (6.1.43)
bulunur.
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Yo (%) = 2o bak (T

ve ¢ = 1 alinirsa

) esitliginde (6.1.43) ile verilen by, degerleri yerine yazilir

—Nn, T 1
)

I

elde edilir. Buisee =0, 2f =1, g =1, 2¢ = 1 olmasi durumunda (2.1.10) ile verilen

fark denkleminin pozitif taniml ortogonal polinom ¢oziimiidiir.

(6.1.12) denkleminde e =0, 2f =1, g =1 degerleri yerlerine yazilir, (6.1.40) esitligi

gozoniine almirsa n = 0,1, 2, ...

icin (2.1.10) denkleminin Rodrigues formiilii

[J(e@n—k—1)+2¢)

k=1

= (’y—l)mF(l—x)A”(

= (—D)"(y—1°T(1—z)A" (

seklinde bulunur.

seklinde tanimlansin.

1 . n
W(x)A (W(x—n)H@(x—k—l))

k=1

1 (—1)"F(n—:€+1))
(v—=1)""T'(1—2x+n) I'(l—ux)

(6.1.44)
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(6.1.41) ve (6.1.44) esitlikleri (6.1.20) denkleminde yerlerine yazilirsa 2e = 1, v > 2¢

ve m,n=0,1,2,... i¢in

W@y @) ym (x) = D W (=2) Yo (—2) Y (—2)

= dodl...dn(sm,n
= ! H i(y—1)0mn
i=1
= Ml (y=1)"0mn
elde edilir.

Durum 2.b: e=0, 2f =1, 26 >1 ve —N < 2295—:17 < —N +1 olsun.
(3.1.2) esitliginde e =0, 2f =1 alinirsa

c+1=

6.1.45
1—2¢ ( )

elde edilir.

(4.2.4) ile verilen sir kogullarinda A = 0 alinir ve (4.1.12) esitligi gozoniine alinirsa,

0 = W(=De(-2)

w
= W) (p(=1) =¥ (=1))
w

(0) (=1+9) — (2e(=1) + 7))

olup, W (0) # 0 igin g = v — 2¢ + 1 dir. (6.1.45) egitliginde g =y — 2¢ + 1 alirsa

vy—2+1-—7v
c = —1
1—2e

bulunur.

(4.1.13) esitliginde e =0, 2f =1 alimirsa

W (z) - (I=2)a+g—7v
W(x+1) r+g—1
. (I=2)(z+1)
- (6.1.46)

elde edilir.

Durum 2.b.1: 2295__17 =7 —2¢=—N alalhm.
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(6.1.46) esitliginde v — 2¢e = —N degeri yerine yazilirsa

W (z) (1—-2¢)(x+1)

AR — (6.1.47)
bulunur.
rx=0,1,2,3,.... N icin
w© WO W(x-1)
W) W) W(r)
 (I=29)1 (1-2¢)(2)
~ 0-N "(z-1)-N
_ (2e = 1)" 2!
NN -1)...(N—(z—-1))
(21"l
~ N!/(N —z)!
olup
B W (0) N!
W) = e T T (VT 1) (6.1.48)
elde edilir. (6.1.48) esitliginde W (0) = % almirsa x = 0,1,2,..., NV icgin
W () = ! (6.1.49)

(26 —=1)'T'(x+1)I'(N+1—x)
elde edilir, bu ise Krowtchouk polinomlarimin agirlik fonksiyonudur.

(2.1.9) denkleminde e = 0, 2f = 1, v —2¢ = —N degerleri yerlerine yazilirsa x =
0,1,2,..., N igin

(xt—=N+1) (AQyn) () 4+ (2e(x+1) — N) (Ay,) (x) = 2ney, (x + 1)
diger bir gosterimle
(2= N) g (2 +1) = (2(1 = £) + N) g (&) + (1 — 26) a1 (1) = 2nzgs (2)

esitlikleri elde edilir.
(5.1.2) egitliginde e = 0, 2f = 1, v — 2 = —N degerleri yerlerine yazilirsa n =
1,2,.., N -1 ic¢in

_2n(e—-1)+N - n(l-2)(n—-1-N)
Cp = o , ve d,= 102 (6.1.50)

bulunur.
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(3.1.34) ile verilen {ig terimli rekiirans bagintisinda (6.1.50) esitlikleri yerlerine yazihrsa

_2n(5—2€1)—|—N)yn($)_n(1—2€)4(:2—1—N)

Yn—1 ()

o) = (o

elde edilir. Burada yo (z) =1, 41 (z) = 2 — £ dur.
(3.1.3) denkleminde e =0, 2f =1, v —2: = —N almrsak=n—1,n—2,...,0 igin

2¢(n—k)any = (k—N) a1 (6.1.51)

iki terimli rekiirans bagmtisi bulunur. (6.1.51) bagintisinda k yerine sirasiyla n —

1,n—2,...,0 degerleri yazilir ve a,,, = n! oldugu gozoniine alimirsa

Appn = n!
B 2e.l
B (n—l—]\f)an’n_1
B 2e.1 2e (n — k)
T m—1-N)T (k—N) ™

(26)" 7% (n — k)!

(CN+k)..(—Ntn—1)"™*
(26)" 7% (n — k)
(—), /(=) "
elde edilir. Buradan £ =10,1,2,...,n igin
B nl (=N),
T e T N — )
( N();g 5” le’}v()kzg) (6.1.52)

olur. (6.1.52) esitligi (3.1.1) denkleminde yerine yazilirsa n = 0,1,2,..., N igin

yn () = i@n,k <2)

_ <__Nn - (_n)k . gk xr

= e = m, P (k)
(CN), & () (o), o

= e Chm ()

o (_N)n —-n, T

= W 2F1 Y ,28



bulunur. Buise e =0, 2f =1, v —2¢ = —N olmas1 durumunda (2.1.10) ile verilen
fark denkleminin pozitif taniml ortogonal polinom ¢oziimiidiir.
(6.1.12) denkleminde e = 0, 2f =1, v —2¢ = —N degerleri yerlerine yazilir, (6.1.49)

esitligi gozoniine alimrsan = 0,1,2,...; N i¢in (2.1.10) denkleminin Rodrigues formiilii

Yn (z) = ! Wl(x) ( (w—n)[Je - —1>

(e(2n—k —1) 4+ 2¢)

=

122;—1)3”F(:U—|—1)F(N+1—£)

(2¢)"

n 1 n
A ((25—1)1"P(x_n+1)F(N+1_m+n)H(x—k‘—N))

(26 =1)'T(z+1)T(N+1—2x) .

(2¢)"
A"( 1 (—1)NF(N+n—:c+1)>
2 —-1)""T(zr—n+1)I'(N+1—2+n) I'(N+1-2x)
_ @2e-1)'T(@+1T (N—l—l—x)An( 1 )
(—2¢)" (26— 1) "T'(x—n+1)T(N+1—2)

seklinde bulunur.

Durum 2.b.2: —N<~v—-2e<—-N+1 almrsaz=0,1,2,...., N icin

(-D)"T'(z+~v—2)T' (1 —x)

Wie) = (26 — 1)°

(6.1.53)

Krowtchouk polinomlarinin agirlik fonksiyonu bulunur.
(6.1.12) denkleminde e = 0, 2f =1, g = v—2¢+1 degerleri yerlerine yazilir, (6.1.53)

esitligi gozoniine almirsa n = 0,1,2,... icin

o (1) = — 1 Wl(x) ( (@—n)]Je@—k —1>
[Je@n—k—1)+2¢) k=1

k

:1 (—1)Y (26 — 1)"
(2e)"T(x++—2¢) T (—x)

)N (z — — 2) -
An(( WI(z—n+7—2) x+nH$H_2€_k>>
k=1

(2e —1)"™"

1 (—1)Y (2 — 1)"
(2e)"T (x4 v —2e) T (—x)

An((—I)Nf(x—n—I—y—Ze)F(—x—i—n) T (z+7— 2€) )

(2e = 1)"™" I'(x+v—2—n)
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B (26 — 1)" W(T(@+y—=2)T (n—x)
- (20)'T (@ +7-29)T (—x)A ( (2 —1)"" )
elde edilir.

Barnes integral formiiliinden

1 [T(a+2)T(b—2) 20
— -7 -~
271 P do (a+b) (1+ Z)a+b

—100

olup, a=v—2¢, b=0, z=2¢—1 alnirsa

100

1 F'(z+~y—2)T (—x) (26 —1)77%
— dy =T (v—2 .1.54
2mi (2e - 1)° =2 (26)7% (6:1.54)
bulunur. .
(-~ / I'(z+y—2)T (—2)
= 1.
do omi (2e — 1)° da (6.1.55)
seklinde tanimlayalim.
(6.1.55) esitliginde (6.1.54) esitligi gozoniine alinirsa
2 — 1\
dy = (—1)"D(y—2
o = (0TG- (B
T(y—2+N) (2—-1\""%
(-pyy Lo =22 N 120 (6.1.56)
(v —2¢)y 2e

elde edilir.
(5.1.5) ve (6.1.56) esitlikleri (6.1.20) denkleminde yerlerine yazihrsa m,n = 0,1,2, ..., N

icin
e R L
= dody...dp6mn,
_ NT(y—2e+N) (22 -1\ —i |
BRECErEN ( 2 ) H 2o VO -2 = D)omn
Wl —2e4N) (21 7 (—1)" g
= ( 1) (fy — Qg)N ( 2¢ ) (28)271 (2 1) (7 2 )n 5m,n
_nl (—1)N+”F (y—2e+N)(y—2¢), (2—1 nty=2e ;g \"
- (v —2e)y < 2¢ > (Q_g) O,
bulunur.

Durum 3: e, f,9,2¢,7v € R icin e =1 alalim.
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¢ (x), ¥ (z) katsayilarinda § = \/ (f — 5)2 —g+vven= m degerleri yerlerine
yazilirsa
o(r) = ex®* +2fr+g
= (@+ )= (*~9)
= (@+f) =7

= (x+f+n)(xz+f-—n) (6.1.57)

ve

Y(r) = 2ex+7y
= 2ex+(f—e)—g+v—(f2—g) +2f — &
= 2(x+f)+0*—n*—¢&2
= 2%(x+f-n)+8—-(n—¢)
= 2(x+f—-n)+@B@+n—e)(d—n+e) (6.1.58)
bulunur.

(2.1.9) denkleminde e = 1 almr ve (6.1.57), (6.1.58) esitlikleri gtzoniine alinirsa

n=0,1,2,... icin

(+ f+n)(@+f—n) (A%) (z)
{2 @+ -+ +n—e)(6—n+e)}(Ay) (2)

= nn—1+2)y,(x+1)

elde edilir.
(3.1.2) esitliginde e =1 alinirsa

(c+1)?=2f(c+1)+g = —2e(c+1)+7

(c+1)2+(2e—2f)(c+1)+g—7 = 0

olup

c+1 =
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bulunur.

(3.1.3) denkleminde e =1 almirsa, k =n—1,n—2,...,0 igin

(n—k)(n+k—1+2)an; = [(E—1—c)®+2f(k—1—¢)+g]anpn
= [(k—1-¢c’+2f(k—1-¢)
+9+ (f*—9) = 7’lankn
= [(k—1—0+f)2—772]an,k+1
= [(k=1-cH+f+n)(k=1—c+ [f=n)]ank

= [(k+eFo+n)(k+eFd—n)]anrsr (6.1.59)

iki terimli rekiirans bagintisi elde edilir. (6.1.59) denkleminde k& yerine sirasiyla n —

1,n—2,...,0 degerleri yazilir ve a,,, = n! oldugu gozoniine alinirsa

apn = nl

lL.(n—142c+n-1) "
- n,n—1

(etd+n+n—-1)(exd—n+n—1)

lL.(n—14+2c+n-1)
(etd+n+n—-1)(exd—n+n—1)

2.(n—1+4+2+n-2)
(etd+n+n—-2)(exd—n+n—-2)"

(n—k)(n—1+2+k)

(6:i:5+77+k>(€:l:5—77+k)an’k

(n—kN[(n—14+2¢), /(n—1+2¢),] "
o+, [Exormlcto—m, [Exo—m

bulunur. Buradan £ =0,1,2,...,n icin

B nl (exd+n), (e£d—n), (n—1+2¢),
Gk = =k (n—1+2).  (e£0+n),(cE£o—1),
(etd+n), (e£d—m), (=n)(n—1+2¢)

(-1)*  (6.1.60)

(n—1+2¢), (exd+mn), (e£d—n),
olur.

(3.1.1) denkleminde (6.1.60) esitligi gtzoniine alinirsa

Yn (1) = ;an,k(x;:c)
— gamk(—l)k —(_xk: s
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n

B EFo+n),EFd—m), (=n)n-142¢),
B ;( (n—1+2¢), (€:F5+77)k(€:F(5—7])k( 1)>
( 1) ( kTC)k
_ EFo+n), (eFI- ")"f( n),(n—1+2e), (—x—c), 1"
(n—1+2¢), (€:F5+n) (eFd—m) K
n—1+2€)k(—:c—c)k1_k
€$5+n) (eFd—mn) K

0

k=0
00

(eFd+mn),(eFo—mn),
(n—1+2¢),

M

k=0

(eFd+mn),(eFo—mn), (n,n1+25,5:|:5+1fa7 )
= 3lh i1

(n—1+42¢), S S,
(6.1.61)
elde edilir.

(4.1.13) esitliginde ¢ = 1 almrsa
i == e e AN
=y e
AR E
= éfj;__;fggig:;:(sé (6.1.65)
= g:z:;:ggii:;:xi (6.1.66)

bulunur.
Durum 3.a: ¢>0, [0 —7n|<e ve N—1<d+n—e(<N) alahm.
(6.1.63) esitliginden z = 0,1,2,... igin
w© WO W(-1)
W) — W@ W(x)
(f—e+d)(e+d—f) (@—14+f—e+d)(e+d—f—ax+1)
(1t fm)@+n=f) " @=2+f+n)2+n-f-2)

tF@+f—€+6NFU—€+®HF@+5—f+1HFﬂ+€+5—f—xﬂ
Ta—1+f+n)/T(=1+f+nT2+n—f)/T 2+n—f—2)

olup

WO T(f—-e+) T 24+n—fHT(x—14+f+nT(QA+ec+d—f—2x)
Fk+5—f+DFbﬂ+f+n)IXm+f—€+®F@+n—f—ﬁ) |
6.1.67

Wi(x)=
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elde edilir.
(6.1.67) esitliginde

T(e+o—f+)I (=14 f+mn)

WO = TR
alinirsa
Te@-1+f+nl(Q+e+éd—f—ux)
S o ey e Py s (6.1.68)
bulunur.

Durum 3.a.1: ¢>0 vel|d—7n|<e, d+n—ec=N alahm.
(4.2.4) ile verilen sir kogullarindan W (A — 1) ¢ (A — 2) = 0 dir. Bu esitlikte A =0
alinir ve (4.1.12), (6.1.57), (6.1.58) esitlikleri gozoniine alimirsa

W(-1)e(=2) = W(0)(p(=1) =4 (-1))

(=14 f+n)(-1+f—n)—2e(=1+f) =6 +n* + ]
= W) [(-1+ f—e)’ ¢

= WO)[(-14+f—ec—=0)(-1+f—ec+0)]

elde edilir. Buradan W (0) # 0 igin
f—e+d=1 ve 1—f+n=N (6.1.69)
bulunur. Bu iki egitlik taraf tarafa toplanirsa
d+n—e=N (6.1.70)

olur.

e+o—n=a+1l ve e—6+n=p+1 (6.1.71)

alalim. (6.1.69), (6.1.70) ve (6.1.71) esitliklerinden
2 =a+p0+2, 20=a+N+1 ve 2n=F+N+1 (6.1.72)

elde edilir.
(6.1.70), (6.1.71), (6.1.72) esitlikleri (6.1.57) ve (6.1.58) esitliklerinde gozoniine alinirsa
) = (@+pB+2)(x—N+1)
() = 2e(@+f-n)+0+n—¢e)(0—n+e)
= (a+p+2)xz+(f-n—-1)+1)+N(a+1)
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= (a+8+2)(x—N+1)+N(a+1)

= (a+5+2)(z+1)+(a+B+2)(=N)+ (e +1)N

= (a+f+2)(z+1)+ N(—a-5—-2+a+1)

= (a+B8+2)(z+1)+N(=5-1)

= (@+B+2)(z+1)—(B+1)N (6.1.73)

bulunur. (6.1.73) ile verilen esitlikler (2.1.9) denkleminde yerlerine yazilirsa n =

0,1,2,... igin

(+8+2) (2= N+1) (A%n) () + {(a+ B +2) (x+1) — (B+1) N} (Ay,) ()

= nn+ta+B+1)y,(z+1)
diger bir gosterimle

(x+08+1)(z—N)y,(z+1)—{(z+8+1)(z—N)+z(z—a—-N—-1)}y,(x)
tr(xr—a—N-1)y,(x—1)

= n(n+a+p+1)y,(r)

elde edilir.
(6.1.61) esitliginde (6.1.70), (6.1.71) ve (6.1.72) esitlikleri g6zoniine alimirsan = 0, 1, 2, ...

icin
o () (e—=d+mn),(e—=06+n), " —n,n—1+2e—0+1—f—ux .
n - 3172 ;
(n—1+2), e—d+ne—86-n
_ (B4, (=N), P —mntatftl -z
(n+a+pB+1), B+1,—-N

bulunur. Buisee =1, ¢ >0 ve §+1n—c = N olmas: durumunda (2.1.10) denkleminin
pozitif tanimh ortogonal polinom ¢oziimiidiir.
(6.1.68) esitliginde (6.1.69), (6.1.71) esitlikleri gozoniine alimrsa n = 0,1,2,..., N igin

F'z+8+1)T(a+N+1—x)

W) = = nrvei—g)

(6.1.74)

elde edilir. Pozitif tanimlilik igin « +1 >0 ve f+1 > 0 olmahdir.
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(6.1.12) denkleminde (6.1.74) esitligi yerine yazilirsa (2.1.10) denkleminin Rodrigues

formiilii
1 1
H(e(?n—k—l)—l—Qe)W )
A" (W(x—n)ng(x—k—l))
1 . 1

( x—nH:{:+ﬁ+1— (x—N—k:))
- 1
(n+a+/3+1) 2n+a+B) W (x)
A"(W(x—n)(z++1=n)..(z+8)(-1)"(N+1-2z)...(N+n—=z))
1 F'z4+1)T(N+1—2x)
m+a+p+1),IT'(ez+5-1)'(a+N+1-2)
(T (@+B+1—n)T'(a+N+1-2+n n
A ( (F(x—n+1;FEN+1—x+n) )(_1)
(-)"T(z+1) I (N+1—2)
n+a+pB+1),Il'z+B8+1)T'(a+N+1-1)
An(F(x+5+1)F(a+N+n+l—x))
F'N+1—-2)T(x—n+1)

(x—i—ﬁ—I—l—n)n)
(N+1-2x),

seklinde bulunur.

Al I ( x+5+1 '(a+N+1-—2x)

! (N — x)!

do .

ﬁm

al B+1 )(B+1), (T(a+N+1)/(—a—N),)1°

T(N+1)/(-N),) ol

=0 T

_ I(B+Yr <a+N+1>§:<—N>x<ﬂ+1>x§
B ['(N+1) £~ (-a—N), a
F(B+ 1) (a+N+1) = (=N), (B+1), 17
['(N+1) (—a—N)_ !

Il
ifng

=0

D@4 DT N+ (N,BH.l)
- 241

F(N-i—l) —a—N ’

Fr+1)r(a+N+1)[(—a—N)—(B+1)]y
I'(N+1) (—a—N)y
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Fr+1)I'(e+N+1)(-1-N—-a—-0)y

['(N+1) (—a—N)y
B+ (a+N+1D)(a+8+2) . (a+B+N+1)(-1)V
B I'(N+1) (a+1)...(a+N) (=)~
@B+ T(a+ N+1)(a+B8+2)y
I'(N+1) (a+1)y
rg+y)rae+)'fa+68+N+2
_ L8 3\7!( ><F(ozf—6+2))>o (6.1.75)

seklinde tanimlansin.

(5.1.5) ve (6.1.75) esitlikleri (6.1.20) denkleminde yerlerine yazihrsa m,n = 0,1,2, ..., N

icin
N
D> W (@) Yo () Y ()
=0
= dydyds...dp0
I+ r(a+)IT'(a+ B8+ N+2)
N NII'(a+ 8+ 2)
H HZH (2e =1+ (i—1))
=1 =1 =1 1
[ 2c—3+26i)(2i —2+2e) [ ] (2 — 2+ 2¢) (20 — 1+ 2¢)
i=1 1=1
HDzém,n
=1
T+ )P+ (a+B+N+2) (-1)"nl(a+8+1),
- NIT (a+ 6 +2) (a4 B+ 1)y, (a+5+2),,

n

e+d+n+G—))[e+d-n+(i-1)

i=1

(5—5—|—77—|—(i—1))H(5—6—77+(i—1))5m,n
a+ )T B+ (a+B+N+2) (-1)"nl(a+8+1),
NII'(a+ 8+ 2) (a+p+1),, (a+5+2),,
(a+B+N+2) (a+1), (B+1),(=N), dmn
F'n+a+1)I'n+B+)T'(a+n+B+N+2)'(a+B+1+n)/I'(a+F+1)]
Fa+B+2+2n)(a+B+1+2n)/T(a+5+1)]
(=D)" (=N),, 6mn
N!
F'n+a+)I'(n++)T'(n+a+p+1)I'(n+a+ 8+ N+2)n!
'2n+a+8+1)I'2n+a+5+2)(N—n)!

g R fet

6m,n

elde edilir.
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Durum 3.b: N € {1,2,3,...} ve—1<t <1 i¢gin2c = -2N—t ve (% < |0 —n| S) 0+
n<l+ % , N + % < |0 —n| esitsizliklerinden yalnizca biri gergeklensin.

Durum 3.b.1: <% < |6 —n)| §)5+n< 1+%f veetd+n=—N alalm.

(6.1.65) esitliginden x = 0,1,2,... igin

W (0) W) Wix-1)
W (z) w1 W)
(f—e+0)(f—-e—=0) (f—-e+d+(x—-1)(f—-ec—0+(z—1))
(I=n—=f)L+n-f)" 2-n—-f-2)2+n—[f—-2)
(f—e+6),(f—e—-9),
2-n—f-2),2+n—-f—-2)

P-4 T et [D(f—e—d+a) /T (f—c—0)
TA=n=H/TC-n-f-0)]TA+n—f)/L2+n—f—2)
olup
e WOTG =4I (== )T A—n=NT(+g- 1

TT@+f-cH0)l(@+f-c-0O)Il2—n—f-a)L(2+n—f—2)
(6.1.76)

elde edilir.
(6.1.76) esitliginde W (0) =1/ (T (f —e+ )T (f—ec—-)T (1—n—F )T (1 +n—f))
alinirsa

1

(x+f—e+0)l(z+f—-ec—-0)T2—n—f—-a) T 24+n—f—2x)
(6.1.77)

I/V(x):F

bulunur.
(4.2.4) ile verilen smir kogullarinda A = 0 almur, (4.1.12), (6.1.57), (6.1.58) esitlikleri

gozoniine alinirsa

0 = W) (p(-1)—v(-1))
= WO)[(~1+f—e+0)(—=1+f—c—0)

elde edilir. Bu esitlikten W (0) # 0 igin
1) f—e+d=1vel—n—f=N olsun.
Iki esitlik toplanirsa & —n — & = N bulunur.

et+d+n=a+1 ve e—0—n=p+1 (6.1.78)
seklinde tanimlayalim.
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2) f—e+d=1vel+n—f=N olsun.

Iki esitlik toplamirsa § + 7 — & = N bulunur.
e+d—n=a+1 ve e—d+n=0p+1 (6.1.79)

seklinde tanimlayalim.
3) f—-e—06=1vel—n—f=N olsun.
Iki esitlik toplanirsa —d —  — ¢ = N bulunur.

e—d0+n=a+1 ve e+d—n=p+1 (6.1.80)

seklinde tanimlayalim.
4) f—e—6=1 vel+n—f=N olsun.
Iki esitlik toplanirsa —0 + 7 — ¢ = N bulunur.

e—d—n=a+1 ve e+d0+n=p+1 (6.1.81)

seklinde tanimlayalim.
(6.1.78), (6.1.79), (6.1.80), (6.1.81) ile verilen egitliklerin her birinden 2e = a + 3 + 2
elde edilir.
(6.1.78) ve (6.1.79) egitliklerinden 20 = o + N + 1 bulunur.
(6.1.80) ve (6.1.81) esitliklerinden —20 = o + N + 1 bulunur.
(6.1.79) ve (6.1.81) esitliklerinden 2n = 4+ N + 1 bulunur.
(6.1.78) ve (6.1.80) esitliklerinden —2n = 3+ N + 1 bulunur.
Yukarida verilen tiim durumlar (6.1.77) denkleminde gozéniine ahmirsan = 0,1,2,..., N
icin
1

W) = T DTN T I TGN —a)T (<5 —1) (6.1.82)

elde edilir.
(6.1.12) denkleminde (6.1.82) esitligi yerine yazilirsa (2.1.10) denkleminin Rodrigues

formiilii

yn () = — 1 L A" W(x—n)ﬁgo(x—k—l)
H(e(2n—k—1)+25)w<x) k=1

k=1
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1 1

ﬁ(2n—kz+a+6+1)w(x)

k=1

A" (W (x —n)

=

(:U—i—ﬁ—i—l—k)(a:—N—k))
1k 1
m+p+a+1)..2n+a+p)W(x)

( x—on—i—B—l—l—n x+6H x—N—l))
k=1 k=1

1 1 " .
1
= G ratBTD. F(;E+1)F(N+1—x)F(m—N—a)F(—ﬁ—gj)

A

Il
—_

1
'e—n+1)I'(N+1—z+4+n)l'(c—n—-—N—-a)'(n— 0 —2)
(=2 =8), (N+1-x),)

1

_ (n+a+ﬁ+1)nr(x+1)F(N+1—x)F(m—N—a)F(_ﬁ—ﬂc)

1
A" (F(:c—n—i—l)F(N—i—l—x)F(x—n—N—a)F(—ﬁ_x))
seklinde bulunur.
Dougall’s bilateral toplamindan 2f — 2+ 1 < 2f — 2¢ yani 2¢ < 1 igin
i 1
OoF(n—l—c)F(n—i—d)F(l_a_n)r(l_b_n)

B - F'(c+d—a—b—-1)
= Tle—a)T(d—a)T(c—b)T ([d—b) (6.1.83)

olup,c=f—e+06, d=f—ec—95, a=—-14+n+f, b=—-1—n+ f almrsa
i": 1
T+ f-etd) @+t f-e-0)l2—n-f-2) T 2+n—f—2)
I'(1—2¢)
Frl—e+6—ml(1l—-e—=6—-nl(l—c+é+nT(1—-c—5+n)

elde edilir.
f—e+td=1ve 1£n—f=N igin




oo

1
m;oox!(N—x)!F(a:—N—oz)F(—ﬁ—x)
FN(—a—-p-1)

— N!F(—N—a—ﬁ_l)r(_a)r(_ﬁ> (6184)

seklinde tanimlayalim.

(5.1.5) ve (6.1.84) esitlikleri (6.1.20) denkleminde yerlerine yazihrsa m,n = 0,1,2, ..., N
icin
N
> W (@) g (2) 9o (2)
= :COdl dndm,n
_ [(—a-p-1)
T TR g DT
H ((26—1)+i—1) .
T4 (20— 3+25)(z—1+25)2(2i—1+25) L
- [(—a—p3-1) (-D)"nl(a+p+1),
NI (-N-a-8-1T(-a)T (=) (a+ B +1),, (a+B+2),,
[[e+s+n+G-1)][e+5-n+(G-1)
i=1 =1
H(e—5—|—77—|— (i—1)) H (e—=0—n+(G—1))0mn
i=1 =1
_ [(—a-p-1)
B N!F(—N—a— —1) (—a)T (=)
(a+ 5+ 1)y, (a+ 5 +2),, (@t Bt N+ 2ot D (54 D (=) Omn
B r—2n—a-p/T(-2n—a—-pF—1)n! 5
- I'(n—-a-B)T'(-n—-a)T(-n—B) T (-n—N—-a—-p—-1)(N—-n)l ™"
bulunur.

Durum 3.b.2: <% <16 -1 §)5—|—n< 1+%f veetd+tn#—N alahm.
(6.1.77) esitliginde, iglemlerde kolaylik saglamak i¢in f —e — 0 = 1 alinirsa

1
W) = T DT e DTy Ta-c—sry—n) O

elde edilir.
(6.1.12) denkleminde (6.1.85) esitligi yerine yazilirsa (2.1.10) denkleminin Rodrigues

formiilii
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T — miwA"va—nHIww—k—n>

[[(e@n—k—1)+2¢) k=1

k=1

! L An —n)(—z— 1" (-1)" —z
- A e m e 8, () () W =),
1
= (n+a+6+1)nf(:ﬂ—l—1)F(m—|—25—|—1)
F(1—€—5 n—z)I'(l—e—0+n—2)
—z—8), )" ()" (N+1-1),
F(a:—n+1)F(x—n+25+1)

1
F(l—5—6—7]—1:+n)F(1—5—5+n—x+n)>
Fx+)T'(z+20+ )T 1 —-e—-6—n—x)F'1—e—-5+n—1)

(n—142¢),

e

1
F'(z—n+1)T(x—n+20+1)
1
Frl—e—6—n—o)l(l—ec—=d+n—2a)

A

)

seklinde bulunur.

dO:ZW

1
F'z+1)r'(z+20+1)f'(1—ec—-0—n—2)F1—c—0+n—2)

1
Z F'z+1)I'(z+20+1)F'1—e—-0—n—a2)F'1—c—0+n—2a)

T=—00

I
s L[M8 I

seklinde tanimlayalim.
(6.1.83) esitliginde a =e+d+n, b=ec+0—1n, c=20+1, d=1 alnirsa
I'(1-—2¢)

F'l—e+d+nl'l—e+6—T'(1l—e-6—nT'(1—-c—-35—n)
(6.1.86)

d():

olur.
(5.1.5) ve (6.1.86) esitlikleri (6.1.20) denkleminde yerlerine yazihrsa m,n = 0,1,2, ..., N
icin

> W (@) Yo () ym (2)

=0

= dody...dpbpm
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I'(1-—2e¢)
Frl—e+d+nlrl—ec+d—ml(l—e—-0—nIl'(l—ec—-356—mn)

(
- (=Di(@e-1)+i-1)
H4(2Z 3+2¢) (4

i1 —142)°(2i—1+2) ™"
B I'(1—2e¢)
Tl —e4+6+T(Q—c+6—nT(1—-c-0+nT(1—c—0—n)

t;%qii%i?r@+5+m (e4+6—mT(e=8+n)T(e—8—n)6mn

I'(l1—2—2n)T(2 -2 —2n)
rec—2—n)I'l—e+é+n—n)'(l—ec+06—-n—n)
1
F(l—6—5+?7—n)F(1—5—(5—77—n)6m’n

elde edilir.
Durum 3.b.3: [0 —7n| > N+ % alalim. Bu durumda 6 >n >0 i¢gind —n > N + %
olur.
(6.1.62) esitliginden = =0,1,2,... icin
Ww©) WO W(x-1)

W) W) W)
(f—e+0)(f—e—-9) (f—e+o+x—1)(f—e—0+x2—-1)

(
(—14+f4+n)(-1+f—n) (-1+f+n+z—-1)(-1+f—-n+z-—1)

 (metd), (e,
(=14 f+n),(-1+f-n),
L(-1+f+nT(-1+f—-nT(x+f—-c+)T(x+[f—c—9)

L(f—e+0)Dl(f—e—0) T(x—1+f+nT(x—14+f—n)

olup
W (x) = WO T (f—e+) D' (f—-e—-0) T (x—=14+f+nT(x—-1+f—n)
P11+ f+n)l(=1+f-—nl+f—-c+0)l(z+[f—-ec—0)
(6.1.87)
elde edilir.
(6.1.87) esitliginde
P14+ f4+n)l(=14+f—n)
W)= L(f—e+d)T(f—e—0)
alinirsa
T —-1+f+nl(@x—-1+f—-n)

Wiz) = F'z+f—ec+d)l(x+ f—e—0)
bulunur. Islemlerde kolaylik saglamak icin f —e —§ = 1 almirsa

LV(x):r(:c+5+5+n)r(x+s+6—n) (6.1.88)

F'(z+1)T'(z+25+1)
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olur.
(6.1.12) denkleminde e = 1 alimir, (6.1.88) esitligi gozoniine alinirsa n = 0,1,2,..., N

i¢in (2.1.10) denkleminin Rodrigues formiilii

Yo (7) = — 1 Wl(x)A”<W(x—n)Hg0(m—k—l)>
[Je@n—k—1)+2) k=1
B k=1 . .
B W (z)

=

(n—14+2c+(n—k))

>
I
=

A" (W(x—n)H(ac—k:—1+f+7])H(:U—k—1+f—7])>
k=1 k=1
1 F'(z+1)T'(z+25+1)
(n—142¢), I'e+e+d+nT(x+ec+d—n)
An F'z—n+e+d+nT(x—n+e+0—n)
(
F'z—n+1)T'(z—n+20+1)
(x—n—-1+f+n),@-—n-14+f-n),)
1 F'(z+1)T'(z+25+1)
(n—=142¢), I'(@+e+d+nT(x+ec+d—n)
An(F(x—n+€+6+7])F(x—n+€+§—77)
F'z—n+1)T(z—n+20+1)
(xt—n+e+0+mn),(rt—n+ec+d—n),)
Fz+)T'(z+20+1)
'n—14+2¢),I'(e+e+é+nT'(x+e+6—n)
An (F(x+€+6+n)F(x+€+6—n)>
F'z—n—-1)T(x—n+20+1)

seklinde bulunur.

o0

dy : =Y W)

r=—00

if(:v+6+5+n)F(x+6+5—n)
F'(z+1)T(z+25+1)

=0
[

B Zf(e—i—é—l—n)(€+5+77)x1“(5—|—5—77)(5+5—n)w
B [(25+1) (25 +1), .a!

=0

T(e+6+mT(e+6— e+ S+, e46—
_ DletdtnlEe+to=n) o 1 7] (6.1.89)

seklinde tanimlayalim.
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Gauss toplam formiiliinden

a, b\ T(e)T'(c—a—Db)
21 ( . ’1) “T(e—a)T(c—b)

olup,a=e+d+n b=c+0—n, ¢c=20+1 alnirsa

e+d+mn, e+6— re+1)ra—-2
JF) 7 T = 20+ 1T —2) (6.1.90)
20 + 1 FA+6—c—nT(1+d—c+n)
bulunur.
(6.1.90) esitligi (6.1.89) esitliginde gozoniine alinirsa
F'e+d+nT(Ee+6—n) F20+1)r1—2e
dy =
(26 +1) Frl+d—ec—nT(1+d—c+n)
r r - 1-2
(e+d+nT(Ee+d—n)( £) (6.1.91)

Frl+d—e—mIl'(1+d6—c+n)
olur.

(5.1.5) ve (6.1.91) esitlikleri (6.1.20) denkleminde yerlerine yazihrsa m,n = 0,1,2, ..., N

icin

> W (@) g (@) ym ()

= dody...dySpn
'l—2)T(e+d+n)T(e+d—n)
F'l—e+0+nT'(1—c+6—n)
1) n! (26 —
((2?—%23{5(28)121” (e840, (et 8-, (e~ 6+ m), (e =5~ 1), G
F(l—25—2n)F(2—25—2n)F(n+€+5+n)F(n+€+5—n)n!5
re—2¢—n)'l—c+o6+n—n)'l—e+d—n—n) e

elde edilir.
n>d6>0 isen—0>N+L< olur.
(6.1.66) esitliginden z =0,1,2,... igin

W) WO W(-1)

W (z) w1 W)

(e=0-flle+d—f) (e-0-f—-(@-1)(e+d—f—(z—-1))
L=n=H0+n=f) " Q=-n—f-(@-1)A+n—f—(z-1))
1+e-0—-f),Ql+ec+d-f—-2)
24+n—f-2),2-n-f-2),
CEe-0—f)/TA4+e—0—f—a)][T(c+0—f)/T(1+e+d—f—x)]

TA=n=H/TC+n—f-2)]TA+n-f)/T2=n—f—2)
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_ WOI(A—g—T(A+n-T(+e=0—f—a)T (1+c+5—f—u)

r2+n—f—-o)r2—-n—f—-2)T(e—0— T (e+—f)
(6.1.92)

elde edilir.

(6.1.92) esitliginde

Fe=0—f)T(e+d—f)
Fl=—n—-HTQ+n-1)

W (0) =
alinirsa
Frl4+e-0—f—a2)F(14+e+d—f—x)

F'2+n—f-2)I'2-n-f-2x)

bulunur. Islemlerde kolaylik saglamak icin f +7n =1 almirsa

W (z) =

M(—z4+e+d0+nTl(—x+e—5+n)
F(—z4+1)T(—z+2n+1)

W(x) =

olur.

Durum 3.c: N €{1,2,3,...} ve —1<t<1igin2=-2N—t ved veyan den
en az biri sanal, e £ 0 +n7n #0,—1,-2,...,—N + 1 alalim.

(6.1.77) esitliginden

1

(x+f—e+0)l(z+f—ec-)T2—n—f—2)L 2+n—f—x)
(6.1.93)

I/V(m):F

dir. Burada 105 =0 =11, igin 6 = d; + id5 ve n = ny + in, yazilabilir.
(6.1.12) denkleminde e = 1 almr, (6.1.93) esitligi gdzoniine ahmirsa n = 0,1,2,..., N

i¢in (2.1.10) denkleminin Rodrigues formiilii

yn () = — Wl(I)A"<W(x—n)H<p(x—k—l)>

k=1

(n—1+2¢), W(x)
A"(W(x—-n)(z—n—-1+f+n), (t—n—14+f—n),)

1
- (n—1+2¢),
D(r4foetO)T (@t foc-0)T(2—n—f—2)T(24n—f—2)
1

F(z—n+f—-ec+0)T(x—n+f—ec—9)
re—n—f—-z+n)l'RC+n—f—x+n)
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Fz+f—e+)l(z+f—-ec—-)I'Q—n—f-a)T'2+n—f—2)
(n—1+2¢),
1

F'z—n+f—c+0)l'(x—n+f—ec—9)
1
CRETR ] YRy

seklinde bulunur.

A™(

A— —o0 ve N — o0 igin

[e.e]

1
_ZOOF(:E+f—€+5)F(x+f—8—5)F(2—n—f—x)F(2+7}—f—x)

rT=—

do =

seklinde tanimlayalim.

(6.1.83) esitliginde a = —1+n+f, b=—-1—-n+f, c=f—c+5, d=f—ec—9§
alinirsa

I'(1-2e)

Frl—e+d+nlrQ—e+d—ml(l—e—04+nT(1l—c—-0—n)
(6.1.94)

doz

bulunur.

(5.1.5) ve (6.1.94) esitlikleri (6.1.20) denkleminde yerlerine yazihrsa m,n = 0,1,2, ..., N

icin

> W (@) yn () Y (@)

= dody...dpSrmn
I'(1—2e¢)
F'l—e+d+nT'(l—c+6—nT(1l—e=6+nT(1l—ec—6—n)

((_2?%225(2;)12)” (e+8+m), (e +5—m),(c=04m),(e=0=1),0mn

I'(1—2—2n)T(2—2¢—2n)n!
re—2e—n)l'l—e+é+n—n)'(l—ec—06—-n-—n)
! J
Frl—e+d—n—-n)T(1l—e—0+n—mn) ™"

elde edilir.
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