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TESEKKUR
Kuantum mekaniginin temelleri hakkinda beni bdyle bir c¢alismaya yoOnlendiren, en
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1.GIRiS

Harmonik osilatér, diatomik molekiillerin titresimleri, kristal i¢indeki atomlarin ve
cekirdekteki niikleonlarin salinimlari, elektromanyetik alan, fononlar ve benzeri bir ¢ok
titresen sisteme model teskil ettiginden dolay1 fizikte temel bir 6neme sahiptir. Bir ¢ok

fiziksel sistem igin, potansiyel enerji V(q), uzayda bir (, noktas: civarinda bir

minimuma sahiptir. Potansiyel enerji konumun fonksiyonu olarak bu denge noktasi

civarinda

1oV
V(Q)—V(%)Jrl—![a]

(9-0) +..- (1.1)

%o

(a-0,)+~ 2
. 721l ag?

seklinde kuvvet serisine agilabilir. Buradaki ikinci terim denge kosulundan dolay1

stfirdir. m kiitleli bir parcacik denge konumu etrafinda ¢ok kiigiik salinimlar yapiyorsa,
potansiyelin kuvvet serisindeki yiiksek mertebeli terimler ¢ok kiigiiktiirler ve bu ylizden
ihmal edilebilirler. Potansiyelin baslangi¢ noktasinin se¢iminin keyfi alinmasindan

dolay1 ilk terim de alinmayabilir. Boylece Denklem (1.1) deki V (q) da sadece

V() ~(a-q,)°

terimi kalir ki, bu da kiitlesi m olan ve (, denge konumundan ¢ uzakligina bagl
olarak —Cq geri ¢agiric1 kuvvetin etkisi altindaki harmonik osilatdriin potansiyelidir.
Bu sekilde bir potansiyele maruz kalan bir boyutlu bir osilatériin Hamiltonyent,

pZ

H :ﬂ+%mw2q2 (1.2)

ile verilir. Burada, q osilatoriin denge konumuna gore olan yer degistirmeyi, p lineer
momentumu, m pargacigin kiitlesini ve @ salimimin frekansimi belirtir. Harmonik

osilatdr i¢in kuantizasyon, q ve p’yi Hilbert uzayinda



[q,p]=i (1.3)

seklinde Heisenberg sira degistirme bagintisini saglayan 6z eslenik operatorler alarak
gergeklestirilir (7 =1alinmistir). Bunlar cinsinden, biri digerinin hermitik eslenigi olan

bozonik operatdrler ise

a’ :( %jq - i[ ﬁ} p (yaratic1 operator) (1.4)
a- ( @] q+i [ LJ P (yok edici operatdr) (1.5)
2 2mew

seklinde tanimlanir. Tanimin sonucu olarak bu bozonik operatorler,
[a.a"|=1 (1.6)

sira degistirme bagintisin1 saglarlar. Bdylece, Denklem (1.2) ile verilen harmonik

osilatér hamiltonyeni Denklem (1.4) ve (1.5)’deki bozonik operatorleri cinsinden
w 1
H=—(a'a+aa" )=w|a'a+— 1.7
(aavaa)=ofa'ary ] 1)
seklinde yazilabilir. |y/0> , salinici operatorlerin etkidigi J€ Hilbert uzayimin,

aly,) =0 (1.8)

sartin1 saglayan normalize bir 6z vektorii olsun. Denklem (1.5) yardimi ile Denklem

V5 el



seklinde yazilabilir. Bu sekilde, Denklem (1.8) artik 1. mertebeden lineer bir

diferansiyel denkleme doniismiistiir. Bunun ¢oziimiiniin X E(\/ma))q olmak {izere

konum bazinda

2

<X|l//0> =y, (x)=x"" exp(—X?)

seklinde oldugu rahatlikla gosterilebilir. Bu ¢oziim, Hilbert uzayinda tanimli skaler

carpima gore

o0

<l//0|l//0>: I dX‘<X|l//0>‘2 =1

—00

seklinde normalizedir. Normalize 6zvektorlerin tam kiimesi {|wn>}, {| 1//0>} "dan

v, )=(n)" (") |, (1.9)
bagmtis1 kullanilarak kurulabilirler. Bu vektorler, N=a'a ile verilen say1 operatdriiniin
Nwa)=n[ws)
seklinde n 6zdegerli normalize 6zdurumlaridir. N say1 operatdriiniin spektrumu, negatif

olmayan tam sayilardan meydana gelmis olup, 6zdegerlerin hi¢ biri dejenere degildir.

Dolayist ile |, ) ’ler H'nin de (n+1/2)@ dzdegerli dzvektérleridir.



2- SU(2) LIE CEBIiRi, JORDAN-SCHWINGER KURULUMU VE TEMSILI
K adet lineer bagimsiz osilator toplulugu icgin yaratict ve yok edici operatorler

arasindaki sira degistirme bagmtilar1 giris bolimiinde betimlenen bir boyutlu tek

osilatoriinkine benzer olarak

[a. af] =0

i i
[ai,aj]:[ai*,a}]:O i,j=1,2,..,K

2.1)

seklinde yazilabilir. Benzer sekilde bu osilatorler toplulugunun hamiltonyeni ,

K K
H= a)(Zafai +?j
i=1

(2.2)

ve bunun 6zdurumlari

()" (a)" (ax) " |wo) (2.3)

seklinde kurulabilir. Burada, @, , k durumunda bir bozon yaratirken, a, ise yok eder.

Dolayisiile a ve a’ i¢in 6zdeger denklemleri bir boyutlu esdegerleri dikkate alinarak

&[Ny N ) =N [N =100 )

.
a [n,n,,...n ) =n+1n,..n_,n+Ln, .00



seklinde yazilabilir. SU(2) cebirinin operatorleri J, ve J, iki lineer bagimsiz

osilatdriin artiric1 ve azaltici operatdrleri cinsinden

J,=a'a, J =a)a

+

1, . 1
J =E(a1 al—azaz)EE(Nl—Nz) (2.4)

seklinde kurulabilir (Chaichian and Hagedron 1998 ). Bu kuruluma SU(2)’nin Jordan-

. . g . _>2 .
Schwinger realizasyonu adi verilir. Agisal momentumun karesi, J ’de bu bozonik

operatorler cinsinden
2
E a'aaja ——N (2.5)

seklinde yazilabilir, burada N ise

N EZai*ai =N, +N,

. eq e .. _>2 L) . .. ~ .
ile verilir. Bu durumda, n=n; +n, olmak iizere J ’ nin 6zdeger denklemi

-2

J

Vi) :%n(%n +1]\y/n“nz> (2.6)

olarak bulunur. Daha 6ncede bulmus oldugumuz J, i¢in de

,n2>=%(n1 =)W ) 2.7

bagintis1 dikkate alinir ise agisal momentum kuantum sayist1 j igin (2.5) esitliginden



j=%n=0,%,1, ..... (2.8)

degerlerini aldig1 goriiliir. Bdylece, Denklem (2.4)’la birlikte Denklem (2.8)’deki

ifadeler kullanilir ise j ve m i¢in
.1 1
J=5(n1+n2), m:E(nl—nz) (2.9)

degerleri bulunur.

Acisal momentum 6zvektorleri artik
| im)=P;, (a',a;)|0) (2.10)

seklinde vakum durumundan iretilirler, burada P, (al+ ,a, )

o (@) (@)
"ol ) e

seklinde yazilabilir. (2.10) Denklemindeki operatorler bu vektorler tizerine

J,| jm)=m]| jm)

Ji|jm>:\/(jim)(jim+1)|j,mil>

olacak sekilde etkirler. Bu sonuglar, Jordan-Schwinger kurulumunun, SU(2) Lie

Cebirinin tiim sonuglarini ¢ok basit bir sekilde verdigini gosterir.



2-1 Harmonik Osilatorlerin q-Analoglar: ve SUy(2) Kuantum Grubu

Uqy(su(2)) seklinde de gosterilebilen SUy(2) kuantum grubu, ilk olarak Sklyanin ve
ondan bagimsiz olarak Kulish ve Reshetikhin tarafindan Yang-Baxter denklemlerinin

incelenmesi esnasinda 6ne siiriilmiistiir (Chaichian and Hagedron 1998).

Bu kesimde , teorinin cebirsel islemlerini dikkate deger bir sekilde basitlestiren Jordan-
Schwinger temsilinin (Chaichian and Hagedron 1998 ) g-analogu kullanilarak, SUy(2)
kuantum grubunun realizasyonu gerceklestirilecektir  (Biedenharn1989). Bu
realizasyonu bulabilmek i¢in harmonik salinicinin g-analogu kurulacaktir (Biedenharn

1989, Macfarlane 1989).

SUy2) kuantum grubu, Lie komiitatér bagntilarma wuyan J,, J veJ,

operatorlerinden cebirsel olarak tiiretilir (Mactarlane 1989):

[3,,3.]=4J,
(2.1.1)

‘Jz _‘Jz

qg°r—q
[‘]+’Jf]:[2‘12]= 97 —q

-1/2

(2.1.2)

burada, q reel bir say1 olup, J, =J, £iJ ’dir. Denklem (2.1.1) ve (2.1.2) ile verilen bu
cebirin jeneratorleri g —1 limitinde SU(2)’nin Lie cebirine indirgenir. Denklem
(2.1.1) ve (2.1.2)’de g=¢€" (7 —> Oiken g — 1 olmak kaydi ile ) olmak {izere

X —X

_9 -9 _ sinh 7X
[X] - sinh 7

kisaltmasi kullanilmistir.

Bir boyutlu g-deforme harmonik osilator



olacak sekilde |n> bazli (n=0,1,2,3,...) bir Hilbert uzayinda etkiyen a operatorii ve

bunun eslenigi dikkate alinarak kurulur. Burada [n] !Z[n][n-l] ..... [l] ile verilmistir. Bu

durumda, a ve a* ’in 6zdeger denklemleri

a*[n)=[n+1]"|n+1) (2.1.3)

a|n>=[n]”2|n—1> (2.1.4)
ile verilirler, burada

aa" =[N +1] (2.1.5)

a‘a=[N] (2.1.6)
operatorleri ve N operatrii

N|n)=n|n)
olacak sekilde tanimlanmistir. Ayrica

[N,a+}=a+ [N,a]=-a

2.1.7)



sira degistirme bagmtilarinin da oldugu ve bunlarin, a’a ve aa’’nin Denklem

(2.1.5) ve Denklem (2.1.6)’daki degerleri kullanildiginda,

aa*-q'a'a=q" (2.1.8)

bagintilari1 verdigi kolaylikla goriilebilirler. Bu esitlik bilinen harmonik osilator i¢in
sira degistirme bagmtisinin bir cins deformasyonudur. Bu noktada, " ’nin a‘a ve aa’

ile sira degistirdigini ve

qrna+q—rn :qra+ (2.1.9)

g"ag " =q'a (2.1.10)

bagintilarinin da gegerli oldugunu sdylemek gerekir (Macfarlane 1989). Denklem

(2.1.10)’da r=1alinarak

a+a — quaq—NaJr

bagintisina ulasilabilir. Burada m ,r ve N arasinda m=rN seklindeki baginti gegerlidir.

Bu ve [V, N]=0 — [qV%N]=0 sira degistirme bagintis1 ile N=a‘a bagintis1 kullamlarak

N/2 -N/2

a'a=q '“a'aq
ifadesi elde edilir. Son iki bagint1 (2.1.8) Denkleminde tekrar yerine yazilirsa,

q2aq_Na+_q—N/Z(,Jl+aq—N/2 =q (2.1.11)

ifadesi bulunmus olur ki bu noktada, kolaylik i¢in



1/2

b=(q-q") "aq

-N7/2

(2.1.12)

1/2

b =(q-q"') g "a’ (2.1.13)

seklinde yeni yaratici ve yok edici operatorler tanimlamak uygundur. Bunlar arasindaki

sira degistirme bagintisinin
q’bb* —b'b=0° -1 (2.1.14)

oldugunu gdstermek kolaydir. Bu yeni operatorlerin 6zdeger denklemleri, basit

harmonik osilatérde oldugu gibi, |n> durumunda, n=0,1,2,.... olmak tizere b 0> =0
olacak sekilde
b*|n)={n+1}""|n+1) (2.1.15)
b|n)={n}"*|n-1) (2.1.16)

yazilabilir. Bu noktadan itibaren kolaylik olsun diye
) =1-q”
kisaltmas: kullanilacaktir. Bu durumlarin aslinda, Denklem (2.1.14) ve (2.1.15)’in

yardimu ile Oonceki gibi Denklem (2.1.3) ve (2.1.4)’i Denklem (2.1.15) ve (2.1.16)’ya

doniistiiren durumlar oldugunu gérmek gerekir. Benzer sekilde b ve b*’lar arasinda

bb* = {N+1}=1-q~""

-2N

b'b={N}=1-q

bagintilarinin oldugu ve bunlarin da ¢ =e€" alinarak

10



bh=1-¢2™N
e—2rN — 1 _ b+b
27N = 1n(1 —b*b)

seklinde yazilabileceklerini gormek gerekir

2.1.1 SU4(2)’nun q-osilator temsili

Bir g-deforme osilatoriin kurulumunu gordiikten sonra, simdi arttk SU(2),’nun deforme

osilatdrler cinsinden nasil kurulacagi problemi incelenebilir. Iki adet birbirinden

bagimsiz 8, ve @ operator grubu ve bunlarin | ni> ketlerini g6zoniine alarak
J =a'a, J =a)q (2.1.17)
tanimlanabilir. Bu operatorler arasindaki sira degistirme bagintisi ise

[‘J+’ ‘]—] - [2‘]2]

seklindedir. Burada, [ZJZ] :[Nl]—[Nz] oldugundan,

(2.1.18)

verir. (2.1.17) Denklemi SU(2)’nin Schwinger temsilidir. Simdi artik (2.1.17) ve
(2.1.18) Denklemleri ve onceki kesimde elde edilen sonuglari kullanarak, (2.1.1)

Denkleminin saglandig1 gortilebilir. SU(2) nin Jordan-Schwinger temsilinde
n=j+m n,=j—m

oldugundan, SUy(2) nin | jm> bazinin realizasyonlari

11



( )”m
neiom o i >=(2) v

(i=m)!

n=j+m — |j+m)=

ifadeleri kullanilarak

seklinde tanimlanir. Burada |0> keti ise aslinda |00> seklindedir. Son bagintiya J; ve J.

operatorleri uygulanmasi ile bunlar i¢in 6zdeger denklemlerini

J,|imy=J,|nn,)=a’a,|[nn,)=/(n +1)

J_|im)=J_|nn,)=aya|nn,)= (n, +1)

olacak sekilde

J.| jm>:\/(j4_rm+1)(j$m)| jm+1)
yazmak miimkiindiir.

2.1.2 g-deforme osilatoriin koordinat temsili

g-deforme harmonik osilatoriin koordinat temsilini ger¢eklestirebilmek icin

b =e”—e*e* (2.1.19)

12



b* =e™> —e¥e™* (2.1.20)
operatorleri tanimlanir. Burada, 0=0, =0/0X olup

e"%e™ =e"e"%e" (2.1.21)

bagintis1 kullanilir ise, (2.1.19) ve (2.1.20) Denklemlerinin (2.1.14) Denklemini

sagladig1 goriilebilir. u=s ve v=-1 alinacak olursa Denklem (2.1.21)’de

ifadesi elde edilir ve buradan yaratic1 operator
b+ — e—2x _e—xesae—s

seklinde bulunur. b'b ve q’bb” bagntilar1 hesaplanip e*=q oldugu dikkate alindiginda,
(2.1.14) Denklemi elde edilebilir. Bir evvelki kesimdeki benzer islemler ile, Denklem

(2.1.19)’dan , (bCDO)(X) =0 olacak sekilde

X2 x

D, (x)=e2 2
taban durum dalga fonksiyonu bulunur. Gergekten de, bu

(e —e'e”) D, (x) = "D, (x)—e"D, (x+5)

xi_l (x+s)2 _@

=ezxe25 2 _exe 2s 2

2
2x+x——1 2x+x——1
=@ 2s 2 —e 2s 2

=0

oldugundan taban durumudur. Artik yaratici operator araciligi ile uyarilmis durumlar

13



D, (x)= (b*)n @, (x)
seklinde yazilabilir. Yani,

b*|0) =|1)
ve

b+ — e—2x _ e—xesae—s

olduklar1 kullanilacak olursa 1. uyarilmis durum icin

buradan 2. uyarilmis durum i¢in

<x 1>:<x|2>

D,(x)=(e™—e*)d,(x)=(e™-e )2 @, (X)

b+

ve n. uyarilmis durum igin

O, (x)= (e‘2X —e‘s)n @, (x)

oldugu rahatlikla gosterilebilir.

ey =3[ ey

k=0

14



Binom agilimi en son ifadede kullanilirsa, @

CDn(x)=®0(X)Z{E}e‘2‘“(—e‘s)n_k (2.1.22)

n
k=0

n
seklinde yazilabilir. (kj normal Binom katsayilari olup, Denklem (2.1.22)’dekiler ise

olacak sekilde tanimlanmis ve aralarinda ise

e )

bagintis1 gecerli olan Binom katsayilaridir. q-deforme harmonik osilatoriin koordinat

temsili, Denklem (2.1.22)’deki @, (X) ’lerden

v, (x)=({n}) " @, (x) (2.1.23)

fonksiyonunu tanimlanarak elde edilebilir. Bu durumda, yaratici ve yok edici

operatorler v, ’ye uygulanirsa,

b"¥, (x)= {n+1}”2 Vo (X)
b¥, (X) - {n}l/Z Yo (X)

bagintilar1 gegerli olur.

2.1.3 g-deforme osilator icin ortagonallik ve skaler ¢carpim

15



Gergekte y, fonksiyonlari, birim ¢emberde tanimli olan Rogers-Szégo Polinomlar ile

iligkilidirler (Andrews 1976, Szégo 1982). Rogers-Szégo Polinomlari,

seklinde tanimlanir. Bu durumda Denklem (2.1.23)’deki normalize polinomlar

v, (2)=({n}) " (-a") G, (-zq) (2.1.24)

olup, z=¢""dur.
(1.9)- [80/(2)u(0) 1 (2 0(2)

Skaler carpimi kullanilacak olursa y, ’ler (l//n,l//m)=5

nm

diklik sartin1 saglarlar.

Buradaki ,u(é’ ) , @’nin fonksiyonudur ve

seklinde tanimlanmistir. Denklem (2.1.24), (2.1.23) ve (2.1.22) ile karsilastirildiginda
1.
x:—§|¢9 (2.1.25)

oldugu goriiliir ve boylece
g x:——lie =0 x:——lie t//(z:e”)
" 2 ‘ 2 "
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ifadesi elde edilir. Boylece, daha evvel tanimlanmis olan skaler ¢arpim
2
(n|m)= [ do/(27)c(0)¥,(0) ¥, (0) (2.1.26)
0

sekline doniisiir. Denklem (2.1.26)’da o/(6)

o(6)=u(6)exp [i—;j (2.1.27)

ile verilir. Denklem (2.1.25) kullanilarak b ve b" yeniden yazilirsa

. 1. .0
b= —i60) - ——i6 2iIs—
exp(—i6) exp( > jexp( 86’)

(2.1.28)
b" =ex (iH)—ex £2is—jex (—l iﬁj (2.1.29)
p p 39 p 2 * *

seklini aldiklart kolayca gortiliir.
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2.2 Fibonacci Osilatorleri
Bu boliimde, bozonik osilatorlerin Schwinger teorisi Fibonacci osilatorlerine
genellenerek g-parametresinin fiziksel yorumu iizerinde durulacaktir (Chatterjee

1994,1996).

Bir boyutlu basit harmonik osilator i¢in olan Hamiltonyen ifadesine benzer olarak -

deforme harmonik osilator i¢in Hamiltoniyen
w + +
H =E(aqaq +a;a,) (2.2.1)

seklinde yazilabilir. g-deforme harmonik osilatér ile deforme olmamis harmonik

osilatoriin yaratict ve yok edici operatorleri arasinda

aq = a
n 2.2.2)
at=a' m
‘ n
bagintilar1 vardir. g-deforme osilatoriin
— Ed
H{n)=E}|n) (2.2.3)

O0zdeger denklemi deforme olmamis harmonik osilatére benzer sekilde ¢oziiliirse,

deforme olmus harmonik osilator i¢in enerji 6zdegerleri
@
El=—1[n+1|+[n 224
2= 2{[n+1]+[n] (.24

olarak bulunur. Eger deformasyon parametresi (=€’ alinirsa enerji 6zdegeri,
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sinh(nr + ;j
Ed —%— (24.5)

sinh(fj
2

seklinde bulunur. Bu ifadede g=1, yani 7 =0 alinirsa, enerji 6zdegeri deforme olmamis

harmonik osilatdr i¢in bulunan ifadeyle ayni degerleri alir. (2.1.10) Denkleminin
[n+1]-q[n]=q™" (2.2.6)
seklinde yeniden yazilabilecegi goriildiigiinde,

[n+2] :(q +q"')[n+1]-[n]
2.2.7)

seklinde bir indirgeme bagintis1 elde edilebilir. Bu baginti, daha genel bir bi¢imde
[n+2]=a[n+1]+B[n] (2.2.8)

seklinde de yazilabilir. Denklem (2.2.6), (2.2.7) ve (2.2.8)’den q—1 limitinde
[0] =0, [1] =1 ve 4 — oo limitinde [0] =1, [1] =1 degerlerini aldig1 rahatlikla goriiliir.

Denklem (2.2.8)’de, a=q+q" ve £ =-1 alinacak olursa,

ifadesinin 2’den biiyiik olmasi1 gerektigine dikkat etmek gerekir.

a=q+q"' =3 vede q=1+¢ segilir ise
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3:
q
P H20+2
I+¢
bulunur ki bu da
¢’ —p-1=0

denklemine indirgenir. Bu denklemin ¢oziimleri ise

seklinde olup, + isaretli olan

1++/5
gpz

2
(2.2.9)

matematikte “Altin Oran” olarak bilinir. Farkli & ve [ secimleri i¢in [n] ifadeleri

cizelge 2.1 ve 2.2’de verilmislerdir.
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Cizelge 2.1 o=3, p=-1, [0]=0, [1]=1 degerleri kullanilarak (2.2.8) Denkleminin

¢coziimleri

1.DURUM: =3 , p=-1, [0]=0 , [1]=]
[n+2]=a[n+1] + B[n] [n]

n

[0+2]=3[0+1] -1 [0] 2] 3
0[=3x1

[1+2]=3[1+1] -1 [1] 3] 8
1| =3%x3-1x 1

[242]=3[2+1] -1 [2] [4] 21
2| =3x8-1x%3

[3+2]=3[3+1] -1 [3] [5] 55
3 =3%x21-8

[4+2]=3[4+1] -1 [4] [6] 144
4| =3x 5521

[5+2]=3[5+1] -1 [5] [7] 377
5| =3x 144-55

[6+2]=3[6+1] -1 [6] 8] 987
6 | =3x 377-144

[7+2]=3[7+1] -1 [7] [9] 2584
7 | =3 x 987-377

[8+2]=3[8+1] -1 [8] [10] 6765
8 | =3 x 2584-987

[9+2]=3[9+1] -1 [9] [11] 13530
9 | =3X 6765-2584
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Cizelge 2.2 o=3, p=-1, [0]=1, [1]=1 degerleri kullanilarak (2.2.8) Denkleminin

¢coziimleri

2.DURUM: o=3 , p=-1, [0]=I , [1]=]

n [n+2]=a[n+1] - B[n] [n]

0 | [0+2]=3[0+1] -1[0]=3-1 2] 2

1| [142]=3[1+1]- 1[1]=3 X 2-1 3] 5

2 | [2+21=3[2+1]- 1[2] [4] 13
=3 X 52

3 | [3+2]=3[3+1]1[3 [5] 34
—3 % 13-5

4 | [4+2]=3[4+1- 1[4] [6] 89
—3 X 34-13

5 | [5+2]=3[5+1]-1[5] [7] 233
—3 X 89-34

6 | [6+2]=3[6+1] - 1[6] [8] 610
=3 X 233-89

7 | [7+21=3[7+1] - 1[7] [9] 1597
=3 X 610-233

8 | [8+2]=3[8+1] - 1[8] [10] 4181
=3 % 1597-610

9 [ [9+2]=3[9+1] - 1[9] [11] 10946
=3 x 4181-1597
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Cizelge 2.3 Cizelge 2.1 ve Cizelge 2.2’nin birlestirimi sonucu olusan Fibonacci

Serisinin tablosu

FIBINACCI SERISI

[n]

[0] 0
[0] :
[1] !
2] 2
2] 3
3] :
3] 8
[4] 13
[4] 21
[5] 34
[5] 55
[6] 89
[6] 144
[7] 233
[7] 377
[8] 610
[g] 987
[9] 1597
[9] 2584
[10] 4181
[10] 6765

23



2.3 g-osilatoriiniin Doniisiim Teorisi

Bu bolimde, yayilim-sogurulma temsilinin bilinen formiilasyonu ile baglayarak,

kofigiirasyon ve momentum uzaylarinda durum fonksiyonlar1 elde edilecektir.
2.3.1 Sogurulma ve yayilma bagintilar

[lk olarak g-deforme sira degisim bagintisi

(a,a)q =aa—Qgaa=1

(2.3.1)

seklinde yeniden yazilirsa, bu operatdrlerin zaman bagimliligi

H =h7w(5a+ ag)

(2.3.2)

Hamiltonyeni ile
ina=(a,H), (2.3.3)

denkleminden belirlenir. Denklem (2.3.1) ve (2.3.2), Denklem (2.3.3)’de kullanilacak

olursa

iha=hoa
(2.3.4)

bulunur ki, bu da kabaca bunlarin
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a~a' (2.3.5)

seklinde zaman bagimliligina sahip olduklarini sdyler. |n>, H Hamiltonyeninin 6z

durumlari ise

12
= -1
ol =)o -
a|n>:<n+1>/ In+1)
bagintilar1 gegerlidir ve burada <n> , daha 6nce oldugu gibi
(ny=9"! 2.3.7)
q-1
seklinde tanimlanmistir. Boylelikle, tiim bunlara ek olarak
5§| n> B <n>| n> (2.3.8)
aa|n)=(n+1)|n)
ve
(aa—qaa)|n>=(<n+1>—q<n>)|n>:|n> (2.3.9)

bagintilarim1 da yazmak miimkiindiir. Son olarak da, Denklem (2.3.2) ile verilen

Hamiltonyen i¢in 6zdeger denklemi

H|n>=(h7w)(<n+1>+<n>)|n> (23.10)

seklinde yazilabilir.

2.3.2 konfigiirasyon uzay
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Denklem (2.3.1)’de gosterilen basit sira degisim bagintis1 asagida gosterilen formda da

yazilabilir:

AeA=q"

Burada tanimlanan A ve A sdyledir:

2.3.11)

(2.3.12)

Denklem (2.1.1), SUy2)’ye ait kanonik doniisiimii kullanarak (x,p) temsiline

dondistiirtilebilir. Bu doniisiim,

A=TX

seklinde olup, burada

\

ile verilirler. Bu durumda,

Xvexzq—l/Z

ya da

26

(2.3.13)

(2.3.14)

(2.3.15)

(2.3.16a)



(2.3.16b)
yazilabilir. T ise,
T'eT=TeT'=€ (2.3.17)

bagintisini saglar. Denklem (2.3.17)’den elde edilen esitlikler asagida verilmistir.

af =qpa, a&+ﬂﬁ:1, aﬁ:qﬁa

- M IR (2.3.18)
aa+q pp=1, Pa=qap, pp=pF, Pa=qap

Bu egsitlikler bulunurken 7:qlﬁ ve S=a olarak almmistir. Burada, q,=q ' dir.

Denklem (2.3.16)

D= %(9), (2.3.19a)
d
0=X—, (2.3.19b)
dx
olmak tizere
Dy (X) =M (2.3.19¢)
gx — X

fark operatdriinii saglar. q — 1limitinde, D d/dx olur. Simdi de eslenik momentum

(2.3.20)
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olarak tanimlanirsa, Heisenberg g-sira degisim bagintisi:

pX—Qgxp = —ih (2.3.21)
sekline dontisiir ve T

a=aD+px, a=-q fD+ax (2.3.22)

kanonik doniisiimii tanimlar. Ters doniigiim ise

T (f R J (2.3.23a)
p «a
yada
D=ca-qpfa, x=pa+aa (2.3.23b)

biciminde olur. Yeni degiskenlerle Hamiltonyen yeniden yazilir ise,

N =%[(q +1)(apx* - g, fad? ) +(aa—q,55) DX—(ao?—qlﬂﬁ)xD} (2.3.24)

1 1
seklini alir. g —> 1 limitinde T operatori T = j bi¢imine doniistiiglinden, a

%(—1 1

ve a

(2.3.25)

olarak bulunur. Sonugta, H
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Y :l( d’ +X2J (2.3.26)

bicimindedir. Taban durumu dalga fonksiyonu
al0)=0 veya (Bx+aD)y,(x)=0 (2.3.27)

bagintilarindan bulunur. D’yi fark operatorii olarak ifade ettikten sonra, Denklem

(2.3.27)’den

w, (x)=(1+K) "y, (qx) (2.3.28)
bulunur. Burada K
K=(1-q)a"gx* (2.3.29)

ile verilir. Iterasyon yaparak, taban durumu igin

w,(X)= f[(1+ Kg?® )‘l v, (a"'X) (2.3.30)

veya

y/O(x)=ﬁ(1+ Ka™) " v, (0) (2.3.31)

ifadelerini bulmak miimkiindiir. |q|<1 oldugunda Denklem (2.3.31)’deki carpim

yakinsaktir. 1>r>0 araliginda g =1 i¢in Denklem (2.3.31)’deki sonsuz ¢arpim yaklasik

olarak

v, (X) =y, (O)GXp{— “1 qu r} (2.3.32)

29



seklinde yazilabilir. g=1 ve r=1 olursa, Denklem (2.3.32) ifadesi bilinen Gaussian taban
durumuna indirgenir. Denklem (2.3.31)’deki sonsuz c¢arpim kaydirilmis faktoriyel

cinsinden asagidaki bicimde tanimlanabilir:

n-1

(ala) =]](1-aq®) (2.3.33a)

00

(ala), =[T(1-a9*) (2.3.33b)

0

Bu durumda, denklem (2.3.31)

vy (x)=(-K \qz): (2.3.34)

seklinde yazilabilir. (X) ’in q”’nin kuvvetleri cinsinden seri a¢ilimi1 Euler boliisiim

fonksiyonunu ortaya ¢ikarir;

e,(2)=(za). |zJ<1 (23.35)
Bu durumda,
—-K)"
v, (x)=¢.(-K)=2 (2 2) (2.3.36)
(o7)a%),
Ve
K.\
e, (—(1—q2) KO) = z(<n>°)' (2.3.37)
g
oyle ki

w,(X)= Z(_KO ).n (2.3.38)



seklinde yazilabilir, burada, K,

1 2
K, =2 PX (2.3.39)
1+q

olarak kullanilmustir. €. (—(1 - qz) KO), q—1 limitinde e olacak sekilde tekrar

Gaussian gosterimi verir.
2.3.3 Uyarilmis durumlar

[k uyarilmis durum, Denklem (2.3.22)’den

y/l(x):<x|l>:(&x—qIZ’D)w0(x) (2.3.40)
seklinde bulunur. Denklem (2.3.27)’den

Dl//O(X) :—a’lﬁxl/lo(x) (2.3.41)
oldugu gosterilebileceginden, Denklem (2.3.40) icin

v, (X) =a 'xy, (2.3.42)
ifadesi elde edilebilir. ikinci uyarilmis durum ise,

(2)"2)=a|1) (23.43)
ile verilir, ya da ilk uyarilmis durumdakine benzer sekilde,

(2)" (%) = (@x =, 8D ) (¥)

_ B (2.3.44)
=aa X'y, ~q fa'D (XV/O )
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olarak elde edilebilir. D i¢in, Leibniz Kurali
D(A(x)B(x))=(DA(x))B(gx)+A(x)DB(x) (2.3.45)
seklinde oldugundan , Denklem (2.3.27) ve (2.3.28)’den,

D(xy, ) =w, (ax)+ XDy, (x)

) (2.3.46)
=(1-g9a™' X )y, (%)
ifadesi elde edilir. Bu durumda Denklem (2.3.44)’den,
<2>1/2 w,(x)= [gea’lxz - qlﬁof1 (1 —qa ' BX’ )] v, (X)
(2.3.47)
ifadesi veya
v, (X) :<2>_l/2 [—qlﬁa’l +a’2x2]w0(x) (2.3.48)

ifadesi kolaylikla bulunmaktadir.

Hem ‘/’1(X) ve hem det//z(x), P(n)(X)(//O(X) formundadir ve burada t//o(x), qg—o1
limitinde Gaussian olup, P(”)(X) de Hermite polinomuna indirgenir. P(”)(X) i¢in

indirgeme bagintilar

<n>l/2 l//n = a'l//n—l
(2.3.49)

<n>l/2 ( P(n)y/O) = 5( P("_l)t//0 ) = (gzx + ;/D)( P(n_])l//o)
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denklemleri araciligi ile elde edilebilir. Leibniz kurali ve (2.3.27) ve (2.3.28)

Denklemleri yardim ile
D(P"ly,) = DP"ly, (ax) + P Dy, = [(DP(”))(H K)—P"g" ﬂx}//o (x)  (23.50)
ifadesi, (2.3.49) ve (2.3.50) Denklemleri araciligi ile de

<n>l/2 P(”) — &Xp(nfl) + 7/( DP(”) )(1 + K)_yp(n)ailﬂx (2351)

ifadesi kolaylikla elde edilir. P =1 oldugundan, Denklem (2.3.50)’den P™ nin her
bir n i¢in n. dereceden polinom olmas1 gerektigi agiktir. Ayrica, PV belli bir pariteye

sahiptir (tek ya da cift). p) ¢ift oldugundan, p ‘nin, n tek (¢ift) oldugunda, tek (¢ift)

oldugu gbriiliir. Bdylece, P"

[n/2

]
U (2.3.52)
k=0

seklinde yazilabilir. Burada [n/2], n/2’ye esit ya da bundan kiigiik en biiyiik tam

sayidir. Denklem (2.3.52)’de tanimlanan P nin, Denklem (2.3.51)’de yerine

yazilmasi ile p, katsayilar1 i¢in
<2>l/2 pp = (gt pila—q" My p;’lﬂ)a’l + (n -2k + 1> ypio (2.3.53)

yineleme bagintisi elde edilir. Denklem (2.3.53), p, = (<n>!)71/2 Cp (q);/ka("fk) ansatz’1

kullanilarak daha da indirgenebilir. Burada tanimlanan ¢, (q) katsayilari, g’nun

nlimerik fonksiyonlardir. Denklem (2.3.18)’de verilen sira degisim bagintisinin art arda

kullanilmasi ile
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apla=q‘aap!, yprf=9"*yBp" (2.3.54)

sonucu bulunur. Bdylece Denklem (2.3.53), niimerik katsayilar ¢ (q) tarafindan

belirlenen daha basit bir bagint1 ile verilir:
cr (a)=acy (a)+(n—2k+1)cy (q) (2.3.55)

Denklem (2.3.55)’iin ¢oziimii, ilk sabit ¢, = 1secilir ise

CE (q) _ q(k/2)(3k+1)qfnk <2k —1>q ”<;k> (2356)
q

n
seklinde yazilabilir, burada <k> Binom katsayis1 olup

q

i = (n-2k) g c! (2.3.57)

e =q" <2—k>cn (2.3.58)

bagintilar1 dikkate alinarak kolayca kontrol edilebilir. Boylece, Denklem (2.3.55)’{in sag
tarafindaki ifade

gic +(n-2k+1)cy ) = ((n —2k)+q"* (2k))c; /<n> (2.3.59)
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bigimine doniigiir. Son olarak, q'<m>:<m+l>—<l> genel ifadesinin Denklem

(2.3.59)’da kullanimu ile Denklem (2.3.51)’in saglandig: goriilir. q=1 oldugu zaman ¢,

sabitleri

- ny) n 1 n—k
Cy —(2k—1)!!(2k]_2—km( Y J (2.3.60)

bi¢imine indirgenir, burada (Zk—l)!!/ (2k)!=1/ 2¥k! Szdesligi kullanilmustir. g=1

oldugu zaman o =—-y = 1/ V2 oldugunda, P(n)polinomlarl

Pr(x)= [:Zj (nzlzw (n—lk)!(nk_ kj(_%j (%j -
1 n

(2.3.61)

seklini alir. Bunlar bilinen (normalize olmamis) Hermit Polinomlaridir. Asagida ilk alti

polinom i¢in agik ifadeleri yazilmistir.

((2)9)
((3)!)“2 P (x)=ax’ -2 (3) fax
((4)1)

(#NPY(x)=ax* -} i) o+ (3) B o’

(2)

(5997 P9 (x) = %' —q! % Bax + @ (S)(3) Bl

((6))* PO (x)= o x¢ —qf% o +qf%ﬁ2a4xz g (S)(3) P
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2.3.4 aabazi ve x bazi arasindaki doniisiim

aa bazi Denklem (2.3.22)’nin a =1 ve =0 oldugu zamanki 6zel bir durumudur. Bu

durumda,
a, =y (2.3.62a)
a, =D, (2.3.62b)
(2-2,) =(D,.y), =! (2.3.62¢)
ve
ny=—2—~|0) (2.3.63)
({m)
ifadeleri ile
yn
yin)=———7:1 (2.3.64)
< | > (<n>')l/2
denklemi yazilabilir. (2.3.63) Denkleminin x-bazina izdiistimii
a
X|n) = x|0 (2.3.65)
(o) =Sl
olarak veya
ax
l//n(x):—l/zWO(X) (2366)

((n)Y)
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seklinde yazilabilir. (X)igin tiretici  fonksiyon asagidaki kurulum izlenerek

bulunabilir. Oncelikle,

—n

y ) =3 Y3,
z(<n>!)1/2 V/n( ) Z <n>! ‘//( )

n

ifadesi ya da

ifadesi dikkate alinir. Burada &

gq(z)22<n>q!

ifadesi ile, a_X Denklem (2.3.25)’de ve K,’da Denklem (2.3.39)’da tanimlanmigtr.

Boylece, v, (X) icin Uretici fonksiyon

n

gp(ysx)ZZ«n);Twn (x) (2.3.67)

olur, burada g, (y,x)

gp(y,X)zgq(yax)ng (_KO)

ile verilir. g=1 limitinde, bunlar
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£, (_Ko) _ e—xz/z

a

oy el e

denklemlerine indirgeniler. Bu durumda,

Ggut (V5 %) = QU VZIca) gt QU)o (N2 (14 ) g o 2

_ e(]/ﬁ)yxe(—l/ﬁ)yaxe_yz /4e_X2 /2

1/42) _y2/4e—(1/2)(x—y/«/§)2

_el"PIg

ya da

9. (y X)=e_“/2)(xz+y2)+ﬁXy
1 5

ifadesi elde edilir. Denklem (2.3.67)

seklinde de ifade edilebilir dyle ki g, (y, X) , <X| y) ‘nin dontigiim fonksiyonu olur.
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2-4 q-Osilator Sisteminin Istatistiksel Ozellikleri: Fononlar ve Fotonlar

Hem fononlar ve hem de fotonlar farkli frekanslardaki serbest salininlar toplulugu
olarak diisiiniilebileceklerinden dolayi, asagida formiilasyonu gergeklestirilecek olan
serbest bozon gazinin istatistiksel oOzellikleri bu sistemlerin o6zelliklerinin g-
deformasyonundan ne sekilde etkilendigi hakkinda fikir verecektir. Bu boélimde g-
deforme alan dinamigi insa edilerek, bu alan dinamigi cinsinden q-deforme harmonik

osilatorler toplulugunun bazi istatistik mekaniksel Ozellikleri tartisilacaktir. g-Fock

uzay1 [n]!Z[n][n—l] ..... [1] olmak tizere

F= )= IO

0)=0,n=0,1,2,... (2.4.1)

seklinde tanimlanir.. [X] notasyonu q deformasyon parametresi cinsinden daha evvel

oldugu gibi

(2.4.2)

seklinde tanimlanir. Boylece,

n> say1t durumuna a' yaratici, a yok edici ve N say1

operatorlerinin etkisi Denklem (2.1.3) ve Denklem (2.1.4) ile verilir. g-Fock uzayinda
aa’ = [N + 1] a'a= [ N] (2.4.3)

Ozdeslikleri gecerlidir. Bu noktada g-deforme fermiyonik osilatorleri de tartigmakta
fayda vardir. Bu durum i¢in N sayr operatoriiniin 6zdegerleri sadece n=0 ve 1

degerlerini alir. g-fermiyonik yaratici ve yok edici operatorlerin cebri ise
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{b,b}={b*,b*} =0
bb*+q 'bb=q™" (2.4.4)
[N.b"]=b" , [N.b]=-b

bi¢cimindedir. Bunlar, b™, bve N ’nin |n> durumuna etkiyen, n=0 ve 1 olmak iizere

b*|0)=|1)
b|0)=0=b"|1) (2.4.5)
N|n)=n|n)

ifadelerine yol acar. Boylelikle
b'b=[N] , bb"=[N+1] (2.4.6)

0zdeslikleri saglanmis olur. Bir g-deforme osilatorler toplulugu igin, bilinen sira
degisim bagmtilari, yukarida verilen g-deforme sira degisim bagintilar1 ile
degistirileceginden dolay1 sistemin fiziksel oOzellikleri q deforme parametresi ile
etkilenmis olur.

2.4.1 Termo alan dinamiginin q-analogu

Termo alan dinamiginin temel diisiincesi oldukca basittir. Iyi bilindigi iizere, A gibi bir

operatdriin topluluk ortalamasi
(A)=27"(B)T, (Ae™™) (2.4.7)

ile verilir, burada H sistemin hamiltonyenini ve Z de boliisiim fonksiyonunu temsil eder.

Boliisiim fonksiyonu ise

Z(B)=Te"™ (2.4.8)
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ile tanimlanir. Diger taraftan kuantum alan teorisinde, A operatoriiniin beklenen degeri

ise <0| A|0> ile verilir. Bu noktada, A gibi bir fiziksel niceligin topluluk ortalamasinin

basitce bunun termal vakum beklenen degeri olarak yazilabilecegi bir termal vakum

‘O( ,B)> tanimlamasinin miimkiin olup olmadig1 sorusu ortaya ¢ikar. Tam formiile

etmek gerekirse bu

(O(B)|AlO(B) =27 (B)T,(Ae™) (2.4.9)

anlamina gelir. Gergekten de bu ‘ ﬁ> tilda durumlarini ortaya koyarak ve temel vakumu

0(B8))=2""(B)., exp(-BE, /2)|nn) (2.4.10)

seklinde tanimlayarak yapilabilir. Burada ‘nﬁ>

(e

‘nﬁ>: n!

i)

) ‘OCN)> n=0,1,2... bozonlar icin
Q2.4.11)

06> n=0,1 fermiyonlar igin

. + + . . . . iy
ile tamimlanir. Burada, a” ve b™ operatorleri sirasi ile bozonlarin ve fermiyonlarin bilinen

yaratict operatorleri (q deforme olmayan), olup a ve b bunlara karsilik gelen tilda

operatorleridir. Bunlar kullanilarak

(o(B)|Alo(8))= Z"(,[)’)Zm: ;exp[—ﬁ(Em +E,)/2](mm|A|nn)
=7 (ﬂ)zm: Zn:exp[—ﬂ(Em +E,)/2](m|Aln)s,,, (2.4.12)
=Z'(B)T,(Ae™)
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olacak sekilde Denklem (2.4.9)’un saglandig1 gosterilebilir. Termal vakum
(o(B)||o(B))=1 (2.4.13)

seklinde normalize edilir. Simdi bunlarin 1518inda, termo alan dinamiginin g-analogu

kurulabilir. g-deforme termal vakum

‘O(,8)>q A (ﬁ)Zﬂ:eXp(_ﬁEn/z)‘nﬁ>q - Zn:(Pn )1/2‘nﬁ>q

(2.4.14)

seklinde tanimlanir. Burada Z béliisiim fonksiyonu olup

o _xp(-AE,) _ _exp(-SE,)

= = 2.4.15
"TTZ(8) Sew(-pE) @4

fonksiyonu ise E, enerjili durumunda bulunma olasiligin1 gosterir. Bu durumda q-Fock

uzay1 artik bozonlar i¢in

L @)E)
\nn>q=T\oo> ,n=0,1,2,.. (2.4.16)

ile, fermiyonlar i¢in ise

{loi), =y (5]

06> n= 0,1} (2.4.17)

ile verilir. a” ve b" operatorleri artik q deformedirler ve (2.4.3) ve (2.4.4) Denklemleri

ile verilen cebri saglarlar. a ve b bunlara karsilik gelen tilda operatdrlerdir. Hilbert
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uzaymin dualinde tilda operatérleri a, a veb , b’ tilda olmayan operatorler gibi ayni

cebri saglarlar. Yani, bozonlar i¢in

aa]-aa |0
U

aa —gqa a=q
Na'|-a [Na]--a

(2.4.18)

ve fermiyonlar i¢in

(2.4.19)

bagintilar1 gegerlidir. Normalizasyon sart1 ise

(O(ﬂ)\O(ﬂ»:Zm:Zn:(Pm)l/ (R 2<mﬁ1\nﬁ>:zz(pM ) 2 (R) P =P =1

m n n
olmasin1 gerektirir.

Bozon ve fermiyon sistemleri i¢in g-termal vakumlarini detayl bir sekilde bulmak i¢in,

g-deforme harmonik osilatorler toplulugu incelenir. Ikinci kuantumlamada, n, ’mci

uyarilmanin enerjisi E, =n @, *dir. Burada 7 =1alinmustir. Béylece B, bozonlar i¢in

_ exp(—SE,)
Z exp(-n,fw,)

P

N

=[1-exp(-Bo,) |exp(-n, B, ) (2.4.20)
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seklinde, fermiyonlar i¢in ise

P exp( ,BE) B exp(—nk,Ba)k)
n = Zexp 5o, 1+exp(-fo,)

(2.4.21)

olarak bulunur. Bdylece, Denklem (2.4.14) deki P, yerine Denklem (2.4.20) ve

My

(2.4.21) yazilacak olursa termal deforme olmamis vakum, bozonlar i¢in
0(8)),=2(P, )WM@J ~[1-exp(-Ba,)]” Zexp , S, /2)\nkn~k>q (2.4.22)

seklinde, fermiyonlar i¢in ise

o(8), =X (R.)"

nkn~k>q=[1+exp (-pa)]” ZeXp kﬂa)k/z)\nk@q (2.4.23)

seklinde bulunur.
2.4.2 g-osilator sisteminin istatistik mekaniksel ozellikleri

Kuantize fiziksel bir sistemin oOzellikleri, say1 temsilindeki yaratici ve yok edici
operatorler ya da alan operatorlerinin sira degisim bagintis1 ve sistemin hamiltonyeni
tarafindan karakterize edilir. Ik bakista, 6ncelikle, harmonik osilatorler toplulugunun,
sira degisim bagintis1 g-deforme oldugu zaman ne olacagi ya da toplulugun halen
serbest olup olmadigi sorusu akla gelebilir. Bunu inceleyebilmek i¢in, osilator
sisteminin serbest Hamiltonyenini muhafaza ederek, sisteme q-deforme sira degisim
bagmntis1 empoze edilir. Oncelikle, g-bozonik osilatérlerde olusan sistem incelenirse,

sistemin serbest Hamiltonyeni,

H=Y N, (2.4.24)
k
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olarak segilir, burada @, k. diizeydeki salmicinin frekansi (enerjisi) ve N, ’da buna

karsilik gelen say1 operatoriidiir.
2.4.2.1 istatiksel dagihmin g-analogu

g-bozonik osilatdrler i¢in dagilim fonksiyonunun g-analogu

fi(a)=(0(8)

a:a,[0(p)), =(0(B)[NJ[O(B)), (2425

q

olarak bulunabilir. Evvelki kesimde tanimlanan g-termal vakum kullanilarak (2.4.25)

denklemi

f(@=X2(R) (R) (MmN ),

M M

= ZZ(Pmk )1/2 (pnk )1/2 (m [N nk>q . (2.4.26)

M N

:%[nk]Pn

seklinde yazilabilir. [n ] nin yerine [nk]:(q”k—q‘”k )/(q—q*‘) ve P, yerine de

Denklem (2.4.20) yazilirsa, Denklem (2.4.26) daki dagilim fonksiyonu

1— -
f(a) ZWZ{WK exp(—n Sa, )—q™ exp(—n, S, )}

exp( By, )-1
[gexp(-Ba,)-1][a" exp(-pe,)-1]

(2.4.27)

seklini alir. Dagilim fonksiyonunun g-bagimliligini daha agik bir sekilde gérmek icin

Inq=y veya q=¢€" alinirsa, bu durumda, Denklem (2.4.27)
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) exp(fm, ) -1
O e+ 7)1 oxp (o 7)1

(2.4.28)
seklin alir. y — 0 veya q — 1 oldugu zaman Denklem (2.4.28)’in

1
lim f =— = f 2.4.29
ylilg k(q) exp(ﬂa)k)—l X ( )

seklinde bilinen Bose-Einstein dagilimini verdigi kolaylikla goriliir. f, (q) ’yu daha

kompakt bir sekilde yazmak i¢in, Denklem (2.4.28)

C, N C,
f (Q): exp(ﬂa)k +]/)—1 exp(ﬂa)k —]/)_1
(2.4.30)
_[Cexp(=)+C.exp(7)]exp(Be,)=(C, +C.)
[exp(ﬁwk +7)—1][exp(,b’a)k —y)—l]

bigiminde yazilir. Burada C, ve C, sabitleri Denklem (2.4.30) ve Denklem (2.4.28)

karsilagtirilarak

Ce7+Ce =1
©0 (2.431)
C +C, =1
seklinde bulunur. Denklem (2.4.31)’in ¢oziimii ise

e -1 qgq-1 _1-e7
e —e’ gq-q°

(2.4.32)

bigimindedir. Boylece, son olarak, dagilim fonksiyonu
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Cl C2
- exp[ﬂ(a)k +)//,b’)]—1 ’ exp[ﬂ(a)k —}//ﬂ)]—l

i (q)

(2.4.33)

seklinde yazilabilir. Artik, burada C, ve C, denklem (2.4.32) ile verilirler.

Denklem (2.4.33)’den, ydeformasyon parametresinin, q deforme sira degisim
bagintisindan dolayi, dagilimda e*” seklinde iistel olarak belirdigi goriiliir. Bdylece,
dagilim fonksiyonu enerjisi @, +( 7/ B ) olan ve enerjisi @, —( 7/ B ) olan iki pargaya
boliinmiis olur. gq’nun pozitif tanimli olmasi dagilim fonksiyonunun agirliginin

C.,C,>0 ve C +C,=1 olmasin garanti eder. q fermiyonik salinicilar dagilim

fonksiyonu da benzer sekilde tanimlanabilir.
2.5.2.2 Siyah cisim 151masi

Bir foton toplulugu, bagimsiz parcaciklardan olusan bir bozon sisteminin basit bir
ornegi olarak diisliniilebilir. Fotonlar 1simnim alaninin kuantumu oldugundan dolayt,
siyah cisim 1s1mas1 bozonik osilatorler sistemi olarak bakilabilir. Bir kovugun duvarlari

tarafindan siirekli olarak yaymnlanip sogurulan g-fotonlari incelenecek olursa, siyah

cisim 1g1masinin enerji dagilimi of (q)olup, f (q) ‘nun Denklem (2.4.33) ile verildigi

goriilebilir. Birim hacim basina 1sima alaninin enerjisi ki bu @ ile @+ dw arasindaki

frekans bolgesindedir

0)3

uq(a),ﬂ)da):g(a))a)f(q)da):Ff(q)dcg (2.4.41)
T

seklinde verilir. Burada ¢ (a))

0)2

=3 2
Crn

9(w)

frekans spektrumudur. Boylece, g-foton sistemi i¢in Planck Isima Yasasi
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0’ C, C,
U, (@, B)dew= o (exp(ﬁmy)_l + exp(ﬂw_y)_J (2.4.42)

seklinde ifade edilir. ¥ — 0 oldugu zaman Denklem (2.4.42) nin

o, do
C’z’ exp(fw)-1

u(w,p)= (2.4.43)

u (a), p ) ‘nin bilinen Planck Isima Yasasina doniistiigii kolaylikla goriilebilir.

2.5.2.3 0z 1s1

Denklem (2.4.42)’den, toplam siyah cisim 1s1mas1 kolaylikla bulunabilir. ¢ <> q', yani,
7 <>—y dualite doniisimii altinda [X] notasyonunun invaryant kaldigina dikkat
edilecek olursa, q, 0<g<I ve boylece de y, y <0 bolgelerine kisitlanabilir. Bu durumda

f () dagilim fonksiyonu

_ C, N C,
exp[ B(w—[7)/ )1 exp[ Bw+]7]/ B)]-

(2.4.44)

olarak yazilabilir. Dagilim fonksiyonu f(q), sadece co>|7/| / poldugu zaman pozitif

tanimlidir. Boylelikle, toplam enerji K Boltzman sabiti olmak iizere,

1 < C N C, o 3 o
AGarcr=t e vy ey e e e | S
6K4T4

ST (e

(2.4.45)
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seklinde ifade edilebilir. Burada, ¢ fonksiyonu ve modifiye ¢ fonksiyonu

T
4)="_
(2.4.46)
© a2l
éV(ez\7\,4) — 29_4
n=l1
ile verilirler. Boylece, birim hacim basina diisen 6z 1s1
du,(T) 24K*T? i
C.(a) === =" (G (#)+Ce (e .4)) (2.4.47)

seklinde bulunur ki bu da alisildig: sekilde T° ile orantilidir. Eger g-pertiirbasyonunun

yeteri kadar kiigiik oldugu varsayilirsa, yani |;/

‘nin  yeterince kiiciik oldugu

disiiniiliirse, o zaman,

C¢ (4)+Cog (e71,4) =2 ¢ (4)+2 (¢ (4)-211¢ (3) =< (4)-1¢ (3)

ifadesini yazmak miimkiindiir. Bdylece, toplam enerji ve 6z 1s1 basitce

0, (1= (e ()1 )

(2.4.48)

seklinde yazilabilir. » =0 oldugu zaman, Denklem (2.4.48) de bulunan sonugclar, siyah

cisim 1g1mast i¢in bilinen birim hacim basina diisen toplam enerji ve 6z 1s1 sonuglarini

verir, yani

49



(T)= 15C°
477K T
Cr(T)= 15C°

seklini alirlar.
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3.SONUC

Kuantum gruplart olarak da bilinen Kuantum cebirleri son yillarin fizikteki yogun
aragtirma konularindan birisidir. Ozellikle Macfarlane ve Biedenharn’m (1989) SU,(2)
kuantum grubu ve harmonik osilatérlerin g-analoglar1 {lizerine olan ¢alismalarindan
sonra kimya ve fizikte q-deforme sistemlerin uygulamalar1 genis bir bicimde yer

almistir.

g-deforme osilatorler teorisi poliatomik molekiillerin titresimini, siiper akiskan
filmlerdeki girdaplari, “He deki fonon spektrumunu agiklamaya galigmis, bunun yani
sira kuantum optikte g-deforme koherent durum teorilerinde, istatistik mekanikte,
harmonik osilatoriin g-analogu iki durum denklemi ve 6z 1s1 hesabinda, g-deforme
Morse osilatorii, Landau diizeylerinin dejenereligi, g-deforme fononlar gibi konularda

da calisila gelmistir.

Bu tezde, calisma g-deforme osilatorlerden yola ¢ikarak bozonlar ve fermiyonlarin g-
analogunu ve bunlar i¢in Planck Isima Yasasmi. g-salmici sistemlerin Istatiksel
ozelliklerinden yola cikarak siyah cisim 1s1masi ve 6z ismin g-analogu incelenmeye
calisilmigtir. Yine deforme olmayan sistemle, deforme olmus sistem arasindaki farklik

anlasilmaya calismistir.
Tiim bu deforme olmus sistemlerin cebirinin q=1 limitinde deforme olmayan sistemin
cebirine dondigli goriilmiistiir. Yani deforme olmamig sistemler deforme olmus

sistemin Ozel bir halidir.

Ayrica bu tezde yer almayan ancak tez olusturulurken q-deforme Morse osilatorleri ve

g-bozon gazlari i¢in Planck Daginim Yasalari da incelenmistir.

Yine bu her iki deforme olmus sistemlin cebirinin de q=1 limitinde deforme olmayan

sistemin cebirine dondiigii gériilmiistiir.
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