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1. GIRIS

Son yillarda lineer gecikmeli diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin yakinsakligi ve
asimptotik gosterimi problemi yogun bir sekilde incelenmistir. Yapilan caligmalarda

cogunlukla birinci basamaktan skaler lineer gecikmeli

y(t) = alt)ly(t) —y(t —7(1))] (1.1)
diferensiyel denklemi ele alinmigtir.

Zhang (1981), 7(t) = 1 olmak iizere (1.1) denkleminin ¢tziimlerinin yapisini ve asimp-
totik davramigini incelemigtir. Haddock ve Sacker (1980) birinci basamaktan lineer

gecikmeli

'(t) = P(t)[z(t) — x(t — r)] + Q(t)x(t) + R(t)z(t — )

diferensiyel denklem sisteminin her ¢dziimiiniin ¢ — oo halinde bir sabit limite sahip
oldugunu gostermislerdir. Atkinson ve Haddock (1983) (1.1) denklemi ve daha genel
olan durumlar igin ayni problemi ele almiglardir. (1.1) denkleminin ¢oziimlerinin
asimptotik gosterimi Diblik (1998) tarafindan hesaplanmigtir. Daha sonra yine Dib-
lik (1999) (1.1) denkleminden daha genel olan

y(t) = Z a; ()[y(t) —y(t —7;(1))]

denklemini ele almig ve c¢oziimlerin yakinsaklig i¢in bazi yeter kosullar vermistir.
(1.1) denklemi bu defa Bastinec, Diblik ve Smarda (2000) tarafindan géz Oniine

alinmis ve ¢oziimlerin yakinsakligi i¢in yeni kriterler bulunmustur.
Ote yandan 7(t) = 7 > 0 (sabit) olmak iizere (1.1) denklemi pantograph
w(t) = B()[x(t) — =(pt)] (1.2)

denkleminin bir 6zel halidir. Gercekten, bu denkleme z(t) = y(Int) dontisiimii uygu-

aft)

lanirsa, ((t) = — o vep= e~ " olmak iizere (1.1) denklemi elde edilir. Bu yiizden



(1.1) denklemine bir pantograph denklemi olarak bakilabilir. Pantograph denklem-
lerine elektrikli rayh sistemlerin sinyalizasyonu problemlerinde karsilagildigi bilin-
mektedir (Ockendon and Tayler 1971, Fox et al. 1971). Ayrica, (1.1) seklinde bir
gecikmeli diferensiyel denklemin sayilar teorisi alaninda bir uygulamaya sahip oldugu

Mabhler (1940) tarafindan belirtilmektedir.

(1.2) denkleminin ¢oziimlerinin asimptotik davramsi, 3(t) = a (sabit) halinde énce
Kato ve McLeod (1971) ve daha sonra Carr ve Dyson (1974/75) tarafindan incelen-
mistir. Yirmi yil aradan sonra, (1.2) denkleminin ¢oziimlerinin serisel gosterimi ile

asimptotiksel sinirlar1 hesaplanmigtir (Terjeki 1995, Makay and Terjeki 1998).

Bu tezde agagidaki birinci basamaktan lineer homogen olmayan impulsive gecikmeli
diferensiyel denklem sistemleri ele alinmakta ve bu sistemlerin ¢oziimlerinin ¢ —
oo halinde sabit bir vektore yakinsadiklar: gosterilmektedir. Daha sonra, bu sabit
vektor, baslangig fonksiyonu ve bir integral denklemin matris ¢oziimii yardimiyle

formiile edilmektedir:

(t) = A@)[x(t) —z(t — 1) + f(t), t > to, t # 0,
Ax(0;) = Bix(0;) + Dy, i € ZT ={1,2,...},

&
"
—
~
N—r

Il

A@)[x(t) —x(t = 7)) + f({t), t > to, t # b,

Bu sistemlerin birincisinde impulse kogullarinda gecikmeler bulunmamaktadir. An-

cak ikincisinde impulse kosullar1 gecikmelere tabidir.



2. GECIiKMELIi VE IMPULSIVE DIiFERENSIYEL DENKLEMLER

Bu boliimde gecikmeli diferensiyel denklemler, impulsive diferensiyel denklemler ve
impulsive gecikmeli diferensiyel denklemlerle ilgili temel kavram ve sonuclar ifade

edilmektedir.
2.1 Gecikmeli Diferensiyel Denklemler

Bir gecikmeli diferensiyel denklem, bilinmeyen fonksiyon ve onun tiirevlerinin (en
yiiksek tiirev haric) bir ya da daha ok gecikme argiimentlerine bagl oldugu bir
diferensiyel denklem sgeklinde tanmimlanmaktadir. Asagidaki denklemler gecikmeli

diferensiyel denklemler i¢in birer drnektir:

() = 2t g) St 1),

o' (t) + x(t — cos’t) = 1,
2 (t) = 5a(t) - 20(3),
2"(t) + 32" (t — 2) — Te(t — 3) = 2t + 5.

Boylesi denklemlere literatiirde ilk kez onsekizinci yiizyilin ikinci yarisinda rastlanmis
olmasina ragmen (Kondorse 1771), ancak 1950 yilindan sonra A. D. Myshkis, E. M.
Wright, R. Bellman ve diger matematikgciler tarafindan sistematik olarak incelenmeye
baglanmigtir. Gecikmeli diferensiyel denklemler, fizik, miithendislik, ekonomi ve biyo-
loji alanlarinda ortaya ¢ikan ¢ok sayida problem i¢in model tegkil ederler. Uygulama
alanlarinin ¢oklugu, gecikmeli diferensiyel denklemleri matematigin en hizh gelisen
dallarindan biri haline getirmigtir. Son yillarda gecikmeli diferensiyel denklemler lite-
ratiiriine katilan bazi 6nemli kitaplar sunlardir: (Gyori and Ladas 1991, Gopalsamy

1992, Hale and Lunel 1993, Kuang 1993).

Simdi,
2'(t) = f(t,z1), t > to, (2.1.1)

gecikmeli diferensiyel denklemini ve



x(t) = ¢(t), to—r <t <o, (2.1.2)

baglangi¢ kosulunu ele alalim; burada [ : [tg,00) x Cp — R"; D C R"™ agik bir alt
kiime ve r > 0 olmak iizere Cp = C([—r,0], D); ¢ € C([to — r,to], R"); C([a,b], R™)

sembolii, ¥ : [a,b] — R™ seklinde siirekli fonksiyonlarin uzaymi gostermektedir.

Ote yandan, bu tez boyunca kullanilacak normlar sunlardir: ¢ € R™ icin

€11 = 1€ + 1&2] + - + €0l
A = (a;;) € R™™ igin
[All = z:qlgxnzl |aij |
j:

ve bir ty € R icin ¢ € C([to — r, to], R") olmak iizere

Ioll, = sup [lo@®)]

to—r<t<tg

(2.1.1) denklemindeki notasyona uygun olsun diye (2.1.2) baglangi¢ kogulu agagidaki
sekilde yeniden yazilabilir:

z(to+o)=¢(ty+0), —r<o<0,

ya da

'TtO = (bt()'

¢ = ¢y, alinirsa, (2.1.2) kosulu
Tip = ¢ (2.1.2))

seklini alir. (2.1.2) kosulu t = ¢ty 4 o alinarak

x(t) = p(t —to), to —1 <t <ty (2.1.2")

biciminde yazilabilir.



Tanim 2.1.1. z: [to —r,to+3) — D C R", 8 > 0, fonksiyonu verilen bir ¢ty € R
icin agagidaki kogullar1 saglarsa, = fonksiyonuna (2.1.1) — (2.1.2) baglangic deger

probleminin bir ¢ézimiidir denir:
(1) x(t), to <t <to+ [ igin (2.1.1) denklemini saglar,

(i) z(t) = (1), to —r < t < t,.

Tanim 2.1.2. f(t,¢) fonksiyoneli verilen her stirekli ¢ : [tg — r,tg + 5) — D
fonksiyonu i¢in [to, to+ /) araliginda t ye gore siirekli ise, bu durumda f fonksiyoneline

stireklilik kosulunu sagliyor denir.

Lemma 2.1.1. t) € Rve a > 0i¢in x € C([ty — r,ty + af, R") ise, bu durumda
t € [to, to + @] igin

z(o) =z(t+o0), —r<o<0,

seklinde tanimh olan x; fonksiyonu da siireklidir.

Lemma 2.1.2. Bir ty € Rve ¢ € C([to—r,to], R") igin f(t, ¢) fonksiyoneli siireklilik

kogulunu sagliyorsa, bu durumda (2.1.1) — (2.1.2) baglangi¢ deger problemi
(1), to—r <t <t

o(t) = o(to) + /f(s,xs)ds, t > to,

integral denklemine egdegerdir.

Tanim 2.1.3. J = [ty, ) olmak iizere f : J x Cp — R" ve Q C J x Cp olsun. Her
(t, @) ve (t,) € 2 igin

(8 @) = [t < Kl =2,

saglanacak sekilde pozitif bir K sabiti mevcutsa, f fonksiyoneline () iizerinde K

Lipschitz sabitli bir Lipschitz kosulunu sagliyor veya f Lipschitziandir denir.



Teorem 2.1.1. f : J x Cp — R" fonksiyoneli siireklilik kogulunu ve J x C'p nin
her kompakt alt kiimesi iizerinde ¢ ye gore bir lokal Lipschitz kogulunu saglasin. Bu
durumda her bir (tg,¢) € J x Cp igin (2.1.1) — (2.1.2) baglangig deger probleminin

[to — r,to + @), o > 0, {izerinde tanimh bir tek ¢oziimii vardir.

2.2 Impulsive Diferensiyel Denklemler

Belli anlarda sicramalara sahip olan bir reel fiziksel olaymn matematiksel modeli
cogunlukla impulsive diferensiyel denklemleri ihtiva eder. Impulsive diferensiyel

denklemler teorik ve mekanik fizikte, niifus dinamiginde, biyoloji ve ekonomi gibi
alanlarda pek ¢ok uygulamaya sahiptir. Boylesi denklemlere ilk kez, 1937 yilinda bir
saat modelinde kargilagilmig olmasina ragmen (Samoilenko and Perestyuk 1995), im-
pulsive diferensiyel denklemler hakkindaki eserler daha ¢ok son 25 yillik caligmalarin

tirtinleridir (Lakshmikantham et al. 1989, Bainov and Simeonov 1995).

Impulsive diferensiyel denklemlerde ¢oziimler, sonlu ya da sonsuz sayida noktada
parcal siirekli olup baska her yerde siirekli fonksiyonlardir. Bu tiir siireksizlik nok-

talarina impulse noktalar: denir ve genellikle 6, 0,, ... ile gosterilirler.

Genel olarak birinci basamaktan bir impulsive diferensiyel denklem sistemi

2 (t) = f(t,z(t)), t # 0,
Ax(0;) = Li(x(6;)), i € Z,

(2.2.1)

seklindedir; burada f : Q — R", 0 C R x R"™ acik bir alt ciimle, I, : D — R", D C
R™ acik bir alt ciimle, Ax(6;) = z(0]) — z(0;) olup z(6) = lim+:)c(t) ve z(0;) =
t~>9i

lim z(t) dir. (2.2.1) sisteminin x(t) ¢oziimiiniin ¢t = 6;, i € Z, noktalarinda soldan
t—0,

stirekli oldugu (yani z(0; ) = x(0;)) kabul edilmektedir. Ayrica burada {6;}, i €

Z, artan bir dizi, yani her ¢ € Z i¢in 6; < 0,1, ve lim#; = oo dur.
1—00

(2.2.1) sistemini

z(ty) = xo (2.2.2)
baslangic kosulu ile birlikte goz 6niine alalim.
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Tanim 2.2.1. Asagidaki kogullar saglayan bir z : [to, to+a) — R™, « > 0, fonksiyo-

nuna (2.2.1) — (2.2.2) baslangi¢ deger probleminin ¢ozdmiidir denir:
(i) z(tg) = o ve t € [to, Lo+ @) igin (¢, 2(1)) € Q,

(1) t € [to, to+ ), t #0;, i € Z, i¢in x(t) siirekli diferensiyellenebilir olup
#(t) = f(t,2(1)),

(iii) t = 0; noktalarmda z(t) soldan siirekli olup x(0;") = x(6;) + L;(xz(0;)).
Belirtelim ki ¢y # 6; ise, bu durumda (2.2.2) kogulu

x(to) = o (2.2.2))
seklinde ifade edilir.

Ornek 2.2.1. Birinci basamaktan skaler

fE’(t) = 1, t7é 91',

1
Aﬂf(t):w, tz@l:z, 221,2,

(2.2.3)

impulsive diferensiyel denklemini

2(0) = 0 (2.2.4)
baglangi¢ kosulu ile birlikte goz 6niine alalim ve [0, 3] iizerindeki ¢oziimiinii bulalim.

[0, 1] {izerinde (2.2.3) — (2.2.4) baslangig deger probleminin ¢oziimii
x(t) =t.
(2.2.3) deki impulse kogulundan,
2(1F) = 2 (2.2.5)

olup (2.2.3), (2.2.5) probleminin ¢dziimii ¢ € (1, 2] igin



z(t) =t+1
dir. Yine (2.2.3) deki impulse kogulundan

r(2%) = ? (2.2.6)

olur ve dolayisiyle (2.2.3), (2.2.6) probleminin 2 < ¢ < 3 araligindaki ¢oziimii

w(t>:t+§

seklinde bulunur.
Boylece (2.2.3) — (2.2.4) probleminin 0 < ¢ < 3 aralig tizerindeki ¢oziimii

t, 0<t<1,

x(t) = t+1, 1<t<2,
4

t+§,2<t§3.

2.3 Impulsive Gecikmeli Diferensiyel Denklemler

Impulsive gecikmeli diferensiyel denklemler teorisi, baz1 teknik zorluklar sebebiyle
gerek impulsive diferensiyel denklemlere ve gerekse gecikmeli diferensiyel denklem-
lere gore daha az gelismistir. Ornegin, gecikmeli diferensiyel denklemler teorisinde
x(t) fonksiyonunun siirekli olmasi z; fonksiyonelinin siirekli olmasini ifade ederken,
impulsive gecikmeli diferensiyel denklemlerde durum boyle degildir. x(t) parcah
stirekli bir fonksiyon oldugu zaman, x; fonksiyoneli parcali siirekli olmayabilir. Bu
yiizden f(t,7) iki degiskene gore siirekli olsa bile, x(t) pargali siirekli bir fonksiyon
oldugunda f(¢,z;) bileske fonksiyonu hakkinda birgey sylenemez.

Impulsive gecikmeli diferensiyel denklemlerle ilgili ilk makale Gopalsamy ve Zhang
tarafindan 1989 yilinda yaymnlanmigtir. Bu makalede birinci basamaktan bir im-

pulsive gecikmeli diferensiyel denklemin sifir ¢oziimiiniin asimptotik kararlhihig: ile

8



saliniml ve salinimsiz ¢oziimlerinin varligi icin yeter kogullar elde edilmistir. Impul-
sive gecikmeli diferensiyel denklemlerin c¢oziimleri icin varlik ve teklik konusu daha
¢ok Ballinger ve Liu ( 1999, 2002, 2004 ) tarafindan incelenmigtir. Ayrica, boylesi
denklemlerin c¢oziimlerinin sinirliligi, kararhilhigi, salinimliligi ve periyodik c¢oziim-
lerinin varligi farkli matematikgiler igin baglica aragtirma konular1 olmustur (Yu and
Zhang 1996, Berezansky and Braverman 1996, Zhao and Yan 1996, 1997, Yu 2001,

Tang et al. 2002). Simdi bu makalelerdeki bazi énemli sonuglardan stz edelim.

Gopalsamy ve Zhang (1989),

dx(t)
dt

ve

daczlit) Fp®)alt—7) =0, t £t (2.3.2)

w(t]) — x(ty) = bix(t;)

denklemlerini ele almiglar ve bunlar icin agagidaki sonuglar: ispatlamiglardir; burada
b; (i =1,2,...) reel sabitler, a pozitif bir sabit, 7 > 0 reel sabit, 0 < t; < t3 < ... <

t; < ...olup limt; = oo.

Teorem 2.3.1. Asagidaki kogullar saglansin:
(1)) 0 <ar <m/2,

(t8) tip1 —6; >T>0,i=1,2,..., 7<T,
(130) 1+ |b)| < M, i=1,2,...,

(iv) (1/T)InM < a, o < a.

Bu durumda (2.3.1) denkleminin sifir ¢6ziimii global iistel asimptotik kararhdir.

Teorem 2.3.2. Asagidaki kosullar saglansin:

(1) p, [0,00) iizerinde siirekli ve t > 0 igin p(¢) > 0,



(ii) tis1 — t; > T, i=1,2, ...,

(1ii) T > T ise,
ti+T
lim sup(1 + b;)~* / p(s)ds > 1,

1— 00

0<7<T ise,
ti+1
lim sup(1 + b;) ™" / p(s)ds > 1.
t;

Bu durumda (2.3.2) denkleminin biitiin ¢oziimleri salimmlidir.

Teorem 2.3.3. Asagidaki kosullar saglansin:
()t —t; >T,i=1,2,....,veT <T,

() 0<b; <M, 1=1,2,..,

(7ii) p, [0, 00) tizerinde siirekli ve ¢ > 0 i¢in p(t) > 0,

(iv)

t

lim inf/p(s)ds >

1—00

1+ M

t—T

Bu durumda (2.3.2) denkleminin her ¢tziimii salimmlidir.

Teorem 2.3.4. (2.3.2) denkleminin parametreleri agagidaki kogullar1 saglasin:

(1) ate < 1 — ¢ olacak sekilde bir pozitif ¢ sabiti mevcuttur,
(i) by >0, i =1,2,..., ve Y b; < o0.

i=1
Bu durumda (2.3.2) denklemi bir salimmsiz ¢oziime sahiptir.

Yu ve Zhang (1996), impulsive gecikmeli

2(t) = f(t,xlt — 7)), t > to, t £t
a(ty) —a(ty) = I(z(t)), k € N,

10
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denklemini ele almiglardir, burada 7 > 0, I, : R — R, f € C([to,0) X R, R), ty <
t <ty < ... <tp <ty < .., k— oo halinde t; — oo dur; 2/(t), z(f) nin soldan

tiirevini gostermektedir; f(¢,0) =0 ve I(0) = 0 dir. Ayrica
0< —af(t,z) < P(t)a? t>ty, |z| < H, (2.3.4)

saglanacak sekilde bir H > 0 sabiti ve P : [ty,00) — [0,00) siirekli fonksiyonu
mevcut olsun. Bu makalede (2.3.3) denkleminin sifir ¢oziimiiniin diizgiin kararliligi

ve asimptotik kararliligi ile ilgili olarak agagidaki sonuglar elde edilmigtir:

Teorem 2.3.5. k € N igin ¢ —tx > 7 olsun. Ayrica (2.3.4) esitsizligi ve agagidaki

kosullar saglansin:

0> xly(x) > —ba? |z| < H, k€N, (2.3.5)
t
3 b
P(s)ds < 5 b(2 — 5), t>to+ 7. (2.3.6)
t—1

Bu durumda (2.3.3) denkleminin sifir ¢oziimii diizgiin kararhidir.

Teorem 2.3.6. (2.3.5),(2.3.6) kosullar ile birlikte agagidaki kogullar saglansin:

t

/P(s)ds§a<g—b(2—g), t>ty+,

t—1

siirh ve parcali siirekli olan = fonksiyonu igin tlim x(t) > 0 olmak iizere

/f(t,m(t —7))dt = —o0, /f(t, —z(t — 7))dt = 0.

Bu durumda (2.3.3) denkleminin sifir ¢dziimii diizgiin kararh ve asimptotik kararhdur.

Zhao ve Yan (1996), skaler

2 (t) + Zp,-(t)x(t —71) =0, t #ty,

(2.3.7)
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impulsive gecikmeli diferensiyel denkleminin salinimh ve salinimsiz ¢oziimlerinin

davraniglar1 hakkinda asagidaki sonuglar: elde etmiglerdir.

Teorem 2.3.7.
Zb; < 00
k=1

ve yeterince biiyiik ¢ icin agagidaki kosullar saglansin:

pi(t)] <A, i=1,2,...n,

> pit+7) > B,
=1

t

—Ti t—r
Z / pi (s +7i)ds + Z /Pf(erTi)ds <a<l,
Ti>rt—7'i

Ti<Tt_r

burada b = max{bx,0}, p; (s) = max{p;(s),0} ve p; (s) = max{—pi(s),0} dir.

Bu durumda (2.3.7) denkleminin her salimmsiz ¢oziimii ¢ — oo igin sifira yaklagir.

Teorem 2.3.8. Asagidaki kosullar saglansin:

n
> b < oo,
=1

pozitif ()1, ()2 sabitleri igin
Q1+ Q2 <1,

yeterince biiyiik ¢ icin

Zpi(Hﬁ) #0,

n t
Z/|p<s+n>|dsg@1,
izlt—’r-

ve r € [0, 7,] i¢in

t—7;
n K2

Z / sgn(r —1;) [pi(s + ;)| ds < Qs.

i=1 t—r
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Bu durumda (2.3.7) denkleminin her salimmli ¢6ziimii ¢ — oo halinde sifira yaklagir.
Teorem 2.3.9. (2.3.7) nin tiim ¢dziimleri sinirh ise, sifir ¢oziimii kararhdir.
Zhao ve Yan (1997) daha sonra (2.3.7) denklemini

z(t) = o(t), t € [0 —71,0], (2.3.8)

baslangic kogulu ile birlikte ele almiglar ve agsagidaki sonucu ispatlamiglardir, burada
oc>0, ¢ € PC,,
PC,={x:[o—71,0] = Rt € o —7,0\{ts, k=1,2,...} icin z(t) stirekli,

ty € [0 — 7,0 icin z(t), (t;) meveut ve z(t;) = z(ty)} dur.

Teorem 2.3.10. 0 >0, ¢ € PC, ve ¢(c) > 0 olsun. Bu durumda (2.3.7) — (2.3.8)
baslangi¢ deger probleminin ¢oziimiiniin [0, T") iizerinde pozitif olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul

A+ mt) ] (1+bk)1¢gl(i(§§))exp - / As)ds | =0 (2.3.9)
H;(t)<tp<t

=1 H;(t)

integral denkleminin bir A € PClo,T) ¢oziimiine sahip olmasidir, burada ¢ < T' <
00, hi(t) =min{o,t —7;} ve H;(t) = max{o,t — 7;} dir.

(2.3.9) integral denkleminin ¢oziimlerinin varlig1 igin agagidaki sonug elde edilmigtir.

Teorem 2.3.11. Bir § € PC[o,T) fonksiyonu igin

a(t) <o(t) < B(t), telo,T),

ve

a0 <-Yp0) IT 0+ 8 eo | [ ssas | <0

=1 H;(t)<tx<1 ( )
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saglanacak sekilde o, 8 € PC|[o,T) fonksiyonlar:i mevcut olsun. Bu durumda (2.3.9)
denklemi

a(t) < A(t) < B(t), telo,T),
olacak gekilde bir A € PC[o,T') ¢oziimiine sahiptir.

Teorem 2.3.10 ve Teorem 2.3.11 kullanilarak (2.3.7) denkleminin salimmsiz ¢oziim-

lerinin varligi icin agagidaki sonuclar elde edilir:

Teorem 2.3.12.

S [ Q4w e <u 2o,
=1

H;(t)<tp<t

saglanacak sekilde o > 0 ve u > 0 sabitleri mevcut olsun. Bu durumda (2.3.7) denk-

lemi bir tek pozitif x € Q(o) ¢oziimiine sahiptir, burada

Qo) ={x: [0 —7,00) = Rt # t icin x(t) siivekli, t > o, t # t, t # tp + 7; igin
z(t]), (t;) meveut, x(ty) = (¢, ), =(t) diferensiyellenebilir ve z/(t})),

o' (ty), «'(tk +77), 2'(ty + 7, ) mevecut} .

Teorem 2.3.13.

T < T2 < ...<Thp

olmak {izere

Sopit) [ 4t <0 tefo,00), m=12,..n,
=1

H;(t)<tp<t

saglanacak gekilde o > 0 mevcut olsun. Bu durumda (2.3.7) denklemi sonugcta pozitif

bir ¢oziime sahiptir.

Teorem 2.3.14.

t

/pj(s) [T +b)ds <

ilei(t) H;(s)<tx<s

n

1

_7t€ ) )
L telo,m)
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saglanacak sekilde ¢ > 0 mevcut olsun. Bu durumda (2.3.7) denklemi salimimsiz bir

¢oziime sahiptir, burada p; (s) = max {0, p;(s)}, i = 1,2, ..., n.

Son yillarda impulsive gecikmeli diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin kararliligi ve

sinirliligi da yogun bir sekilde incelenmektedir.

Yu (2001), skaler impulsive gecikmeli

2(t) = F(t, (), t >0, t £y,

X (2.3.10)
o(tF) — 2(ty) = Lu(x(ty)), k€ N ={1,2,..},

diferensiyel denklemini ele almigtir, burada ¢t > 0 ve ¢ € PC(t) olmak tizere F'(t, )
bir siirekli fonksiyoneldir; PC(t) ile [g(t), t] iizerinde taniml, sinirh ve soldan siirekli
fonksiyonlarin smifi kastedilmektedir, g : [0, 00) — R siirekli, azalmayan bir fonksiyon
olupt >0icin g(t) <tveg(t) w00 R— R;0<1 <ty <..<tp <tp <

vy k= 00 icin ty — oo ve f >0, t > 0 igin

PCs(t) = {¢ € PC@) - [|oll, = sup [o(s)] < B}-

s€[g(t),t]

Bu makalede (2.3.10) denkleminin sifir ¢oziimiiniin kararhligi incelenmis ve agagidaki

sonuclar elde edilmigtir.

Teorem 2.3.15. p: [0, 00) — [0, 00) siirekli bir fonksiyon, H > 0 sabit ve

s€[g(t),t]

M;(¢) = max {0, sup ¢(s) p olmak iizere

p<t)Mt(¢> > _F(t7¢) > _p(t)Mt(_¢)7 t> O, ¢ € PCH<t)7 (2311)
saglansi. Ayrica
b’ < wfz + I(z)] < 2°, k€N, |z| < H, (2.3.12)

ve
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t

/p(s) 1T bgldsgg, t> 1" =min{t >0: g(t) >0},

g(t) g(s)<tp<s

saglanacak sekilde pozitif sayilari bir {b;}, b, < 1, dizisi mevcut olsun. Bu durumda

(2.3.10) denkleminin sifir ¢oziimii kararhdir.

Teorem 2.3.16. (2.3.11), (2.3.12) kosullar1 ve

t
3
bilds<a< =, t>t*
p(S) H k S« 27 il )

9(t) g(s)<ty<s

saglansm. Ayrica limx(¢) > 0 olmak iizere her sinirh ve soldan siirekli x : [0,00) — R

t—o00

fonksiyonu igin

7F(t,m(.))dt — o ve 7F(t, —2(.))dt = oo

olsun. Bu durumda (2.3.10) denkleminin sifir ¢oziimii asimptotik kararhdir.

Bu makalede ayrica lineer impulsive gecikmeli diferensiyel

Y+ pit)a(t—7) =0, t >0, t £t
Z (2.3.13)

z(ty) — x(tk) = by (ty), k € N,

denklemi de ele alinmgtir, burada 7; > 0, p; € C(RT,R"), i = 1,2,...,n ve {by}

reel sayilarin bir dizisidir.

Agagidaki teoremlerde (2.3.13) denkleminin sifir ¢dziimiiniin kararhlig: ile impulse

nokta igermeyen gecikmeli

+sz IT +b0) 'yt —7) =0 (2.3.14)

t—7; <t <t
denkleminin sifir ¢éziimiiniin kararlilig1 arasindaki iligki ifade edilmektedir.
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Teorem 2.3.17. l

o< JI+b1<8 1=m>0,

j=m
saglanacak gekilde 5 > 0 sabiti mevcut olsun. (2.3.14) denkleminin sifir ¢ziimii

diizgiin kararh ise, bu durumda (2.3.13) denkleminin sifir ¢6ziimii de diizgiin karar-

Lidar.

Teorem 2.3.18. l
a<[[I+bl<B 1=m=>0,
Jj=m

saglanacak sekilde pozitif a ve [ sabitleri mevcut olsun. (2.3.13) denkleminin sifir
¢Oziimiiniin diizgiin kararli olmasi igin gerek ve yeter kosul (2.3.14) denkleminin sifir

¢oziimiiniin diizgiin kararlh olmasidir.
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3. IMPULSIVE GECIiKMELI DiFERENSIYEL DENKLEMLERDE
COZUMUN ASIMPTOTIKSEL SABITLIK DURUMU

3.1 Giris

Bu boliimde lineer homogen olmayan impulsive gecikmeli

?'(t) = A@)[x(t) — x(t = 1)+ f(1), t = to, t# 0,

(3.1.1)

diferensiyel denklemi ele alinmaktadir, burada i € Z7 igin 0; = to + i1; to > 0, 7 >

0; Az(0;) = z(0]) — x(0;); x(6]) = tl_i)r;lfa:(t) ve z(0;) = lim z(t) = 2(0;) dir.

—U .
k3 t k3

Ayrica agagidaki kosullar kabul edilmektedir:

(H1) A: [tg,00) — R™ " siirekli bir matris fonksiyondur,

(H2) f: [ty,00) — R" siirekli bir vektor fonksiyondur,

(H3) B; € R™", det(I + B;) # 0, i € Z"; burada I, n x n boyutlu birim matristir,

(H4) D; € R, i€ Z+.

Uyarl 3.1.1. 02 =tg+1T 1@11’1 111'11492 =00 ve ty < 61 < 92 < ... < 92 < 01'4_1 < ... dir.

1— 00

(3.1.1) denklemi
x(t) = ¢(t), t € [to — 7, t0], (3.1.2)

baslangic kosulu ile birlikte ele alimmaktadir; burada ¢ : [tg — 7, t9] — R" siirekli bir
baglangi¢ fonksiyonu olup ||¢||, = sup |¢(¢)||, r >0, £ € R" i¢in

to—r<t<tg

I = 1€a] + [€al + ..+ [€a] ve A= (ai;) € R igin Al = max > ay| dir.
j=1

i=1,2,...,

a,b € R olmak iizere PLC([a,b], R") uzay1t € [a,b], t # 0;, i € Z™, i¢in siirekli ve
0; € [a,b] noktalarinda birinci gesit siireksizlige sahip soldan siirekli ¢ : [a,b] — R"

fonksiyonlarin simifim1 gostermektedir.
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Tanim 3.1.1. Agagidaki kogullari saglayan bir x € PLC([tg—T,t0+ ), D), 5 > 0,
D C R", fonksiyonuna (3.1.1)—(3.1.2) baslangi¢ deger probleminin ¢éziimiidir denir:

(A1)t #0,;, i € Zt, olmak iizere t € [tg,to+ ) i¢in x in tiirevi mevcut ve siireklidir,
(A2) z, t € [to, to+ ), t # 0;, icin (3.1.1) deki gecikmeli diferensiyel denklemi saglar,
(A3) x, t =0;, i € Z*, noktalarinda (3.1.1) deki impulse kogullarini saglar,

(A4) t € [tg — 7, t0] igin z(t) = (1).

Ote yandan, (3.1.1) — (3.1.2) probleminin z(t) ¢oziimii i¢in agagidaki integral denk-

lemin saglandigini not edelim:

(1), to—7 <t <t
() = x(to) + /A(s):z:(s)ds - /A(s)x(s —7)ds —l—/f(s)ds (3.1.3)

to

\ to<0;<t to<0;<t

Bu arada hem bu boliimde hem de sonraki boliimde gerek duyulan ve iyi bilinen bir

lemmadan s6z edelim.

Lemma 3.1.1 (Samoilenko and Perestyuk 1995). Negatif olmayan pargal siirekli
u(t) fonksiyonu her ¢t > t; igin

esitsizligini saglasin, burada ¢ > 0, 3, > 0, b(s) > 0, ve t; ler u(t) fonksiyonunun

birinci cesit siireksizlige sahip oldugu noktalardir. Bu durumda her ¢ > t; icin

t

ut)y<c [ (1+8)exp / b(s)ds

to<t;<t to
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3.2 Coziimiin Yakinsakhgi

Bu kesimde (3.1.1) — (3.1.2) baglangig deger probleminin z(t) ¢dziimiiniin ¢ — oo
halinde yakinsak oldugu gosterilecektir.

Teorem 3.2.1. (H1) — (H4) hipotezlerine ek olarak agagidaki kosullar saglansin:

@/mmwwsm<m,

to

u@ﬂww@sm<m

(iii) T (1 + 1Bl < L1 < oo,

—

Il
—

()

v) J[T@+1D:]) < Ly < 0.
=1

Bu durumda (3.1.1) — (3.1.2) probleminin z(t) ¢tziimii ¢ — oo halinde sabit bir
vektore yakinsar, yani, tlim z(t) = 1(¢) € R™ dir.

Ispat. z, (3.1.1) — (3.1.2) probleminin tek ¢oziimii olsun. Bu durumda (3.1.3) den,

@ < [l (o) +/||A(8)|| ||$(8)||d8+/!|z4(8)|| l(s = 7)ll ds

ﬂunw+§jwwxu+§jwmtym

to<0;<t to<0;<t

elde edilir. Bu egitsizlik agagidaki sekilde tekrar diizenlenebilir:

lz(@)] < Hx(to)lH/HA(S)H ()] ds + / [A(s + 1) lz(s)[| ds

to—T
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+/Hf(8)|!d8+ Y IBillle@)ll+ Y 1Dl

to<0;<t to<B;<t

—I|x(to)ll+/l|A(S)|| ()l ds + / [A(s + )| lz(s)l] ds

n / JAGs + )|l lz(s)]] ds — / JAGs + )| ll2(s)]] ds

to<6;<t to<6;<t

T / Flds+ Y 1B =@+ S 1D

t t

< Hx(to)ll+/(HA(8)II+HA(S+T)H)|I$(8)Hd8+/Hf(8)HdS

to

+ ol / 1AGs + )l ds+ > Bl =)+ D> 1Dl
to—T

to<6;<t to<0;<t

Buradan (i), (ii) ve (iv) kosullar1 kullanilarak ¢ > t igin

t

lz@)] < c+/(||A(8)|| + A + )l ()l ds + Y [1Bill ll2(85)l]

to to<6;<t

elde edilir, burada

¢ = llo(o)| + Ky [l¢ll, + K2 + Lo

dir. Son elde edilen esitsizlige Lemma 3.1.1 uygulanirsa, t > t; igin

lzl <e J] a1+ IIBiII)eXp/(IIA(S)II + 1 A(s +7))ds

to<0;<t to

bulunur. Buradan (i) ve (ii7) kosullar1 gz oniine alindig1 zaman
lz@®)I < eLye®™, & > to,

¢ikar. O halde (3.1.1) — (3.1.2) probleminin z(t) ¢tziimii her ¢ > t i¢in smirhdir, ve
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dolayisiyle
lz()]| < K, t > tg — T, (3.2.1)

olacak sekilde pozitif bir K sabiti var demektir.

Diger taraftan ¢y < s <t < oo igin (3.1.3) den,

e (t) — 2(s)]| < / JAG) | (o) | ds + / JA@)| 2 — 7] du

n / alldu+ S 1B @)+ 3 1D (3.2.2)

s<0;<t s<0;<t
(3.2.1) ve (3.2.2) den,
o) —a(s)] <266 [ Ao du+ [ 170)]
+K Y B+ Y 1D (3.2.3)

s<6;<t s<6;<t

bulunur. Belirtelim ki (iii) ve (iv) kosullarindan, sirasiyle,

STIB < (3.2.4)
=1

ve
> |IDil| < o0 (3.2.5)
i=1

elde edilir.
(i), (i1), (3.2.4) ve (3.2.5) kogullar1 g6z 6niine alinirsa, (3.2.3) den
lim [|z(t) —z(s)|| =0

gikar. Boylece Cauchy yakinsaklik kriterinden, tlim x(t) nin R" deki varlig1 anlagilmig
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olur.
3.3 B; = 0 Halinde [(¢)
(3.1.1) denklemi her i € Z7 i¢in B; = 0 halinde

2'(t) = A@)[x(t) = x(t = 1)+ f(1), t = 1o, T F# 6,

(3.3.1)
Ax(ﬁl) = DZ', 1€ Z+ = {1,27 },

seklini alir.

Bu kesimde (3.3.1), (3.1.2) baslangi¢ deger probleminin x(t) ¢oziimiiniin yakinsadig
sabit [(¢) vektoriiniin, verilen baglangig fonksiyonuna ve bir integral denklemin mat-
ris ¢oziimiine bagh olarak hesaplanabildigi ispatlanacaktir. Bunun i¢in bazi1 én hazir-

liklarin yapilmas: gerekmektedir.

I, n x n boyutlu birim matris olmak iizere

Y(t)=1+ /Y(S)A(s)ds, t>to, (3.3.2)

t

integral denklemini gtz oniine alalim.

Teorem 3.3.1. (H1) hipotezi ve

t+1

(v) /||A<s>|rdssp< Lt >t
t

kogulu saglansin.

Bu durumda (3.3.2) saglanacak sekilde bir tek siirekli ve siurh Y : [tg, 00) — R

matris fonksiyonu vardir.

Ispat. (3.3.2) denklemi herhangi bir impulse noktasi igermedigi igin bu teoremin

ispat1, (Bereketoglu and Pituk 2003) deki Teorem 2 nin ispatinin bir tekrar1 olacaktir.
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B siirekli ve sinirh olan Y : [tg, 00) — R™*™ matris fonksiyonlarimin uzayin gostersin.
B uzayi,
Vg =suwp Y@, Y € B,

t>1g

normuna gore bir Banach uzayidir. Y € B ve t > t; igin

TY (t) =1+ / Y (s)A(s)ds

t

doéniigiimiinii tanimlayalim. (v) varsayimindan, 7" doniistimii B yi B ye doniigtiiriir

ve her Y, Z € B igin

t+7
ITY () =TZ @) < / 1Y'(s) = Z(s) [l [|A(s)] ds

dir. Yine (v) kosulu goz oniine alinirsa,

t+7

Iy — 72|, < IV - Z|, / 1A(s)]| ds
t

< /)”Y_Z”B

bulunur. p < 1 oldugundan, 7" : B — B bir daralma doniigiimiidiir. O halde Banach
sabit nokta teoremi geregi 7Y =Y denkleminin tek Y € B ¢oziimii (3.3.2) integral
denkleminin tek siirekli ve sinirli matris ¢oziimiidiir.

Simdi

C(t) =Y(t)x(t) — / Y(s)A(s)x(s — 71)ds, t > to, (3.3.3)

t

fonksiyonunu géz 6niine alalim; burada Y, Teorem 3.3.1 deki gibidir ve z, (3.3.1),

(3.1.2) probleminin ¢oziimiidiir.
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Lemma 3.3.1. (H1), (H2), (H4) hipotezleri ve (v) kogulu saglansin. Bu durumda

{ C'(t) =Y (1) f(t), t=>to, t#0 (3.3.4)

Ispat. (3.3.3) iin t € (6;,0,41), i € Z*, icin tiirevi almirsa,
C't)=Y'(t)x(t) +Y()z'(t) =Yt + 17)A(t + 7)x(t) + Y()A(t)x(t — 7) (3.3.5)
elde edilir. (3.3.2) den, t > t; igin
Y'(t)=Y({t+1)A{t+71) =Y (t)A(t) (3.3.6)
dir. (3.3.1) ve (3.3.6) egitlikleri (3.3.5) de yerlerine konulurlarsa,
C't)y=[Y(t+1)A{t+71) =Y ()A()] =(t)

+Y (1) [At)z(t) — A(D)x(t — 7) + f(1)]
=Y+ 1)A(t+ 1)x(t) + Y () A(t)x(t — T)
=Y () f(t), t > to, t £ 0,

bulunur. Ayrica (3.3.3) ve (3.3.1) den,

AC(0;) = C(67) — C(0;)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmig olur.
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Sonug 3.3.1. Lemma 3.3.1 in hipotezleri altinda (3.3.3) ile verilen C(t) fonksiyonu

¢
Clt) = Clto) + / Y(s)f(s)ds+ 3 V(0D t >t (3.3.7)
to to<f;<t
seklinde yazilabilir.
Ispat. (3.3.4) iin her iki yam t, dan ¢ ye integre edilirse, t > t, icin

t t

/C'(s)ds = /Y(s)f(s)ds (3.3.8)
to to
dir. Diger taraftan
t 0y ) O3 t
/C"(s)ds = /C"(s)ds + /C"(s)ds + /C”(s)ds + ...+ /C”(S)ds
fo fo of 03 0%

=C(t) = Clto) — > _ AC(6)

to<0;<t

ve bu esitlik (3.3.8) de yerine konulursa, (3.3.7) elde edilir.

Artik t — oo halinde, (3.3.1), (3.1.2) probleminin ¢oziimiiniin yakinsadig sabit

vektor hesaplanabilir.

Teorem 3.3.2. (H3) ve (iii) hari¢ olmak iizere Teorem 3.2.1 in hipotezleri ve (v)
kosulu saglansin. (3.3.1), (3.1.2) probleminin z(t) ¢dziimiiniin ¢ — oo i¢in limiti [(¢)

olsun. Bu durumda

1(6) = Y (to)(to) — / Y (s)A()g(s — 7)ds
+ / Y(s)f(s)ds+ Y Y(6y) Dy (3.3.9)
0 to<O
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dir; burada Y, (3.3.2) integral denkleminin siirekli ve sinirli olan tek matris ¢oziimiidiir.

Ispat. =, (3.3.1), (3.1.2) probleminin tek ¢oziimii olsun. Ispat icin

[e.e]

limz(t) = C(to) + /Y(s)f(s)ds + Z Y (6x) Dy (3.3.10)

t—o0
to to<0p

oldugunu gostermek yeterlidir; burada C, (3.3.3) deki gibidir.

(3.3.7) den, t > t, igin

o0

z(t) — Clto) — / Y(s)f(s)ds — > Y (61) Ds

to to<Op

t

to to<0, <t
- / Y (s)f(s)ds = Y Y (6x) Dy
f <0
— () - 1)~ [ Y(s)(s)ds = 3 V(6D

t <0

elde edilir. Bu esitlik ve (3.3.3) birlikte ele alindiginda, ¢ > ¢, igin

o0

2(8) = C(to)— / V() (s)ds— 3 Y(0) Dy

to to<Op

- / Y(s)f(s)ds — Y Y (0k) Dy (3.3.11)

f <0,

bulunur. (3.3.2) nin her iki yam z(t) ile carpildiginda, ¢ > t igin
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z(t) =Y (t)x(t) — / Y (s)A(s)x(t)ds (3.3.12)

bulunur. (3.3.12) esitligi (3.3.11) de yerine konulursa, t > ty igin

2(t)—C(to)— / Y(s)f(s)ds— > Y (6r) Ds

- / Y(s)f(s)ds — Y Y (0i) Dy (3.3.13)

t t<0

elde edilir. (3.2.1) kestirimi ve Y (¢) nin [to, co) tizerinde simirh oldugu gergegi (3.3.13)

de g6z Oniine alinirsa, ¢t > ty icin

z(t) — C(to) — / Y(s)f(s)ds — > Y (6x) Dy
o to<0p
<2K Yl [ A ds+ Yl [ lf()ds+ Y5 ) Dkl
/ / >

bulunur. Boylece (3.3.10) gerceklenmis olur. (3.1.2) ve (3.3.3) birlikte g6z oniine
alindig1 zaman (3.3.10) daki limit (3.3.9) a indirgenir ve boylece ispat tamamlanmig

olur.

Uyar: 3.3.1. (3.3.1) diferensiyel denkleminde her i € Z* i¢in D; = 0 ise, o zaman
(3.3.1) denklemi siirekli hal olan gecikmeli

' (t) = A(t) [z(t) — z(t — 7)] + f(t), t > to, (3.3.14)

diferensiyel denklemine indirgenir. Bu durumda, (3.3.14), (3.1.2) problemi igin
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(3.3.9) limiti

to+7

16) =Y (tolte) = [ Y(AGs)o(s = r)ds + [ Y(s)s(s)ds

to

seklini alir ki bu (Bereketoglu and Pituk 2003) makalesindeki (10) limit ifadesinin

ozel bir durumudur.
3.4 B; # 0 Durumu Igin /(¢)

Bu kesimde (3.1.1) — (3.1.2) baglangig deger probleminin z(t) ¢dziimiiniin ¢ — oo
halindeki (¢) limiti hesaplanacaktir. Bunun igin

t+7

1 t<0

integral denklemini gz oniine alalim; burada I, n x n boyutlu birim matristir.

Teorem 3.4.1. (H1), (H3) hipotezleri ve

t+1

wi) [ AW ds+ 3 IBlI+ B <p< Lt 210
t

t<0p

kosulu saglansin.

Bu durumda (3.4.1) saglanacak sekilde bir tek simrli Y € PLC([to, 00), R"*™) mat-

ris fonksiyonu vardir.

ispat.
1
B ={¥ € PLC(t00). R s Y5 <0 A2 1)
uzayl
Yz =sup[Y(O)], Y € B,

t>to

normuna gore bir Banach uzayidir. Y € B ve t > {; igin
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t+T1
TY(t) =1+ / Y (s)A(s)ds + Z Y (0)Be(I + By)™*

t tSGk

operatoriinii tanimlayalim.
[k olarak TY € PLC([to, 00), R"™") oldugunu gosterelim.

TY(6;7) = im TY (t) = TY(6;)

7 —
t—0;

ve

TY(07) = im TY (t) = TY (0;) — Y (0;)Bi(I + B;)™*

t%@j

dir.
Diger taraftan t; € (0;,0;.1), 1 € Z*, i¢in
TY(t])=TY(t]) =TY (t;)

dir. Boylece TY € PLC([ty, 00), R™*™) dir.

Ayrica t > tg icin (vi) kogulundan,

ITY ]z < 1+plYlps

bulunur. Boylece T, B yi B ye déniigtiiriir. Diger taraftan Y, Z € B i¢in tekrar (vi)

kosulu g6z 6niine alinirsa,
ITY =TZ||lg < pllY = 2l

elde edilir. p < 1 oldugundan, 7' : B — B bir daralma doniisiimiidiir. O halde
Banach sabit nokta teoremi geregi TY = Y denkleminin tek Y € B matris ¢oziimii

(3.4.1) integral denkleminin sinirh olan tek Y € PLC([ty, 00), R™*™) ¢oziimiidiir.
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Uyar1 3.4.1. Her i € Z" i¢in B; = 0 ise, (3.4.1) integral denklemi (3.3.2) ye

indirgenir. Belirtelim ki (3.3.2) nin Y matris ¢oztimii siirekli bir fonksiyondur.

Lemma 3.4.1. Teorem 3.4.1 in hipotezleri altinda (3.4.1) in Y matris ¢oziimii

asagidaki adjoint denklemi saglar:

Y't)=Y({t+1)A{t+7) =Y ()A(t), t > tg, t #0,, (3.4.2)
AY (0;) = —Y (0,)B;(I + B))"", 0; = to +ir, i € Z*. -
Ispat. t € (0;,0:41), i € Z*, icin (3.4.1) in iki yam tiirevlenirse
Y(t) =Y(t+1)A(t+7) = Y(t)A(t)
elde edilir. Diger taraftan
AY(0;) = Y(0F) =Y (6;)
= > Y(0u)Bi(I+By)" = > Y(0))Bu(I+ By
0 <0y, 0; <6k
= —Y(;)B;(I+ B;)~"
bulunur. Boylece ispat tamamlanmis olur.
Simdi
t+7
C(t) =Y(t)x(t) — / Y(s)A(s)x(s — T)ds, t > to, (3.4.3)

t
vektor degerli fonksiyonunu goz oniine alalim; burada Y, Teorem 3.4.1 deki gibidir

ve z, (3.1.1) — (3.1.2) probleminin ¢oztimiidiir.

Lemma 3.4.2. (H1) — (H4) hipotezleri ve (vi) kosulu saglansin. Bu durumda

C'(t)
AC(6))

=Y()f(t), t>ty, t#0;, (3.4.4)

Y(H;F)Dl, (91 = to + iT, 1 E Z+.
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Ispat. (3.4.3) iint € (0;,0;41), i € Z7, icin tiirevi almip Lemma 3.3.1 in ispatindaki

benzer islemler yapilirsa,

elde edilir.

Diger taraftan

AC(0;) = C(07)—C(07)
= Y(6)x(67) — Y (60, )=(0;) (3.4.5)

dir.

ve

Y(07) =Y (0:;) = Y(0:)B:(I + B))™"
esitlikleri (3.4.5) de yerlerine yazlirsa,
AC(0,) = Y(0)D;, i € 77,
elde edilir.

Uyar1 3.4.2. Her i € Z* igin B; = 0 ise, Y(0]) = Y (0;) oldugundan, (3.4.4)
denklemi (3.3.4) e indirgenir.

Sonug 3.4.1. Lemma 3.4.2 nin hipotezleri altinda (3.4.3) ile verilen C(t) fonksiyonu

to<O;<t

C(t) = Clto) + / Y($)fs)ds+ 3 YOH)Ds t> 1 (3.4.6)

seklinde yazilabilir.
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Teorem 3.4.2. Teorem 3.2.1 in hipotezleri ve (vi) kosulu saglansimn. (3.1.1) —

probleminin x(t) ¢oziimiiniin ¢ — oo i¢in limiti /(¢) olsun. Bu durumda

to+7

I(6) = Y(to)d(to) - / Y (s)A()é(s — 7)ds
+/Y(s)f(s)ds+ > Y(0;)Dy
0 to<0y,

dir; burada Y, (3.4.1) integral denkleminin tek ¢oziimiidiir.

(3.1.2)

(3.4.7)

Ispat. Teorem 3.3.2 nin ispatindaki benzer islemler yapilarak sonug elde edilir.

Uyar1 3.4.3. Heri € Z* i¢in B; = 0 ise, (3.4.7) deki limit ifadesi (3.3.9) a indirgenir.
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4. IMPULSE KOSULLARI GECIiKMELiI OLAN IMPULSIVE
GECIKMELI DIFERENSIYEL DENKLEMLERDE
COZUMUN ASIMPTOTIKSEL SABITLIK DURUMU

4.1 Giris

Bu boliimde impulse kogullar1 gecikmeli olan impulsive gecikmeli

?'(t) = A)[x(t) — x(t = 7)) + f(t), t = Lo, t # 0,

(4.1.1)
Az(0;) = B;[w(0;) — 2(0i_m)] + Dy, i € Z+ = {1, 2,...},

diferensiyel denklemi ele ainmaktadir, burada i € Z%1 i¢in 0; = to+i7 ; to >0, 7 >
0, meZ;i<mign b, € [to—7,t) ve j € {l—m,2—m,...,.—2,—1,0} i¢in
0; < 0;11; Azx(0;) = x(0]) — x(0;), z(6]) = lirr}ra:(t), z(0;) = lim z(t) = z(0;) dir.

7
—>6’Z t—»@i

Bunlara ilave olarak asagidaki kogullar1 kabul edelim:

(H1) A: [tg,00) — R™" siirekli bir matris fonksiyondur,

(H2) f: [ty,00) — R" siirekli bir vektor fonksiyondur,

(H3) B; € R™", det(I + B;) # 0, i € Z"; burada I, n x n boyutlu birim matristir,
(H4) D; € R", i€ Z™.

(4.1.1) denklemi
x(t) = o(t), t € [to — 7, t0], (4.1.2)

baslangi¢ kosulu ile birlikte ele alinmaktadir, burada ¢ : [tg — 7,t9] — R" siirekli

bir baglangic fonksiyonu olup ||¢||, = sup [|¢(t)]|, » > 0, { € R" i¢in ||{]] =
to—r<t<tg
[€1] + €] + .+ 1€a] ve A = (ayy) € R iin Al = max " ay] dir.
Iy ]:1

Ayrica, (4.1.1) — (4.1.2) probleminin z(t) ¢oziimii i¢in agagidaki integral denklemi

saglanmaktadir:
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o(t), to —7 <t <t,
t t

o~ um+/¢@ﬂ@k—/ﬂ$@—ﬂ%+/ﬂwk (413)

to

to

N to<0;<t to<O;<t to<0;<t

Bu boliimde amacimiz, impulse kogullar: gecikmeler igeren (4.1.1) — (4.1.2) baglangig
deger probleminin x(t) ¢dziimiiniin ¢ — oo i¢in sabit bir vektore yakinsadigini goster-
mek ve daha sonra bu sabit vektorii, verilen baglangic fonksiyonu ve bir integral

denklemin matris ¢oziimii cinsinden hesaplamaktir.
4.2 Coziimiin Yakinsakligi

Bu kesimde (4.1.1) — (4.1.2) baglangig deger probleminin x(t) ¢oztimii igin tlim x(t) €

R" oldugu ispatlanacaktir.
Teorem 4.2.1. (H1) — (H4) hipotezlerine ek olarak agagidaki kosullar saglansin:

@/mmmwsm<m,

to

u@ﬂww@sm<m

(i) > ||Bill < Ly < oo,

=1
(i) Y Dl < Ly < o
=1

Bu durumda (4.1.1) — (4.1.2) probleminin z(t) ¢dziimii, ¢ — oo halinde sabit bir

vektore yakinsar, yani tlim z(t) =1l(¢) € R™ dir.
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Ispat. z, (4.1.1) — (4.1.2) probleminin tek ¢oziimii olsun. Bu durumda (4.1.3) den,

lz@)] < Hx(to)lH/HA(S)H HIE(S)HdH/HA(S)H l2(s = 7)ll ds

¢ k
+ [ ds + 3 1B a(6)]

k k
+ Y Bill 1=l + D D]l > to.
i=1 i=1

elde edilir. Bu esitsizlik asagidaki sekilde tekrar diizenlenebilir:

lz(@)] < ||x(to)||+/||A(S)|| ()l ds + / [A(s + )| lz(s)l] ds

0

+ [ ds + Y 1B (6]

k—m

_|_

k
1Bismll (8)]| + > I1Dil
i=1

i=1—m

=\|x(to)ll+/\|A(S)H ()] ds + / [A(s + )] lz(s)[| ds

n / JAGs + )|l llz(s)]] ds — / JAGs + )] [l2(s)]] ds

i=1—-m

¢ k 0
+ 15 ds + S IBI 2@+ 3 1Bienl 20D

+ Z |Bim (@)1 = > Bl (6] + Z 1Di]]
< IIx(to)H+/(||A(S)||+||A(S+T)H)||$(8)Hd8+/||f(8)|!d8
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to k
+ [9ll, / 1AGs + )l ds + > (IBill + | Bigml) ll2(6:)]
to—T =1

0 k
ol Y NBiml + DD -
i=1

i=1-m

(1) — (ii) kosullarindan, ¢ > t; igin

t

lz@)] < ||¢(to)||+/(|!A(S)I|+||A(8+T)||)HI(8)I|d8

to

k
+E1 (|8l + Ko+ > (IBill + | Bisll) l2(6:)]]

i=1

m k
ol Y IBl + D> I1Di|
=1 =1

ve (i1i) — (iv) kogullarindan,

t

lz@)] < co+ /(IIA(S)II + 1 Als + 1)) [l=(s)] ds

to

+ Y (Bl + 1Bim) 120, ¢ = to,

to<0;<t

elde edilir, burada
co = [[o(to)ll + K1 |9]l + K2+ La ||l + Lo

dir. Son elde edilen egitsizlige Lemma 3.1.1 uygulanirsa, t > t, igin

t

lzl <eo [T @+ 1Bl + IIBi+m||)eXp/(||A(S)I| +Als +7)l)ds - (4.2.1)

to<0;<t to

bulunur.
Her z € R igin 1 + 2 < ¢” oldugundan, (4.2.1) egitsizligi agsagidaki sekilde tekrar
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yazilabilir:

t

lz(@)] < Co( II exe(Bill+ IIBi+mI|)> eXP/(HA(S)H + [ A(s +7)[)ds

to<6;<t to

t
=coexp [ Y (IBill + |1Bisml) +/(||A(S)|| + [|A(s +7)l)ds
to<0;<t to
() ve (i17) kogullarindan,

|z(t)| < coe® 2Kt > g,

elde edilir. O halde (4.1.1) — (4.1.2) probleminin z(t) ¢tziimii her ¢t > ¢, i¢in simirhdir
ve dolayisiyle

lz@)] < K, t > to—T, (4.2.2)

olacak sekilde pozitif bir K sabiti vardir.

Diger taraftan ¢y < s <t < oo igin (4.1.3) den,
t t
Jz(t) = z(s)l| < /llA(U)H ||$(U)||dU+/||A(U)|| [2(u = 1) du

+ [l Y 1B o)

s<0;<t

+ > IBillllzGm)l + > DAl (4.2.3)

s<0;<t s<6;<t

(4.2.2) ve (4.2.3) den,
o)~ 2(s)] < 2 [ A du+ [ 7] du

2k 3 |Bl+ Y 1D (4.2.4)

s<0;<t s<6;<t
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bulunur. (i) — (iv) kosullar1 gz 6niine alinirsa, (4.2.4) den

lim [2(t) — a(s)]| = 0

§—00

elde edilir. Boylece Cauchy yakinsaklik kriterinden, ¢ — oo i¢in z(¢) nin limitinin

R™ deki varlhigi anlagilmig olur.
4.3 I(¢) nin Hesab

Bu kesimde, (4.1.1) — (4.1.2) probleminin x(t) ¢oziimiiniin tlimx(t) = [(¢) limiti

hesaplanacaktir. Buna hazirlik olmasi bakimindan

t+7
Y(t)=1+ /AT(S)Y(s)d8+ > BIY(l), t=t, (4.3.1)
f p(t)<k<p(t)+m

integral denklemiyle ilgili olarak agsagidaki sonuglar ispatlanmaktadir; burada I, nxn

boyutlu birim matris ve p(t) = min {k € Z* : 0, > t} dir.

Once PLC([ty, 00), R™*™) uzaym goz oniine alahm. Bu uzay t € [tg, 00), t # 0; (i €
Z™1), igin siirekli olan, 6; € (tg, 00) noktalarinda birinci gegit siireksizlige sahip, soldan

stirekli ¢ : [tg,00) — R™™ matris fonksiyonlarinin sinifini géstermektedir.

Teorem 4.3.1. (H1), (H3) hipotezleri ile birlikte

t+7

<U>/HAT<S)||d8+ S Bl <p<1, t>

p(t)<k<p(t)+m

kogulu saglansin.

Bu durumda (4.3.1) saglanacak sekilde bir tek simirh Y € PLC([tg, 00), R™™™) matris

fonksiyonu vardir.

ispat.
1
B = {Y € PLC([t(),OO),Rnxn) . ||Y||B S )\, A Z Tp}
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uzayl

1Yz = Sup 1Y (@), YeB,

t>to

normuna gore bir Banach uzayidir. Y € B ve t > {; igin

t+1

TY (t) :]+/AT(3)Y(s)ds+ Z BFY (67)

f p(t)<k<p(t)+m

operatoriinii tanimlayalim.

[k olarak TY € PLC([ty, o), R™*™) oldugunu gosterelim.

p(0;) = p(6;) =i ve p(0]) =i+ 1 oldugu dikkate almirsa,

TY(67) = Lm TY (t)

7 —
t—0;

0, +7

— I+ / AT ()Y (s)ds + > BiY(6))

0- p(;)<k<p(0; )+m

0;+71

:]+/AT(3)Y(3)CZS~I— Z BLY (6))

0, i<k<itm

= 7Y (0)

ve

TY(67) = Lm TY ()

t—>9:’
92‘+T
=1+ / AT(5)Y (s)ds + > BLY ()
ot p(0)<k<p(6F)+m

i

:[+/AT(3)Y(s)d8+ S BV

i+1<k<i+m+1
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= I+ / AT (s)Y (s)ds + Z By Y (07)

0. i<k<i+m

elde edilir.
Diger taraftan t; € (0;,0;11), i € Z*, i¢in p(t;) = p(t]7) = p(t;) = i + 1 oldugundan,
TY(tH) =TY (t7) =TY (t1)

dir. Boylece TY € PLC([ty,00), R"*") dir.

Ayrica t > tg icin

t+T1
Tyl [ Ayl 3 s ven]
t p(t)<k<p(t)+m
ve
t+7
Yl <1+ Wl q [ 4T @llas+ 3|8
+ p(t)<k<p(t)+m

elde edilir. (v) kogulundan,

ITY]lp < 1+plYlps

IN

14 pA

IN
>

bulunur. Boylece T', B yi B ye doniistiiren bir doniigiimdiir. Diger taraftan Y, Z € B
icin
t+T1
ITY (1) =TZ(1)] < / AT ()| 1Y (s) = Z ()] ds
t
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+ > IBEIY @) - 20

p(t)<k<p(t)+m

dir, buradan tekrar (v) kogulu goz 6niine alindiginda,

ITY =TZ|5 < pllY = Zllg

bulunur. p < 1 oldugundan, 7' : B — B bir daralma doéniigtimiidiir. O halde Banach

sabit nokta teoremi geregi TY = Y denkleminin tek Y € B matris ¢oziimii (4.3.1)

integral denkleminin sinirli olan tek Y € PLC([ty, 00), R™*™) ¢oziimiidiir.

Lemma 4.3.1. Teorem 4.3.1 in hipotezleri altinda (4.3.1) in Y matris ¢oziimii

asagidaki adjoint denklemi saglar:

Y'(t)= ATt + 7)Yt +71)— AT@®)Y (1), t > to, t # 0;,
AY(0;) = BL, Y (05.,,) — BI'Y(07), 0; =ty +ir, i € Z+.

i+m i+m
Ispat. t € (0;,0:11), i € Z*, icin (4.3.1) in iki yam tiirevlenirse,
Y'(t)= ATt +1)Y(t+7)— ALY (1)

elde edilir. Diger taraftan

AY(0;) =Y (07) = Y(0;)

- Y BvepH- Y BIY@E)

p(07)<k<p(0])+m p(0])<k<p(6] )+m

p(07) =i+ 1 ve p(f;) =i oldugundan,

) = BIY(0))

bulunur. Boylece ispat tamamlanmis olur.
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- YI(0) Bra(0r_m), t > to, (4.3.3)
>

p(t)<k<p(t)+m

vektor degerli fonksiyonunu goz oniine alalim; burada Y, Teorem 4.3.1 deki gibidir

ve z, (4.1.1) — (4.1.2) probleminin ¢tziimiidiir.

Lemma 4.3.2. (H1) — (H4) hipotezleri ve (v) kosulu saglansin. Bu durumda

{ C'(t)=YT(t)f(t), t>ty, t#0 (4.3.4)
AC(0;) =YT(ON)D;, 0; =to+it, i € Z+.
Ispat. (4.3.3) iin t € (6;,0,41), i € Z*, icin tiirevi almirsa,
') = YT (W)a(t) + YT (1)2'(t) — YT (t + 7)A(t + 1)z (t)
+YT (A2 (t — 1) (4.3.5)

elde edilir. (4.1.1) ve (4.3.2), (4.3.5) de yerlerine konulurlarsa,
C'(t) = [YT(t+71)A{t +7) = YT (1) A(t)] x(t)

+YT (1) [A()2(t) — At (t — 1) + f(1)]
YTt +7)At+ 7)) + YT () AR)2(t — 7)
=YT(@t)f(t), t > to, t #0;.

Ayrica, (4.3.3) den

AC(0;) = C(0F) — C(07)

43



= Y70z (0F) — > YT (07 Brz(Op—m)

p(0;)<k<p(0] )+m

=YH(0; )2 (0;7) + > Y2 (00) Buw (O -m)

= Y0 )2(67) — Y (0 (6)

YT

(4.1.1) ve (4.3.2) deki impulse kogullarindan,
2(07) = (I + Bi)x(0;) — Bix(0i-m) + D

ve

YO =Y (0) (I + B) ™" + Y (0],

)Bitm(I + B;)~!

gikar. Bu egitliklerin (4.3.6) da yerlerine yazilmasiyle
AC(;) =Y (OND;, i € Z7,
elde edilir.

Sonug 4.3.1. Lemma 4.3.2 nin hipotezleri altinda, (4.3.3) ile verilen C'(t) fonksiyonu
asagidaki sekilde yazilabilir:

t

C(t) :C(to)+/YT(s)f(s)d8+ Z YT (O0D;, t > ty. (4.3.7)

to to<0;<t

Ispat. (4.3.4) in her iki yan1 ¢, dan t ye integre edilirse, t > t; icin

t t

/0@@:/W@ﬁ@m (4.3.8)

to to
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dir. Diger taraftan

¢ 01 Oy ) t
/C”(s)ds = /C’(s)ds + /C”(s)ds + /C"(s)ds +..+ /C'(s)ds
to to e-lk 03— 92_

=C(t) — C(to) — Z AC(0;)

to<O;<t

bulunur ve bu egitlik (4.3.8) de yerine konulursa (4.3.7) elde edilir.

Teorem 4.3.2. Teorem 4.2.1 in hipotezleri ve (v) kogulu saglansin. (4.1.1) — (4.1.2)

probleminin x(t) ¢oziimiiniin ¢ — oo i¢in limiti /(¢) olsun. Bu durumda

to+7

16) =Y ()o(t0) — [ Y7 (s)A(s)o(s — 7)ds

to

o0

- Y YD) + [ Y1)

1<k<m+1 to

+ > YT (0;) Dy

to<6Op

Ispat. 2(t), (4.1.1) — (4.1.2) probleminin ¢oziimii olsun. Ispat icin

limz(t) = C(to) + / Y7(s)f(s)ds + > YT (6;)Dx

t—o0
to<Op
oldugunu gostermek yeterlidir; burada C, (4.3.3) deki gibidir.

(4.3.7) den t > tq igin

z(t) — Clty) — / Y7(s)f(s)ds — > YT(6}) Dy
o to<Oj
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(4.3.10)



=2(t) — C(t0)+/YT(s)f(s)ds+ Z YT(0;) Dy,
- [ YT @es - S Y 6D,
—a(t) - C(t) = [Y7(s)(s)ds — 30 YT 60D

elde edilir. Bu egitlik ve (4.3.3) birlikte ele ahndiginda, ¢ > ¢, igin

o0)~Clto)~ [ YI(5)(5)ds— - Y7 (6]) D
0 to<6
t+7
=2(t) = YT (t)x(t) + / YT(s)A(s)x(s — 7)ds
+ Y YT B (k)
p(t)<k<p(t)+m
_ / YT (s)f(s)ds — 3 YT (0) Dy
f £<0y,
bulunur.
(4.3.1) den
t+1
YIt) =1+ /YT(S)A(S)dS + Y YT(9))B
t p(t)<k<p(t)+m
yazilabilir.

(4.3.12) nin her iki yam x(t) ile carpildiginda, ¢ > ¢, i¢in

z(t) =Y (t)x(t) — /YT(S)A(S)x(t)ds - Z YI(0;)Bra(t)

p(t)<k<p(t)+m
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(4.3.11)

(4.3.12)

(4.3.13)



bulunur. (4.3.13) esitligi (4.3.11) de yerine konulursa, t > ¢, icin

2(t)—C (to)— / Y7(s)f(s)ds— Y YT (6})Dy

+ Y YO)Bila(fm) — a(t)]

p(t)<k<p(t)+m

[ee)

- / Y7(s)f(s)ds = Y Y (6})Dy (4.3.14)

¢ t<0y

elde edilir. (4.2.2) kestirimi ve Y (¢) nin [to, 00) iizerinde sinirli oldugu gergegi (4.3.14)

de g6z Oniine alinirsa, ¢t > ty icin

z(t) — C(to) — / Y7 (s)f(s)ds — > YT(0])Dy
i to<0%
t+1
§2KHYT||B/HA(s)|\ds+2KHYTHB S B
t p(t)<k<p(t)+m

YTl [ 15 s + [y 7], X 1D

t<0

bulunur. Boylece (4.3.10) gerceklenmis olur. (4.1.2) ve (4.3.3) birlikte g6z oniine
alindiginda, (4.3.10) daki limitin (4.3.9) a indirgenebildigi goriiliir. Boylece ispat

tamamlanmig olur.
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