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ÖZET

Doktora Tezi

IMPULSIVE GEC·IKMEL·I D·IFERENS·IYEL DENKLEMLER

Fatma KARAKOÇ

Ankara Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dal¬

Dan¬̧sman: Prof.Dr. Hüseyin BEREKETO¼GLU

Bu tez dört bölümden oluşmaktad¬r.

Birinci bölüm giri̧s k¬sm¬na ayr¬lm¬̧st¬r.

·Ikinci bölümde gecikmeli diferensiyel denklemler, impulsive diferensiyel denklemler

ve impulsive gecikmeli diferensiyel denklemlerle ilgili temel kavram ve sonuçlar ifade

edilmi̧stir.

Bu çal¬̧sman¬n orjinal bölümleri üçüncü ve dördüncü bölümde yer almaktad¬r.

Üçüncü bölümde birinci basamaktan lineer homogen olmayan impulsive gecikmeli

diferensiyel denklem sistemi ve bir başlang¬ç fonksiyonundan meydana gelen prob-

lemin çözümünün t!1 halinde bir sabit vektöre yak¬nsad¬¼g¬ispatlanm¬̧st¬r. Ayr¬ca

bu sabit vektör, başlang¬ç fonksiyonu ve bir integral denklemin matris çözümü yard¬m¬

ile formüle edilmi̧stir.

Dördüncü bölümde ayn¬problemler, bu defa impulse koşullar¬n¬n gecikmeler içermesi

halinde incelenmi̧stir.

2007, 51 sayfa

Anahtar Kelimeler : Diferensiyel denklem, gecikmeli diferensiyel denklem, im-

pulsive diferensiyel denklem, impulsive gecikmeli diferensiyel denklem, asimptotik

sabitlik.
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This thesis consists of four chapters.

The �rst chapter is devoted to the introduction.

In the second chapter, the basic concepts and results of delay di¤erential equations,

impulsive di¤erential equations and impulsive delay di¤erential equations are stated.

Original results are contained in the third and fourth chapters.

In the third chapter, a �rst order linear nonhomogeneous impulsive delay di¤erential

equations system with an initial function is considered and it is shown that the

solution tends to a constant vector as t ! 1: Moreover this constant vector is

formulated in terms of the initial function and the matrix solution of an integral

equation.

In the fourth chapter, the same problems are studied when the impulse conditions

include delays.

2007, 51 pages

Key Words: Di¤erential equation, delay di¤erential equation, impulsive di¤erential

equation, impulsive delay di¤erential equation, asymptotic constancy.
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1. G·IR·IŞ

Son y¬llarda lineer gecikmeli diferensiyel denklemlerin çözümlerinin yak¬nsakl¬¼g¬ve

asimptotik gösterimi problemi yo¼gun bir şekilde incelenmi̧stir. Yap¬lan çal¬̧smalarda

ço¼gunlukla birinci basamaktan skaler lineer gecikmeli

y0(t) = �(t)[y(t)� y(t� �(t))] (1.1)

diferensiyel denklemi ele al¬nm¬̧st¬r.

Zhang (1981), �(t) = 1 olmak üzere (1:1) denkleminin çözümlerinin yap¬s¬n¬ve asimp-

totik davran¬̧s¬n¬incelemi̧stir. Haddock ve Sacker (1980) birinci basamaktan lineer

gecikmeli

x0(t) = P (t)[x(t)� x(t� r)] +Q(t)x(t) +R(t)x(t� r)

diferensiyel denklem sisteminin her çözümünün t!1 halinde bir sabit limite sahip

oldu¼gunu göstermi̧slerdir. Atkinson ve Haddock (1983) (1:1) denklemi ve daha genel

olan durumlar için ayn¬problemi ele alm¬̧slard¬r. (1:1) denkleminin çözümlerinin

asimptotik gösterimi Diblik (1998) taraf¬ndan hesaplanm¬̧st¬r. Daha sonra yine Dib-

lik (1999) (1:1) denkleminden daha genel olan

:
y(t) =

nX
j=1

�j(t)[y(t)� y(t� � j(t))]

denklemini ele alm¬̧s ve çözümlerin yak¬nsakl¬¼g¬ için baz¬ yeter koşullar vermi̧stir.

(1:1) denklemi bu defa Bastinec, Diblik ve Smarda (2000) taraf¬ndan göz önüne

al¬nm¬̧s ve çözümlerin yak¬nsakl¬¼g¬için yeni kriterler bulunmuştur.

Öte yandan �(t) = � > 0 (sabit) olmak üzere (1:1) denklemi pantograph

:
x(t) = �(t)[x(t)� x(pt)] (1.2)

denkleminin bir özel halidir. Gerçekten, bu denkleme x(t) = y(ln t) dönüşümü uygu-

lan¬rsa, �(t) =
�(t)

t
ve p = e�� olmak üzere (1:1) denklemi elde edilir. Bu yüzden

1



(1:1) denklemine bir pantograph denklemi olarak bak¬labilir. Pantograph denklem-

lerine elektrikli rayl¬ sistemlerin sinyalizasyonu problemlerinde kaŗs¬laş¬ld¬¼g¬ bilin-

mektedir (Ockendon and Tayler 1971, Fox et al. 1971). Ayr¬ca, (1:1) şeklinde bir

gecikmeli diferensiyel denklemin say¬lar teorisi alan¬nda bir uygulamaya sahip oldu¼gu

Mahler (1940) taraf¬ndan belirtilmektedir.

(1:2) denkleminin çözümlerinin asimptotik davran¬̧s¬, �(t) = a (sabit) halinde önce

Kato ve McLeod (1971) ve daha sonra Carr ve Dyson (1974/75) taraf¬ndan incelen-

mi̧stir. Yirmi y¬l aradan sonra, (1:2) denkleminin çözümlerinin serisel gösterimi ile

asimptotiksel s¬n¬rlar¬hesaplanm¬̧st¬r (Terjeki 1995, Makay and Terjeki 1998).

Bu tezde aşa¼g¬daki birinci basamaktan lineer homogen olmayan impulsive gecikmeli

diferensiyel denklem sistemleri ele al¬nmakta ve bu sistemlerin çözümlerinin t !

1 halinde sabit bir vektöre yak¬nsad¬klar¬gösterilmektedir. Daha sonra, bu sabit

vektör, başlang¬ç fonksiyonu ve bir integral denklemin matris çözümü yard¬miyle

formüle edilmektedir:8<: x0(t) = A(t)[x(t)� x(t� �)] + f(t); t � t0; t 6= �i;

�x(�i) = Bix(�i) +Di; i 2 Z+ = f1; 2; :::g;

8<: x0(t) = A(t)[x(t)� x(t� �)] + f(t); t � t0; t 6= �i;

�x(�i) = Bi[x(�i)� x(�i�m)] +Di; i 2 Z+ = f1; 2; :::g:

Bu sistemlerin birincisinde impulse koşullar¬nda gecikmeler bulunmamaktad¬r. An-

cak ikincisinde impulse koşullar¬gecikmelere tabidir.
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2. GEC·IKMEL·I VE IMPULSIVE D·IFERENS·IYEL DENKLEMLER

Bu bölümde gecikmeli diferensiyel denklemler, impulsive diferensiyel denklemler ve

impulsive gecikmeli diferensiyel denklemlerle ilgili temel kavram ve sonuçlar ifade

edilmektedir.

2.1 Gecikmeli Diferensiyel Denklemler

Bir gecikmeli diferensiyel denklem, bilinmeyen fonksiyon ve onun türevlerinin (en

yüksek türev hariç) bir ya da daha çok gecikme argümentlerine ba¼gl¬ oldu¼gu bir

diferensiyel denklem şeklinde tan¬mlanmaktad¬r. Aşa¼g¬daki denklemler gecikmeli

diferensiyel denklemler için birer örnektir:

x0(t) = 2x(t� 3
2
)� x(t� 1);

x0(t) + x(t� cos2 t) = 1;

x0(t) = 5x(t)� 2x( t
2
);

x00(t) + 3x0(t� 2)� 7x(t� 3) = 2t+ 5:

Böylesi denklemlere literatürde ilk kez onsekizinci yüzy¬l¬n ikinci yar¬s¬nda rastlanm¬̧s

olmas¬na ra¼gmen (Kondorse 1771), ancak 1950 y¬l¬ndan sonra A. D. Myshkis, E. M.

Wright, R. Bellman ve di¼ger matematikçiler taraf¬ndan sistematik olarak incelenmeye

başlanm¬̧st¬r. Gecikmeli diferensiyel denklemler, �zik, mühendislik, ekonomi ve biyo-

loji alanlar¬nda ortaya ç¬kan çok say¬da problem için model teşkil ederler. Uygulama

alanlar¬n¬n çoklu¼gu, gecikmeli diferensiyel denklemleri matemati¼gin en h¬zl¬geli̧sen

dallar¬ndan biri haline getirmi̧stir. Son y¬llarda gecikmeli diferensiyel denklemler lite-

ratürüne kat¬lan baz¬önemli kitaplar şunlard¬r: (Györi and Ladas 1991, Gopalsamy

1992, Hale and Lunel 1993, Kuang 1993).

Şimdi,

x0(t) = f(t; xt); t � t0; (2.1.1)

gecikmeli diferensiyel denklemini ve
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x(t) = �(t); t0 � r � t � t0; (2.1.2)

başlang¬ç koşulunu ele alal¬m; burada f : [t0;1) � CD ! Rn; D � Rn aç¬k bir alt

küme ve r � 0 olmak üzere CD = C([�r; 0]; D); � 2 C([t0 � r; t0]; R
n); C([a; b]; Rn)

sembolü,  : [a; b]! Rn şeklinde sürekli fonksiyonlar¬n uzay¬n¬göstermektedir.

Öte yandan, bu tez boyunca kullan¬lacak normlar şunlard¬r: � 2 Rn için

k�k = j�1j+ j�2j+ :::+ j�nj ;

A = (aij) 2 Rn�n için

kAk = max
i=1;2;:::;n

nX
j=1

jaijj

ve bir t0 2 R için � 2 C([t0 � r; t0]; R
n) olmak üzere

k�kr = sup
t0�r�t�t0

k�(t)k :

(2:1:1) denklemindeki notasyona uygun olsun diye (2:1:2) başlang¬ç koşulu aşa¼g¬daki

şekilde yeniden yaz¬labilir:

x(t0 + �) = �(t0 + �); � r � � � 0;

ya da

xt0 = �t0 :

' = �t0 al¬n¬rsa, (2:1:2) koşulu

xt0 = ' (2.1.20)

şeklini al¬r. (2:1:20) koşulu t = t0 + � al¬narak

x(t) = '(t� t0); t0 � r � t � t0; (2.1.200)

biçiminde yaz¬labilir.
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Tan¬m 2.1.1. x : [t0 � r; t0 + �) ! D � Rn; � > 0; fonksiyonu verilen bir t0 2 R

için aşa¼g¬daki koşullar¬ sa¼glarsa, x fonksiyonuna (2:1:1) � (2:1:2) başlang¬ç de¼ger

probleminin bir çözümüdür denir:

(i) x(t); t0 � t < t0 + � için (2:1:1) denklemini sa¼glar,

(ii) x(t) = �(t); t0 � r � t � t0:

Tan¬m 2.1.2. f(t; ') fonksiyoneli verilen her sürekli ' : [t0 � r; t0 + �) ! D

fonksiyonu için [t0; t0+�) aral¬¼g¬nda t ye göre sürekli ise, bu durumda f fonksiyoneline

süreklilik koşulunu sa¼gl¬yor denir.

Lemma 2.1.1. t0 2 R ve � > 0 için x 2 C([t0 � r; t0 + �]; Rn) ise, bu durumda

t 2 [t0; t0 + �] için

xt(�) = x(t+ �); � r � � � 0;

şeklinde tan¬ml¬olan xt fonksiyonu da süreklidir.

Lemma 2.1.2. Bir t0 2 R ve � 2 C([t0�r; t0]; Rn) için f(t; �) fonksiyoneli süreklilik

koşulunu sa¼gl¬yorsa, bu durumda (2:1:1)� (2:1:2) başlang¬ç de¼ger problemi

x(t) =

8>>><>>>:
�(t); t0 � r � t � t0;

�(t0) +

tZ
t0

f(s; xs)ds; t � t0;

integral denklemine eşde¼gerdir.

Tan¬m 2.1.3. J = [t0; �) olmak üzere f : J � CD ! Rn ve 
 � J � CD olsun. Her

(t; ') ve (t; ') 2 
 için

kf(t; ')� f(t; ')k � K k'� 'kr

sa¼glanacak şekilde pozitif bir K sabiti mevcutsa, f fonksiyoneline 
 üzerinde K

Lipschitz sabitli bir Lipschitz koşulunu sa¼gl¬yor veya f Lipschitziand¬r denir.
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Teorem 2.1.1. f : J � CD ! Rn fonksiyoneli süreklilik koşulunu ve J � CD nin

her kompakt alt kümesi üzerinde ' ye göre bir lokal Lipschitz koşulunu sa¼glas¬n. Bu

durumda her bir (t0; ') 2 J � CD için (2:1:1)� (2:1:2) başlang¬ç de¼ger probleminin

[t0 � r; t0 + �); � > 0; üzerinde tan¬ml¬bir tek çözümü vard¬r.

2.2 Impulsive Diferensiyel Denklemler

Belli anlarda s¬çramalara sahip olan bir reel �ziksel olay¬n matematiksel modeli

ço¼gunlukla impulsive diferensiyel denklemleri ihtiva eder. Impulsive diferensiyel

denklemler teorik ve mekanik �zikte, nüfus dinami¼ginde, biyoloji ve ekonomi gibi

alanlarda pek çok uygulamaya sahiptir. Böylesi denklemlere ilk kez, 1937 y¬l¬nda bir

saat modelinde kaŗs¬laş¬lm¬̧s olmas¬na ra¼gmen (Samoilenko and Perestyuk 1995), im-

pulsive diferensiyel denklemler hakk¬ndaki eserler daha çok son 25 y¬ll¬k çal¬̧smalar¬n

ürünleridir (Lakshmikantham et al. 1989, Bainov and Simeonov 1995).

Impulsive diferensiyel denklemlerde çözümler, sonlu ya da sonsuz say¬da noktada

parçal¬sürekli olup başka her yerde sürekli fonksiyonlard¬r. Bu tür süreksizlik nok-

talar¬na impulse noktalar¬denir ve genellikle �1; �2; ::: ile gösterilirler.

Genel olarak birinci basamaktan bir impulsive diferensiyel denklem sistemi8<: x0(t) = f(t; x(t)); t 6= �i;

�x(�i) = Ii(x(�i)); i 2 Z;
(2.2.1)

şeklindedir; burada f : 
! Rn; 
 � R� Rn aç¬k bir alt cümle, Ii : D ! Rn; D �

Rn aç¬k bir alt cümle, �x(�i) = x(�+i ) � x(��i ) olup x(�
+
i ) = lim

t!�+i
x(t) ve x(��i ) =

lim
t!��i

x(t) dir. (2:2:1) sisteminin x(t) çözümünün t = �i; i 2 Z; noktalar¬nda soldan

sürekli oldu¼gu (yani x(��i ) = x(�i)) kabul edilmektedir. Ayr¬ca burada f�ig ; i 2

Z; artan bir dizi, yani her i 2 Z için �i < �i+1; ve lim
i!1

�i =1 dur.

(2:2:1) sistemini

x(t+0 ) = x0 (2.2.2)

başlang¬ç koşulu ile birlikte göz önüne alal¬m.
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Tan¬m 2.2.1. Aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glayan bir x : [t0; t0+�)! Rn; � > 0; fonksiyo-

nuna (2:2:1)� (2:2:2) başlang¬ç de¼ger probleminin çözümüdür denir:

(i) x(t+0 ) = x0 ve t 2 [t0; t0 + �) için (t; x(t)) 2 
;

(ii) t 2 [t0; t0 + �); t 6= �i; i 2 Z; için x(t) sürekli diferensiyellenebilir olup

x0(t) = f(t; x(t)),

(iii) t = �i noktalar¬nda x(t) soldan sürekli olup x(�
+
i ) = x(�i) + Ii(x(�i)).

Belirtelim ki t0 6= �i ise, bu durumda (2:2:2) koşulu

x(t0) = x0 (2.2.20)

şeklinde ifade edilir.

Örnek 2.2.1. Birinci basamaktan skaler8><>:
x0(t) = 1; t 6= �i;

�x(t) =
1

x(t)
; t = �i = i; i = 1; 2;

(2.2.3)

impulsive diferensiyel denklemini

x(0) = 0 (2.2.4)

başlang¬ç koşulu ile birlikte göz önüne alal¬m ve [0; 3] üzerindeki çözümünü bulal¬m.

[0; 1] üzerinde (2:2:3)� (2:2:4) başlang¬ç de¼ger probleminin çözümü

x(t) = t:

(2:2:3) deki impulse koşulundan,

x(1+) = 2 (2.2.5)

olup (2:2:3); (2:2:5) probleminin çözümü t 2 (1; 2] için
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x(t) = t+ 1

dir. Yine (2:2:3) deki impulse koşulundan

x(2+) =
10

3
(2.2.6)

olur ve dolay¬siyle (2:2:3); (2:2:6) probleminin 2 < t � 3 aral¬¼g¬ndaki çözümü

x(t) = t+
4

3

şeklinde bulunur.

Böylece (2:2:3)� (2:2:4) probleminin 0 � t � 3 aral¬¼g¬üzerindeki çözümü

x(t) =

8>>><>>>:
t; 0 � t � 1;

t+ 1; 1 < t � 2;

t+
4

3
; 2 < t � 3:

2.3 Impulsive Gecikmeli Diferensiyel Denklemler

Impulsive gecikmeli diferensiyel denklemler teorisi, baz¬ teknik zorluklar sebebiyle

gerek impulsive diferensiyel denklemlere ve gerekse gecikmeli diferensiyel denklem-

lere göre daha az geli̧smi̧stir. Örne¼gin, gecikmeli diferensiyel denklemler teorisinde

x(t) fonksiyonunun sürekli olmas¬xt fonksiyonelinin sürekli olmas¬n¬ifade ederken,

impulsive gecikmeli diferensiyel denklemlerde durum böyle de¼gildir. x(t) parçal¬

sürekli bir fonksiyon oldu¼gu zaman, xt fonksiyoneli parçal¬sürekli olmayabilir. Bu

yüzden f(t;  ) iki de¼gi̧skene göre sürekli olsa bile, x(t) parçal¬sürekli bir fonksiyon

oldu¼gunda f(t; xt) bileşke fonksiyonu hakk¬nda biŗsey söylenemez.

Impulsive gecikmeli diferensiyel denklemlerle ilgili ilk makale Gopalsamy ve Zhang

taraf¬ndan 1989 y¬l¬nda yay¬nlanm¬̧st¬r. Bu makalede birinci basamaktan bir im-

pulsive gecikmeli diferensiyel denklemin s¬f¬r çözümünün asimptotik kararl¬l¬¼g¬ ile
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sal¬n¬ml¬ve sal¬n¬ms¬z çözümlerinin varl¬¼g¬için yeter koşullar elde edilmi̧stir. Impul-

sive gecikmeli diferensiyel denklemlerin çözümleri için varl¬k ve teklik konusu daha

çok Ballinger ve Liu ( 1999, 2002, 2004 ) taraf¬ndan incelenmi̧stir. Ayr¬ca, böylesi

denklemlerin çözümlerinin s¬n¬rl¬l¬¼g¬, kararl¬l¬¼g¬, sal¬n¬ml¬l¬¼g¬ ve periyodik çözüm-

lerinin varl¬¼g¬farkl¬matematikçiler için başl¬ca araşt¬rma konular¬olmuştur (Yu and

Zhang 1996, Berezansky and Braverman 1996, Zhao and Yan 1996, 1997, Yu 2001,

Tang et al. 2002). Şimdi bu makalelerdeki baz¬önemli sonuçlardan söz edelim.

Gopalsamy ve Zhang (1989),

dx(t)

dt
+ ax(t� �) =

1X
i=1

bix(ti�)�(t� ti); t 6= ti; (2.3.1)

ve 8<:
dx(t)

dt
+ p(t)x(t� �) = 0; t 6= ti;

x(t+i )� x(t�i ) = bix(t
�
i )

(2.3.2)

denklemlerini ele alm¬̧slar ve bunlar için aşa¼g¬daki sonuçlar¬ispatlam¬̧slard¬r; burada

bi (i = 1; 2; :::) reel sabitler, a pozitif bir sabit, � � 0 reel sabit, 0 < t1 < t2 < ::: <

ti < ::: olup lim
i!1

ti =1:

Teorem 2.3.1. Aşa¼g¬daki koşullar sa¼glans¬n:

(i) 0 < a� < �=2;

(ii) ti+1 � ti � T > 0; i = 1; 2; :::; � < T;

(iii) 1 + jbij �M; i = 1; 2; :::;

(iv) (1=T ) lnM < �; � < �0:

Bu durumda (2:3:1) denkleminin s¬f¬r çözümü global üstel asimptotik kararl¬d¬r.

Teorem 2.3.2. Aşa¼g¬daki koşullar sa¼glans¬n:

(i) p; [0;1) üzerinde sürekli ve t � 0 için p(t) � 0;

9



(ii) ti+1 � ti � T; i = 1; 2; :::;

(iii) � � T ise,

lim
i!1

sup(1 + bi)
�1

ti+TZ
ti

p(s)ds > 1;

0 < � < T ise,

lim
i!1

sup(1 + bi)
�1

ti+�Z
ti

p(s)ds > 1:

Bu durumda (2:3:2) denkleminin bütün çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r.

Teorem 2.3.3. Aşa¼g¬daki koşullar sa¼glans¬n:

(i) ti+1 � ti � T; i = 1; 2; :::; ve � < T;

(ii) 0 � bi �M; i = 1; 2; :::;

(iii) p; [0;1) üzerinde sürekli ve t � 0 için p(t) � 0;

(iv)

lim
i!1

inf

tZ
t��

p(s)ds >
1 +M

e
:

Bu durumda (2:3:2) denkleminin her çözümü sal¬n¬ml¬d¬r.

Teorem 2.3.4. (2:3:2) denkleminin parametreleri aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glas¬n:

(i) a�e � 1� c olacak şekilde bir pozitif c sabiti mevcuttur,

(ii) bi > 0; i = 1; 2; :::; ve
1X
i=1

bi <1:

Bu durumda (2:3:2) denklemi bir sal¬n¬ms¬z çözüme sahiptir.

Yu ve Zhang (1996), impulsive gecikmeli8<: x0(t) = f(t; x(t� �)); t � t0; t 6= tk;

x(t+k )� x(tk) = Ik(x(tk)); k 2 N;
(2.3.3)
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denklemini ele alm¬̧slard¬r, burada � > 0; Ik : R ! R; f 2 C([t0;1)� R;R); t0 �

t1 < t2 < ::: < tk < tk+1 < :::; k ! 1 halinde tk ! 1 dur; x0(t); x(t) nin soldan

türevini göstermektedir; f(t; 0) � 0 ve Ik(0) � 0 d¬r. Ayr¬ca

0 � �xf(t; x) � P (t)x2; t � t0; jxj < H; (2.3.4)

sa¼glanacak şekilde bir H > 0 sabiti ve P : [t0;1) ! [0;1) sürekli fonksiyonu

mevcut olsun. Bu makalede (2:3:3) denkleminin s¬f¬r çözümünün düzgün kararl¬l¬¼g¬

ve asimptotik kararl¬l¬¼g¬ile ilgili olarak aşa¼g¬daki sonuçlar elde edilmi̧stir:

Teorem 2.3.5. k 2 N için tk+1� tk > � olsun. Ayr¬ca (2:3:4) eşitsizli¼gi ve aşa¼g¬daki

koşullar sa¼glans¬n:

0 � xIk(x) � �bx2; jxj < H; k 2 N; (2.3.5)

tZ
t��

P (s)ds � 3

2
� b(2� b

2
); t � t0 + � : (2.3.6)

Bu durumda (2:3:3) denkleminin s¬f¬r çözümü düzgün kararl¬d¬r.

Teorem 2.3.6. (2:3:5); (2:3:6) koşullar¬ile birlikte aşa¼g¬daki koşullar sa¼glans¬n:

tZ
t��

P (s)ds � � <
3

2
� b(2� b

2
); t � t0 + � ;

s¬n¬rl¬ve parçal¬sürekli olan x fonksiyonu için lim
t!1

x(t) > 0 olmak üzere

1Z
t0

f(t; x(t� �))dt = �1;

1Z
t0

f(t;�x(t� �))dt =1:

Bu durumda (2:3:3) denkleminin s¬f¬r çözümü düzgün kararl¬ve asimptotik kararl¬d¬r.

Zhao ve Yan (1996), skaler8>><>>:
x0(t) +

nX
i=1

pi(t)x(t� � i) = 0; t 6= tk;

x(t+k )� x(tk) = bkx(tk); k = 1; 2; :::

(2.3.7)
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impulsive gecikmeli diferensiyel denkleminin sal¬n¬ml¬ve sal¬n¬ms¬z çözümlerinin

davran¬̧slar¬hakk¬nda aşa¼g¬daki sonuçlar¬elde etmi̧slerdir.

Teorem 2.3.7.
1X
k=1

b+k <1

ve yeterince büyük t için aşa¼g¬daki koşullar sa¼glans¬n:

jpi(t)j � A; i = 1; 2; ::; n;

nX
i=1

pi(t+ � i) � B;

X
� i<r

t�� iZ
t�r

p�i (s+ � i)ds+
X
� i>r

t�rZ
t�� i

p+i (s+ � i)ds � � < 1;

burada b+k = maxfbk; 0g; p+i (s) = maxfpi(s); 0g ve p�i (s) = maxf�pi(s); 0g d¬r.

Bu durumda (2:3:7) denkleminin her sal¬n¬ms¬z çözümü t!1 için s¬f¬ra yaklaş¬r.

Teorem 2.3.8. Aşa¼g¬daki koşullar sa¼glans¬n:

nX
i=1

jbkj <1;

pozitif Q1; Q2 sabitleri için

Q1 +Q2 < 1;

yeterince büyük t için
nX
i=1

pi(t+ � i) 6= 0;

nX
i=1

tZ
t�� i

jp(s+ � i)j ds � Q1;

ve r 2 [0; �n] için
nX
i=1

t�� iZ
t�r

sgn(r � � i) jpi(s+ � i)j ds � Q2:
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Bu durumda (2:3:7) denkleminin her sal¬n¬ml¬çözümü t!1 halinde s¬f¬ra yaklaş¬r.

Teorem 2.3.9. (2:3:7) nin tüm çözümleri s¬n¬rl¬ise, s¬f¬r çözümü kararl¬d¬r.

Zhao ve Yan (1997) daha sonra (2:3:7) denklemini

x(t) = �(t); t 2 [� � � ; �]; (2.3.8)

başlang¬ç koşulu ile birlikte ele alm¬̧slar ve aşa¼g¬daki sonucu ispatlam¬̧slard¬r, burada

� � 0; � 2 PC�;

PC� = fx : [� � � ; �]! R jt 2 [� � � ; �]n ftk; k = 1; 2; :::g için x(t) sürekli,

tk 2 [� � � ; �] için x(t+k ); x(t
�
k ) mevcut ve x(t

�
k ) = x(tk)

	
d¬r.

Teorem 2.3.10. � � 0; � 2 PC� ve �(�) > 0 olsun. Bu durumda (2:3:7)� (2:3:8)

başlang¬ç de¼ger probleminin çözümünün [�; T ) üzerinde pozitif olmas¬için gerek ve

yeter koşul

�(t) +
nX
i=1

pi(t)
Y

Hi(t)�tk<t

(1 + bk)
�1�(hi(t))

�(�)
exp

0B@� tZ
Hi(t)

�(s)ds

1CA = 0 (2.3.9)

integral denkleminin bir � 2 PC[�; T ) çözümüne sahip olmas¬d¬r, burada � < T �

1; hi(t) = min f�; t� � ig ve Hi(t) = max f�; t� � ig dir.

(2:3:9) integral denkleminin çözümlerinin varl¬¼g¬için aşa¼g¬daki sonuç elde edilmi̧stir.

Teorem 2.3.11. Bir � 2 PC[�; T ) fonksiyonu için

�(t) � �(t) � �(t); t 2 [�; T );

ve

�(t) � �
nX
i=1

pi(t)
Y

Hi(t)�tk<1

(1 + bk)
�1�(hi(t))

�(�)
exp

0B@� tZ
Hi(t)

�(s)ds

1CA � �(t)
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sa¼glanacak şekilde �; � 2 PC[�; T ) fonksiyonlar¬mevcut olsun. Bu durumda (2:3:9)

denklemi

�(t) � �(t) � �(t); t 2 [�; T );

olacak şekilde bir � 2 PC[�; T ) çözümüne sahiptir.

Teorem 2.3.10 ve Teorem 2.3.11 kullan¬larak (2:3:7) denkleminin sal¬n¬ms¬z çözüm-

lerinin varl¬¼g¬için aşa¼g¬daki sonuçlar elde edilir:

Teorem 2.3.12.

nX
i=1

jpi(t)j
Y

Hi(t)�tk<t

(1 + bk)
�1e�� i � �; t � �;

sa¼glanacak şekilde � � 0 ve � > 0 sabitleri mevcut olsun. Bu durumda (2:3:7) denk-

lemi bir tek pozitif x 2 
(�) çözümüne sahiptir, burada


(�) = fx : [� � � ;1)! R jt 6= tk için x(t) sürekli, t � �; t 6= tk; t 6= tk + � i için

x(t+k ); x(t
�
k ) mevcut, x(tk) = x(t�k ); x(t) diferensiyellenebilir ve x

0(t+k );

x0(t�k ); x
0(tk + �+i ); x

0(tk + ��i ) mevcut
	
:

Teorem 2.3.13.

� 1 < � 2 < ::: < �n

olmak üzere

mX
i=1

pi(t)
Y

Hi(t)�tk<t

(1 + bk)
�1 � 0; t 2 [�;1); m = 1; 2; :::; n;

sa¼glanacak şekilde � � 0mevcut olsun. Bu durumda (2:3:7) denklemi sonuçta pozitif

bir çözüme sahiptir.

Teorem 2.3.14.

nX
i=1

tZ
Hi(t)

p+i (s)
Y

Hi(s)�tk<s

(1 + bk)
�1ds � 1

e
; t 2 [�;1);

14



sa¼glanacak şekilde � � 0 mevcut olsun. Bu durumda (2:3:7) denklemi sal¬n¬ms¬z bir

çözüme sahiptir, burada p+i (s) = max f0; pi(s)g ; i = 1; 2; :::; n:

Son y¬llarda impulsive gecikmeli diferensiyel denklemlerin çözümlerinin kararl¬l¬¼g¬ve

s¬n¬rl¬l¬¼g¬da yo¼gun bir şekilde incelenmektedir.

Yu (2001), skaler impulsive gecikmeli8<: x0(t) = F (t; x(:)); t � 0; t 6= tk;

x(t+k )� x(tk) = Ik(x(tk)); k 2 N = f1; 2; :::g ;
(2.3.10)

diferensiyel denklemini ele alm¬̧st¬r, burada t � 0 ve � 2 PC(t) olmak üzere F (t; �)

bir sürekli fonksiyoneldir; PC(t) ile [g(t); t] üzerinde tan¬ml¬, s¬n¬rl¬ve soldan sürekli

fonksiyonlar¬n s¬n¬f¬kastedilmektedir, g : [0;1)! R sürekli, azalmayan bir fonksiyon

olup t � 0 için g(t) � t ve g(t) ! 1 ; Ik : R ! R ; 0 � t1 < t2 < ::: < tk < tk+1 <

:::; k !1 için tk !1 ve � > 0; t � 0 için

PC�(t) =

(
� 2 PC(t) : k�kt = sup

s2[g(t);t]
j�(s)j < �

)
:

Bu makalede (2:3:10) denkleminin s¬f¬r çözümünün kararl¬l¬¼g¬incelenmi̧s ve aşa¼g¬daki

sonuçlar elde edilmi̧stir.

Teorem 2.3.15. p : [0;1)! [0;1) sürekli bir fonksiyon, H > 0 sabit ve

Mt(�) = max

(
0; sup
s2[g(t);t]

�(s)

)
olmak üzere

p(t)Mt(�) � �F (t; �) � �p(t)Mt(��); t � 0; � 2 PCH(t); (2.3.11)

sa¼glans¬n. Ayr¬ca

bkx
2 � x[x+ Ik(x)] � x2; k 2 N; jxj < H; (2.3.12)

ve
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tZ
g(t)

p(s)
Y

g(s)�tk<s

b�1k ds � 3

2
; t � t� = min ft � 0 : g(t) � 0g ;

sa¼glanacak şekilde pozitif say¬lar¬n bir fbkg, bk � 1; dizisi mevcut olsun. Bu durumda

(2:3:10) denkleminin s¬f¬r çözümü kararl¬d¬r.

Teorem 2.3.16. (2:3:11); (2:3:12) koşullar¬ve

tZ
g(t)

p(s)
Y

g(s)�tk<s

b�1k ds � � <
3

2
; t � t�;

sa¼glans¬n. Ayr¬ca lim
t!1

x(t) > 0 olmak üzere her s¬n¬rl¬ve soldan sürekli x : [0;1)! R

fonksiyonu için

1Z
0

F (t; x(:))dt = �1 ve

1Z
0

F (t;�x(:))dt =1

olsun. Bu durumda (2:3:10) denkleminin s¬f¬r çözümü asimptotik kararl¬d¬r.

Bu makalede ayr¬ca lineer impulsive gecikmeli diferensiyel8>><>>:
x0(t) +

nX
i=1

pi(t)x(t� � i) = 0; t � 0; t 6= tk;

x(t+k )� x(tk) = bkx(tk); k 2 N;
(2.3.13)

denklemi de ele al¬nm¬̧st¬r, burada � i � 0; pi 2 C(R+; R+); i = 1; 2; :::; n ve fbkg

reel say¬lar¬n bir dizisidir.

Aşa¼g¬daki teoremlerde (2:3:13) denkleminin s¬f¬r çözümünün kararl¬l¬¼g¬ ile impulse

nokta içermeyen gecikmeli

y0(t) +
nX
i=1

pi(t)
Y

t�� i�tk<t
(1 + bk)

�1y(t� � i) = 0 (2.3.14)

denkleminin s¬f¬r çözümünün kararl¬l¬¼g¬aras¬ndaki ili̧ski ifade edilmektedir.
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Teorem 2.3.17.

0 <

lY
j=m

j1 + bjj � �; l � m � 0;

sa¼glanacak şekilde � > 0 sabiti mevcut olsun. (2:3:14) denkleminin s¬f¬r çözümü

düzgün kararl¬ise, bu durumda (2:3:13) denkleminin s¬f¬r çözümü de düzgün karar-

l¬d¬r.

Teorem 2.3.18.

� �
lY

j=m

j1 + bjj � �; l � m � 0;

sa¼glanacak şekilde pozitif � ve � sabitleri mevcut olsun. (2:3:13) denkleminin s¬f¬r

çözümünün düzgün kararl¬olmas¬için gerek ve yeter koşul (2:3:14) denkleminin s¬f¬r

çözümünün düzgün kararl¬olmas¬d¬r.
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3. IMPULSIVE GEC·IKMEL·I D·IFERENS·IYEL DENKLEMLERDE

ÇÖZÜMÜN AS·IMPTOT·IKSEL SAB·ITL·IK DURUMU

3.1 Giri̧s

Bu bölümde lineer homogen olmayan impulsive gecikmeli8<: x0(t) = A(t)[x(t)� x(t� �)] + f(t); t � t0; t 6= �i;

�x(�i) = Bix(�i) +Di; i 2 Z+ = f1; 2; :::g;
(3.1.1)

diferensiyel denklemi ele al¬nmaktad¬r, burada i 2 Z+ için �i = t0 + i� ; t0 � 0; � >

0; �x(�i) = x(�+i )� x(��i ); x(�
+
i ) = lim

t!�+i
x(t) ve x(��i ) = lim

t!��i
x(t) = x(�i) dir.

Ayr¬ca aşa¼g¬daki koşullar kabul edilmektedir:

(H1) A : [t0;1)! Rn�n sürekli bir matris fonksiyondur,

(H2) f : [t0;1)! Rn sürekli bir vektör fonksiyondur,

(H3) Bi 2 Rn�n; det(I +Bi) 6= 0; i 2 Z+; burada I; n� n boyutlu birim matristir,

(H4) Di 2 Rn; i 2 Z+:

Uyar¬3.1.1. �i = t0 + i� için lim
i!1

�i =1 ve t0 < �1 < �2 < ::: < �i < �i+1 < ::: dir.

(3:1:1) denklemi

x(t) = �(t); t 2 [t0 � � ; t0]; (3.1.2)

başlang¬ç koşulu ile birlikte ele al¬nmaktad¬r; burada � : [t0 � � ; t0]! Rn sürekli bir

başlang¬ç fonksiyonu olup k�kr = sup
t0�r�t�t0

k�(t)k ; r � 0; � 2 Rn için

k�k = j�1j+ j�2j+ :::+ j�nj ve A = (aij) 2 Rn�n için kAk = max
i=1;2;:::;n

nX
j=1

jaijj dir.

a; b 2 R olmak üzere PLC([a; b]; Rn) uzay¬t 2 [a; b]; t 6= �i; i 2 Z+; için sürekli ve

�i 2 [a; b] noktalar¬nda birinci çeşit süreksizli¼ge sahip soldan sürekli ' : [a; b] ! Rn

fonksiyonlar¬n s¬n¬f¬n¬göstermektedir.
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Tan¬m 3.1.1. Aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glayan bir x 2 PLC([t0�� ; t0+�); D); � > 0;

D � Rn; fonksiyonuna (3:1:1)�(3:1:2) başlang¬ç de¼ger probleminin çözümüdür denir:

(A1) t 6= �i; i 2 Z+; olmak üzere t 2 [t0; t0+�) için x in türevi mevcut ve süreklidir,

(A2) x; t 2 [t0; t0+�); t 6= �i; için (3:1:1) deki gecikmeli diferensiyel denklemi sa¼glar,

(A3) x; t = �i; i 2 Z+; noktalar¬nda (3:1:1) deki impulse koşullar¬n¬sa¼glar,

(A4) t 2 [t0 � � ; t0] için x(t) = �(t):

Öte yandan, (3:1:1)� (3:1:2) probleminin x(t) çözümü için aşa¼g¬daki integral denk-

lemin sa¼gland¬¼g¬n¬not edelim:

x(t) =

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

�(t); t0 � � � t � t0;

x(t0) +

tZ
t0

A(s)x(s)ds�
tZ

t0

A(s)x(s� �)ds+

tZ
t0

f(s)ds

+
X

t0<�i<t

Bix(�i) +
X

t0<�i<t

Di; t � t0:

(3.1.3)

Bu arada hem bu bölümde hem de sonraki bölümde gerek duyulan ve iyi bilinen bir

lemmadan söz edelim.

Lemma 3.1.1 (Samoilenko and Perestyuk 1995). Negatif olmayan parçal¬sürekli

u(t) fonksiyonu her t � t0 için

u(t) � c+

tZ
t0

b(s)u(s)ds+
X

t0<ti<t

�iu(ti)

eşitsizli¼gini sa¼glas¬n, burada c � 0; �i � 0; b(s) > 0; ve ti ler u(t) fonksiyonunun

birinci çeşit süreksizli¼ge sahip oldu¼gu noktalard¬r. Bu durumda her t � t0 için

u(t) � c
Y

t0<ti<t

(1 + �i) exp

0@ tZ
t0

b(s)ds

1A :
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3.2 Çözümün Yak¬nsakl¬¼g¬

Bu kesimde (3:1:1) � (3:1:2) başlang¬ç de¼ger probleminin x(t) çözümünün t ! 1

halinde yak¬nsak oldu¼gu gösterilecektir.

Teorem 3.2.1. (H1)� (H4) hipotezlerine ek olarak aşa¼g¬daki koşullar sa¼glans¬n:

(i)

1Z
t0

kA(s)k ds � K1 <1;

(ii)

1Z
t0

kf(s)k ds � K2 <1;

(iii)
1Y
i=1

(1 + kBik) � L1 <1;

(iv)
1Y
i=1

(1 + kDik) � L2 <1:

Bu durumda (3:1:1) � (3:1:2) probleminin x(t) çözümü t ! 1 halinde sabit bir

vektöre yak¬nsar, yani, lim
t!1

x(t) = l(�) 2 Rn dir.

·Ispat. x; (3:1:1)� (3:1:2) probleminin tek çözümü olsun. Bu durumda (3:1:3) den,

kx(t)k � kx(t0)k+
tZ

t0

kA(s)k kx(s)k ds+
tZ

t0

kA(s)k kx(s� �)k ds

+

tZ
t0

kf(s)k ds+
X

t0<�i<t

kBik kx(�i)k+
X

t0<�i<t

kDik ; t � t0;

elde edilir. Bu eşitsizlik aşa¼g¬daki şekilde tekrar düzenlenebilir:

kx(t)k � kx(t0)k+
tZ

t0

kA(s)k kx(s)k ds+
t��Z

t0��

kA(s+ �)k kx(s)k ds
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+

tZ
t0

kf(s)k ds+
X

t0<�i<t

kBik kx(�i)k+
X

t0<�i<t

kDik

= kx(t0)k+
tZ

t0

kA(s)k kx(s)k ds+
t0Z

t0��

kA(s+ �)k kx(s)k ds

+

tZ
t0

kA(s+ �)k kx(s)k ds�
tZ

t��

kA(s+ �)k kx(s)k ds

+

tZ
t0

kf(s)k ds+
X

t0<�i<t

kBik kx(�i)k+
X

t0<�i<t

kDik

� kx(t0)k+
tZ

t0

(kA(s)k+ kA(s+ �)k) kx(s)k ds+
tZ

t0

kf(s)k ds

+ k�k�

t0Z
t0��

kA(s+ �)k ds+
X

t0<�i<t

kBik kx(�i)k+
X

t0<�i<t

kDik :

Buradan (i); (ii) ve (iv) koşullar¬kullan¬larak t � t0 için

kx(t)k � c+

tZ
t0

(kA(s)k+ kA(s+ �)k) kx(s)k ds+
X

t0<�i<t

kBik kx(�i)k

elde edilir, burada

c = k�(t0)k+K1 k�k� +K2 + L2

dir. Son elde edilen eşitsizli¼ge Lemma 3:1:1 uygulan¬rsa, t � t0 için

kx(t)k � c
Y

t0<�i<t

(1 + kBik) exp
tZ

t0

(kA(s)k+ kA(s+ �)k)ds

bulunur. Buradan (i) ve (iii) koşullar¬göz önüne al¬nd¬¼g¬zaman

kx(t)k � cL1e
2K1 ; t � t0;

ç¬kar. O halde (3:1:1)� (3:1:2) probleminin x(t) çözümü her t � t0 için s¬n¬rl¬d¬r, ve

21



dolay¬siyle

kx(t)k � K; t � t0 � � ; (3.2.1)

olacak şekilde pozitif bir K sabiti var demektir.

Di¼ger taraftan t0 � s � t <1 için (3:1:3) den,

kx(t)� x(s)k �
tZ
s

kA(u)k kx(u)k du+
tZ
s

kA(u)k kx(u� �)k du

+

tZ
s

kf(u)k du+
X
s��i<t

kBik kx(�i)k+
X
s��i<t

kDik : (3.2.2)

(3:2:1) ve (3:2:2) den,

kx(t)� x(s)k � 2K
tZ
s

kA(u)k du+
tZ
s

kf(u)k du

+K
X
s��i<t

kBik+
X
s��i<t

kDik (3.2.3)

bulunur. Belirtelim ki (iii) ve (iv) koşullar¬ndan, s¬rasiyle,

1X
i=1

kBik <1 (3.2.4)

ve
1X
i=1

kDik <1 (3.2.5)

elde edilir.

(i); (ii); (3:2:4) ve (3:2:5) koşullar¬göz önüne al¬n¬rsa, (3:2:3) den

lim
s!1

kx(t)� x(s)k = 0

ç¬kar. Böylece Cauchy yak¬nsakl¬k kriterinden, lim
t!1

x(t) nin Rn deki varl¬¼g¬anlaş¬lm¬̧s
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olur.

3.3 Bi = 0 Halinde l(�)

(3:1:1) denklemi her i 2 Z+ için Bi = 0 halinde8<: x0(t) = A(t)[x(t)� x(t� �)] + f(t); t � t0; t 6= �i;

�x(�i) = Di; i 2 Z+ = f1; 2; :::g;
(3.3.1)

şeklini al¬r.

Bu kesimde (3:3:1); (3:1:2) başlang¬ç de¼ger probleminin x(t) çözümünün yak¬nsad¬¼g¬

sabit l(�) vektörünün, verilen başlang¬ç fonksiyonuna ve bir integral denklemin mat-

ris çözümüne ba¼gl¬olarak hesaplanabildi¼gi ispatlanacakt¬r. Bunun için baz¬ön haz¬r-

l¬klar¬n yap¬lmas¬gerekmektedir.

I; n� n boyutlu birim matris olmak üzere

Y (t) = I +

t+�Z
t

Y (s)A(s)ds; t � t0 ; (3.3.2)

integral denklemini göz önüne alal¬m.

Teorem 3.3.1. (H1) hipotezi ve

(v)

t+�Z
t

kA(s)k ds � � < 1; t � t0;

koşulu sa¼glans¬n.

Bu durumda (3:3:2) sa¼glanacak şekilde bir tek sürekli ve s¬n¬rl¬Y : [t0;1) ! Rn�n

matris fonksiyonu vard¬r.

·Ispat. (3:3:2) denklemi herhangi bir impulse noktas¬ içermedi¼gi için bu teoremin

ispat¬, (Bereketo¼glu and Pituk 2003) deki Teorem 2 nin ispat¬n¬n bir tekrar¬olacakt¬r.
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B sürekli ve s¬n¬rl¬olan Y : [t0;1)! Rn�n matris fonksiyonlar¬n¬n uzay¬n¬göstersin.

B uzay¬,

kY kB = sup
t�t0

kY (t)k ; Y 2 B;

normuna göre bir Banach uzay¬d¬r. Y 2 B ve t � t0 için

TY (t) = I +

t+�Z
t

Y (s)A(s)ds

dönüşümünü tan¬mlayal¬m. (v) varsay¬m¬ndan, T dönüşümü B yi B ye dönüştürür

ve her Y; Z 2 B için

kTY (t)� TZ(t)k �
t+�Z
t

kY (s)� Z(s)k kA(s)k ds

dir. Yine (v) koşulu göz önüne al¬n¬rsa,

kTY � TZkB � kY � ZkB

t+�Z
t

kA(s)k ds

� � kY � ZkB

bulunur. � < 1 oldu¼gundan, T : B ! B bir daralma dönüşümüdür. O halde Banach

sabit nokta teoremi gere¼gi TY = Y denkleminin tek Y 2 B çözümü (3:3:2) integral

denkleminin tek sürekli ve s¬n¬rl¬matris çözümüdür.

Şimdi

C(t) = Y (t)x(t)�
t+�Z
t

Y (s)A(s)x(s� �)ds; t � t0; (3.3.3)

fonksiyonunu göz önüne alal¬m; burada Y; Teorem 3:3:1 deki gibidir ve x; (3:3:1);

(3:1:2) probleminin çözümüdür.
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Lemma 3.3.1. (H1); (H2); (H4) hipotezleri ve (v) koşulu sa¼glans¬n. Bu durumda8<: C 0(t) = Y (t)f(t); t � t0; t 6= �i;

�C(�i) = Y (�i)Di; �i = t0 + i� ; i 2 Z+:
(3.3.4)

·Ispat. (3:3:3) ün t 2 (�i; �i+1); i 2 Z+; için türevi al¬n¬rsa,

C 0(t) = Y 0(t)x(t) + Y (t)x0(t)� Y (t+ �)A(t+ �)x(t) + Y (t)A(t)x(t� �) (3.3.5)

elde edilir. (3:3:2) den, t � t0 için

Y 0(t) = Y (t+ �)A(t+ �)� Y (t)A(t) (3.3.6)

dir. (3:3:1) ve (3:3:6) eşitlikleri (3:3:5) de yerlerine konulurlarsa,

C 0(t) = [Y (t+ �)A(t+ �)� Y (t)A(t)]x(t)

+Y (t) [A(t)x(t)� A(t)x(t� �) + f(t)]

�Y (t+ �)A(t+ �)x(t) + Y (t)A(t)x(t� �)

= Y (t)f(t); t � t0; t 6= �i;

bulunur. Ayr¬ca (3:3:3) ve (3:3:1) den,

�C(�i) = C(�+i )� C(��i )

= Y (�+i )x(�
+
i )� Y (��i )x(�

�
i )

= Y (�i)�x(�i)

= Y (�i)Di

elde edilir. Böylece ispat tamamlanm¬̧s olur.
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Sonuç 3.3.1. Lemma 3:3:1 in hipotezleri alt¬nda (3:3:3) ile verilen C(t) fonksiyonu

C(t) = C(t0) +

tZ
t0

Y (s)f(s)ds+
X

t0<�i<t

Y (�i)Di; t � t0: (3.3.7)

şeklinde yaz¬labilir.

·Ispat. (3:3:4) ün her iki yan¬t0 dan t ye integre edilirse, t � t0 için

tZ
t0

C 0(s)ds =

tZ
t0

Y (s)f(s)ds (3.3.8)

dir. Di¼ger taraftan

tZ
t0

C 0(s)ds =

��1Z
t0

C 0(s)ds+

��2Z
�+1

C 0(s)ds+

��3Z
�+2

C 0(s)ds+ :::+

tZ
�+k

C 0(s)ds

= C(t)� C(t0)�
X

t0<�i<t

�C(�i)

ve bu eşitlik (3:3:8) de yerine konulursa, (3:3:7) elde edilir.

Art¬k t ! 1 halinde, (3:3:1); (3:1:2) probleminin çözümünün yak¬nsad¬¼g¬ sabit

vektör hesaplanabilir.

Teorem 3.3.2. (H3) ve (iii) hariç olmak üzere Teorem 3:2:1 in hipotezleri ve (v)

koşulu sa¼glans¬n. (3:3:1); (3:1:2) probleminin x(t) çözümünün t!1 için limiti l(�)

olsun. Bu durumda

l(�) = Y (t0)�(t0)�
t0+�Z
t0

Y (s)A(s)�(s� �)ds

+

1Z
t0

Y (s)f(s)ds+
X
t0<�k

Y (�k)Dk (3.3.9)
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d¬r; burada Y; (3:3:2) integral denkleminin sürekli ve s¬n¬rl¬olan tek matris çözümüdür.

·Ispat. x; (3:3:1); (3:1:2) probleminin tek çözümü olsun. ·Ispat için

lim
t!1

x(t) = C(t0) +

1Z
t0

Y (s)f(s)ds+
X
t0<�k

Y (�k)Dk (3.3.10)

oldu¼gunu göstermek yeterlidir; burada C; (3:3:3) deki gibidir.

(3:3:7) den, t � t0 için

x(t)� C(t0)�
1Z
t0

Y (s)f(s)ds�
X
t0<�k

Y (�k)Dk

= x(t)�

24C(t0) + tZ
t0

Y (s)f(s)ds+
X

t0<�k<t

Y (�k)Dk

35

�
1Z
t

Y (s)f(s)ds�
X
t��k

Y (�k)Dk

= x(t)� C(t)�
1Z
t

Y (s)f(s)ds�
X
t��k

Y (�k)Dk

elde edilir. Bu eşitlik ve (3:3:3) birlikte ele al¬nd¬¼g¬nda, t � t0 için

x(t)�C(t0)�
1Z
t0

Y (s)f(s)ds�
X
t0<�k

Y (�k)Dk

= x(t)� Y (t)x(t) +

t+�Z
t

Y (s)A(s)x(s� �)ds

�
1Z
t

Y (s)f(s)ds�
X
t��k

Y (�k)Dk (3.3.11)

bulunur. (3:3:2) nin her iki yan¬x(t) ile çarp¬ld¬¼g¬nda, t � t0 için
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x(t) = Y (t)x(t)�
t+�Z
t

Y (s)A(s)x(t)ds (3.3.12)

bulunur. (3:3:12) eşitli¼gi (3:3:11) de yerine konulursa, t � t0 için

x(t)�C(t0)�
1Z
t0

Y (s)f(s)ds�
X
t0<�k

Y (�k)Dk

=

t+�Z
t

Y (s)A(s)[x(s� �)� x(t)]ds

�
1Z
t

Y (s)f(s)ds�
X
t��k

Y (�k)Dk (3.3.13)

elde edilir. (3:2:1) kestirimi ve Y (t) nin [t0;1) üzerinde s¬n¬rl¬oldu¼gu gerçe¼gi (3:3:13)

de göz önüne al¬n¬rsa, t � t0 için





x(t)� C(t0)�
1Z
t0

Y (s)f(s)ds�
X
t0<�k

Y (�k)Dk








� 2K kY kB

t+�Z
t

kA(s)k ds+ kY kB

1Z
t

kf(s)k ds+ kY kB
X
t��k

kDkk

bulunur. Böylece (3:3:10) gerçeklenmi̧s olur. (3:1:2) ve (3:3:3) birlikte göz önüne

al¬nd¬¼g¬zaman (3:3:10) daki limit (3:3:9) a indirgenir ve böylece ispat tamamlanm¬̧s

olur.

Uyar¬3.3.1. (3:3:1) diferensiyel denkleminde her i 2 Z+ için Di = 0 ise, o zaman

(3:3:1) denklemi sürekli hal olan gecikmeli

x0(t) = A(t) [x(t)� x(t� �)] + f(t); t � t0; (3.3.14)

diferensiyel denklemine indirgenir. Bu durumda, (3:3:14); (3:1:2) problemi için
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(3:3:9) limiti

l(�) = Y (t0)�(t0)�
t0+�Z
t0

Y (s)A(s)�(s� �)ds+

1Z
t0

Y (s)f(s)ds

şeklini al¬r ki bu (Bereketo¼glu and Pituk 2003) makalesindeki (10) limit ifadesinin

özel bir durumudur.

3.4 Bi 6= 0 Durumu ·Için l(�)

Bu kesimde (3:1:1) � (3:1:2) başlang¬ç de¼ger probleminin x(t) çözümünün t ! 1

halindeki l(�) limiti hesaplanacakt¬r. Bunun için

Y (t) = I +

t+�Z
t

Y (s)A(s)ds+
X
t��k

Y (�k)Bk(I +Bk)
�1; t � t0 ; (3.4.1)

integral denklemini göz önüne alal¬m; burada I; n� n boyutlu birim matristir.

Teorem 3.4.1. (H1); (H3) hipotezleri ve

(vi)

t+�Z
t

kA(s)k ds+
X
t��k

kBk(I +Bk)
�1k � � < 1; t � t0;

koşulu sa¼glans¬n.

Bu durumda (3:4:1) sa¼glanacak şekilde bir tek s¬n¬rl¬Y 2 PLC([t0;1); Rn�n) mat-

ris fonksiyonu vard¬r.

·Ispat.

B =

�
Y 2 PLC([t0;1); Rn�n) : kY kB � �; � � 1

1� �

�
uzay¬

kY kB = sup
t�t0

kY (t)k ; Y 2 B;

normuna göre bir Banach uzay¬d¬r. Y 2 B ve t � t0 için
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TY (t) = I +

t+�Z
t

Y (s)A(s)ds+
X
t��k

Y (�k)Bk(I +Bk)
�1

operatörünü tan¬mlayal¬m.

·Ilk olarak TY 2 PLC([t0;1); Rn�n) oldu¼gunu gösterelim.

TY (��i ) = lim
t!��i

TY (t) = TY (�i)

ve

TY (�+i ) = lim
t!�+i

TY (t) = TY (�i)� Y (�i)Bi(I +Bi)
�1

dir.

Di¼ger taraftan t1 2 (�i; �i+1); i 2 Z+, için

TY (t+1 ) = TY (t�1 ) = TY (t1)

dir. Böylece TY 2 PLC([t0;1); Rn�n) dir.

Ayr¬ca t � t0 için (vi) koşulundan,

kTY kB � 1 + � kY kB

� �

bulunur. Böylece T; B yi B ye dönüştürür. Di¼ger taraftan Y; Z 2 B için tekrar (vi)

koşulu göz önüne al¬n¬rsa,

kTY � TZkB � � kY � ZkB

elde edilir. � < 1 oldu¼gundan, T : B ! B bir daralma dönüşümüdür. O halde

Banach sabit nokta teoremi gere¼gi TY = Y denkleminin tek Y 2 B matris çözümü

(3:4:1) integral denkleminin s¬n¬rl¬olan tek Y 2 PLC([t0;1); Rn�n) çözümüdür.
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Uyar¬ 3.4.1. Her i 2 Z+ için Bi = 0 ise, (3:4:1) integral denklemi (3:3:2) ye

indirgenir. Belirtelim ki (3:3:2) nin Y matris çözümü sürekli bir fonksiyondur.

Lemma 3.4.1. Teorem 3:4:1 in hipotezleri alt¬nda (3:4:1) in Y matris çözümü

aşa¼g¬daki adjoint denklemi sa¼glar:8<: Y 0(t) = Y (t+ �)A(t+ �)� Y (t)A(t); t � t0; t 6= �i;

�Y (�i) = �Y (�i)Bi(I +Bi)
�1; �i = t0 + i� ; i 2 Z+:

(3.4.2)

·Ispat. t 2 (�i; �i+1); i 2 Z+; için (3:4:1) in iki yan¬türevlenirse

Y 0(t) = Y (t+ �)A(t+ �)� Y (t)A(t)

elde edilir. Di¼ger taraftan

�Y (�i) = Y (�+i )� Y (��i )

=
X
�+i ��k

Y (�k)Bk(I +Bk)
�1 �

X
��i ��k

Y (�k)Bk(I +Bk)
�1

= �Y (�i)Bi(I +Bi)
�1

bulunur. Böylece ispat tamamlanm¬̧s olur.

Şimdi

C(t) = Y (t)x(t)�
t+�Z
t

Y (s)A(s)x(s� �)ds; t � t0; (3.4.3)

vektör de¼gerli fonksiyonunu göz önüne alal¬m; burada Y; Teorem 3:4:1 deki gibidir

ve x; (3:1:1)� (3:1:2) probleminin çözümüdür.

Lemma 3.4.2. (H1)� (H4) hipotezleri ve (vi) koşulu sa¼glans¬n. Bu durumda8<: C 0(t) = Y (t)f(t); t � t0; t 6= �i;

�C(�i) = Y (�+i )Di; �i = t0 + i� ; i 2 Z+:
(3.4.4)
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·Ispat. (3:4:3) ün t 2 (�i; �i+1); i 2 Z+; için türevi al¬n¬p Lemma 3:3:1 in ispat¬ndaki

benzer i̧slemler yap¬l¬rsa,

C 0(t) = Y (t)f(t); t � t0; t 6= �i;

elde edilir.

Di¼ger taraftan

�C(�i) = C(�+i )� C(��i )

= Y (�+i )x(�
+
i )� Y (��i )x(�

�
i ) (3.4.5)

dir.

x(�+i ) = (I +Bi)x(�i) +Di

ve

Y (�+i ) = Y (�i)� Y (�i)Bi(I +Bi)
�1

eşitlikleri (3:4:5) de yerlerine yaz¬l¬rsa,

�C(�i) = Y (�+i )Di; i 2 Z+;

elde edilir.

Uyar¬ 3.4.2. Her i 2 Z+ için Bi = 0 ise, Y (�+i ) = Y (�i) oldu¼gundan, (3:4:4)

denklemi (3:3:4) e indirgenir.

Sonuç 3.4.1. Lemma 3.4.2 nin hipotezleri alt¬nda (3:4:3) ile verilen C(t) fonksiyonu

C(t) = C(t0) +

tZ
t0

Y (s)f(s)ds+
X

t0<�i<t

Y (�+i )Di; t � t0 (3.4.6)

şeklinde yaz¬labilir.
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Teorem 3.4.2. Teorem 3.2.1 in hipotezleri ve (vi) koşulu sa¼glans¬n. (3:1:1)�(3:1:2)

probleminin x(t) çözümünün t!1 için limiti l(�) olsun. Bu durumda

l(�) = Y (t0)�(t0)�
t0+�Z
t0

Y (s)A(s)�(s� �)ds

+

1Z
t0

Y (s)f(s)ds+
X
t0<�k

Y (�+k )Dk (3.4.7)

d¬r; burada Y; (3:4:1) integral denkleminin tek çözümüdür.

·Ispat. Teorem 3.3.2 nin ispat¬ndaki benzer i̧slemler yap¬larak sonuç elde edilir.

Uyar¬3.4.3. Her i 2 Z+ için Bi = 0 ise, (3:4:7) deki limit ifadesi (3:3:9) a indirgenir.
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4. IMPULSE KOŞULLARI GEC·IKMEL·I OLAN IMPULSIVE

GEC·IKMEL·I D·IFERENS·IYEL DENKLEMLERDE

ÇÖZÜMÜN AS·IMPTOT·IKSEL SAB·ITL·IK DURUMU

4.1 Giri̧s

Bu bölümde impulse koşullar¬gecikmeli olan impulsive gecikmeli8<: x0(t) = A(t)[x(t)� x(t� �)] + f(t); t � t0; t 6= �i;

�x(�i) = Bi[x(�i)� x(�i�m)] +Di; i 2 Z+ = f1; 2; :::g;
(4.1.1)

diferensiyel denklemi ele al¬nmaktad¬r, burada i 2 Z+ için �i = t0+ i� ; t0 � 0; � >

0 ; m 2 Z+; i � m için �i�m 2 [t0 � � ; t0) ve j 2 f1�m; 2�m; :::;�2;�1; 0g için

�j < �j+1; �x(�i) = x(�+i )� x(��i ); x(�
+
i ) = lim

t!�+i
x(t); x(��i ) = lim

t!��i
x(t) = x(�i) dir.

Bunlara ilave olarak aşa¼g¬daki koşullar¬kabul edelim:

(H1) A : [t0;1)! Rn�n sürekli bir matris fonksiyondur,

(H2) f : [t0;1)! Rn sürekli bir vektör fonksiyondur,

(H3) Bi 2 Rn�n; det(I +Bi) 6= 0; i 2 Z+; burada I; n� n boyutlu birim matristir,

(H4) Di 2 Rn; i 2 Z+:

(4:1:1) denklemi

x(t) = �(t); t 2 [t0 � � ; t0]; (4.1.2)

başlang¬ç koşulu ile birlikte ele al¬nmaktad¬r, burada � : [t0 � � ; t0] ! Rn sürekli

bir başlang¬ç fonksiyonu olup k�kr = sup
t0�r�t�t0

k�(t)k ; r � 0; � 2 Rn için k�k =

j�1j+ j�2j+ :::+ j�nj ve A = (aij) 2 Rn�n için kAk = max
i=1;2;:::;n

nX
j=1

jaijj dir.

Ayr¬ca; (4:1:1) � (4:1:2) probleminin x(t) çözümü için aşa¼g¬daki integral denklemi

sa¼glanmaktad¬r:
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x(t) =

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

�(t); t0 � � � t � t0;

x(t0) +

tZ
t0

A(s)x(s)ds�
tZ

t0

A(s)x(s� �)ds+

tZ
t0

f(s)ds

+
X

t0<�i<t

Bix(�i)�
X

t0<�i<t

Bix(�i�m) +
X

t0<�i<t

Di; t � t0:

(4.1.3)

Bu bölümde amac¬m¬z, impulse koşullar¬gecikmeler içeren (4:1:1)� (4:1:2) başlang¬ç

de¼ger probleminin x(t) çözümünün t!1 için sabit bir vektöre yak¬nsad¬¼g¬n¬göster-

mek ve daha sonra bu sabit vektörü, verilen başlang¬ç fonksiyonu ve bir integral

denklemin matris çözümü cinsinden hesaplamakt¬r.

4.2 Çözümün Yak¬nsakl¬¼g¬

Bu kesimde (4:1:1)� (4:1:2) başlang¬ç de¼ger probleminin x(t) çözümü için lim
t!1

x(t) 2

Rn oldu¼gu ispatlanacakt¬r.

Teorem 4.2.1. (H1)� (H4) hipotezlerine ek olarak aşa¼g¬daki koşullar sa¼glans¬n:

(i)

1Z
t0

kA(s)k ds � K1 <1;

(ii)

1Z
t0

kf(s)k ds � K2 <1;

(iii)

1X
i=1

kBik � L1 <1;

(iv)

1X
i=1

kDik � L2 <1:

Bu durumda (4:1:1) � (4:1:2) probleminin x(t) çözümü, t ! 1 halinde sabit bir

vektöre yak¬nsar, yani lim
t!1

x(t) = l(�) 2 Rn dir.
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·Ispat. x; (4:1:1)� (4:1:2) probleminin tek çözümü olsun. Bu durumda (4:1:3) den,

kx(t)k � kx(t0)k+
tZ

t0

kA(s)k kx(s)k ds+
tZ

t0

kA(s)k kx(s� �)k ds

+

tZ
t0

kf(s)k ds+
kX
i=1

kBik kx(�i)k

+
kX
i=1

kBik kx(�i�m)k+
kX
i=1

kDik ; t � t0:

elde edilir. Bu eşitsizlik aşa¼g¬daki şekilde tekrar düzenlenebilir:

kx(t)k � kx(t0)k+
tZ

t0

kA(s)k kx(s)k ds+
t��Z

t0��

kA(s+ �)k kx(s)k ds

+

tZ
t0

kf(s)k ds+
kX
i=1

kBik kx(�i)k

+
k�mX
i=1�m

kBi+mk kx(�i)k+
kX
i=1

kDik

= kx(t0)k+
tZ

t0

kA(s)k kx(s)k ds+
t0Z

t0��

kA(s+ �)k kx(s)k ds

+

tZ
t0

kA(s+ �)k kx(s)k ds�
tZ

t��

kA(s+ �)k kx(s)k ds

+

tZ
t0

kf(s)k ds+
kX
i=1

kBik kx(�i)k+
0X

i=1�m
kBi+mk kx(�i)k

+

kX
i=1

kBi+mk kx(�i)k �
kX

i=k�m+1

kBi+mk kx(�i)k+
kX
i=1

kDik

� kx(t0)k+
tZ

t0

(kA(s)k+ kA(s+ �)k) kx(s)k ds+
tZ

t0

kf(s)k ds
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+ k�k�

t0Z
t0��

kA(s+ �)k ds+
kX
i=1

(kBik+ kBi+mk) kx(�i)k

+ k�k�
0X

i=1�m
kBi+mk+

kX
i=1

kDik :

(i)� (ii) koşullar¬ndan, t � t0 için

kx(t)k � k�(t0)k+
tZ

t0

(kA(s)k+ kA(s+ �)k) kx(s)k ds

+K1 k�k� +K2 +

kX
i=1

(kBik+ kBi+mk) kx(�i)k

+ k�k�
mX
i=1

kBik+
kX
i=1

kDik

ve (iii)� (iv) koşullar¬ndan,

kx(t)k � c0 +

tZ
t0

(kA(s)k+ kA(s+ �)k) kx(s)k ds

+
X

t0<�i<t

(kBik+ kBi+mk) kx(�i)k ; t � t0;

elde edilir, burada

c0 = k�(t0)k+K1 k�k� +K2 + L1 k�k� + L2

dir. Son elde edilen eşitsizli¼ge Lemma 3:1:1 uygulan¬rsa, t � t0 için

kx(t)k � c0
Y

t0<�i<t

(1 + kBik+ kBi+mk) exp
tZ

t0

(kA(s)k+ kA(s+ �)k)ds (4.2.1)

bulunur.

Her x 2 R için 1 + x � ex oldu¼gundan, (4:2:1) eşitsizli¼gi aşa¼g¬daki şekilde tekrar
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yaz¬labilir:

kx(t)k � c0

 Y
t0<�i<t

exp(kBik+ kBi+mk)
!
exp

tZ
t0

(kA(s)k+ kA(s+ �)k)ds

= c0 exp

0@ X
t0<�i<t

(kBik+ kBi+mk) +
tZ

t0

(kA(s)k+ kA(s+ �)k)ds

1A :

(i) ve (iii) koşullar¬ndan,

kx(t)k � c0e
2L1+2K1 ; t � t0;

elde edilir. O halde (4:1:1)�(4:1:2) probleminin x(t) çözümü her t � t0 için s¬n¬rl¬d¬r

ve dolay¬siyle

kx(t)k � K; t � t0 � � ; (4.2.2)

olacak şekilde pozitif bir K sabiti vard¬r.

Di¼ger taraftan t0 � s � t <1 için (4:1:3) den,

kx(t)� x(s)k �
tZ
s

kA(u)k kx(u)k du+
tZ
s

kA(u)k kx(u� �)k du

+

tZ
s

kf(u)k du+
X
s��i<t

kBik kx(�i)k

+
X
s��i<t

kBik kx(�i�m)k+
X
s��i<t

kDik : (4.2.3)

(4:2:2) ve (4:2:3) den,

kx(t)� x(s)k � 2K
tZ
s

kA(u)k du+
tZ
s

kf(u)k du

+ 2K
X
s��i<t

kBik+
X
s��i<t

kDik (4.2.4)
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bulunur. (i)� (iv) koşullar¬göz önüne al¬n¬rsa, (4:2:4) den

lim
s!1

kx(t)� x(s)k = 0

elde edilir. Böylece Cauchy yak¬nsakl¬k kriterinden, t ! 1 için x(t) nin limitinin

Rn deki varl¬¼g¬anlaş¬lm¬̧s olur.

4.3 l(�) nin Hesab¬

Bu kesimde, (4:1:1) � (4:1:2) probleminin x(t) çözümünün lim
t!1

x(t) = l(�) limiti

hesaplanacakt¬r. Buna haz¬rl¬k olmas¬bak¬m¬ndan

Y (t) = I +

t+�Z
t

AT (s)Y (s)ds+
X

p(t)�k<p(t)+m

BT
k Y (�

+
k ); t � t0 ; (4.3.1)

integral denklemiyle ilgili olarak aşa¼g¬daki sonuçlar ispatlanmaktad¬r; burada I; n�n

boyutlu birim matris ve p(t) = min fk 2 Z+ : �k � tg dir.

Önce PLC([t0;1); Rn�n) uzay¬n¬göz önüne alal¬m. Bu uzay t 2 [t0;1), t 6= �i (i 2

Z+); için sürekli olan, �i 2 (t0;1) noktalar¬nda birinci çeşit süreksizli¼ge sahip, soldan

sürekli ' : [t0;1)! Rn�n matris fonksiyonlar¬n¬n s¬n¬f¬n¬göstermektedir.

Teorem 4.3.1. (H1); (H3) hipotezleri ile birlikte

(v)

t+�Z
t



AT (s)

 ds+ X
p(t)�k<p(t)+m



BT
k



 � � < 1; t � t0;

koşulu sa¼glans¬n.

Bu durumda (4:3:1) sa¼glanacak şekilde bir tek s¬n¬rl¬Y 2 PLC([t0;1); Rn�n) matris

fonksiyonu vard¬r.

·Ispat.

B =

�
Y 2 PLC([t0;1); Rn�n) : kY kB � �; � � 1

1� �

�
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uzay¬

kY kB = sup
t�t0

kY (t)k ; Y 2 B;

normuna göre bir Banach uzay¬d¬r. Y 2 B ve t � t0 için

TY (t) = I +

t+�Z
t

AT (s)Y (s)ds+
X

p(t)�k<p(t)+m

BT
k Y (�

+
k )

operatörünü tan¬mlayal¬m.

·Ilk olarak TY 2 PLC([t0;1); Rn�n) oldu¼gunu gösterelim.

p(��i ) = p(�i) = i ve p(�+i ) = i+ 1 oldu¼gu dikkate al¬n¬rsa,

TY (��i ) = lim
t!��i

TY (t)

= I +

��i +�Z
��i

AT (s)Y (s)ds+
X

p(��i )�k<p(�
�
i )+m

BT
k Y (�

+
k )

= I +

�i+�Z
�i

AT (s)Y (s)ds+
X

i�k<i+m

BT
k Y (�

+
k )

= TY (�i)

ve

TY (�+i ) = lim
t!�+i

TY (t)

= I +

�+i +�Z
�+i

AT (s)Y (s)ds+
X

p(�+i )�k<p(�
+
i )+m

BT
k Y (�

+
k )

= I +

�i+�Z
�i

AT (s)Y (s)ds+
X

i+1�k<i+m+1

BT
k Y (�

+
k )
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= I +

�i+�Z
�i

AT (s)Y (s)ds+
X

i�k<i+m

BT
k Y (�

+
k )

�BT
i Y (�

+
i ) +BT

i+mY (�
+
i+m)

= TY (�i)�BT
i Y (�

+
i ) +BT

i+mY (�
+
i+m)

elde edilir.

Di¼ger taraftan t1 2 (�i; �i+1); i 2 Z+; için p(t1) = p(t+1 ) = p(t�1 ) = i+1 oldu¼gundan,

TY (t+1 ) = TY (t�1 ) = TY (t1)

dir. Böylece TY 2 PLC([t0;1); Rn�n) dir.

Ayr¬ca t � t0 için

kTY (t)k � 1 +
t+�Z
t



AT (s)

 kY (s)k ds+ X
p(t)�k<p(t)+m



BT
k





Y (�+k )


ve

kTY kB � 1 + kY kB

8<:
t+�Z
t



AT (s)

 ds+ X
p(t)�k<p(t)+m



BT
k



9=;
elde edilir. (v) koşulundan,

kTY kB � 1 + � kY kB

� 1 + ��

� �

bulunur. Böylece T; B yi B ye dönüştüren bir dönüşümdür. Di¼ger taraftan Y; Z 2 B

için

kTY (t)� TZ(t)k �
t+�Z
t



AT (s)

 kY (s)� Z(s)k ds
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+
X

p(t)�k<p(t)+m



BT
k





Y (�+k )� Z(�+k )




d¬r, buradan tekrar (v) koşulu göz önüne al¬nd¬¼g¬nda,

kTY � TZkB � � kY � ZkB

bulunur. � < 1 oldu¼gundan, T : B ! B bir daralma dönüşümüdür. O halde Banach

sabit nokta teoremi gere¼gi TY = Y denkleminin tek Y 2 B matris çözümü (4:3:1)

integral denkleminin s¬n¬rl¬olan tek Y 2 PLC([t0;1); Rn�n) çözümüdür.

Lemma 4.3.1. Teorem 4:3:1 in hipotezleri alt¬nda (4:3:1) in Y matris çözümü

aşa¼g¬daki adjoint denklemi sa¼glar:8<: Y 0(t) = AT (t+ �)Y (t+ �)� AT (t)Y (t); t � t0; t 6= �i;

�Y (�i) = BT
i+mY (�

+
i+m)�BT

i Y (�
+
i ); �i = t0 + i� ; i 2 Z+:

(4.3.2)

·Ispat. t 2 (�i; �i+1); i 2 Z+; için (4:3:1) in iki yan¬türevlenirse,

Y 0(t) = AT (t+ �)Y (t+ �)� AT (t)Y (t)

elde edilir. Di¼ger taraftan

�Y (�i) = Y (�+i )� Y (��i )

=
X

p(�+i )�k<p(�
+
i )+m

BT
k Y (�

+
k )�

X
p(��i )�k<p(�

�
i )+m

BT
k Y (�

+
k ):

p(�+i ) = i+ 1 ve p(��i ) = i oldu¼gundan,

�Y (�i) = BT
i+mY (�

+
i+m)�BT

i Y (�
+
i )

bulunur. Böylece ispat tamamlanm¬̧s olur.
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Şimdi

C(t) = Y T (t)x(t)�
t+�Z
t

Y T (s)A(s)x(s� �)ds

�
X

p(t)�k<p(t)+m

Y T (�+k )Bkx(�k�m); t � t0; (4.3.3)

vektör de¼gerli fonksiyonunu göz önüne alal¬m; burada Y; Teorem 4:3:1 deki gibidir

ve x; (4:1:1)� (4:1:2) probleminin çözümüdür.

Lemma 4.3.2. (H1)� (H4) hipotezleri ve (v) koşulu sa¼glans¬n. Bu durumda8<: C 0(t) = Y T (t)f(t); t � t0; t 6= �i;

�C(�i) = Y T (�+i )Di; �i = t0 + i� ; i 2 Z+:
(4.3.4)

·Ispat. (4:3:3) ün t 2 (�i; �i+1); i 2 Z+; için türevi al¬n¬rsa,

C 0(t) = Y T
0
(t)x(t) + Y T (t)x0(t)� Y T (t+ �)A(t+ �)x(t)

+Y T (t)A(t)x(t� �) (4.3.5)

elde edilir. (4:1:1) ve (4:3:2); (4:3:5) de yerlerine konulurlarsa,

C 0(t) =
�
Y T (t+ �)A(t+ �)� Y T (t)A(t)

�
x(t)

+Y T (t) [A(t)x(t)� A(t)x(t� �) + f(t)]

�Y T (t+ �)A(t+ �)x(t) + Y T (t)A(t)x(t� �)

= Y T (t)f(t); t � t0; t 6= �i:

Ayr¬ca, (4:3:3) den

�C(�i) = C(�+i )� C(��i )
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= Y T (�+i )x(�
+
i )�

X
p(�+i )�k<p(�

+
i )+m

Y T (�+k )Bkx(�k�m)

�Y T (��i )x(�
�
i ) +

X
p(��i )�k<p(�

�
i )+m

Y T (�+k )Bkx(�k�m)

= Y T (�+i )x(�
+
i )� Y T (�i)x(�i)

�Y T (�+i+m)Bi+mx(�i) + Y T (�+i )Bix(�i�m): (4.3.6)

(4:1:1) ve (4:3:2) deki impulse koşullar¬ndan,

x(�+i ) = (I +Bi)x(�i)�Bix(�i�m) +Di

ve

Y T (�+i ) = Y T (�i)(I +Bi)
�1 + Y T (�+i+m)Bi+m(I +Bi)

�1

ç¬kar. Bu eşitliklerin (4:3:6) da yerlerine yaz¬lmasiyle

�C(�i) = Y T (�+i )Di; i 2 Z+;

elde edilir.

Sonuç 4.3.1. Lemma 4:3:2 nin hipotezleri alt¬nda, (4:3:3) ile verilen C(t) fonksiyonu

aşa¼g¬daki şekilde yaz¬labilir:

C(t) = C(t0) +

tZ
t0

Y T (s)f(s)ds+
X

t0<�i<t

Y T (�+i )Di; t � t0: (4.3.7)

·Ispat. (4:3:4) in her iki yan¬t0 dan t ye integre edilirse, t � t0 için

tZ
t0

C 0(s)ds =

tZ
t0

Y T (s)f(s)ds (4.3.8)
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dir. Di¼ger taraftan

tZ
t0

C 0(s)ds =

��1Z
t0

C 0(s)ds+

��2Z
�+1

C 0(s)ds+

��3Z
�+2

C 0(s)ds+ :::+

tZ
�+k

C 0(s)ds

= C(t)� C(t0)�
X

t0<�i<t

�C(�i)

bulunur ve bu eşitlik (4:3:8) de yerine konulursa (4:3:7) elde edilir.

Teorem 4.3.2. Teorem 4:2:1 in hipotezleri ve (v) koşulu sa¼glans¬n. (4:1:1)� (4:1:2)

probleminin x(t) çözümünün t!1 için limiti l(�) olsun. Bu durumda

l(�) = Y T (t0)�(t0)�
t0+�Z
t0

Y T (s)A(s)�(s� �)ds

�
X

1�k<m+1

Y T (�+k )Bk�(�k�m) +

1Z
t0

Y T (s)f(s)ds

+
X
t0<�k

Y T (�+k )Dk: (4.3.9)

·Ispat. x(t); (4:1:1)� (4:1:2) probleminin çözümü olsun. ·Ispat için

lim
t!1

x(t) = C(t0) +

1Z
t0

Y T (s)f(s)ds+
X
t0<�k

Y T (�+k )Dk (4.3.10)

oldu¼gunu göstermek yeterlidir; burada C; (4:3:3) deki gibidir.

(4:3:7) den t � t0 için

x(t)� C(t0)�
1Z
t0

Y T (s)f(s)ds�
X
t0<�k

Y T (�+k )Dk
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= x(t)�

24C(t0) + tZ
t0

Y T (s)f(s)ds+
X

t0<�k<t

Y T (�+k )Dk

35

�
1Z
t

Y T (s)f(s)ds�
X
t��k

Y T (�+k )Dk

= x(t)� C(t)�
1Z
t

Y T (s)f(s)ds�
X
t��k

Y T (�+k )Dk

elde edilir. Bu eşitlik ve (4:3:3) birlikte ele al¬nd¬¼g¬nda, t � t0 için

x(t)�C(t0)�
1Z
t0

Y T (s)f(s)ds�
X
t0<�k

Y T (�+k )Dk

= x(t)� Y T (t)x(t) +

t+�Z
t

Y T (s)A(s)x(s� �)ds

+
X

p(t)�k<p(t)+m

Y T (�+k )Bkx(�k�m)

�
1Z
t

Y T (s)f(s)ds�
X
t��k

Y T (�+k )Dk (4.3.11)

bulunur.

(4:3:1) den

Y T (t) = I +

t+�Z
t

Y T (s)A(s)ds+
X

p(t)�k<p(t)+m

Y T (�+k )Bk: (4.3.12)

yaz¬labilir.

(4:3:12) nin her iki yan¬x(t) ile çarp¬ld¬¼g¬nda, t � t0 için

x(t) = Y T (t)x(t)�
t+�Z
t

Y T (s)A(s)x(t)ds�
X

p(t)�k<p(t)+m

Y T (�+k )Bkx(t) (4.3.13)
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bulunur. (4:3:13) eşitli¼gi (4:3:11) de yerine konulursa, t � t0 için

x(t)�C(t0)�
1Z
t0

Y T (s)f(s)ds�
X
t0<�k

Y T (�+k )Dk

=

t+�Z
t

Y T (s)A(s)[x(s� �)� x(t)]ds

+
X

p(t)�k<p(t)+m

Y T (�+k )Bk[x(�k�m)� x(t)]

�
1Z
t

Y T (s)f(s)ds�
X
t��k

Y T (�+k )Dk (4.3.14)

elde edilir. (4:2:2) kestirimi ve Y (t) nin [t0;1) üzerinde s¬n¬rl¬oldu¼gu gerçe¼gi (4:3:14)

de göz önüne al¬n¬rsa, t � t0 için





x(t)� C(t0)�
1Z
t0

Y T (s)f(s)ds�
X
t0<�k

Y T (�+k )Dk








� 2K



Y T



B

t+�Z
t

kA(s)k ds+ 2K


Y T




B

X
p(t)�k<p(t)+m

kBkk

+


Y T




B

1Z
t

kf(s)k ds+


Y T




B

X
t��k

kDkk

bulunur. Böylece (4:3:10) gerçeklenmi̧s olur. (4:1:2) ve (4:3:3) birlikte göz önüne

al¬nd¬¼g¬nda, (4:3:10) daki limitin (4:3:9) a indirgenebildi¼gi görülür. Böylece ispat

tamamlanm¬̧s olur.
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