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Jüri Üyeleri:
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[0; 1] aral¬¼g¬nda sürekli, reel de¼gerli bir f 2 C [0; 1] fonksiyonu için

Bn(f ;x) =
nP
k=0

�
n
k

�
xk(1� x)n�kf

�
k
n

�
; n 2 N

ifadesine n-inci dereceden Bernstein polinomu denir. Bn(f ;x); derecesi � n olan x in bir
polinomudur ve Bernstein taraf¬ndan, Weierstrass�¬n yaklaş¬m teoreminin basit bir ispat¬n¬
vermek için inşa edilmi̧stir. Weierstrass yaklaş¬m teoreminin en yap¬c¬ispatlar¬, baz¬lineer
pozitif operatör dizilerini kullan¬r. (Bir V lineer fonksiyon uzay¬üzerinde tan¬ml¬olan L
lineer operatörü, her f 2 V; f � 0 için L(f) � 0 koşulunu sa¼gl¬yorsa pozitiftir denir).
C [0; 1] üzerindeki lineer pozitif operatörler s¬n¬rl¬olmaktad¬r. Herhangi bir lineer pozitif
operatör, sabitlenen bir noktaya göre bir lineer pozitif fonksiyonel olarak dikkate al¬nabilir.
Tezde, bu uzayda tan¬ml¬lineer pozitif fonksiyonellerin baz¬özellikleri araşt¬r¬lm¬̧st¬r. Bu
do¼grultuda, önce konuya haz¬rl¬k niteli¼gindeki temel kavramlar, teoremler verilerek, Berns-
tein polinomlar¬n¬n Stieltjes integral formundaki ifadesi elde edilmi̧stir. C [0; 1] üzerindeki
herhangi bir sürekli lineer fonksiyonelin, g s¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬bir fonksiyon olmak üzere,

�(f) =
1R
0

f(x)dg(x)

Rieman-Stieltjes integrali formunda bir gösterime sahip oldu¼gunu ifade eden Riesz teore-
minin, Bernstein polinomlar¬kullanarak elde edilen ispat¬verilmi̧stir (Natanson 1964).

Ekim 2015, 63 sayfa

Anahtar Kelimeler: Riemann-Stieltjes integrali, Riesz gösterim teoremi, lineer pozitif
operatör, Bernstein polinomlar¬.
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For a continuous real valued function f de�ned on the closed interval [0; 1] ; the expression

Bn(f ;x) =
nP
k=0

�
n
k

�
xk(1� x)n�kf

�
k
n

�
; n 2 N

is called the Bernstein polynomial of degree n for the function f . Bn(f ;x) is a polynomial
in x of degree � n: The polynomials Bn(f ;x) were introduced by S. Bernstein to give
an especially simple proof of the approximation theorem of Weierstrass. The most const-
ructive proof of Weierstrass approximation theorem uses some linear positive operator
sequence. (A linear operator L de�ned on a linear space of functions V , is called positive,
if L(f) � 0; for all f 2 V , f � 0). Linear positive operators on C [0; 1] is bounded.
If any point is kept �xed then linear positive operator may be considered as a linear
positive functional. In this thesis, it is intented to investigate the properties of linear
positive functionals de�ned on C [0; 1]. In this context, �rst giving the basic concepts and
theorems of the preparatory subject in the Stieltjes integral form of Bernstein polynomial
expression will be obtained. The proof of the Riesz representation theorem, which states
that any linear continuous functional �(f) de�ned on the space C [0; 1] has the Riemann-
Stieltjes integral represantation

�(f) =
1R
0

f(x)dg(x);

where g(x) is a function of bounded variation, will be given by using Bernstein polynomials
(Natanson 1964).

October 2015, 63 pages

Key Words: Riemann-Stieltjes integral, the Riesz representation theorem, linear
positive operator, Bernstein polynomials.
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S·IMGELER D·IZ·IN·I

AC [a; b] [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬mutlak sürekli fonksiyonlar uzay¬

B [a; b] [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬s¬n¬rl¬fonksiyonlar uzay¬

BV [a; b] [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬s¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬fonksiyonlar uzay¬

C [a; b] [a; b] aral¬¼g¬nda sürekli reel de¼gerli fonksiyonlar¬n uzay¬

C1 (�1;1) aral¬¼g¬nda lim
x!1

f(x) = lim
x!�1

f(x) = 0 olacak

şekildeki sürekli fonksiyonlar uzay¬

kfkBV BV [a; b] uzay¬n¬n normu

kfkTV TV [a; b] uzay¬n¬n normu

kfk1 B [a; b] uzay¬n¬n normu

TV [a; b] [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬s¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬fonksiyonlar¬n
yar¬normlu uzay¬

V[a;b] [f ] f fonksiyonunun [a; b] aral¬¼g¬ndaki toplam sal¬n¬m¬

�(x) Gamma fonksiyonu

vi



1. G·IR·IŞ

Bir V lineer fonksiyon uzay¬üzerinde tan¬ml¬olan L lineer operatörü, her f 2 V;

f � 0 için L(f) � 0 koşulunu sa¼gl¬yorsa pozitiftir denir. Herhangi bir lineer pozitif

operatör, sabitlenen bir noktaya göre bir lineer pozitif fonksiyonel olarak dikkate

al¬nabilir. En önemli lineer pozitif yaklaş¬m operatörleri sürekli fonksiyonlar uza-

y¬nda verilmektedir. Bu nedenle, bu uzay¬n ve dual uzay¬n¬n anlaş¬lmas¬ve özel-

likle lineer pozitif fonksiyonellerin genel gösterimlerinin bilinmesi önemlidir. [0; 1]

aral¬¼g¬nda sürekli, reel de¼gerli bir f fonksiyonu (f 2 C [0; 1]) için

(Bnf) (x)=
nP
k=0

�
n
k

�
xk(1� x)n�kf

�
k
n

�
; n 2 N

ifadesine n-inci Bernstein polinomu denir. (Bnf)(x); derecesi � n olan x in bir

polinomudur ve Bernstein taraf¬ndan, Weierstrass�¬n yaklaş¬m teoreminin basit bir

ispat¬n¬ vermek için inşa edilmi̧stir. f 2 C [0; 1] ise f için elde edilen Bernstein

polinomlar¬n¬n dizisi [0; 1] üzerinde f fonksiyonuna düzgün yak¬nsakt¬r. Yani

lim
n!1

kBnf � fkC[a;b] = 0

gerçeklenir. Bu tezde, [a; b] aral¬¼g¬nda sürekli fonksiyonlar uzay¬n¬n dualinin, [a; b] ara-

l¬¼g¬nda s¬n¬rl¬ sal¬n¬ml¬ fonksiyonlar uzay¬oldu¼gunu gösteren Riesz Gösterim Teo-

remi�nin Bernstein polinomlar¬kullan¬larak elde edilen ispat¬verilmi̧stir. Bu do¼grul-

tuda, konuya haz¬rl¬k niteli¼gindeki temel kavramlar, teoremler verilerek, Bernstein

polinomlar¬n¬n Stieltjes integral formundaki ifadesi elde edilmi̧stir (Natanson 1964).

Bardaro, Butzer, Stens ve Vinti�nin (Bardaro vd. 2003) çal¬̧smas¬nda, V[0;1][f ]; f

fonksiyonunun [0; 1] aral¬¼g¬ndaki toplam sal¬n¬m¬n¬göstermek üzere, [0; 1] üzerinde

s¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬tüm fonksiyonlar¬n kfkTV := V[0;1][f ] yar¬normu ile donat¬lan s¬n¬f¬

TV [0; 1] ile ve kfkTV := jf (0)j + V[0;1][f ] normu ile donat¬lan s¬n¬f¬BV [0; 1] ile

gösterilmi̧stir.
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Bernstein polinomlar¬n¬n Sal¬n¬m Azaltma Özelli¼gini sa¼glad¬¼g¬, yani; f 2 BV [0; 1]

için

V[0;1] [Bnf ] � V[0;1] [f ] ; n 2 N

eşitsizli¼ginin gerçeklendi¼gi, Lorentz taraf¬ndan gösterilmi̧stir (Lorentz 1953). Ayr¬ca

(Bnf) dizisinin [0; 1] aral¬¼g¬nda s¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬olan bir f fonksiyonuna sal¬n¬m yar¬

normunda yak¬nsamas¬ için gerek ve yeter koşulun f 2 AC [0; 1] olmas¬gerekti¼gi

Lorentz taraf¬ndan elde edilmi̧stir. Yani;

f 2 AC [0; 1], lim
n!1

V[0;1] [Bnf � f ] = 0

olmas¬d¬r.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Tan¬m 2.1 (Lineer operatör) X ve Y iki lineer fonksiyon uzay¬olmak üzere

L : X ! Y

şeklindeki L operatörü e¼ger, her f; g 2 X ve her �; � skaleri için

L(�f + �g) = �L(f) + �L(g)

eşitli¼gini sa¼gl¬yorsa L ye lineer operatör denir (Paltanea 2004).

Tan¬m 2.2 (Lineer pozitif operatör) X bir lineer fonksiyon uzay¬olmak üzere her

f 2 X için

f � 0 iken L(f) � 0

oluyorsa L ye pozitif operatör denir. L ayn¬zamanda lineerlik şart¬n¬da sa¼gl¬yorsa

L ye lineer pozitif operatör ad¬verilir (Paltanea 2004).

Tan¬m 2.3 (Normlu Uzay) X bir K cismi üzerinde bir vektör uzay¬olsun. E¼ger

bir

k�k : X ! K x! kxk

dönüşümü 8 x; y 2 X ve 8 � 2 K için

(N1) kxk� 0

(N2) kxk= 0 () x = 0

(N3) k�xk= j�j kxk

(N4) kx+ yk�kxk+ kyk

özelliklerini sa¼gl¬yorsa bu dönüşüme X üzerinde norm ad¬ verilir. (X; k�k) ikili-

sine bir normlu vektör uzay¬denir. (X; k�k) normlu uzay¬k¬saca X ile gösterilir

(Kreyszig 1978).
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Tan¬m 2.4 (Yar¬norm) Bir X vektör uzay¬üzerinde (N1); (N3); (N4) aksiyom-

lar¬n¬gerçekleyen bir p : X ! R dönüşümüne bir yar¬norm denir (Kreyszig 1978).

Tan¬m 2.5 (Sürekli dual uzay) X normlu bir uzay olsun. X üzerindeki tüm s¬n¬rl¬

lineer fonksiyonellerden oluşan küme,

kfk = sup
x2X
x 6=0

jf(x)j
kxk = sup

x2X
kxk=1

jf(x)j

ile tan¬mlanan norma sahip olan, normlu bir uzay oluşturur. Bu uzaya X �in dual

uzay¬denir X 0 sembolü ile gösterilir (Kreyszig 1978).

Tan¬m 2.6 (Bernstein Polinomlar¬) f : [0; 1] ! R olsun. f fonksiyonunun n�inci

(n 2 N) Bernstein polinomu

(Bnf) (x) =
nX
k=0

f

�
k

n

��
n

k

�
xk(1� x)n�k

olarak tan¬mlan¬r (Lorentz 1953).

Teorem 2.1 (Bernstein Teoremi) f 2 C [0; 1] olsun. Bu durumda f için elde edilen

Bernstein polinomlar¬n¬n dizisi [0; 1] üzerinde f fonksiyonuna düzgün yak¬nsakt¬r.

Yani

lim
n!1

kBnf � fkC[a;b] = 0

olur (Lorentz 1953).

Teorem 2.2 (Korovkin Teoremi) fLng1n=1, Ln : C [a; b] ! C [a; b] şeklinde lineer

pozitif operatörlerin bir dizisi olmak üzere, i = 0; 1; 2 için

lim
n!1

(Lnt
i)(x) = xi (2.1)

yak¬nsamas¬[a; b] aral¬¼g¬nda düzgün olsun. Bu durumda her f 2 C [a; b] için

lim
n!1

(Lnf) (x) = f(x)

yak¬nsamas¬[a; b] aral¬¼g¬nda düzgündür (Paltanea 2004).

Uyar¬2.1 E; reel say¬lar¬n bir alt kümesi, m(E) de bu kümenin Lebesgue ölçüsünü

göstersin. Bu durumda, aşa¼g¬daki özellikler sa¼glan¬r.
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1. Aral¬k boyu: Her I aral¬¼g¬için m(I) = l(I) (I s¬n¬rl¬bir aral¬k ise aral¬¼g¬n

boyu l(I) = b� a; s¬n¬rs¬z bir aral¬k ise l(I) =1 şeklindedir.)

2. Monotonluk: E¼ger A � B � R ise 0 � m(A) � m(B) � 1

3. Öteleme alt¬nda de¼gi̧smezlik: R nin her A alt kümesi ve her x0 2 R noktas¬

için A+ x0 := fx+ x0 : x 2 Ag ise m(A+ x0) = m(A) olur.

4. Say¬labilir toplam: E¼ger A ve B; R reel say¬lar kümesinin ayr¬k alt kümeleri

ise m(A [ B) = m(A) +m(B) şeklindedir. fAig ayr¬k kümelerin bir dizisi ise

m(
1S
i=1

Ai) =
1P
i=1

m(Ai) olur (Folland 1999).

Tan¬m 2.7 R reel say¬lar kümesinin her E alt kümesi için

m�(E) := inf

( 1X
k=1

l(Ik) : fIkg aç¬k aral¬klar¬n bir dizisi ve E �
1[
k=1

Ik

)
şeklinde tan¬mlanan d¬̧s ölçüsüne Lebesgue d¬̧s ölçüsü denir.

Burada her E � R için 0 � m�(E) � 1 oldu¼gu aç¬kt¬r (Folland 1999).

Tan¬m 2.8 E bir nokta kümesi ve M ; hiçbir tek noktadan oluşmayan kapal¬ara-

l¬klar¬n bir ailesi olsun. Her x 2 E ve her " > 0 için

x 2 d; md < "

olacak şekilde bir d 2 M kapal¬aral¬¼g¬var ise, E kümesi M ailesi taraf¬ndan Vitali

anlam¬nda örtülür denir.

Di¼ger bir ifadeyle E kümesinin her noktas¬M ailesine ait key� küçük kapal¬ara-

l¬klarda içeriliyorsa E kümesi Vitali anlam¬nda M ailesi taraf¬ndan örtülür denir

(Natanson 1964).

Aşa¼g¬daki teorem fonksiyonlar teorisinde pek çok uygulamaya sahiptir.

Teorem 2.3 (Vitali Örtme Teoremi) E¼ger s¬n¬rl¬bir E kümesi Vitali anlam¬nda ka-

pal¬aral¬klar¬n birM ailesi taraf¬ndan örtülüyorsaM ailesinde sonlu veya say¬labilir,

kapal¬fdkg aral¬klar¬n¬n bir ailesi

dk \ di = 0 (k 6= i); m�
�
E �

P
k

dk

�
= 0

sa¼glanacak şekilde bulunur (Natanson 1964).

5



Tan¬m 2.9 (Türevlenmi̧s say¬) h1; h2; h3; :::(hn 6= 0) şeklindeki s¬f¬ra giden bir dizi

olsun ve

lim
n!1

f(x0 + hn)� f(x0)
hn

= �

şart¬n¬sa¼glayacak şekilde � (sonlu ya da sonsuz) say¬s¬na f fonksiyonunun x0 nok-

tas¬ndaki türevlenmi̧s say¬s¬denir ve � = Df(x0) ile gösterilir (Natanson 1964).

Teorem 2.4 (Ay¬rma Teoremi) F1 ve F2 iki ayr¬k, kapal¬ve s¬n¬rl¬kümeler olsun.

O halde

G1 � F1; G2 � F2; G1 \G2 = 0

şart¬n¬sa¼glayacak şekilde G1 ve G2 aç¬k kümeleri bulunabilir (Natanson 1964).

Aşa¼g¬daki monoton fonksiyonlarla ilgili temel kavramlar Natanson�un kitab¬ndan

verilmi̧stir (Natanson 1964).

2.1 Monoton Fonksiyonlar

Tan¬m 2.10 f fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬olsun. Bu aral¬ktan ald¬¼g¬m¬z

x � y şart¬n¬sa¼glayan her x; y eleman¬için f (x) � f(y) ise f fonksiyonu artand¬r

denir. E¼ger her

x < y için f (x) < f(y) oluyorsa f fonksiyonu kesin artan,

x < y için f(x) � f(y) oluyorsa f fonksiyonu azalan,

x < y için f(x) > f(y) oluyorsa f fonksiyonu kesin azaland¬r denir.

Tan¬m aral¬¼g¬n¬n tamam¬üzerinde artan veya azalan fonksiyona monotondur denir.

E¼ger f fonksiyonu azalan ise �f fonksiyonu artand¬r. Bu basit aç¬klama monoton

fonksiyonlar¬içeren pek çok problemde sadece artan fonksiyonlar¬n düşünülmesini

sa¼glar. Monoton fonksiyonlar sonlu düşünülecektir.

Tan¬m 2.11 f fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬artan bir fonksiyon ve

a � x0 < b

olsun.
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Burada x0; x1; x2; x3; ::: noktalar¬n¬n oluşturdu¼gu herhangi bir dizi için x0 noktas¬na

giden ve x0 noktas¬n¬n sa¼g¬nda kalan x1; x2; x3; ::: noktalar¬n¬n herhangi bir dizisi,

yani

xn ! x0; xn > x0

için

lim
n!1

f(xn)

limiti vard¬r ve sonludur. Bu limit

inf ff(x)g (x0 < x � b)

say¬s¬ndan başka bir şey de¼gildir. Dolay¬s¬yla fxng dizisinin seçiminden ba¼g¬ms¬zd¬r

ve

f(x0 + 0)

ile gösterilir. Benzer olarak

f(x0 � 0) (a < x0 � b)

gösterimi de tan¬mlanabilir. Buradan

f(x0 � 0) � f(x0) � f(x0 + 0) (a < x0 < b)

oldu¼gunu görmek kolayd¬r ve

f(a) � f(a+ 0); f(b� 0) � f(b)

gerçeklenir. O halde f fonksiyonunun x0 noktas¬nda sürekli olmas¬ için gerek ve

yeter koşul

f(x0 � 0) = f(x0) = f(x0 + 0)

olmas¬d¬r.

[x0 = a veya x0 = b için yaln¬zca f(a+0) veya f(b�0) tek tara�¬limiti düşünülebilir.]

f(x0)� f(x0 � 0); f(x0 + 0)� f(x0)

say¬lar¬x0 noktas¬nda f fonksiyonunun s¬ras¬yla sol ve sa¼g s¬çramas¬d¬r ve bu s¬çra-

malar¬n f(x0+0)�f(x0�0) şeklindeki toplam¬na f fonksiyonunun x0 noktas¬ndaki

s¬çramas¬denir.

[a ve b noktalar¬için sadece tek tara�¬s¬çramalar¬düşünülebilir.]
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Lemma 2.1 f fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬artan bir fonksiyon olsun. x1;

x2; :::; xn noktalar¬(a; b) aral¬¼g¬nda yer alan key� noktalar olmak üzere

[f(a+ 0)� f(a)] +
nX
k=1

[f(xk + 0)� f(xk � 0)] + [f(b)� f(b� 0)] � f(b)� f(a)

(2.2)

gerçeklenir.

·Ispat. Kabul edelim ki a = x0; b = xn+1 olmak üzere

a < x1 < x2 < ::: < xn < b

olsun ve y0; y1; :::; yn noktalar¬n¬

xk < yk < xk+1 (k = 0; 1; :::; n)

olacak şekilde seçelim. Bu durumda

f(xk + 0)� f(xk � 0) � f(yk)� f(yk�1) (k = 1; 2; :::; n)

f(a+ 0)� f(a) � f(y0)� f(a)

f(b)� f(b� 0) � f(b)� f(yn)

gerçeklenir.

Tüm bu eşitsizlikler toplanarak (2.2) ifadesi elde edilir.

Sonuç 2.1 [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬artan bir f fonksiyonunun sadece sonlu say¬da

süreksizlik noktas¬ vard¬r. Fonksiyonun bu noktalardaki s¬çramas¬, verilen bir �

pozitif say¬s¬ndan büyüktür. E¼ger x1; :::; xn noktalar¬[a; b] aral¬¼g¬ndaki � say¬s¬ndan

büyük s¬çrama süreksizlik noktalar¬ise (2.2) eşitsizli¼ginden

n� � f(b)� f(a)

gerçeklenir ve dolay¬s¬yla n key� büyük bir say¬olamaz.

Teorem 2.5 [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬artan bir f fonksiyonunun süreksizlik nokta-

lar¬n¬n kümesi say¬labilir say¬dad¬r. E¼ger x1; x2; x3; ::: tüm iç süreksizlik noktalar¬

ise

[f(a+ 0)� f(a)] +
1X
k=1

[f(xk + 0)� f(xk � 0)] + [f(b)� f(b� 0)] � f(b)� f(a)

(2.3)

gerçeklenir.
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·Ispat. f fonksiyonunun tüm süreksizlik noktalar¬n¬n kümesini H ile, bu süreksizlik

noktalar¬n¬n, s¬çramas¬
1

k
dan büyük olanlar¬n¬da Hk ile gösterelim. Burada

H = H1 +H2 +H3 + :::

şeklindedir veH kümesinin say¬labilirli¼gi her birHk kümesinin sonlu olmas¬gerçe¼gin-

den elde edilir.

(2.2) eşitsizli¼ginde n!1 için limit al¬narak (2.3) eşitsizli¼gi elde edilir.

Tan¬m 2.12 f fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬artan bir fonksiyon olsun.

s(a) = 0;

s(x) = [f(a+ 0)� f(a)] +
1X

xk<x

[f(xk + 0)� f(xk � 0)] +

+ [f(x)� f(x� 0)] (a < x � b)

ile ifade edilen s fonksiyonuna f fonksiyonunun s¬çrama fonksiyonu denir. s fonksiyo-

nunun artan oldu¼gu aç¬kt¬r.

Teorem 2.6 Artan bir fonksiyon ve s¬çrama fonksiyonunun

'(x) = f(x)� s(x)

fark¬da artan ve sürekli bir fonksiyondur.

·Ispat. a � x < y � b olsun. E¼ger (2.3) eşitsizli¼gi [a; b] aral¬¼g¬n¬n yerine [x; y]

aral¬¼g¬na uygulan¬rsa

s(y)� s(x) � f(y)� f(x) (2.4)

eşitsizli¼gi elde edilir. Buradan da

'(x) � '(y)

bulunur, yani ' artan bir fonksiyondur.

Ayr¬ca e¼ger (2.4) eşitsizli¼ginde y, x noktas¬na yaklaş¬rsa

s(x+ 0)� s(x) � f(x+ 0)� f(x) (2.5)

elde edilir.
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Di¼ger yandan x < y için

f(x+ 0)� f(x) � s(y)� s(x)

eşitsizli¼gi s fonksiyonunun tan¬m¬ndan kolayl¬kla görülebilir. Burada y ! x için

limit al¬n¬rsa

f(x+ 0)� f(x) � s(x+ 0)� s(x)

elde edilir. Buradan ve (2.5) eşitsizli¼ginden

f(x+ 0)� f(x) = s(x+ 0)� s(x)

olaca¼g¬aç¬kt¬r. Dolay¬s¬yla

'(x+ 0) = '(x)

olur. Benzer bir şekilde '(x� 0) = '(x) oldu¼gu da gösterilebilir. O halde buradan

' fonksiyonunun sürekli bir fonksiyon oldu¼gu sonucu ç¬k¬yor.
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3. SINIRLI SALINIMLI FONKS·IYONLAR

Bu bölümde monoton fonksiyonlarla yak¬ndan ili̧skili, önemli bir fonksiyon s¬n¬f¬olan

s¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬fonksiyonlarla ilgili temel kavramlar verilecektir (Natanson 1964).

Tan¬m 3.1 f fonksiyonu [a; b] üzerinde tan¬ml¬ve reel de¼gerli olsun. [a; b] aral¬¼g¬n¬

P : a = x0 < x1 < ::: < xn = b

noktalar¬yard¬m¬yla alt aral¬klara bölelim ve

V := V (f; P ) =
n�1X
k=0

jf(xk+1)� f(xk)j

toplam¬n¬oluştural¬m. Burada tüm olas¬V toplamlar¬n¬n kümesinin en küçük üst

s¬n¬r¬na [a; b] üzerinde f fonksiyonunun toplam sal¬n¬m¬denir ve V[a;b] [f ] veya
b_
a

(f)

ile gösterilir. Yani

V[a;b] [f ] = sup
P
V (f; P )

şeklindedir. E¼ger

V[a;b] [f ] <1

ise f fonksiyonu [a; b] üzerinde s¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬d¬r denir. Buradaki P = fx0; x1; :::; xng

noktalar¬n¬n kümesine [a; b] aral¬¼g¬n¬n bir parçalanmas¬denir.

Teorem 3.1 [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬monoton bir fonksiyon [a; b] aral¬¼g¬nda s¬n¬rl¬

sal¬n¬ml¬d¬r.

·Ispat. Teoremi artan bir fonksiyon için ispatlamak yeterlidir. E¼ger f fonksiyonu

[a; b] üzerinde artan ise tüm

f (xk+1)� f (xk) fark¬negatif olmayand¬r ve

V =
n�1X
k=0

�
f(xk+1) � f(xk)

	
= f(b)� f(a)

şeklindedir. Bu da teoremi ispatlar.

S¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬fonksiyonlara örnek olarak Lipschitz koşulunu sa¼glayan fonksiyonlar

verilebilir.
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Tan¬m 3.2 f fonksiyonu [a; b] üzerinde tan¬ml¬ve reel de¼gerli olsun. [a; b] ara-

l¬¼g¬nda herhangi iki x ve y noktas¬için

jf(x)� f(y)j � K jx� yj

olacak şekilde bir K sabiti varsa f fonksiyonu Lipschitz koşulunu sa¼glar denir.

E¼ger f fonksiyonunun [a; b] aral¬¼g¬n¬n her noktas¬nda f 0 türevi var ve f 0 s¬n¬rl¬ise

ortalama de¼ger teoreminden

f(x)� f(y) = f 0(z)(x� y) (x < z < y)

olur ve f fonksiyonu Lipschitz koşulunu sa¼glar. Bu durumda

jf(xk+1)� f(xk)j � K(xk+1 � xk)

olaca¼g¬ndan

V � K(b� a)

gerçeklenir ve f s¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬bir fonksiyon olur.

Örnek 3.1 Toplam sal¬n¬m¬sonlu olmayan sürekli bir fonksiyona

f(x) =

�
x cos �

2x
; 0 < x � 1

0 ; x = 0

fonksiyonu örnek verilebilir. E¼ger [0; 1] aral¬¼g¬n¬n

0 <
1

2n
<

1

2n� 1 < ::: <
1

3
<
1

2
< 1

şeklindeki bir parçalanmas¬al¬n¬rsa

V = 1 +
1

2
+ :::+

1

n

olur. Bu gibi parçalanmalar üzerinden supremuma geçilirse

V[0;1] [f ] =1

elde edilir.

Teorem 3.2 [a; b] üzerinde s¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬her fonksiyon [a; b] üzerinde s¬n¬rl¬d¬r.
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·Ispat. [a; b] aral¬¼g¬n¬n P : a < x < b parçalanmas¬için

V = V (f; P ) = jf(x)� f(a)j+ jf(b)� f(x)j � V[a;b] [f ]

olaca¼g¬ndan

jf(x)� f(a)j � V � V[a;b] [f ]

yaz¬labilir. Böylece

jf(x)j � jf(a)j+ V[a;b] [f ]

bulunur ve teorem gerçeklenir.

Teorem 3.3 S¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬ iki fonksiyonun toplam¬, fark¬ve çarp¬m¬da s¬n¬rl¬

sal¬n¬ml¬d¬r.

·Ispat. f ve g fonksiyonlar¬ [a; b] üzerinde tan¬ml¬, s¬n¬rl¬ sal¬n¬ml¬ fonksiyonlar

olsun ve toplamlar¬n¬s ile gösterelim. O halde

js(xk+1)� s(xk)j � jf(xk+1)� f(xk)j+ jg(xk+1)� g(xk)j

yaz¬labilir ve buradan da

V[a;b] [s] � V[a;b] [f ] + V[a;b] [g]

olur. Böylece s; s¬n¬rl¬ sal¬n¬ml¬ fonksiyondur. f � g fark¬n¬n da s¬n¬rl¬ sal¬n¬ml¬

oldu¼gu benzer şekilde ispatlanabilir.

Şimdi kabul edelim ki f ve g s¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬fonksiyonlar ve

p(x) = f(x)g(x)

olsun.

A = sup fjf(x)jg ; B = sup fjg(x)jg

[a; b] üzerinde al¬nan supremumlar ise

jp(xk+1)� p(xk)j � jf(xk+1)g(xk+1)� f(xk)g(xk+1)j+ jf(xk)g(xk+1)� f(xk)g(xk)j

� B jf(xk+1)� f(xk)j+ A jg(xx+1)� g(xk)j

olur.
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Buradan

V[a;b] [p] � BV[a;b] [f ] + AV[a;b] [g]

sa¼glan¬r. Dolay¬s¬yla p; [a; b] aral¬¼g¬nda s¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬d¬r.

Buradan aşa¼g¬daki sonucu ispats¬z verelim.

Teorem 3.4 E¼ger f ve g s¬n¬rl¬ sal¬n¬ml¬ fonksiyonlar ve g(x) � � > 0 ise
f

g
bölümü de s¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬bir fonksiyondur.

Teorem 3.5 f; [a; b] üzerinde tan¬ml¬ve reel de¼gerli bir fonksiyon ve a < c < b

olsun. O halde

V[a;b] [f ] = V[a;c] [f ] + V[c;b] [f ] (3.1)

gerçeklenir.

·Ispat. [a; c] ve [c; b] aral¬klar¬n¬n her birini

y0 = a < y1 < ::: < ym = c; z0 = c < z1 < ::: < zn = b

noktalar¬yard¬m¬yla alt aral¬klara bölelim ve

V1 =
m�1X
k=0

��f(yk+1) � f(yk)�� ; V2 =
n�1X
k=0

��f(zk+1) � f(zk)��
toplamlar¬n¬oluştural¬m. fykg ve fzkg noktalar¬tüm [a; b] aral¬¼g¬n¬böler. E¼ger V;

bu parçalanmaya kaŗs¬l¬k gelen

V = V1 + V2

şeklinde bir toplam ise

V1 + V2 � V[a;b] [f ]

olur ve

V[a;c] [f ] + V[c;b] [f ] � V[a;b] [f ] (3.2)

gerçeklenir. Şimdi [a; b] aral¬¼g¬n¬n

x0 = a < x1 < ::: < xn = b

yard¬m¬yla tan¬mlanan parçalanmas¬ al¬n¬rsa, parçalanman¬n bir noktas¬ olarak c

noktas¬n¬n içerilmesi gerekti¼gine dikkat edilmelidir.
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c = xm yaz¬larak V toplam¬, yukar¬daki parçalanmaya kaŗs¬l¬k gelecek şekilde

V =

m�1X
k=0

jf(xk+1)� f(xk)j+
n�1X
k=m

jf(xk+1)� f(xk)j

formunda yaz¬labilir. V1 ve V2, [a; c] ve [c; b] aral¬klar¬na kaŗs¬l¬k gelecek şekildeki

toplamlar olmak üzere V toplam¬daha k¬sa olarak

V = V1 + V2

yaz¬labilir. Sonuç olarak

V � V[a;c] [f ] + V[c;b] [f ] (3.3)

olur. (3.3) eşitsizli¼gi, parçalanman¬n bir noktas¬c olan parçalanmalara kaŗs¬l¬k gele-

cek şekildeki V toplamlar¬ için inşa edilmi̧stir. Bu parçalanmalara yeni noktalar

eklendi¼ginde V toplam¬n¬azaltmayaca¼g¬için tüm V toplamlar¬için (3.3) eşitsizli¼gi

gerçeklenir. Buradan

V[a;b] [f ] � V[a;c] [f ] + V[c;b] [f ] (3.4)

oldu¼gu aç¬kça görülür.

O halde (3.2) ve (3.4) eşitsizli¼ginden (3.1) elde edilir.

Sonuç 3.1 a < c < b olsun. E¼ger f fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬nda s¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬ise

[a; c] ve [c; b] aral¬klar¬nda da s¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬d¬r ve kaŗs¬t¬da do¼grudur.

Sonuç 3.2 E¼ger [a; b] aral¬¼g¬n¬n tamam¬, f fonksiyonunun monoton oldu¼gu sonlu

say¬da alt parçalara bölünebiliyorsa f fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬nda s¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬d¬r.

Teorem 3.6 [a; b] üzerinde tan¬ml¬ ve reel de¼gerli bir f fonksiyonunun s¬n¬rl¬

sal¬n¬ml¬olmas¬ için gerek ve yeter koşul f fonksiyonunun iki artan fonksiyonun

fark¬şeklinde yaz¬labilmesidir.

·Ispat. Teorem 3.1 ve Teorem 3.3 den yeter koşul sa¼glan¬r. Gerek şart¬ispatlamak

için

�(x) = V[a;x][f ] (a < x � b)

�(a) = 0

fonksiyonunu alal¬m.
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Teorem 3.5 den � artan bir fonksiyondur. Ayr¬ca

�(x) = �(x)� f(x) (3.5)

fonksiyonu oluşturulursa di¼ger � artan fonksiyonu elde edilmi̧s olur.

Gerçekten, e¼ger a � x < y � b ise Teorem 3.5 den

�(y) = �(y)� f(y) = �(x) + V[x;y][f ]� f(y)

olur. Dolay¬s¬yla

�(y)� �(x) = V[x;y][f ]� [f(y)� f(x)] :

gerçeklenir. Ayn¬zamanda toplam sal¬n¬m¬n tan¬m¬ndan

f(y)� f(x) � V[x;y][f ]

oldu¼gu aç¬kça görülür. Buradan

�(y)� �(x) � 0

olur. O halde � artan bir fonksiyondur. f fonksiyonunun

f(x) = �(x)� �(x)

şeklindeki istenilen gösterimi (3.5) eşitli¼ginden elde edilir.

Sonuç 3.3 E¼ger f fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬nda s¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬ise [a; b] aral¬¼g¬n¬n

hemen hemen her noktas¬nda f 0 türevi vard¬r ve sonludur. Ayr¬ca f 0; [a; b] ara-

l¬¼g¬nda integrallenebilir fonksiyondur.

Sonuç 3.4 S¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬bir fonksiyonun süreksizlik noktalar¬n¬n kümesi say¬la-

bilir say¬dad¬r. Her x0 süreksizlik noktas¬nda

f(x0 + 0) = lim
x!x+0

f(x)

f(x0 � 0) = lim
x!x�0

f(x)

limitleri vard¬r.

16



Şimdi de s¬n¬rl¬ sal¬n¬ml¬ bir fonksiyonun, bir s¬çrama ve bir sürekli fonksiyonun

toplam¬olarak yaz¬lmas¬problemini ele alal¬m. � ve � fonksiyonlar¬ndan en az¬ndan

birinin süreksizlik noktalar¬n¬n oluşturdu¼gu

x1; x2; x3; ::: (a < xn < b) (3.6)

şeklindeki dizi ve aşa¼g¬daki s¬çrama fonksiyonlar¬n¬alal¬m.

s�(x) = [�(a+ 0)� �(a)] +
X
xk<x

[�(xk + 0)� �(xk � 0)]+[�(x)� �(x� 0)]

(a < x � b)

s�(x) = [�(a+ 0)� �(a)] +
X
xk<x

[�(xk + 0)� �(xk � 0)] + [�(x)� �(x� 0)] ;

ayr¬ca

s�(a) = s�(a) = 0

olsun. (E¼ger bir xk noktas¬� ve � fonksiyonlar¬ndan birinin bir süreklilik noktas¬ise

onlara kaŗs¬l¬k gelen s¬çramalar¬da s¬f¬r olur. Ayr¬ca � fonksiyonunun bir süreksizlik

noktas¬n¬n � fonksiyonunun bir süreklilik noktas¬olamayaca¼g¬gösterilebilir, fakat

bu pek önemli de¼gildir.)

s(x) = s�(x)� s�(x)

olsun. s fonksiyonu aşa¼g¬daki gibi yaz¬labilir:

s(x) = [f(a+ 0)� f(a)] +
X
xk<x

[f(xk + 0)� f(xk � 0)] + [f(x)� f(x� 0)];

(a < x < b)

s(a) = 0:

s fonksiyonunun s¬n¬rl¬ sal¬n¬ml¬ bir fonksiyon oldu¼gu aç¬kt¬r. Bu fonksiyon, f

fonksiyonunun s¬çrama fonksiyonudur. (3.6) dizisinden f fonksiyonunun sürekli

oldu¼gu noktalar ç¬kar¬l¬rsa s fonksiyonunun de¼gi̧smeyece¼gi, tan¬mdan aşikard¬r. (3.6)

dizisindeki xk noktalar¬f fonksiyonunun tüm süreksizlik noktalar¬olarak kabul edilebilir.

Bir artan fonksiyon ile onun s¬çrama fonksiyonu aras¬ndaki fark ile oluşturulan

fonksiyon artan ve sürekli oldu¼gundan

�(x)� s�(x); �(x)� s�(x)

fonksiyonlar¬sürekli ve artan olur.
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Buradan

'(x) = f(x)� s(x)

fark¬sürekli s¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬bir fonksiyondur.

Teorem 3.7 S¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬her fonksiyon, kendisinin s¬çrama fonksiyonu ve sürekli,

s¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬bir fonksiyonun toplam¬olarak yaz¬labilir.

3.1 Sürekli S¬n¬rl¬Sal¬n¬ml¬Fonksiyonlar

Teorem 3.8 f fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬s¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬olsun. E¼ger f

fonksiyonu x0 noktas¬nda sürekli ise

�(x) = V[a;x][f ]

fonksiyonu da x0 noktas¬nda süreklidir (Natanson 1964).

·Ispat. x0 < b oldu¼gunu kabul edelim. Önce, � fonksiyonunun x0 noktas¬nda sa¼gdan

sürekli oldu¼gunu gösterelim. " > 0 key� bir say¬olsun. [x0; b] aral¬¼g¬n¬

x0 < x1 < ::: < xn = b

noktalar¬yard¬m¬yla alt aral¬klara bölelim. Böylece

V =
n�1X
k=0

jf(xk+1)� f(xk)j > V[x0;b] [f ]� " (3.7)

olur. Yeni noktalar eklendi¼ginde V toplam¬sadece artan olaca¼g¬ndan

jf(x1)� f(x0)j < "

oldu¼gu kabul edilebilir. (3.7) ifadesinden

V[x0;b] [f ] < "+
n�1X
k=0

jf(xk+1)� f(xk)j < 2"+
n�1X
k=1

jf(xk+1)� f(xk)j � 2"+ V[x1;b] [f ]

gerçeklenir. Dolay¬s¬yla

V[x0;x1] [f ] < 2"

olur ve sonuç olarak

�(x1)� �(x0) < 2"

yaz¬l¬r.
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Buradan da

�(x0 + 0)� �(x0) < 2"

gerçeklenir. " key� oldu¼gu için

�(x0 + 0) = �(x0)

olur. Benzer şekilde

�(x0 � 0) = �(x0)

oldu¼gu da kolayl¬kla gösterilebilir. Yani � fonksiyonu x0 > a ise x0 noktas¬nda

soldan sürekli olur.

Sonuç 3.5 Sürekli s¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬bir fonksiyon iki sürekli artan fonksiyonun fark¬

olarak yaz¬labilir. Gerçekten, e¼ger f fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬sürekli s¬n¬rl¬

sal¬n¬ml¬ise artan parçalar¬n

�(x) = V[a;x] [f ] ve �(x) = �(x)� f(x)

ikisi de süreklidir (Natanson 1964).

3.2 S¬n¬rl¬Sal¬n¬ml¬Fonksiyonlar¬n Uzay¬

[a; b] aral¬¼g¬nda s¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬fonksiyonlar¬n uzay¬n¬BV [a; b] ile ve s¬n¬rl¬fonksi-

yonlar¬n uzay¬n¬ da B [a; b] ile gösterelim. Bu k¬s¬mda, fonksiyonlar¬n al¬̧s¬lm¬̧s

toplama ve skaler ile çarpma i̧slemlerine göre BV [a; b] uzay¬n¬n bir lineer uzay ve

üzerinde tan¬mlanan norma göre bir Banach uzay¬oldu¼gu gösterilecektir (Nair 2013).

f 2 BV [a; b] için aşa¼g¬daki özellikler aç¬kt¬r:

� f 2 BV [a; b] () V[a;b] [f ] <1:

� f 2 BV [a; b] için

V[a;b] [f ] = 0 () f sabit bir fonksiyondur.

Teorem 3.9 E¼ger f; g 2 BV [a; b] ve � 2 R ise f + g; �f 2 BV [a; b] olur.

Buradan da

V[a;b] [f + g] � V[a;b] [f ] + V[a;b] [g] ;

V[a;b] [�f ] = j�jV[a;b] [f ]

gerçeklenir.
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·Ispat. f; g 2 BV [a; b] ve � 2 R olsun. [a; b] aral¬¼g¬n¬n her P parçalanmas¬için

V (f + g; P ) � V (f; P ) + V (g; P ) � V (f) + V (g);

V (�f; P ) = j�jV (f; P )

gerçeklenir. Tüm bu parçalanmalar üzerinden supremum al¬n¬rsa

V[a;b] [f + g] � V[a;b] [f ] + V[a;b] [g] ;

V[a;b] [�f ] = j�jV[a;b] [f ]

olur. Dolay¬s¬yla f + g; �f 2 BV [a; b] olur.

Teorem 3.2 de [a; b] üzerinden supremuma geçilirse aşa¼g¬daki sonuç elde edilir.

Sonuç 3.6 Her f 2 BV [a; b] için

sup
a�x�b

jf(x)j � jf(a)j+ V[a;b] [f ]

olur. Özellikle

BV [a; b] � B [a; b]

kapsamas¬vard¬r ve her f 2 BV [a; b] için

kfk1 � jf(a)j+ V[a;b] [f ]

gerçeklenir.

Teorem 3.10 BV [a; b] uzay¬lineer bir uzayd¬r ve

kfkBV := jf(a)j+ V[a;b] [f ]

ifadesi BV [a; b] uzay¬nda bir norm tan¬mlar ve BV [a; b] uzay¬kfkBV normuna göre

bir Banach uzay¬d¬r.

·Ispat. Hat¬rlanaca¼g¬gibi f 2 BV [a; b] için V[a;b] [f ] = 0 () f sabit bir fonksiyon-

dur. Dolay¬s¬yla

kfkBV = 0 () f = 0

olur. Sonuç 3.6 ve Teorem 3.9 dan; BV [a; b] uzay¬n¬n bir lineer uzay oldu¼gu ve

k�kBV nin BV [a; b] üzerinde bir norm oldu¼gu elde edilir. Geriye, BV [a; b] uzay¬n¬n

tam oldu¼gunu göstermek kal¬r.
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Bunun için, k�kBV normuna göre bir (fn) Cauchy dizisi alal¬m. Buradan 8 " > 0

için bir N 2 N say¬s¬, 8 m;n � N için

jfn(a)� fm(a)j+ V[a;b] [fn � fm] < " (3.8)

sa¼glanacak şekilde vard¬r. Dolay¬s¬yla, Sonuç 3.6 dan (fn); BV [a; b] uzay¬nda bir

Cauchy dizisidir. BV [a; b] ; k�k1 normuna göre Banach uzay¬oldu¼gu için n ! 1

iken kfn � fk1 ! 0 olacak şekilde f 2 B [a; b] vard¬r. Özellikle, n ! 1 iken

fn ! f noktasald¬r. Buradan, [a; b] aral¬¼g¬n¬n her P parçalanmas¬ve

jfn(a)� f(a)j+ V (fn � f; P ) = lim
m!1

fjfn(a)� fm(a)jg+ V (fn � fm; P )

yaz¬labilir. Dolay¬s¬yla (3.8) ifadesinden 8 m;n � N için

jfn(a)� f(a)j+ V (fn � f; P ) � "

sa¼glan¬r ve bu ifade [a; b] aral¬¼g¬n¬n tüm parçalanmas¬için gerçeklendi¼ginden

fn � f 2 BV [a; b] olur ve özellikle, f = fn � (fn � f) 2 BV [a; b] ve 8 n � N için

kfn � fkBV = jfn(a)� f(a)j+ V[a;b] [fn � f ] � "

gerçeklenir. O halde, (fn) Cauchy dizisi, k�kBV normuna göre f 2 BV [a; b] fonksi-

yonuna yak¬nsar.

Uyar¬3.1 [a; b] aral¬¼g¬nda s¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬fonksiyonlar¬n

kfkTV := V[a;b][f ]

yar¬normu ile donat¬lan s¬n¬f¬TV [a; b] ile gösterilecektir.

3.3 Riemann-Stieltjes ·Integrali

Bu k¬s¬mda, Riemann integralinin önemli bir genellemesi olan Riemann-Stieltjes

integrali ele al¬nacakt¬r (Natanson 1964).

Tan¬m 3.3 f ve g fonksiyonlar¬ [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬olsunlar. [a; b] aral¬¼g¬n¬

P : a = x0 < x1 < ::: < xn = b

noktalar¬yard¬m¬yla alt aral¬klara bölelim.
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k = 0; 1; :::; n� 1 için [xk; xk+1] aral¬¼g¬ndan bir �k noktas¬seçelim ve

� =: �(f; P; �k) =

n�1X
k=0

f(�k)[g(xk+1)� g(xk)]

toplam¬n¬oluştural¬m. E¼ger

� = max(xk+1 � xk)! 0

iken � toplam¬, parçalanma ve �k noktalar¬n¬n seçiminden ba¼g¬ms¬z olarak sonlu bir

I limitine giderse bu limite f fonksiyonunun g fonksiyonuna göre Riemann-Stieltjes

integrali denir ve
bZ
a

f(x)dg(x) veya (S)

bZ
a

f(x)dg(x)

ile gösterilir.

Bu tan¬m, aşa¼g¬daki anlamdad¬r: E¼ger, her " > 0 say¬s¬na kaŗs¬l¬k bir � > 0 say¬s¬;

key� bir parçalanma için � < � iken j� � Ij < " eşitsizli¼gi, �k noktalar¬n¬n her

seçimi için sa¼glanacak şekilde varsa, I say¬s¬na f fonksiyonunun g fonksiyonuna göre

Stiletjes integrali denir. g(x) = x için Stieltjes integralinin özel bir hali olan Riemann

integrali elde edilir.

Stieltjes integralinin aşa¼g¬da verilen özellikleri aç¬kt¬r.

1.
bR
a

[f1(x) + f2(x)] dg(x) =
bR
a

f1(x)dg(x)+
bR
a

f2(x)dg(x);

2.
bR
a

f(x)d [g1(x) + g2(x)] =
bR
a

f(x)dg1(x)+
bR
a

f(x)dg2(x);

3. E¼ger k ve l sabitler ise
bR
a

kf(x)dlg(x) = kl
bR
a

f(x)dg(x);

4. E¼ger a < c < b ve

bZ
a

f(x)dg(x) =

cZ
a

f(x)dg(x) +

bZ
c

f(x)dg(x) (3.9)

eşitli¼gindeki integraller varsa (3.9) eşitli¼gi gerçeklenir.

Bu son özelli¼gi ispatlamak için,
bR
a

fdg integrali için � toplam¬n¬oluştururken sadece

c noktas¬n¬n parçalanman¬n noktalar¬içinde oldu¼gunu görmek gereklidir.
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bR
a

fdg integralinin varl¬¼g¬
cR
a

fdg ve
bR
c

fdg integrallerinin her ikisinin de varl¬¼g¬n¬gerek-

tirdi¼gini ispatlamak zor de¼gildir fakat bunun üzerinde durulmayacakt¬r. Kaŗs¬t du-

rumun geçerli olmayaca¼g¬n¬göstermek daha ilginçtir.

Örnek 3.2 f ve g fonksiyonlar¬[�1; 1] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬

f(x) =

�
0; � 1 � x � 0
1; 0 < x � 1 ; g(x) =

�
0; � 1 � x < 0
1; 0 � x � 1

şeklindeki fonksiyonlar olsunlar.
0Z

�1

f(x)dg(x);

1Z
0

f(x)dg(x)

integrallerinin mevcut oldu¼gu kolayl¬kla görülebilir (Çünkü tüm � toplamlar¬s¬f¬ra

eşittir). Fakat ayn¬zamanda
1Z

�1

f(x)dg(x)

integrali mevcut de¼gildir. Özel olarak [�1; 1] aral¬¼g¬n¬, 0 noktas¬parçalanman¬n bir

noktas¬olmayacak şekilde alt aral¬klara bölelim ve

� =
n�1X
k=0

f(�k) [g(xk+1)� g(xk)]

toplam¬n¬oluştural¬m. E¼ger xi < 0 < xi+1 ise yaln¬z i: terim � toplam¬nda kal¬r,

çünkü e¼ger xk ve xk+1 noktalar¬0 noktas¬n¬n ayn¬taraf¬nda yer al¬rsa g(xk) = g(xk+1)

olur. Bu,

� = f(�i) [g(xi+1)� g(xi)] = f(�i)

olmas¬n¬gerektirir. �i � 0 veya �i > 0 olmas¬na ba¼gl¬olarak

� = 0 veya � = 1

olur ve böylece � toplam¬limite sahip de¼gildir.

Sonuç 3.7
bR
a

f(x)dg(x) ve
bR
a

g(x)df(x) integrallerinin birinin varl¬¼g¬di¼gerinin var-

l¬¼g¬n¬gerektirir. Bu durumda

bZ
a

f(x)dg(x) +

bZ
a

g(x)df(x) = [f(x)g(x)]ba (3.10)

gerçeklenir.
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Burada

[f(x)g(x)]ba = f(b)g(b)� f(a)g(a) (3.11)

(3.10) ifadesi k¬smi integrasyon formülüdür.

·Ispat. Kabul edelim ki
bR
a

g(x)df(x) mevcut olsun. [a; b] aral¬¼g¬n¬ alt aral¬klara

bölelim ve

� =

n�1X
k=0

f(�k) [g(xk+1)� g(xk)]

toplam¬n¬oluştural¬m. � toplam¬ayn¬zamanda

� =
n�1X
k=0

f(�k)g(xk+1)�
n�1X
k=0

f(�k)g(xk)

şeklinde yaz¬labilir ve bu ifade

� = �
n�1X
k=1

g(xk)
�
f(�k)� f(�k�1)

�
+ f(�n�1)g(xn)� f(�0)g(x0)

olur. (3.11) ifadesinde ekleme ve ç¬karmalarla son eşitli¼gin sa¼g taraf¬

� = [f(x)g(x)]ba�fg(a) [f(�0)� f(a)]+
n�1X
k=1

g(xk)
�
f(�k)� f(�k�1)

�
+g(b)

�
f(b)� f(�n�1)

�
g

bulunur. Küme parantezleri içindeki ifade, [a; b] aral¬¼g¬n¬n parçalanma noktalar¬,

a � �0 � �1 � �2 � ::: � �n�1 � b

olan ve a; x1; x2; :::; xn�1; b noktalar¬, [a; �0] ;
�
�0;�1

�
; :::;

�
�n�1; b

�
kapal¬ aral¬k-

lar¬n¬n noktalar¬olmak üzere,
bR
a

gdf integrali için oluşturulan toplamdan başka bir

şey de¼gildir. max(xk+1 � xk)! 0 iken

max(�k+1 � �k)! 0

olur. Böylece küme parantezinin içindeki toplam
bR
a

gdf integraline gider. Bu da

ispat¬tamamlar.

Stieltjes integralinin hangi koşullar alt¬nda var oldu¼gunu düşünmek do¼gald¬r. Bu

do¼grultuda, sadece aşa¼g¬daki teorem verilecektir.

Teorem 3.11 E¼ger f fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬nda sürekli ve g fonksiyonu da bu

aral¬kta s¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬ise
bZ
a

f(x)dg(x)

integrali vard¬r.
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·Ispat. g fonksiyonu artan kabul edilebilir, çünkü s¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬her fonksiyon iki

artan fonksiyonun fark¬şeklinde yaz¬labilir. [a; b] aral¬¼g¬n¬

x0 = a < x1 < ::: < xn = b

noktalar¬yard¬m¬yla alt aral¬klara bölelim ve f fonksiyonunun [xk; xk+1] aral¬¼g¬nda

en küçük ve en büyük de¼gerlerini s¬ras¬yla mk ve Mk ile gösterelim.

s =

n�1X
k=0

mk [g(xk+1)� g(xk)] ; S =

n�1X
k=0

Mk [g(xk+1)� g(xk)]

olsun. [xk; xk+1] aral¬¼g¬nda tüm �k noktalar¬n¬n seçimi için

s � � � S (3.12)

olaca¼g¬aç¬kt¬r. Ayn¬zamanda, alt aral¬klara yeni noktalar eklendi¼ginde s toplam¬

azalmaz, S toplam¬artmaz. Buradan s toplamlar¬n¬n hiçbiri herhangi bir S toplam¬n¬

geçemez. Gerçekten [a; b] aral¬¼g¬n¬n I ve II parçalanmalar¬ve bunlara kaŗs¬l¬k ge-

len s1; S1 ve s2; S2 toplamlar¬al¬n¬rsa, bu durumda I ve II parçalanmalar¬ndaki

noktalar¬n birleşimi ile oluşan III parçalanmas¬oluşturulabilir. Bu parçalanmaya

kaŗs¬l¬k gelen s3 ve S3 toplamlar¬için

s1 � s3 � S3 � S2

olur, böylece s1 � S2 bulunur.

Bunu akl¬m¬zda tutarak, tüm alt toplamlar¬n fsg kümesinin en küçük üst s¬n¬r¬n¬I

sembolü ile gösterelim: I = sup fsg : Her parçalanma için

s � I � S

olur ve sonuç olarak (3.12) ifadesinden

j� � Ij < S � s

gerçeklenir. Key� bir " > 0 a kaŗs¬l¬k bir � > 0 say¬s¬; jx00 � x0j < � iken

jf(x00)� f(x0)j < " olacak şekilde bulunabilirse, bu durumda � < � için

Mk �mk < " (k = 0; 1; :::; n� 1)

olur.
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Buna göre

S � s < " [g(b)� g(a)]

yaz¬labilir. Buradan � < � için

j� � Ij < " [g(b)� g(a)]

gerçeklenir. Di¼ger bir ifadeyle

lim
�!0

� = I

olur. Böylece I,
bR
a

f(x)dg(x) integralidir.

Bu teoremden, s¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬her fonksiyonun sürekli her fonksiyona göre integral-

lenebilir oldu¼gu elde edilir.

Teorem 3.12 E¼ger f fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬nda sürekli ve g fonksiyonu [a; b] ara-

l¬¼g¬n¬n her noktas¬nda bir Riemann integrallenebilir g0 türevine sahipse

(S)

bZ
a

f(x)dg(x) = (R)

bZ
a

f(x)g0(x)dx (3.13)

gerçeklenir.

·Ispat. Teoremin koşullar¬ndan g; Lipschitz koşulunu sa¼glar dolay¬s¬yla s¬n¬rl¬sal¬n¬m-

l¬d¬r. Böylece (3.13) ifadesinin sol taraf¬ndaki integral vard¬r. Di¼ger yandan, g0

fonksiyonu ve fg0 çarp¬m¬hemen hemen her yerde süreklidir böylece (3.13) ifadesinin

sa¼g taraf¬ da vard¬r. Buradan geriye (3.13) ifadesinin iki taraf¬n¬n birbirine eşit

oldu¼gunu göstermek kal¬r. Bunun için [a; b] aral¬¼g¬n¬

a = x0 < x1 < ::: < xn = b

noktalar¬yard¬m¬yla alt aral¬klara bölelim.

Her g(xk+1)� g(xk) fark¬na ortalama de¼ger teoremi uygulan¬rsa

g(xk+1)� g(xk) = g0(�xk)(xk+1 � xk) (xk < �xk < xk+1)

olur.
bR
a

fdg integrali için � toplam¬oluşturulurken �k noktas¬için ortalama de¼ger

teoreminde ortaya ç¬kan xk noktas¬al¬nabilir. Buradan � toplam¬

� =

n�1X
k=0

f(�xk)g
0(�xk)(xk+1 � xk)

olur.

26



Bu toplam fg0 fonksiyonu için bir Riemann toplam¬d¬r. Parçalanma inceltilerek ve

limit al¬narak (3.13) ifadesi elde edilir.

Teorem 3.13 f fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬nda sürekli ve g fonksiyonu da

a < c1 < c2 < ::: < cm < b

olmak üzere (a; c1); (c1; c2); ::: ; (cm; b) aral¬klar¬n¬n her birinde sabit olsun. O halde

bZ
a

f(x)dg(x) = f(a)[g(a+ 0)� g(a)] + (3.14)

+
mX
k=1

f(ck) [g(ck + 0)� g(ck � 0)] + f(b) [g(b)� g(b� 0)]

olur.

·Ispat.

V[a;b][g] = jg(a+ 0)� g(a)j+
mP
k=1

fjg(ck)� g(ck � 0)j+

+ jg(ck + 0)� g(ck)jg+ jg(b)� g(b� 0)j

oldu¼gu kolayl¬kla görülebilir. Dolay¬s¬yla g fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬nda s¬n¬rl¬sal¬n¬ma

sahiptir. Böylece g fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬n¬n tüm alt aral¬klar¬nda s¬n¬rl¬sal¬n¬m-

l¬d¬r.

O halde c0 = a; cm+1 = b yaz¬l¬rsa

bZ
a

f(x)dg(x) =
mX
k=0

ck+1Z
ck

f(x)dg(x) (3.15)

olur. Geriye,
ck+1R
ck

f(x)dg(x) integralini hesaplamak kal¬r. [ck; ck+1] alt aral¬¼g¬ve bu

aral¬k için oluşturulan � toplam¬di¼ger terimler s¬f¬ra gitti¼gi için

� = f(�0) [g(ck + 0)� g(ck)] + f(�n�1) [g(ck+1)� g(ck+1 � 0)]

olur. Böylece

ck+1Z
ck

f(x)dg(x) = f(ck) [g(ck + 0)� g(ck)] + f(ck+1) [g(ck+1)� g(ck+1 � 0)]

gerçeklenir. Buradan ve (3.15) eşitli¼ginden (3.14) elde edilir.
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3.4 Riemann- Stieltjes ·Integrali Alt¬nda Limite Geçme

Teorem 3.14 f fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬nda sürekli ve g fonksiyonu da [a; b] a-

ral¬¼g¬nda s¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬ise M(f) := max jf(x)j olmak üzere������
bZ
a

f(x)dg(x)

������ �M(f)V[a;b] [g] (3.16)

gerçeklenir.

·Ispat. [a; b] aral¬¼g¬n¬n bir parçalanmas¬ve �k noktalar¬n¬n key� seçimi için

j�j =
�����
n�1X
k=0

f(�k) [g(xk+1)� g(xk)]
����� �M(f)

n�1X
k=0

jg(xk+1)� g(xk)j �M(f)V[a;b] [g]

oldu¼gundan (3.16) elde edilir.

Teorem 3.15 g; [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬s¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬bir fonksiyon ve fn(x) de

[a; b] aral¬¼g¬nda f fonksiyonuna düzgün yak¬nsayan sürekli fonksiyonlar¬n bir dizisi

ise

lim
n!1

bZ
a

fn(x)dg(x) =

bZ
a

f(x)dg(x)

gerçeklenir.

·Ispat.

M(fn � f) = max jfn(x)� f(x)j

olsun. (3.16) eşitsizli¼ginden������
bZ
a

fn(x)dg(x)�
bZ
a

f(x)dg(x)

������ �M(fn � f)V[a;b] [g]
gerçeklenir ve hipotezden

M(fn � f)! 0

oldu¼gundan ispat tamamlan¬r.
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Teorem 3.16 (Helly�nin ·Ilk Teoremi) [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬fonksiyonlar¬n sonsuz

bir ailesi

F = ff(x)g

olsun. Ailedeki her fonksiyon ve her fonksiyonun toplam sal¬n¬m¬tek bir say¬ ile

s¬n¬rl¬yani

jf(x)j � K; V[a;b] [f ] � K

ise her f 2 F ailesinde, [a; b] aral¬¼g¬n¬n her noktas¬nda s¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬bir ' fonksi-

yonuna yak¬nsayan ffn(x)g dizisi bulunabilir.

Teorem 3.17 (Helly�nin ·Ikinci Teoremi) f fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬nda sürekli ve

fgn(x)g ; [a; b] aral¬¼g¬n¬n her bir noktas¬nda, bir g s¬n¬rl¬ fonksiyonuna yak¬nsayan

bir dizi olsun. E¼ger her n için

V[a;b] [gn] < K

ise bu durumda

lim
n!1

bZ
a

f(x)dgn(x) =

bZ
a

f(x)dg(x) (3.17)

gerçeklenir.

3.5 Lineer Fonksiyoneller

Tan¬m 3.4 g; [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬ s¬n¬rl¬ sal¬n¬ml¬ bir fonksiyon olsun. Bu

fonksiyon yard¬m¬yla [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬sürekli her f fonksiyonu için

�(f) =

bZ
a

f(x)dg(x) (3.18)

eşitli¼gi oluşturulabilir.

Bu � fonksiyonunun aşa¼g¬daki özellikleri aç¬kt¬r.

(1) �(f1 + f2) = �(f1) + �(f2)

(2) j�(f)j � KM(f); (M(f) = max jf(x)j ve K = V[a;b] [g])

�(f); [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬sürekli her f fonksiyonu için (1) ve (2) özelliklerini

sa¼glayacak şekilde bir fonksiyon ise bu �(f) fonksiyonuna, [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬

sürekli fonksiyonlar¬n uzay¬nda s¬n¬rl¬lineer fonksiyonel denir.
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(3.18) ifadesinde oluşturulan Riemann-Stieltjes integrali C [a; b] uzay¬nda s¬n¬rl¬li-

neer fonksiyoneldir. Bununla ilgili ünlü bir teorem ilk defa F. Riesz taraf¬ndan

C [a; b] uzay¬nda yaln¬zca s¬n¬rl¬lineer fonksiyoneller için ispatlanm¬̧st¬r.

Teoremi ispatlamadan önce e¼ger �(f); C [a; b] uzay¬nda sürekli lineer fonksiyonel ise

her k skaleri ve f 2 C [a; b] için

�(kf) = k�(f)

oldu¼gunu belirtelim.

Teorem 3.18 (Riesz Gösterim Teoremi). �(f); [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬ sürekli

fonksiyonlar¬n C [a; b] uzay¬üzerinde s¬n¬rl¬lineer bir fonksiyonel olsun. Bu durumda

her f 2 C [a; b] için

�(f) =

bZ
a

f(x)dg(x) (3.19)

olacak şekilde [a; b] aral¬¼g¬nda s¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬bir g fonksiyonu vard¬r.

·Ispat.

a = 0; b = 1

oldu¼gu durumu düşünmek yeterlidir. Çünkü genel durum, x de¼gi̧skeninin bir lineer

dönüşümünün kullan¬m¬ile buna indirgenebilir. Binom aç¬l¬m¬nda a = x; b = 1� x

al¬n¬rsa
nX
k=0

�
n

k

�
xk(1� x)n�k = 1

olur. x 2 [0; 1] için bu toplam¬n her terimi negatif olmayand¬r. Buradan, e¼ger

"k = �1 (k = 0; 1; :::; n)

ise �����
nX
k=0

"k

�
n

k

�
xk(1� x)n�k

����� � 1 (3.20)

olur. Şimdi C [0; 1] uzay¬n¬n tüm f fonksiyonlar¬ için tan¬ml¬ lineer �(f) fonksi-

yonelini düşünelim.
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Lineer fonksiyonel tan¬m¬ndan,

j�(f)j � KM(f)

olacak şekilde bir K say¬s¬vard¬r. Buradan ve (3.20) eşitsizli¼ginden�����
nX
k=0

"k�

��
n

k

�
xk(1� x)n�k

������ � K
gerçeklenir. "k say¬lar¬n¬n seçiminden dolay¬ son toplam¬n tüm terimleri negatif

olmayand¬r. O halde buradan da
nX
k=0

����� ��nk
�
xk(1� x)n�k

����� � K (3.21)

gerçeklenir. Şimdi de

gn(0) = 0

gn(x) = �
��
n
0

�
x0(1� x)n�0

�
0 < x < 1

n

gn(x) = �
��
n
0

�
x0(1� x)n�0

�
+�

��
n
1

�
x1(1� x)n�1

�
1
n
� x < 2

n

:::

gn(x) =
n�1X
k=0

�
��
n
k

�
xk(1� x)n�k

�
n�1
n
� x < 1

gn(1) =
nX
k=0

�
��
n
k

�
xk(1� x)n�k

�
şeklinde bir gn(x)merdiven fonksiyonu tan¬mlayal¬m. (3.21) ifadesinden gn(x) fonksi-

yonlar¬ve toplam sal¬n¬mlar¬bir tek say¬ile s¬n¬rl¬olurlar. Böylece Helly�nin ilk teo-

reminden [0; 1] aral¬¼g¬n¬n her noktas¬nda bir g s¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬fonksiyonuna yak¬n-

sayan fgn(x)g dizisinin bir
�
gnj(x)

	
alt dizisi vard¬r. E¼ger f; [0; 1] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬

herhangi bir sürekli fonksiyon ise Teorem 3.13 den
1Z
0

f(x)dgn(x) =
nX
k=0

f

�
k

n

�
�

��
n

k

�
xk(1� x)n�k

�
olur ve burada

Bn(f ;x) =

nX
k=0

f

�
k

n

��
n

k

�
xk(1� x)n�k

f fonksiyonunun n: dereceden Bernstein polinomu olmak üzere
1Z
0

f(x)dgn(x) = � [Bn(f ;x)]

gerçeklenir.
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Bernstein Teoreminden n!1 iken

M(Bnf � f)! 0

gerçeklenir, ayr¬ca s¬n¬rl¬lineer fonksiyonel tan¬m¬ndan

j�(Bnf)� �(f)j = j�(Bnf � f)j � KM j(Bnf � f)j

olur. Buna göre, n!1 için

�(Bnf)! �(f)

olup Helly�nin ikinci teoreminden

lim
n!1

1Z
0

f(x)dgn(x) =

1Z
0

f(x)dg(x)

gerçeklenir. Böylece

�(f) =

1Z
0

f(x)dg(x)

olur. Bu da teoremi ispatlar.

3.6 S¬n¬rs¬z Aral¬kta S¬n¬rl¬Sal¬n¬ml¬Fonksiyonlar

Pek çok uygulamada özellikle olas¬l¬k teorisinde (�1;1) s¬n¬rs¬z aral¬¼g¬nda s¬n¬rl¬

sal¬n¬ml¬fonksiyonlar çok kullan¬̧sl¬d¬r (Natanson 1964).

Tan¬m 3.5 f fonksiyonu �1 < x < 1 aral¬¼g¬ndaki tüm x noktalar¬için tan¬ml¬

olsun. E¼ger her a < b için V[a;b] [f ] < 1 ve sup
a<b

V[a;b] [f ] sonlu ise f fonksiyonuna

(�1;1) aral¬¼g¬nda s¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬d¬r denir ve f fonksiyonunun toplam sal¬n¬m¬

sup
a<b

V[a;b] [f ] = V[�1;1] [f ]

ile gösterilir.

Teorem 3.19

V[�1;1] [f ] = lim
a!1

V[�a;a] [f ]

·Ispat. Teoremin ispat¬tan¬mdan aç¬kt¬r.
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Tan¬m 3.6 V[�1;a] [f ] ve V[a;1] [f ]

V[�1;a] [f ] = lim
b!�1

V[b;a] [f ] ;

V[a;1] [f ] = lim
b!1

V[a;b] [f ]

olarak tan¬mlan¬r.

Bu durumda aşa¼g¬daki teorem ispats¬z olarak verilebilir.

Teorem 3.20 a < b için

(1) V[�1;b] [f ] = V[�1;a] [f ] + V[a;b] [f ]

(2) V[�1;1] [f ] = V[�1;a] [f ] + V[a;1] [f ]

(3) V[a;1] [f ] = V[a;b] [f ] + V[b;1] [f ]

şeklindedir.

Teorem 3.21 f fonksiyonu (�1;1) aral¬¼g¬nda s¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬fonksiyon ise

lim
x!�1

V[�1;x] [f ] = 0 (3.22)

lim
x!�1

V[x;1] [f ] = 0 (3.23)

gerçeklenir.

·Ispat. (3.23) eşitli¼gi için ispat¬yapal¬m. V[�1;1] [f ] = sup
a
V[�1;a] [f ] oldu¼gundan

her " > 0 say¬s¬için

V[�1;1] [f ]� " < V[�1;a] [f ]

olacak şekilde bir a say¬s¬vard¬r. Ayr¬ca

V[�1;1] [f ] = V[�1;a] [f ] + V[a;1] [f ]

olur. Buradan da V[a;1] [f ] < " yaz¬labilir. Bu da (3.23) eşitli¼gini ispatlar. Benzer

şekilde (3.22) eşitli¼gi de gösterilebilir.

Teorem 3.22 E¼ger V[�1;1] [f ] <1 ise f fonksiyonu s¬n¬rl¬d¬r.
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·Ispat. a herhangi bir say¬olmak üzere, her x > a için

jf(x)� f(a)j � V[a;x] [f ] � V[�1;1] [f ]

olur. Benzer olarak, e¼ger x < a ise

jf(a)� f(x)j � V[�1;1] [f ]

gerçeklenir. Dolay¬s¬yla tüm x 6= a için

jf(x)j � jf(a)j+ V[�1;1] [f ]

olur.

Teorem 3.3 ve Teorem 3.4 ün, (�1;1) aral¬¼g¬ndaki s¬n¬rl¬ sal¬n¬ml¬ fonksiyonlar

için geçerli oldu¼gu kolayl¬kla görülebilir.

Teorem 3.23 f fonksiyonu (�1;1) aral¬¼g¬nda tan¬ml¬s¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬bir fonksiyon

ise lim
x!�1

�(x) = 0 olmak üzere f fonksiyonu

f(x) = �(x)� �(x)

şeklindeki iki s¬n¬rl¬monoton artan fonksiyonun fark¬olarak yaz¬labilir.

·Ispat. �(x) = V[�1;x] [f ] ve �(x) = �(x) � f(x) olsun. � fonksiyonunun artan

oldu¼gu aç¬kt¬r ve Teorem 3.21 den lim
x!�1

�(x) = 0 olur. � fonksiyonunun monoton

oldu¼gunu göstermek için Teorem 3.6 daki yöntem kullan¬labilir.

Uyar¬3.2 Teorem 3.23 ün kaŗs¬t¬Teorem 3.3 ün aç¬k bir sonucudur.

Sonuç 3.8 f fonksiyonu (�1;1) aral¬¼g¬nda tan¬ml¬s¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬bir fonksiyon

ise lim
x!1

f(x) ve lim
x!�1

f(x) mevcuttur.

Teorem 3.6 daki Sonuç 3.3 ve Sonuç 3.4 (�1;1) aral¬¼g¬nda tan¬ml¬s¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬

fonksiyonlar için geçerlidir. Teorem 3.7 de (�1;1) aral¬¼g¬nda tan¬ml¬s¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬

fonksiyonlar için de geçerlidir. Bunun inşas¬asl¬nda biraz daha basittir.
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Her x için

s�(x) =
X
xk<x

[�(xk + 0)� �(xk � 0)] + [�(x)� �(x� 0)]

ve

s�(x) =
X
xk<x

[�(xk + 0)� �(xk � 0)] + [�(x)� �(x� 0)]

olsun. x1; x2; x3; :::; noktalar¬� veya � fonksiyonlar¬ndan en az birinin süreksizlik

noktalar¬ise, s(x) = s�(x) � s�(x) ve '(x) = f(x) � s(x) alarak '; (�1;1) ara-

l¬¼g¬nda tan¬ml¬sürekli s¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬bir fonksiyon oldu¼gundan f(x) = '(x) + s(x)

olur. Ayr¬ca, � ve � fonksiyonlar¬�1 da limiti 0 olan monoton artan fonksiyonlar

olmak üzere

a = lim
x!�1

�(x) ve �(x) = �(x)� a

alal¬m. Bu durumda

f(x) = �(x)� �(x)� a

olur. (�1;1) aral¬¼g¬nda tan¬ml¬s¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬g ve s¬n¬rl¬sürekli f fonksiyonlar¬

için
1R
�1

f(x)dg(x) Stieltjes integralinden bahsedilebilir ve

1Z
�1

f(x)dg(x) = lim
a!�1
b!1

bZ
a

f(x)dg(x)

olarak tan¬mlanabilir. K¬smi integrasyon hariç, K¬s¬m (3.3) ün teoremleri bu integ-

ral için benzerdir ve a ! �1; b ! 1 a giderken limitler al¬narak yap¬lmal¬d¬r.

Helly�nin ikinci teoremi (�1;1) aral¬¼g¬ndaki fonksiyonlar için geçerli de¼gildir.

Örne¼gin

(x) =

8>>><>>>:
0; x � 0

x; 0 � x � 1

1; x > 1

ve gn(x) = (x� n) (n = 1; 2; 3; :::) ise her x için g(x) = lim
n!1

gn(x) = 0 ve

lim
n!1

1Z
�1

1dgn(x) = 1 6= 0 =
1Z

�1

1dg(x)

olur. Helly�nin ikinci teoreminin benzerini elde etmek için yeni bir fonksiyon s¬n¬f¬

üretilmelidir.
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Burada �1 < x < 1 aral¬¼g¬nda tan¬ml¬, sürekli ve lim
x!1

f(x) = lim
x!�1

f(x) = 0

özelli¼gini sa¼glayan f fonksiyonlar¬n¬n s¬n¬f¬n¬C1 ile gösterelim.

Teorem 3.24 fgn(x)g ;�1 < x <1 aral¬¼g¬nda tan¬ml¬olacak şekilde bir fonksiyon

dizisi olsun. Her n için V[�1;1] [gn] < K ve her x; �1 < x < 1 için lim
n!1

gn(x)

vard¬r. Her f 2 C1 için

lim
n!1

1Z
�1

f(x)dgn(x) =

1Z
�1

f(x)dg(x)

gerçeklenir.

·Ispat. Bu, Helly�nin ikinci teoreminin basit bir sonucudur. Öncelikle

V[�1;1] [g] � K aç¬kt¬r. " key� bir pozitif say¬olmak üzere bir A say¬s¬jxj � A için

jf(x)j < "
8K
olacak şekilde bulunabilir. Buradan da e¼ger '; sal¬n¬m¬K dan küçük

olan herhangi bir fonksiyon ise������
�AZ

�1

f(x)d'(x)

������ < "

8K

K = "
8
olmak üzere ������

1Z
A

f(x)d'(x)

������ < "

8

olur. Buradan������
1Z

�1

f(x)dgn(x)�
1Z

�1

f(x)dg(x)

������
�

������
AZ

�A

f(x)dgn(x)�
AZ

�A

f(x)dg(x)

������+������
�AZ

�1

f(x)dgn(x)

������+
������
�AZ

�1

f(x)dg(x)

������+
������
1Z
A

f(x)dgn(x)

������+
������
1Z
A

f(x)dg(x)

������
<

������
AZ

�A

f(x)dgn(x)�
AZ

�A

f(x)dg(x)

������+ "2
Şimdi, sadece Helly�nin ikinci teoreminin uygulanmas¬kal¬r.

Sonuç olarak, (�1;1) aral¬¼g¬nda tan¬ml¬ s¬n¬rl¬ sal¬n¬ml¬ fonksiyonlar için Riesz

gösterim teoreminin benzerinden bahsedilmelidir.
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Teorem 3.25 �, C1 uzay¬nda tan¬ml¬s¬n¬rl¬ lineer bir fonksiyonel olsun. Yani,

her f 2 C1 için tan¬ml¬bir �(f) fonksiyonu

�(f1 + f2) = �(f1) + �(f2)

ve

j�(f)j � Amax
x
jf(x)j

olacak şekilde tan¬ml¬d¬r. Bu durumda her f 2 C1 için

�(f) =

1Z
�1

f(x)dg(x)

olur.
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4. MUTLAK SÜREKL·I FONKS·IYONLAR

Bu bölümde, s¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬fonksiyonlar¬n özel bir s¬n¬f¬olan mutlak sürekli fonksi-

yonlar¬n s¬n¬f¬ al¬nacakt¬r. Bu fonksiyonlar, bir dizi uygulamalar için önemlidir

(Natanson 1964).

Tan¬m 4.1 f; [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬, s¬n¬rl¬bir fonksiyon olsun. E¼ger her " > 0

için bir � > 0 say¬s¬; a1 < b1 � a2 < b2 � ::: � an < bn ve
nX
k=1

(bk � ak) < � (4.1)

şart¬n¬sa¼glayan tüm a1; b1; :::; an; bn say¬lar¬için�����
nX
k=1

ff(bk)� f(ak)g
����� < " (4.2)

olacak şekilde bulunabiliyorsa f fonksiyonu [a; b] üzerinde mutlak süreklidir denir.

Mutlak sürekli her fonksiyon süreklidir, burada n = 1 durumu, süreklilik tan¬m¬n¬

verir. Ayr¬ca sürekli fonksiyonlar¬n mutlak sürekli olmad¬¼g¬gösterilebilir.

Tan¬m¬n anlam¬de¼gi̧stirilmeden (4.1) koşulu
nX
k=1

jf(bk)� f(ak)j < " (4.3)

şeklindeki daha güçlü (4.3) koşulu ile de¼gi̧stirilebilir. Gerçekten, � > 0 say¬s¬�����
nX
k=1

ff(bk)� f(ak)g
����� < "

2

eşitsizli¼gi, (4.1) den elde edilecek şekildeki bir say¬olsun. Buradan (4.1) eşitsizli¼gi

gerçeklenecek şekilde iki̧serli ayr¬k aç¬k f(ak; bk)g (k = 1; 2; :::; n) aral¬klar¬n¬n key�

bir sistemi al¬narak bu sistemA veB parçalar¬na ayr¬labilir. f(bk)�f(ak) � 0 olacak

şekildeki (ak; bk) aral¬klar¬A parças¬na, geriye kalan tüm aral¬klar¬da B parças¬na

koyulursa X
A

jf(bk)� f(ak)j =
�����X
A

ff(bk)� f(ak)g
����� < "

2X
B

jf(bk)� f(ak)j =
�����X
B

ff(bk)� f(ak)g
����� < "

2

elde edilir.
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O halde (4.3) ifadesi sa¼glan¬r. (4.3) toplam¬n¬n tüm terimleri negatif olmayan ve

key�say¬da oldu¼gundan, her " > 0 say¬s¬na kaŗs¬l¬k bir � > 0 say¬s¬f(ak; bk)g iki̧serli

ayr¬k aç¬k aral¬klar¬n¬n key� bir sonlu veya say¬labilir sistemi içinX
k

(bk � ak) < �

iken X
k

jf(bk)� f(ak)j < "

gerçeklenecek şekilde vard¬r.

[ak; bk] aral¬klar¬nda f fonksiyonunun sal¬n¬mlar¬ile mutlak süreklili¼gin tan¬m¬ndaki

jf(bk)� f(ak)j art¬̧slar¬n¬ de¼gi̧stirmek mümkündür. Bu iddiay¬ ispatlayal¬m. mk

ve Mk s¬ras¬yla f fonksiyonunun [ak; bk] aral¬¼g¬nda en küçük ve en büyük de¼gerleri

olsun. Bu durumda, [ak; bk] aral¬¼g¬nda

f(�k) = mk; f(�k) =Mk

olacak şekilde �k ve �k noktalar¬vard¬r. (�k; �k) aral¬klar¬n¬n boylar¬toplam¬(ak; bk)

aral¬klar¬n¬n boylar¬toplam¬ndan küçük ya da eşit oldu¼gu içinX
k

[f(�k)� f(�k)] < "

gerçeklenir. Dolay¬s¬yla e¼ger f mutlak sürekli bir fonksiyon ise her " > 0 say¬s¬na

kaŗs¬l¬k bir � > 0 vard¬r öyle ki, iki̧serli ayr¬k aç¬k f(ak; bk)g aral¬klar¬n¬n key� bir

sonlu veya say¬labilir sistemi içinX
k

(bk � ak) < �

iken X
k

!k < "

gerçeklenir. (!k; f fonksiyonunun [ak; bk] aral¬¼g¬ndaki sal¬n¬m¬n¬göstermektedir.)

Lipschitz koşulunu sa¼glayan bir f fonksiyonu

jf(x00)� f(x0)j � K jx00 � x0j

mutlak sürekli fonksiyona basit bir örnektir.
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Teorem 4.1 f ve g mutlak sürekli fonksiyonlar ise toplamlar¬, farklar¬ve çarp¬m-

lar¬ da mutlak süreklidir. E¼ger g hiçbir yerde s¬f¬r de¼gilse
f

g
bölümü de mutlak

süreklidir.

·Ispat. Toplam ve fark¬n mutlak süreklili¼gi

jff(bk)� g(bk)g � ff(ak)� g(ak)gj � jf(bk)� f(ak)j+ jg(bk)� g(ak)j

ifadesinden elde edilir. Ayr¬ca e¼ger A ve B; jf(x)j ve jg(x)j için üst s¬n¬rlar ise

jf(bk)g(bk)� f(ak)g(ak)j � jg(bk)j jf(bk)� f(ak)j++ jf(ak)j jg(bk)� g(ak)j

� B jf(bk)� f(ak)j+ A jg(bk)� g(ak)j

eşitsizli¼ginden fg çarp¬m¬n¬n mutlak süreklili¼gi elde edilir. Sonuç olarak e¼ger g hiçbir

yerde s¬f¬r de¼gil ve jg(x)j � � > 0 ise buradan���� 1

g(bk)
� 1

g(ak)

���� � jg(bk)� g(ak)j
�2

elde edilir.
1

g
fonksiyonu mutlak sürekli ve iki mutlak sürekli fonksiyonun çarp¬m¬

mutlak sürekli oldu¼gundan
f(x)

g(x)
= f(x) � 1

g(x)
mutlak sürekli olur.

E¼ger f fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬nda mutlak sürekli ve F de [min f;max f ] aral¬¼g¬nda

mutlak sürekli ise F � f bileşke fonksiyonu mutlak sürekli olabilir veya olmayabilir.

Burada şimdilik, F � f fonksiyonunun mutlak sürekli oldu¼gu iki basit koşul ile ilgile-

nilecektir.

Teorem 4.2 f fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬, mutlak sürekli bir fonksiyon

ve f fonksiyonunu tüm de¼gerleri [A;B] aral¬¼g¬nda olsun. E¼ger F; [A;B] aral¬¼g¬nda

tan¬ml¬, Lipschitz koşulunu sa¼glayan bir fonksiyon ise F �f bileşke fonksiyonu [A;B]

aral¬¼g¬nda mutlak süreklidir.

·Ispat. E¼ger jF (y00)� F (y0)j � K jy00 � y0j ise (ak; bk) iki̧serli ayr¬k aç¬k aral¬klar¬n¬n

key� bir sistemi için
nX
k=1

jF [f(bk)]� F [f(ak)]j � K
nX
k=1

jf(bk)� f(ak)j

gerçeklenir. Bu eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬
nP
k=1

(bk�ak) ile birlikte, istenildi¼gi kadar küçük

yap¬labilir.
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Teorem 4.3 f; [a; b] aral¬¼g¬nda mutlak sürekli ve kesin artan bir fonksiyon olsun.

E¼ger F; [f(a); f(b)] aral¬¼g¬nda mutlak sürekli ise F � f bileşke fonksiyonu da [a; b]

aral¬¼g¬nda mutlak süreklidir.

·Ispat. " > 0 key� bir say¬ve � > 0; (Ak; Bk) iki̧serli ayr¬k aç¬k aral¬klar¬n¬n

nX
k=1

(Bk � Ak) < �

koşulunu sa¼glayan key� bir sistemi iken

nX
k=1

jF (Bk)� F (Ak)j < "

gerçeklenecek şekildeki " say¬s¬na ba¼gl¬olan say¬olsun. Buradan, bu � için bir � > 0

say¬s¬; (ak; bk) aral¬klar¬iki̧serli ayr¬k olma şart¬ile

mX
k=1

(bk � ak) < �

iken
nX
k=1

[f(bk)� f(ak)] < �

olacak şekilde vard¬r. Şimdi, boylar¬n¬n toplam¬� dan küçük olan ve iki̧serli ayr¬k,

key� (ak; bk) aral¬klar¬n¬n bir sistemi incelenecektir. (f(ak); f(bk)) aral¬klar¬da i-

ki̧serli ayr¬k olup, bunlar¬n uzunluklar¬toplam¬� dan küçüktür. Böylece

mX
k=1

jF [f(bk)]� F [f(ak)]j < "

olur. Bu da ispat¬tamamlar.

4.1 Mutlak Sürekli Fonksiyonlarin Diferensiyel Özellikleri

Teorem 4.4 Mutlak sürekli her fonksiyon s¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬d¬r.

·Ispat. f; [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬mutlak sürekli bir fonksiyon olsun. Bir � > 0

say¬s¬n¬; iki̧serli ayr¬k f(ak; bk)g aç¬k aral¬klar¬n¬n her sistemi için
nX
k=1

(bk � ak) < �

iken
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nX
k=1

jf(bk)� f(ak)j < 1

olacak şekilde seçelim. [a; b] aral¬¼g¬n¬

c0 = a < c1 < c2::: < cN = b

noktalar¬yard¬m¬yla

ck+1 � ck < � (k = 0; 1; :::; N � 1)

olacak şekilde parçalara bölelim. Bu durumda, [ck; ck+1] aral¬¼g¬n¬n her parçalan-

mas¬için f fonksiyonunun bu parçalanmalardaki mutlak art¬̧slar¬n¬n toplam¬1 den

küçüktür. O halde

V[ck;ck+1] [f ] � 1

ve böylece

V[a;b] [f ] � N

olur.

Sonuç 4.1 f; [a; b] aral¬¼g¬nda mutlak sürekli bir fonksiyon ise f 0 türevi vard¬r

ve [a; b] aral¬¼g¬n¬n hemen hemen her noktas¬nda s¬n¬rl¬d¬r. Ayr¬ca f 0 türevi [a; b]

aral¬¼g¬nda integrallenebilirdir.

Teorem 4.5 Mutlak sürekli bir f fonksiyonunun f 0 türevi hemen hemen her yerde

s¬f¬r ise f fonksiyonu sabittir.

·Ispat. E; (a; b) aral¬¼g¬nda f 0(x) = 0 şart¬n¬sa¼glayan x noktalar¬n¬n oluşturdu¼gu

küme olsun. " > 0 alal¬m. E¼ger x 2 E ise yeterince küçük her h > 0 için

f(x+ h)� f(x)
h

< " (4.4)

olur. Buradan, h > 0 ve (4.4) koşulu sa¼glanacak şekildeki [x; x+ h] kapal¬aral¬klar¬

E kümesini Vitali anlam¬nda örter.
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Dolay¬s¬yla, bunlardan, (a; b) aral¬¼g¬nda bulunan sonlu say¬da iki̧serli ayr¬k

d1 = [x1; x1 + h1] ; d2 = [x2; x2 + h2] ; :::; dn = [xn; xn + hn]

kapal¬aral¬klar¬, E nin bu aral¬klar taraf¬ndan kapsanmayan k¬sm¬n¬n d¬̧s ölçüsü,

key� bir � > 0 say¬s¬ndan küçük olacak şekilde seçilebilir. Bu yolla elde edilen

aral¬klar¬genelli¼gi bozmayacak şekilde xk < xk+1 şeklinde s¬ralayabiliriz. E¼ger

[a; x1) ; (x1 + h1; x2) ; :::; (xn�1 + hn�1; xn) ; (xn + hn; b] (4.5)

aral¬klar¬ [a; b] aral¬¼g¬ndan tüm dk (k = 1; 2; :::; n) aral¬klar¬ ç¬kar¬ld¬ktan sonra

kalan aral¬klar ise bu aral¬klar¬n boylar¬toplam¬� say¬s¬ndan daha küçük kalacakt¬r.

Buradan

b� a = mE �
nX
k=1

mdk +m
�

"
E �

nX
k=1

dk

#
<

nX
k=1

mdk + �

olur. Bu da
nX
k=1

mdk > b� a� �

olmas¬n¬gerektirir. Şimdi f fonksiyonunun mutlak sürekli oldu¼gunu hat¬rlayal¬m.

Dolay¬s¬yla � say¬s¬; (4.5) deki aral¬klar üzerinde f fonksiyonunun art¬̧slar¬n¬n toplam¬

" say¬s¬ndan küçük kalacak şekilde seçilebilir. O halde�����ff(x1)� f(a)g+
n�1X
k=1

ff(xk+1)� f(xk + hk)g+ ff(b)� f(xn + hn)g
����� < " (4.6)

yaz¬labilir. Di¼ger taraftan, dk aral¬klar¬n¬n tan¬m¬ndan

jf(xk + hk)� f(xk)j < "hk

iken bulunur, buradan da�����
nX
k=1

ff(xk + hk)� f(xk)g
����� < "(b� a) (4.7)

sonucuna ulaş¬l¬r (
P
hk =

P
mdk � b� a):

Buradan (4.6) ve (4.7) eşitsizlikleri birleştirilirse, " key� oldu¼gu için

jf(b)� f(a)j < "(1 + b� a)

olur.
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Dolay¬s¬yla

f(b) = f(a)

elde edilir. Bu durum a < x � b olacak şekilde her [a; x] aral¬¼g¬için uygulanabilirdir.

Böylece key� x � [a; b] için f(x) = f(a) olur. O halde f sabittir.

Sonuç 4.2 ·Iki mutlak sürekli f ve g fonksiyonlar¬n¬n f 0 ve g0 türevleri birbirine

denk ise bu fonksiyonlar¬n farklar¬sabittir.

Gerçekten, e¼ger [a; b] aral¬¼g¬ndan f veya g fonksiyonlar¬ndan en az birinin s¬n¬rl¬

türeve sahip olmad¬¼g¬veya türevlerinin eşit olmad¬¼g¬noktalar¬n kümesi (s¬f¬r ölçülü-

lerin) ç¬kar¬l¬rsa her kalan nokta için [f(x)� g(x)]0 = 0 olur.

4.2 Belirsiz Lebesgue ·Integrali

Tan¬m 4.2 f(t); [a; b] aral¬¼g¬nda integrallenebilir bir fonksiyon olsun. C sabitinin

her seçimi için

�(x) = C +

xZ
a

f(t)dt

fonksiyonuna f fonksiyonunun belirsiz Lebesgue integrali denir. Buradaki belirsiz

kavram¬integralin de¼gi̧sken üst s¬n¬r¬n¬ifade eder.

Teorem 4.6 �(x) belirsiz integrali mutlak sürekli bir fonksiyondur.

·Ispat. Her " > 0 için bir � > 0 say¬s¬; me < � olacak şekilde her e ölçülebilir kümesi

için ������
Z
e

f(t)dt

������ < "
gerçeklenecek şekilde bulunabilir (Natanson 1964). Buradaki m; Lebesgue ölçüsünü

göstermektedir. Özellikle, e¼ger (ak; bk) iki̧serli ayr¬k aç¬k aral¬klar¬n sonlu bir sis-

teminin boylar¬toplam¬� say¬s¬ndan küçük ise, bu durumda������
nX
k=1

bkZ
ak

f(t)dt

������ < "
olur.
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bkZ
ak

f(t)dt = �(bk)� �(ak)

oldu¼gu için �����
nX
k=1

f�(bk)� �(ak)g
����� < "

gerçeklenir. Yani �(x) mutlak süreklidir.

Teorem 4.4 ün sonucundan �(x) fonksiyonu hemen hemen her yerde s¬n¬rl¬türeve

sahip ve bu türev, x de¼gi̧skeninin integrallenebilir fonksiyonudur. Aşa¼g¬daki teo-

remin gösterdi¼gi gibi, bu türev tam olarak ifade edilebilir.

Teorem 4.7 f , [a; b] aral¬¼g¬nda integrallenebilir bir fonksiyon olsun.

�(x) =

xZ
a

f(t)dt

belirsiz integralinin �0(x) türevi [a; b] aral¬¼g¬nda hemen hemen her yerde f fonksi-

yonuna eşittir.

Teorem 4.8 Mutlak sürekli her fonksiyon kendi türevinin belirsiz integralidir.

·Ispat. F (x) mutlak sürekli bir fonksiyon olsun. Bu fonksiyonun hemen hemen her

yerde F 0(x) türevi vard¬r ve integrallenebilirdir. O halde

�(x) = F (a) +

xZ
a

F 0(t)dt

yaz¬labilir. �(x) mutlak sürekli olup, bir önceki teoremden hemen hemen her yerde

�0(x) = F 0(x)

olur. Teorem 4.5 ün sonucundan F (x)� �(x) fark¬sabittir.

x = a için bu fark 0 oldu¼gundan F (x) ve �(x) fonksiyonlar¬özdeş olmak zorundad¬r.

Teorem 4.7 önemli ölçüde kesinleştirebilir. ·Ilk olarak bir tan¬m verelim.
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Tan¬m 4.3 E¼ger bir x noktas¬nda

lim
h!0

1

h

x+hZ
x

jf(t)� f(x)j dt = 0

ise x noktas¬na f(t) fonksiyonunun bir Lebesgue noktas¬denir.

Teorem 4.9 x; f(t) fonksiyonunun bir Lebesgue noktas¬olsun. �(x) =
xR
a

f(t)dt

belirsiz integrali x noktas¬nda diferensiyellenebilirdir ve �0(x) = f(x) olur.

·Ispat.

�(x+ h)� �(x)
h

� f(x) = 1

h

x+hZ
x

ff(t)� f(x)g dt

oldu¼gu kolayl¬kla görülebilir. Böylece�����(x+ h)� �(x)h
� f(x)

���� � 1

h

x+hZ
x

jf(t)� f(x)j dt

olur. Bu da teoremi sa¼glar.

Teoremin kaŗs¬t¬genelde do¼gru de¼gildir.

Teorem 4.10 f fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬nda integrallenebilir ise [a; b] aral¬¼g¬n¬n hemen

hemen her noktas¬f fonksiyonunun bir Lebesgue noktas¬d¬r.

·Ispat. r bir rasyonel say¬ olsun. jf(t)� rj fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬nda integral-

lenebilirdir ve böylece hemen hemen her x 2 [a; b] için

lim
h!0

1

h

x+hZ
x

jf(t)� rj dt = jf(x)� rj (4.8)

olur. E(r); (4.8) eşitli¼ginin gerçeklenmedi¼gi [a; b] aral¬¼g¬ndaki noktalar¬n oluşturdu¼gu

küme olsun. Buradan mE(r) = 0 oldu¼gu aç¬kt¬r.

Şimdi bütün rasyonel say¬lar¬bir dizi şeklinde r1; r2; r3; ::: diye numaraland¬ral¬m

ve

E =

1X
n=1

E(rn) + E(jf j =1)

alal¬m. Buradaki jf j fonksiyonu ölçülebilirdir. Yani

E(jf j > �) =
�
E ; � < 0

E(f > �) + E(f < ��) ; � � 0
şeklindedir.
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O halde mE = 0 olur. Burada [a� b]� E kümesinin tüm noktalar¬n¬n f(t) fonksi-

yonunun Lebesgue noktas¬oldu¼gunu göstermek yeterlidir. x0 2 [a; b]� E ve " key�

pozitif bir say¬olsun. rn;

jf(x0)� rnj <
"

3

olacak şekilde bir rasyonel say¬olsun. O halde

jjf(t)� rnj � jf(t)� f(x0)jj <
"

3

ve ������1h
x0+hZ
x0

jf(t)� rnj dt�
1

h

x0+hZ
x0

jf(t)� f(x0)j dt

������ � "

3

olur. x0 =2 E oldu¼gundan ve jhj < �(") için������1h
x0+hZ
x0

jf(t)� rnj dt� jf(x0)� rnj

������ < "

3

yani

1

h

x0+hZ
x0

jf(t)� rnj dt <
2

3
"

olur ve dolay¬s¬yla h < �(") için

1

h

x0+hZ
x0

jf(t)� f(x0)j dt < "

gerçeklenir.

Teorem 4.11 ·Integrallenebilir bir f(t) fonksiyonunun her süreklilik noktas¬ f(t)

fonksiyonunun bir Lebesgue noktas¬d¬r.

·Ispat. f(t) fonksiyonu x noktas¬nda sürekli olsun. O halde her " > 0 için bir � > 0

say¬s¬; jt� xj < � iken

jf(t)� f(x)j < "

sa¼glanacak şekilde vard¬r. jhj < � için

1

h

x+hZ
x

jf(t)� f(x)j dt < "

gerçeklenir ve ispat tamamlan¬r.
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Teorem 4.6 ve Teorem 4.8 bir �(x) fonksiyonunun integrallenebilir bir fonksiyonun

belirsiz integrali olmas¬için gerek ve yeter şart¬n mutlak sürekli olmas¬gerekti¼gini

ifade eder.

Aşa¼g¬daki teoremde belirsiz bir intgralin toplam sal¬n¬m¬n¬n hesaplanabilece¼gi ifade

edilmektedir.

Teorem 4.12 f(t); [a; b] aral¬¼g¬nda integrallenebilir bir fonksiyon olsun. E¼ger

F (x) =

xZ
a

f(t)dt

ise

V[a;b] [F ] =

bZ
a

jf(t)j dt

gerçeklenir. Yani mutlak sürekli bir fonksiyonun toplam sal¬n¬m¬türevinin mutlak

de¼gerinin belirsiz integralidir.

·Ispat. x0 = a < x1 < x2 < ::: < xn = b noktalar¬ [a; b] aral¬¼g¬n¬n herhangi bir

parçalanmas¬ise

n�1X
k=0

jF (xk+1)� F (xk)j =
n�1X
k=0

������
xk+1Z
xk

f(t)dt

������ �
n�1X
k=0

xk+1Z
xk

jf(t)j dt =
bZ
a

jf(t)j dt

yaz¬labilir. Buna göre

V[a;b] [F ] �
bZ
a

jf(t)j dt

olur. Ters eşitsizli¼gi kurmak için (a; b) = E al¬n¬r ve

P = E(f � 0); N = E(f < 0)

yaz¬l¬r ise
bZ
a

jf(t)j dt =
Z
P

f(t)dt�
Z
N

f(t)dt

olur. " key� bir pozitif say¬olsun. Belirsiz integral mutlak sürekli oldu¼gundan bir

� > 0 say¬s¬; ölçüsü me < � olan her ölçülebilir e � [a; b] kümesi içinZ
e

jf(t)j dt < "

gerçeklenir.
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F (P ) ve F (N) s¬ras¬yla P ve N taraf¬ndan içerilen ve aşa¼g¬daki koşulu sa¼glayan

kapal¬kümeler olsun:

m [P � F (P )] < �; m [N � F (N)] < �

ise
bZ
a

jf(t)j dt <
Z

F (P )

f(t)dt�
Z

F (N)

f(t)dt+ 2":

�(P ) ve �(N); (a; b) aral¬¼g¬nda içerilen kümeler olmak üzere, ayr¬k kapal¬kümeler

için Ay¬rma teoremi uyar¬nca,

�(P ) � F (P ); �(N) � F (N); �(P ) � �(N) = 0

olacak şekilde �(P ) ve �(N) aç¬k kümeleri bulunabilir. Ayr¬ca, s¬ras¬yla �(P ) ve

�(N) kümelerini içeren A(P ) ve A(N) s¬n¬rl¬aç¬k kümeleri vard¬r öyle ki

m [A(P )� F (P )] < �; m [A(N)� F (N)] < � olur. Şimdi,

G(P ) = A(P ) � �(P ); G(N) = A(N) � �(N)

oluştural¬m. G(P ) ve G(N); (a; b) aral¬¼g¬taraf¬ndan içerilen ayr¬k aç¬k kümelerdir,

s¬ras¬yla F (P ) ve F (N) kümelerini içerirler ve m [G(P )� F (P )] < �;

m [G(N)� F (N)] < � sa¼glan¬r. Dolay¬s¬yla
bZ
a

jf(t)j dt <
Z

G(P )

f(t)dt�
Z

G(N)

f(t)dt+ 4"

olur. G(P ) kümesi bileşen aral¬klar¬n toplam¬d¬r. Bu aral¬klardan yeteri kadar

büyük sonlu say¬da al¬narak ölçüsü G(P ) kümesinin ölçüsünden fark¬� say¬s¬ndan

küçük bir B(P ) kümesi elde edilebilir. O haldeZ
G(P )

f(t)dt�
Z

B(P )

f(t)dt < "

olur. B(P ) =
nP
k=1

(�k;�k) olsun. Buradan

Z
B(P )

f(t)dt =

nX
k=1

�kZ
�k

f(t)dt =
nX
k=1

[F (�k)� F (�k)]

olur.
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Dolay¬s¬yla Z
G(P )

f(t)dt <

nX
k=1

[F (�k)� F (�k)] + "

yaz¬labilir. Benzer bir şekilde G(N) kümesinin sonlu say¬da (�1; � 1); (�2; � 2); :::;

(�m; �m) parça aral¬klar¬bulunabilir öyle kiZ
G(N)

f(t)dt >

mX
i=1

[F (� i)� F (�i)]� "

olur. Bütün bu durumlar birleştirilirse

bZ
a

jf(t)j dt <
nX
k=1

[F (�k)� F (�k)]�
mX
i=1

[F (� i)� F (�i)] + 6"

olur ve buradan
bZ
a

jf(t)j dt <
nX
k=1

jF (�k)� F (�k)j+
mX
i=1

jF (� i)� F (�i)j+ 6"

elde edilir. (�k; �k) ve (�i; � i) aral¬klari iki̧serli ayr¬k oldu¼gu için
nX
k=1

jF (�k)� F (�k)j+
mX
i=1

jF (� i)� F (�i)j � V[a;b] [F ]

sa¼glan¬r. O halde
bZ
a

jf(t)j dt < V[a;b] [F ] + 6"

olur. " key� oldu¼gu için teorem sa¼glan¬r.

Bir sonraki k¬s¬mda
bZ
a

f(x)dg(x)

Stieltjes integralinin g sürekli olmas¬durumunda hesaplanabilece¼gi düşünülecektir.

g mutlak sürekli olmas¬durumunda ise bir Lebesgue integraline indirgenerek hesap-

lanabilir.

Teorem 4.13 f fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬nda sürekli, g fonksiyonu da bu aral¬kta

mutlak sürekli ise

(S)

bZ
a

f(x)dg(x) = (L)

bZ
a

f(x)g0(x)dx

gerçeklenir.
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·Ispat. Her iki integralin de varl¬¼g¬aç¬kt¬r. Bu integrallerin eşit oldu¼gunu göstermek

için

� =
n�1X
k=0

f(�k) [g(xk+1)� g(xk)]

toplam¬ve
bZ
a

f(x)g0(x)dx

integrali aras¬ndaki fark¬hesaplayal¬m.

g(xk+1)� g(xk) =
xk+1Z
xk

g0(x)dx

oldu¼gu için

� �
bZ
a

f(x)g0(x)dx =
n�1X
k=0

[f(�k)� f(x)] g0(x)dx (4.9)

gerçeklenir.

f fonksiyonunun [xk; xk+1] aral¬¼g¬ndaki sal¬n¬m¬!k olarak yaz¬l¬rsa � = max f!kg

olmak üzere (4.9) ifadesinden������� �
bZ
a

f(x)g0(x)dx

������ �
n�1X
k=0

!k

xk+1Z
xk

jg0(x)j dx � �
bZ
a

jg0(x)j dx

gerçeklenir. [xk; xk+1] aral¬klar¬n¬n boylar¬0 a giderse �! 0 olur. Böylece � toplam¬
bR
a

f(x)g0(x)dx integraline yaklaş¬r. lim� =
bR
a

f(x)dg(x) oldu¼gu için teorem ispatlan¬r.

4.3 ·Ilkel Fonksiyonlar¬n Yeniden ·Inşas¬

Türevi her yerde var ve s¬n¬rl¬olacak şekildeki sürekli bir f fonksiyonunun türevinden

elde edilmesi probleminin çözümü bilinen bir durumdur. Şimdi burada

f(x) = f(a) +

xZ
a

f 0(t)dt (4.10)

eşitli¼gi, f 0 her yerde var fakat s¬n¬rl¬ olmas¬ gerekmedi¼gi durumda gerçeklenir mi

sorusu ile ilgilenilecektir. E¼ger f mutlak sürekli ise bu, aç¬kt¬r.
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Bu durumda, f 0 türevinin hemen hemen her yerde var oldu¼gunu kabul etmek yeter-

lidir, f 0 türevinin hemen hemen her yerde var olmas¬, f artan sürekli bir fonksiyon

ve f 0 türevi hemen hemen her yerde 0 a eşit oldu¼gunda bile (4.10) eşitli¼ginin gerçek-

lenmesi için genelde yeterli de¼gildir. Burada (4.10) eşitli¼ginin gerçeklenmesi için

koşullar, f in kendisi ile de¼gil, f 0 ile ifade edilecektir (Natanson 1964).

Teorem 4.14 E¼ger f 0 türevi her yerde var, sonlu ve integrallenebilir ise (4.10)

gerçeklenir.

·Ispat iki lemmaya dayand¬r¬larak verilecektir.

Lemma 4.1 �(x); [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬ve sonlu bir fonksiyon olsun. Eger [a; b]

aral¬¼g¬n¬n her noktas¬nda �(x) fonksiyonunun tüm türevlenmi̧s say¬lar¬negatif ol-

mayan ise �(x) artan bir fonksiyondur.

Lemma 4.2 ' fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬ve sonlu olsun. Kabul edelim

ki ' fonksiyonunun tüm türevlenmi̧s say¬lar¬[a; b] aral¬¼g¬n¬n hemen hemen her nok-

tas¬nda negatif olmayan ve ' fonksiyonunun hiçbir türevlenmi̧s say¬s¬[a; b] aral¬¼g¬n¬n

herhangi bir noktas¬nda �1 a eşit de¼gilse ' artan bir fonksiyondur.

·Ispat.

'n(x) =

�
f 0(x); f 0(x) � n
n; f 0(x) > n

olacak şekilde bir 'n(x) tan¬mlan¬rsa

j'n(x)j � jf 0(x)j (4.11)

oldu¼gunu görmek kolayd¬r ve 'n(x) integrallenebilirdir. O halde

Rn(x) = f(x)�
xZ
a

'n(t)dt

yaz¬labilir.
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Buradan Rn(x) fonksiyonunun artan oldu¼gunu göstermek için ilk olarak hemen

hemen her yerde

R0n(x) = f
0(x)� 'n(x) � 0:

oldu¼gu gösterilmelidir. Böylece Rn(x) fonksiyonunun negatif oldu¼gu baz¬türevlen-

mi̧s say¬lar¬n¬n kümesi s¬f¬r ölçüye sahiptir. Di¼ger yandan 'n(x) � n ve

1

h

x+hZ
x

'n(t)dt � n

olur. Buradan
Rn(x+ h)�Rn(x)

h
� f(x+ h)� f(x)

h
� n

yaz¬labilir. Bu da, Rn(x) fonksiyonunun hiçbir türevlenmi̧s say¬s¬n¬n �1 olmad¬¼g¬n¬

gösterir. Dolay¬s¬yla Lemma 4.2 den Rn(x) artand¬r. Bu,

Rn(b) � Rn(a)

olmas¬n¬gerektirir veya di¼ger aç¬dan

f(b)� f(a) �
bZ
a

'n(x)dx

olur.

lim
n!1

'n(x) = f
0(x)

oldu¼gu için (4.11) den

lim
n!1

bZ
a

'n(x)dx =

bZ
a

f 0(x)dx

olur. Sonuç olarak

f(b)� f(a) �
bZ
a

f 0(x)dx

sa¼glan¬r. Ayn¬şekilde, bu i̧slemler �f fonksiyonuna uygulan¬rsa

f(b)� f(a) �
bZ
a

f 0(x)dx

olur. Böylece

f(b) = f(a) +

bZ
a

f 0(x)dx

olur.
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Burada b yerine herhangi x 2 (a; b] al¬n¬rsa ispat tamamlan¬r.

Sonuç olarak iki örnekten bahsedelim.

Örnek 4.1 f fonksiyonu [0; 1] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬

f(x) =

�
x
3
2 sin 1

x
; 0 < x � 1

0 ; x = 0

şeklinde fonksiyon olsun. Bu fonksiyon her yerde sonlu türeve sahiptir.

f 0(x) =
3

2
x
1
2 sin

1

x
� x� 1

2 cos
1

x
(x > 0)

f 0(0) = 0

şeklindedir.

jf 0(x)j =� 3

2
+

1p
x

oldu¼gu için bu türev integrallenebilirdir. Dolay¬s¬yla f fonksiyonu Teorem10.1 in

tüm koşullar¬n¬sa¼glar. Ayr¬ca f 0 fonksiyonunun s¬n¬rl¬olmad¬¼g¬n¬görmek kolayd¬r.

Örnek 4.2 f fonksiyonu [0; 1] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬

f(x) =

�
x2 cos �

x2
; 0 < x � 1

0 ; x = 0

şeklinde fonksiyon olsun. Bu fonksiyon her yerde sonlu bir türeve sahiptir fakat

türevi integrallenemez.

f 0(x) = 2x cos
�

x2
� 2�
x
sin

�

x2
(x > 0)

olur. Özel olarak e¼ger 0 < � < � � 1 ve f 0(x) türevi [�; �] aral¬¼g¬nda s¬n¬rl¬ise

�Z
�

f 0(x)dx = �2 cos
�

�2
� �2 cos �

�2

yaz¬labilir.
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Yine özel olarak

�n =

r
2

4n+ 1
; �n =

1p
2n

için
�nZ
�n

f 0(x)dx =
1

2n

olur. Burada [�n; �n] (n = 1; 2; :::) aral¬klar¬ iki̧serli ayr¬kt¬r. E =
1P
n=1

[�n; �n]

yaz¬l¬rsa
R
E

jf 0(x)j dx �
1P
n=1

1
2n
= +1 olur ve f 0(x) integrallenemez. Dolay¬s¬yla

türevinden elde edilebilen bir fonksiyonun yeniden inşas¬ problemi için Lebesgue

integrali tam bir çözüm vermez. Problemin tam bir çözümü Lebesgue integralinin

genelleşmi̧s hali olan Perron-Denjoy integrasyon ile verilir. Fakat burada bu genelleşti-

rilmi̧s integral tart¬̧s¬lmayacakt¬r.

4.4 Sal¬n¬mda Yak¬nsama

Yaklaş¬m teorisi ile ilgili önemli konulardan biri sal¬n¬m yar¬normunda yak¬nsamad¬r.

Bu do¼grultuda ilk çal¬̧sma, Lorentz taraf¬ndan Bernstein polinomlar¬için yap¬lm¬̧st¬r

(Lorentz 1953).

[0; 1] üzerinde tan¬ml¬, reel de¼gerli s¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬fonksiyonlar¬n TV [0; 1] uzay¬nda

tan¬ml¬olan Ln lineer pozitif operatörleri için, e¼ger

lim
n!1

V[0;1] [Lnf � f ] = 0

ise (Lnf)n2N dizisi f fonksiyonuna sal¬n¬mda yak¬nsar denir.

Bu bölümde, Bernstein polinomlar¬n¬n sal¬n¬m azaltma özelli¼gi, yani; f 2 TV [0; 1]

için

V[0;1] [Bnf ] � V[0;1] [f ] ; n 2 N

eşitsizli¼gini sa¼glad¬¼g¬gösterilecektir (Lorentz 1953). Ayr¬ca, (Bnf) Bernstein poli-

nomlar¬dizisinin f 2 AC [0; 1] fonksiyonuna sal¬n¬mda yak¬nsamas¬, yani;

lim
n!1

V[0;1] [Bnf � f ] = 0

gerçeklendi¼gi incelenecektir (Lorentz 1953).
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f 2 TV [0; 1] için kfkTV = V[0;1] [f ] oldu¼gu göz önünde bulundurularak, aşa¼g¬daki

sonuç verilebilir:

Teorem 4.15 f 2 TV [0; 1] ise kBnfkTV � kfkTV gerçeklenir.

·Ispat. Bernstein polinomlar¬n¬n türevi

(Bnf)
0(x)

=
nX
k=1

�
n

k

�
kxk�1 (1� x)n�k f

�
k

n

�
�

n�1X
k=0

�
n

k

�
xk (n� k) (1� x)n�k�1 f

�
k

n

�

= n

n�1X
k=0

�
n� 1
k

�
xk (1� x)n�1�k

�
f

�
k + 1

n

�
� f

�
k

n

��

= n

n�1X
k=0

�
f

�
k + 1

n

�
� f

�
k

n

��
Pk;n�1(x) (4.12)

oldu¼gundan

kBnfkTV [0;1] = V[0;1] [Bnf ] =

1Z
0

j(Bnf)0(x)j dx

=

1Z
0

�����n
n�1X
k=0

�
f

�
k + 1

n

�
� f

�
k

n

��
Pk;n�1(x)

����� dx
�

n�1X
k=0

����f�k + 1n
�
� f

�
k

n

�����n�n� 1k
� 1Z

0

xk(1� x)n�k�1dx

=
n�1X
k=0

����f�k + 1n
�
� f

�
k

n

�����n�n� 1k
�
B(k + 1; n� k)

=

n�1X
k=0

����f�k + 1n
�
� f

�
k

n

�����n�n� 1k
�
�(k + 1)�(n� k)

�(n+ 1)

=

n�1X
k=0

����f�k + 1n
�
� f

�
k

n

����� � V[0;1] [f ] = kfkTV [0;1]
elde edilir.

Bernstein polinomlar¬, süreksiz fonksiyonlara yaklaş¬mda uygun olmamaktad¬r. Kan-

torovitch [0; 1] üzerinde integrallenebilen bir f fonksiyonu için, Bernstein polinom-

lar¬n¬n bir genellemesini aşa¼g¬daki şekilde vermi̧stir (Lorentz 1953).
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f , [0; 1] üzerinde integrallenebilir oldu¼gundan, f fonksiyonunun

F (x) =

xZ
0

f(t)dt+ F (0)

belirsiz integralini alal¬m.

(4.12) ifadesindeki gibi, (Bn+1F )(x); n 2 N; polinomunun türevi al¬narak

(Bn+1F )
0(x) =

nX
k=0

�
n

k

�
xk(1� x)n�k(n+ 1)

�
F

�
k + 1

n

�
� F

�
k

n

��
(4.13)

= (n+ 1)

nX
k=0

�
n

k

�
xk(1� x)n�k

k+1
n+1Z
k

n+1

f(t)dt

= : (Knf)(x);

Kantorovitch polinomlar¬elde edilir.

Kantorovitch polinom dizisinin düzgün yak¬nsakl¬¼g¬aşa¼g¬daki teoremde incelenmi̧stir:

Teorem 4.16 f 2 C [0; 1] ise lim
n!1

kKnf � fkC[0;1] = 0 olur.

·Ispat. ei(x) = xi; i = 0; 1; 2 olmak üzere, n 2 N için

(Kne0) (x) = 1

(Kne1)(x) =
n

n+ 1
e1 +

1

2(n+ 1)

(Kne2)(x) =
n(n� 1)
(n+ 1)2

e2 +
2n

(n+ 1)2
e1 +

1

3(n+ 1)2

oldu¼gundan, ispat Teorem 2.2 de verilen Korovkin teoreminden elde edilir.

Şimdi, Kantorovitch polinom dizisinin L1(0; 1) uzay¬nda yak¬nsamas¬n¬verelim.

Teorem 4.17 f 2 L1(0; 1) ise

lim
n!1

kKnf � fkL1(0;1) = 0

gerçeklenir.
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·Ispat. Önce, Kn : L
1(0; 1)! L1(0; 1); (n 2 N) operatörleri için, kKnk operatör nor-

munu göstermek üzere; kKnk �M olacak şekilde bir M � 0 say¬s¬n¬n var oldu¼gunu

gösterelim: f 2 L1(0; 1) olmak üzere, her n � 1 ve 0 � k � n için

j(Knf)(x)j �
nX
k=0

�
n

k

�
xk(1� x)n�k(n+ 1)

k+1
n+1Z
k

n+1

jf(t)j dt

sa¼glan¬r. Buradan, her x 2 [0; 1] için

1Z
0

j(Knf)(x)j dx �
nX
k=0

�
n

k

� 1Z
0

xk(1� x)n�kdx

2664(n+ 1)
k+1
n+1Z
k

n+1

jf(t)j dt

3775
olur.

B(x; y) :=

1Z
0

tx�1(1� t)y�1dt (x; y > 0)

beta fonksiyonu kullan¬larak,

1Z
0

xk(1� x)n�kdx = B(k + 1; n� k + 1) = 1

(n+ 1)
�
n
k

�
oldu¼gu görülebilir. Buradan

1Z
0

j(Knf)(x)j dx �
nX
k=0

k+1
n+1Z
k

n+1

jf(t)j dt =
1Z
0

jf(t)j dt

bulunur. Böylece, her f 2 L1 (0; 1) için kKnfk1 � kfk1 ; yani; kKnk � 1 olur.

Şimdi de teoremin iddias¬n¬ elde edelim. C [0; 1] uzay¬, L1 (0; 1) uzay¬nda yo¼gun

oldu¼gundan ve Teorem 4.16 dan, verilen bir " > 0 için, kf � gkL1(0;1) < " ve her

n � n0 için

kKng � gkC(0;1) < "
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olacak şekilde bir g 2 C [0; 1] ve n0 2 N vard¬r. Böylece,

kKnf � fkL1(0;1) = kKnf �Kng � g � fkL1(0;1)

� kKng � gk
L1(0;1)

+ kKn(f � g)� (f � g)k
L1(0;1)

� kKng � gk
L1(0;1)

+ kKn(f � g)kL1(0;1) + kf � gkL1(0;1)
� kKng � gk

L1(0;1)
+M kf � gkL1(0;1) + kf � gkL1(0;1)

=

1Z
0

j(Kng)(x)� g(x)j+ (M + 1) kf � gk
L1(0;1)

< "1 + (M + 1)"

= (2 +M)min("1; ")

= (2 +M)"0

elde edilir.

Teorem 4.18 Sal¬n¬m yar¬normunda, AC [a; b] uzay¬TV [a; b] uzay¬n¬n kapal¬bir

alt uzay¬d¬r (Bardaro vd. 2003).

·Ispat. Teorem 4.4 den AC; TV nin bir alt kümesidir.

(fn)n2N; AC [a; b] uzay¬nda f fonksiyonuna sal¬n¬m yar¬normunda yak¬nsayan fonksi-

yonlar¬n bir dizisi olsun. Bu durumda, verilen " > 0 için

V[a;b] [fn � f ] = kfn � fk <
"

2

olacak şekilde bir n 2 N vard¬r. fn 2 AC [a; b] iken, bir � > 0 vard¬r öyle ki ayr¬k

aç¬k aral¬klar¬n her sonlu f[ai; bi] : i = 1; 2; :::; kg kümesi için
kX
i=1

(bi � ai) < �

iken
kX
i=1

jfn(bi)� fn(ai)j <
"

2

olur. Buradan
kX
i=1

jf(bi)� f(ai)j �
kX
i=1

j(f � fn)(bi)� (f � fn)(ai)j+
kX
i=1

jfn(bi)� fn(ai)j

� V[a;b] [f � fn] +
"

2

< "
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elde edilir. O halde f 2 AC [a; b] ve böylece AC [a; b] kapal¬d¬r.

Teorem 4.18 e göre Bernstein polinomlar¬dizisi için, aşa¼g¬daki sal¬n¬mda yak¬nsama

sonucunu verelim.

Teorem 4.19 f 2 TV [0; 1] olsun. (Bnf) dizisinin f fonksiyonuna sal¬n¬mda yak¬n-

samas¬için gerek ve yeter koşul f 2 AC [0; 1] olmas¬d¬r.

·Ispat. f 2 AC [0; 1] oldu¼gundan (4.13) den f 0 2 L1 [0; 1] olur ve

f(x) =
xR
0

f 0(t)dt � f(0) d¬r. Ayr¬ca her n 2 N için Bnf 2 AC [0; 1] olur. Böylece,

Teorem 4.12 ve Sonuç 4.1 den

lim
n!1

V[0;1] [Bnf � f ] = lim
n!1

1Z
0

j(Bnf)0(x)� f 0(x)j dx

= lim
n�!1

1Z
0

j(Kn�1f
0)(x)� f 0(x)j dx

= lim
n�!1

kKn�1f
0 � f 0kL1(0;1)

= 0

gerçeklenir.

Kaŗs¬t olarak lim
n!1

V[0;1] [Bnf � f ] = 0 iken lim
n!1

kBnf � fkTV [0;1] = 0 olur. Bu da

TV [0; 1] uzay¬nda Bnf ! f demektir. Buradan AC [0; 1] kapal¬ oldu¼gu için f

fonksiyonu AC [0; 1] uzay¬na aittir.

f 2 AC [0; 1] ise V[0;1] [f ] =
1Z
0

jf 0(x)j dx

olur.
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ

En önemli lineer pozitif yaklaş¬m operatörleri sürekli fonksiyonlar uzay¬nda verildi¼gi

için, bu uzay¬n ve dual uzay¬n¬n anlaş¬lmas¬ve dolay¬s¬yla, özellikle lineer pozitif

fonksiyonellerin genel gösterimlerinin bilinmesi önemlidir. Bu tezde, [a; b] aral¬¼g¬nda

sürekli fonksiyonlar uzay¬n¬n dualinin, [a; b] aral¬¼g¬nda s¬n¬rl¬ sal¬n¬ml¬ fonksiyon-

lar uzay¬oldu¼gunu gösteren Riesz Gösterim Teoremi�nin Bernstein polinomlar¬kul-

lan¬larak elde edilen ispat¬verilmi̧stir ve Bernstein polinomlar¬n¬n Stieltjes integral

formundaki ifadesi elde edilmi̧stir. Bu do¼grultuda, konuya haz¬rl¬k niteli¼gindeki

temel kavramlar ve teoremler, bu tür yaklaş¬m operatörlerinin baz¬soyut genelleşti-

rilmelerinin çal¬̧smas¬nda basamak oluşturacak niteliktedir.
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