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1. GIRIS

Oklid uzaymda direkt hareketler yon ve acilari koruyan doéniisiimlerdir. Hareketler,
uzakligr koruyan doniigiimlerle verilir. Homotetik hareketler ise acilari koruyan

doniistimlerle verilir.

Frenet uzay egrisi , egrilik ve torsiyon tarafindan Oklid uzaymm Oklid hareketinde
tanmmlanir. Oklid uzayinda egrilerin egri cizgileri yani helisler ilk olarak bir dik
dairesel silindir {izerine c¢izilmis helisler ele alinmistir. Bunlara dairesel helis adi
verilir.Bunlarin k; ve ko egriliklerinin sabit olduklar: tespit edilebilen bir karakter-
izasyonu olmustur. Daha sonra genel helis egrisinin z—; oraninin sabit oldugu bu-
lunmustur. Bir koni yiizeyi hatta bir kiire yiizeyi iizerine ¢izilebilen helisler iizerine

calisilmustir. Ayrica bu calismada Oklid uzayinda alinan bir v uzay egrisi icin genel

helis karakterizasyonu verilmigtir.

Geometride Radostina Encheva ve Georgi Georgiev tarafindan yazilan “Shapes of
Space Curves” adli makalede iki Frenet uzay egrisi i¢in egri sekilleri ve torsiyon

sekilleri hesaplanip ve bu egrilerin denk oldugu incelenmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde tez i¢in gerekli olan baz1 temel kavram ve teoremleri verecegiz.
2.1 n-Boyutlu Oklid Uzay:
Tanim 2.1.1: (Oklid uzay)

R, reel sayilar cismini gostermek iizere , R™ = {(p1, p2, ..., pn) } esitligi ile belirli R™

kiimesinde toplama iglemi ,

(P1,P2, s 0n) + (1,92, s @) = (D1 + @1, P2 + Q25 oo, P + Q)

esitligi ile tanimlanir. Skalerle carpma iglemi , A € R ve (py, pa, ..., pn) € R™ igin ,

/\(p17p2a >pn> - (Apb >\p27 ) /\pn)

esitligiyle tanimlanir. Bu islemlere gore , R™ kiimesi R cismi {istiinde bir vektor

uzay1 olur. R" vektor uzaymda , p = (p1, pa, ..., Pn) ve (q1, G2, -, @) olmak iizere ,
(p.q) = ipi(b’
i=1
esitligi ile tanimlanan |,
R* xR" =R, (p.q) = (p,q)

fonksiyonu , R™ uzayinda bir i¢ ¢arpimdir. Bu i¢ ¢arpima , R” uzayimin dogal ig

carpimi veya Oklid i¢ ¢arpimi denir. (Sabuncuoglu 2004).



p € R™ olmak {izere ,
Ipll = v {p, p)

diyelim.
R* =R, p—|pl

fonksiyonu , R™ uzayinda bir normdur.Buna gore , R" vektor uzayr , normlu vektor

uzayidir.

d(p,q) = |lp —ql|

bi¢iminde tanimlanan ,

d:R"xR"—R
fonksiyonu , R™ uzayinda bir metriktir. Dolayisiyla R" bir metrik uzaydir.
Her metrik uzay , bir topolojik uzay oldugundan , R™ uzayi bir topolojik uzay-

dir. Yukarida belirtilen topolojisiyle birlikte R™ uzayma Oklid Uzay1 denir.Bu uzay

kimi zaman E™ ile gosterilir. (Sabuncuoglu 2004).
Tanim 2.1.2: (Yay parametresi)

vl — I%i () =1 (7(s) = &) olacak sekilde bir egri olsun. Bu durumda s
s — y(s

ye «y egrisinin yay parametresi adi verilir. (Hacisalihoglu 1993).
Tanim 2.1.3: (Yay uzunlugu)

M egrisi (I, «) koordinat komgulugu ile verilmig olsun.a,b € I olmak iizere , a’dan
b’ye M egrisinin yay uzunlugu diye egrinin «(a) ve a(b) noktalar1 arasindaki uzun-
luguna karsilik gelen

b
Jlle'@®)lldt , tel

reel sayisina denir. (Hacisalihoglu 1993).



Tanim 2.1.4: (Vektér alam)

M bir diferensiyellenebilir manifold olsun. M iizerinde bir vektor alam diye

X M"Y Ty(P)

orten PeM

olarak tamimlanan X fonksiyonuna denir ve M iizerinde vektor alanlarimin ciimlesi

X(M) ile gosterilir. (Hacisalihoglu 2000).
Tanim 2.1.5: (Kovaryant tiirev)

M bir C'*° manifold olsun. M iizerinde vektor alanlariin uzay1 (M) olmak iizere ,

D: x(M)xx(M) — x(M)
(X,Y) — D(X,Y)=DyxY

fonksiyonu i¢in ,

1) Dfx+gyZ:fDXz+gDyZ, VX,Y,ZEX(M), Vf,QGCOO(M,R)
2) Dx(fY)=fDxY +(X))Y, VXY Zex(M), VfgeC®R)

ozellikleri saglaniyorsa D ye M manifoldu iizerinde bir afin konneksiyon ve Dy e de

X e gore kovaryant tiirev operatorii denir. (Hacisalihoglu 2000).
Tanim 2.1.6: (Serret-Frenet vektorleri)

Ende M egrisi (I, @) koordinat komsulugu ile verilsin.S” = {a/(t), & (1), ..., ()}
lineer bagimsiz sisteminde elde edilen {V;(t), Va(t), ..., V,.(t)} sistemine Serret-Frenet
r-ayaklisi veya r-ayakli alan1 ,buradaki herbir V;(t) , 1 < i < r vektorlerine de Frenet

vektorleri adi verilir. (Hacisalihoglu 1993).



Teorem 2.1.1

E3 de M egrisi (I, ) koordinat komsulugu ile verilsin.s € I yay parametresi olmak

lizere ;
a: I — E3

s = afs) = (a(s), az(s), as(s))

seklinde tanimlansin. Bu durumda Frenet 3-ayaklis1 {T'(¢), N(t), B(t)} olmak {izere;

T(s) = d(s
B O//(S)
N = e
5 = o/ (s)Aa’(s)
B = @)

dir. (Hacisalihoglu 1993).

Teorem 2.1.2

E3 de M egrisi (I, ) koordinat komsgulugu ile verilsin.t keyfi bir parametre olmak

izere ;
a: I — E3

t = alt)= (at),as(t), as(t))
seklinde tanimlansin. Bu durumda Frenet 3-ayaklis1 {T'(t), N(t), B(t)} olmak iizere

b

W
O = @l
(A" (1)
NO = orano)]
B(t) = T(H)AN(H)

dir. (Hacisalihoglu 1993).



Tanim 2.1.7: (i-yinci egrilik)

M C E™ egrisi (I, «) koordinat komsgulugu ile verilsin.s € I ’ya karsihik gelen «(s)

noktasindaki Frenet r-ayaklis1 {V;(s), Va(s), ..., V;.(s)} olsun. Buna gore ;

ki I — R , 1< <r
s = ki(s) = (V/(s),Viya(5))

seklinde tanimli k; fonksiyonuna M egrisinin i—yinci egrilik fonksiyonu ve s € [ i¢in
k;(s) reel sayisina da a(s) noktasinda M nin i—yinci egriligi denir. (Hacisalihoglu
1993).

Vi(s) =G k= (V{(s),Va(s))

Vi(s) =92 ke = (V3(s), Va(s))

Teorem 2.1.3

M C E™ egrisi (I, «) koordinat komgulugu ile verilsin.s € I yay parametresi olmak
tizere a(s) noktasinda i—yinci egrilik k;(s) ve Frenet r-ayaklis1 { Vi (), Va(s), ..., V,.(s) }

ise;

DVi(s) = k(s)Va(s)
2)V/(s) = —ki—1(s)Vic1(s) + ki(s)Viga(s) , 1(i(r
IVis) = —kea(s)Vioa(s)

dir. (Hacisalihoglu 1993).



Teorem 2.1.4

Frenet kq egriligi ve ko torsiyonu ;

_ det(c(s),"(s),"(s))
[c”(s)][?

ki(s) = "), ke

seklinde ifade edilir.(Hacisalihoglu 2000)

Ispat Egrilik tanimmdan k; = (V7, V3) dir.s yay parametresi oldugundan ||¢/(s)|| = 1

dir. Ayrica Frenet vektorleri tanimindan

c//(s)

Vi(s) = d(s) Va(s) = E20l

dir.V](s) ifadesinin s ye gore tiirevi alinirsa
Vi(s) = ¢"(s)

dir. k; = (V/, V4) ifadesinde yerine yazilirsa;

CII(S)
ki o= ("(s), i)
le"(s)]]
L P
. =
[e"(s)]]
kio= [l"(s)]
elde edilir.
Frenet vektorleri ,tanimindan
cl/(s)
Vi(s) =d(s)  Va(s) = Va(s) = Vi x Va
[e"(s)]]
dir.V; ve V5 nin tiirevi alinirsa
C/I/(S)

Vi) =d(s) V=




elde edilir.ky = (V3 V3) esitliginde yerine yazilir ise;

ky = <‘/2,’ ‘/3>
= (V3,Vi x V3)

B C///(S) J(s) x C"(S)

n <||c”’(5)H’ (#) le" ()] /
]_ " / !/

= R X )
]- /1 / /!

— Wdet(c (8>,C (5)7C (S))

1 , 1 1
— Wdet(c (5),c"(s),c"(s))

elde edilir.

Lemma 2.1.1
i) (V/(s),Vi(s))=0,1<i<3
”) <V;/’ V> = _<V}/7 V;> ) 0 7é J
W@ e n

dir. Frenet vektorlerinin tiirevlerini yine kendileri cinsinden ifade etmeye yarayan

bu teorem yardimiyla matris formunda yazilabilir.

Vi = k1Va
V= —kia Vi +kiVig, 2<i(3
Vs = —ko Vs

dir. Buradan Frenet vektorleri ortonormal oldugundan

Vi = O0Vi+kVa+0Vs
Ve = —kiVi+0Va+koVs
Vi = 0Vi—kVo+0V;



dir. Boylece

v/ 0 & 0 ||W
szl - —k‘l 0 ]fz ‘/2
vy 0 —k 0 || V4

seklinde yazilabilir

oldugu goz oniine alinirsa

T’ 0 kr O T
N’ = _kQ 0 kQ N
B’ 0 —ky O B

seklinde yazilabilir. Bu sekilde yazilan k; egriligine 1. egrilik adi verilir ve N ile

gosterilir.ky” ya ise torsiyon (burulma) adi verilir ve & ile gosterilir. Buradan

"= XN
N'= -XT+SB
B'= -QN

yazilir. (Hacisalihoglu 1993).

Tanim 2.1.8: (Geodezik ve normal egrilik)

S, E3de bir yiizey , v : I — S birim hizli bir egri ve 7"(s) = 7"(s)T + v"(s)*

olsun.|[y"(s) || = ky ve [|[7"(s)*|| = kn ile gosterilen k, ve k,, ye sirasiyla v egrisinin

geodezik ve normal egriligi denir. (Gray 1939).
Tanim 2.1.9: (Geodezik egri)
M, R? uzaymda bir yiizey ve a : I — M bir egri olmak tizere M yiizeyinin birim

normal vektor alan1 NV olsun.o” vektor alani, N vektor alaninin lineer bilegimi ise «

egrisine, M yiizeyi i¢inde bir geodezik egri denir. (Sabuncuoglu 2004).



Tanim 2.1.10: (Geodezik egrilik)

E3de s yay parametresi ile verilen bir « egrisinin birim teget vektorii , T = (T, Ty, Ts)

olmak {izere
d*a
by = 1D = 1551
ifadesine « egrisinin «(s) noktasina kargilik gelen , E® deki geodezik egriligi denir.

(Hacisalihoglu 2000).
Tanim 2.1.11: (Darboux vektor alani)

Birim hizh her v : I — E3 egrisi i¢in ,D(s) = 7(s)t(s) + k(s)b(s) vektor alanina,

egrisinin Darboux vektor alani denir. (Hacisalihoglu 1993).
Tanim 2.1.12: (Genellestirilmis Darboux vektor alani)

k(s) # 0 kosulu altinda v boyunca, ZND(S) = (7)(s)t(s)+b(s) olarak tanimlanan vektor

alanina , v nin genellegtirilmis Darboux vektor alani denir.(Izumiya ve Takeuchi

2002).
Tanim 2.1.13: (Egilim c¢izgisi)

M C E™ egrisi (I, «) koordinat komgulugu ile verilsin. Vs € I igin o/(s) hiz vektorii
, bir U sabit vektorii ile sabit aci tegkil ediyorsa , M ye bir egilim ¢izgisi ve Sp {U}

ya sa M egilim ¢izgisinin egilim ekseni denir. (Hacisalihoglu 2000).
Tanim 2.1.14: (Helis)

~ nin tanjant dogrular: , sabit bir dogrultu ile sabit ag1 yapiyorsa v ya bir silindirik

helis(genel helis)denir. 7(s) nin bir silindirik helis olmasi igin gerek ve yeter sart

(7)(s) nin sabit olmasidir. Eger 7 ve k sifirdan farkh sabitler ise helise dairesel helis

denir. (Izumiya ve Takeuchi 2002).
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Tanim 2.1.15: (Diizlemsel egri)

Eger bir egrinin biitiin noktalar1 bir diizlem tarafindan igeriliyorsa bu egriye diizlem-

seldir denir. (Karger ve Novak 1985).

Tanmim 2.1.16: (Kiiresel egri)

Bir kiire iizerinde yatan egriye kiiresel egri ad1 verilir. (Karger ve Novak 1985).
Tanim 2.1.17: (Tegetler gostergesi)

3—boyutlu Oklid uzaymda , E3de bir o egrisi s € I yay parametresi ile verilsin.
« egrisinin birim teget vektorii T olmak iizere, PQ) = T alindiginda , P noktasi «
egrisini ¢izerken, () noktasinin birim kiire yiizeyi iizerine ¢izdigi egriye o egrisinin
birinci kiiresel gostergesi veya tegetler gostergesi adi verilir. (Hacisalihoglu 2000).

Tanim 2.1.18: (Involiit ve evoliitii)

M, N C E™ iki egri olsun.M ve N sirasiyla (I, «), (I, 5) koordinat komsuluklari ile

verilsin.a(s) ve 5(s) noktalarinda M ve N in Frenet r—ayakllar: sirasiyla;
{Vi(5), Vals), ., Val(s)} ve {V1'(s), V5'(s), o V7 (s) )

olmak iizere (Vi(s),Vi*(s)) = 0 ise N ye M nin involiitii, M ye de N nin evoliitii
denir. (Hacisalihoglu 1993).
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Teorem 2.1.5

a* egrisi v egrisinin bir involiitii olsun.a* egrisinin Frenet vektor alanlar 7%, N*, B*

olduguna gore ,

™ = N
—K T
N* = T + B
VKZ+ T2 VK24 72
T K
B* = T + B
VK2 + 12 VK2 + 72

dir. (Sabuncuoglu 2004).
Tanim 2.1.19: (Bertrand egri ¢ifti)

M, N C E™ egrileri sirasiyla (I, «), (I, 8) koordinat komguluklar ile verilsin. sel ya
kargilik gelen a(s)eM ve B(s)eN noktalarinda M ve N nin

{Vi(s), Va(s), ..., Vils)} ve {V\'(s), V5 (s), ... V' (s)}

Frenet r-ayakllar verildiginde Vsel icin {Va(s), V5 (s)} lineer bagimli ise (M, V) egri
ikilisine bir Bertrand ¢ifti denir. (Hacisalihoglu 1993).

Tanim 2.1.20: (Ortogonal grup)

R3de ortogonal matrislerin ciimlesi
O(3) = {AeR] : ATA=AAT =T}

seklinde tanimlanir. Bu ciimle matris ¢carpma iglemine gore bir gruptur. Bu gruba

ortogonal grup denir. (Karger, Novak 1985).
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Tanim 2.1.21: (Ozel ortogonal grup)
O(3) ortogonal grubunun bir alt grubu olan ve
SO(3) = {AeR} : A"A = AA" =, det A=1}
seklinde tanimlanan gruba 6zel ortogonal grup denir. (Karger, Novak 1985).

Tanim 2.1.22

V sonlu boyutlu bir i¢ carpim uzay ,

(f(@), [() =z, y) , 2,y €V

oldugu zaman f : V — V lineer doniisiimii ortoganaldir. (Hacisalihoglu 2000).
2.2 E"de Hareketler
Tanim 2.2.1: (Izometri)

E? ve EY sirasiyla n-boyutlu Vi ve V3 i¢ carpim uzaylar ile birlesen birer Oklid uzay1
olsunlar. Bir f : E} — EY afin doniisiimii Vo, 5 € Vi igin (U(«), ¥(5)) = (o, B)
olacak gekilde bir ¥ : V; — V4 lineer doniigiimii ile birlesiyorsa f bir izometridir.

(Hacisalihoglu 1983).
Tanim 2.2.2: (Hareket)

E™ , n-boyutlu Oklid uzayinin izometrilerinden biri f olsun.E™ deki bir {x1, 7o, ..., 7,, }
dik koordinat sistemine gore f 'nin matrisel ifadesi , A € 0(n) ve C € R} olmak

lizere

Y A C X
1 0 1 1

13



dir. f ye E™ de bir hareket adi verilir. A € 0(n) oldugundan detA = F1 dir.Eger
det A = 1ise f hareketine direkt hareket , det A = —1 ise f hareketine karsit hareket
denir. Y = AX + C ile verilen harekette sabit bir X € E" noktasinin resmi Y dir.
Burada AX kismina hareketin dénme kismi denir. Direkt hareketler de iki gesit

hareketin bilegimidir, bunlar; dénme ve telemedir. (Hacisalihoglu 1980).
Tanim 2.2.3: (Dénme)

E™in bir f izometrisi i¢in eger f(0) = 0, 0 € E™ olacak sekilde bir O noktasi mevcut
ise f” ye O etrafinda bir désnme denir. E"de O etrafinda dénmelerin ciimlesi Ry(n)
ile gosterilirse bu ciimle bilegke iglemine gore bir grup olup, I(E™)in bir altgrubudur.

(Hacisalihoglu 1980).
Teorem 2.2.1

E™ ile eslegsen R™ n-boyutlu standart reel vektor uzayinda,
(X, Y)=> 2y, X = (v1, 22, ., %n) , Y = (Y1.Ys -, Yn)
i=1

Oklid i¢ ¢arpmmim koruyan ortoganal grup O(n) ile, O = (0,0, ..., 0) noktasim sabit
birakan dénme grubu eglenebilir. Yani herhangi bir Ry € Ry(n) dénmesinin E™deki
bir X noktasmin Rpaltindaki goriintiisii Y olmak iizere Y = AX |, A € O(n) bigi-
minde ifade edilebilir. (Hacisalihoglu 1980).

Tanim 2.2.4: (Oteleme)
E™ ’in bir f izometrisi i¢in eger X = (x1,29,...,2,) € E™ olmak iizere f(X) =
(x14+t1,xo+to, .., xp+1,) , t; ER 1 < i< nise f’ye E™ de bir steleme denir. E"

deki biitiin ttelemelerin ciimlesi T'(n) ile gosterilirse bu ciimle doniigiimlerin bilegke

islemine gore bir degigimli grup olup, I(E£™) ’in bir alt grubudur.
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(Hacisalihoglu 1980).

Tanim 2.2.5: (Egri)

n-boyutlu Oklid uzayr E” ve R nin bir irtibath acik alt ciimlesi I olmak tizere

a:ICR— E"

doniigiimii diferensiyellenebilir ise «(7) ciimlesine E™ de bir egri denir.(Hacisalihoglu

1980).

Tanim 2.2.6

Sabit uzay1 R, hareketli uzay1 Ry ile gosterirsek o zaman Ry'in R’ ye gore hareketi

Ry /R ile gosterecegiz.Ry /R hareketi ;

v:. EF* — E"
X — Y=AX+C

seklindeki ¥ izometrisi ile temsil edilir. ¥ 'nin matrisel ifadesi A € O(n) , C' € R}

olmak {izere

Y A C X
1 0 1 1

dir.

Tanim 2.2.7: (Homotetik hareket)

v. p — E™
X — Y:(hA)X—I—C

ile belirli doniisiime E™ de bir homotetik hareket denir.

15



2.3 Kuaterniyonlar

Bu boliimde reel kuaterniyonlar cebiri tanitilacaktir. Kuaterniyonlar William Rowan
Hamilton tarafindan tanimlanmigtir. Hamilton kuaterniyonlari tanimlamakla iki
vektor i¢in boliimiin de miimkiin olabilecegi , yeni bir ¢arpim iglemini vektor cebirine

dahil etmis oldu. Boylece ii¢ boyutlu uzayda hareketlerin tanimini kolaylagtirmis

oldu.

Bir reel kuaterniyon , sirali dort saymin 1, eq, es, €5 gibi dort birime eslik etmesiyle

tanimlanabilir. Burada birinci birim +1 bir reel sayidir,diger ii¢ birim ise

— . — — — , — — — . — —
€1A€2 = €3 5 €2A€3 = €1 s €3A61 — €2
— — — — — — — — —
€2A€1 = —€3 , €3A€2 = —€1 s €1A€3 = —€9

ozelliklerine sahiptir. Boylece bir kuaterniyon
q=d+ aey + bes + ces

bi¢giminde ifade edilir. Burada d, a, b, ¢ € R reel sayilarina ¢ kuaterniyonunun bilegen-
leri denir.eq, e, e3 birimleri 3—boyutlu reel vektor uzaymin bir dik koordinat sistem-
inin baz vektorleri olarak almabilir. Dolayisiyla ¢ kuaterniyonu , S, ile gosterilen

skalar kisim ve Vj, ile gosterilen vektorel kisim olmak tizere iki kisma ayrilabilir.

—

S,=d , V, = aes + bey + ces

O halde ¢ = 5, + ‘7; yazilabilir.

Reel kuaterniyonlar ciimlesini H ile gosterecek olursak ;

ReH =d , ImH:aa+bgg+c%
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dir.
H= {q=d+aa+b5+ca,yd,a,b,ceR}

ctimlesinden birer ¢zel hal olarak R reel sayilar ciimlesi,C kompleks sayilar ctimlesi
ve R? {i¢ boyutlu vektorler ciimlesi elde edilebilir. Bu ciimle iizerinde tanimlanan

toplama ve garpma iglemleriyle beraber H bir vektor uzayidir. (Hacisalihoglu,1983).
Teorem 2.3.1

f :ImH — ImH fonksiyonu tiim ortogonal doniisiimlerde agagidaki ozellikleri

saglayan bir a € S3 kuaterniyona karsilik gelir.

1) f(u)=aw.a, [0 (ImH))
2) f(u)=—awa, feO (ImH)
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3.DIREKT BENZERLIK GRUPLARI ALTINDA UZAY EGRILERININ
DIiFERENSIYEL GEOMETRIK DEGISMEZLERi

3.1. Egrilik ve Torsiyon Sekilleri

R? Oklid uzayinin her direkt benzerlikleri yon koruyan homoteti ile ortogonal déniisiimiin
carpmidir.Sim™ (R?) ile Oklid uzayinim dogrudan benzerlikler grubu tanimlanir.g, nin
bir 6teleme, ¢; 'in orijini koruyan ortogonal bir déniigiim ,A)0 olmak iizere h orijinde
merkezleyen bir homoteti oldugu yerde f € Sim™(R?®) bu ifadelerin bilegkesidir. H
kuaterniyon cebiri olmak tizere R? ’de Im H olarak tanimlanir.Hamilton teoremine
gore;

ImH> 2% nzntelmH

dir.Buradan f fonksiyonu ;
fz)=Anzn'4+a,zcImH=R?
elde edilir.(A € R,A)0,a € Im H)
c:(tity) Dt —c(t) eR*~ImH

egrisi C* smifindan bir egridir.c egrisinin seklini cq tarafindan f direkt benzerlikler

altinda tamimlanir.co = f o ¢ olmak iizere ¢y egrisini
(t1,t2) 2t 2 An.ct)n™ +a € ImH

seklinde ifade edebiliriz.cy € (¢1,t2) den baglayan ¢, ¢y egrilerinin yay uzunluklar ;

dCo

f s

f|| Hdu = As(t)
dir.

Her iki egride ¢ : (s1, s2) — R3 ve ¢g : (Asy, Asy) — R3 yay parametreleri ile yeniden
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parametrelendirilebilir.

¢ ve ¢ egrilerinin yay uzunluklari sirasiyla s ve so olmak tizere sqo(t) = As(t) dir.Her

iki tarafin sy ’a gore tiirevi alinirsa

ds
1 = 0.s(t A—
s(t) + o
ds 1
ng n A

elde edili]f.c%sO = % sabit oldugu goriiliir.
Sonug 3.1.1:

coegrisinin egriligi kio(so) = k1o(As) ve torsiyonu kgg(so) = kao(As) ifadeleri

1 1
k1o = Xkl(s) ; k2o = XkQ(S) (1)
olarak verilir.
ispat:
c: I —- R Id(s)|l=1
t — )
c: I — R3
t — co(t) =Anct)nt+a |c(so)| =1
c egrisinin k; egriligi k1 = ||’ (s)]| ve ¢ egrisinin k; egriligi k1o = ||¢”(s0)|| dlr.cg‘l—; =3

ise dsg = \.ds dir.

co(s) = An.ct)n'+a

co(A.s) = An.c(t)n ™t +a
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ifadesinin s ye gore tiirevi alinirsa;

dcy dsg
dsy " ds
dco
dso

elde edilir.Bu ifadenin tekrar tiirevi alimirsa

d CO dS()
dso ds
d2
2% \
ds?

elde edilir ve normu alinirsa

A=

ifadesi elde edilmis olunur. Aym sekilde

)
dSO

ifadesinin tiirevi alinirsa
2
d Co
2
dsg

elde edilir. Tekrar tiirevi alinirsa

a3 d’co dso
dso ds
d3cy

d*c
ds?
d*c
ds?

e
ds

ld_
N ds?

1 d3c
A\ ds?
1 d3c
A2 ds?
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elde edilir.

det(cy(s0), co(s0), ch'(s0))

k —
20 |6 (s0)][2

2 3
P det(d—g,i.%,)\%.%)
v EAE

)\2 ds2
e — T+ det(c(s),"(s), " (s))
S [ (s)]|?
1

kQO = X]{ZQ(S)

elde edilir. Boylece kjgA = kq(s) ve koA = ko(s) esitliklerinden kids = kjodsy ve
kods = kagdsg elde edilir. Oklid uzayinda sifirdan farkl bir egri veya Frenet uzay
egrilerinin denklemlerini kiiresel gekillerin uzunluk parametresi ile yeniden parame-
trelendirilebilir. ¢ ve ¢y egrilerinin yay uzunluklarin o ve oy kiiresel parametreleri

ile tanimlarsak

do = k‘ldS = ]’Clgng =do (2)

elde edilir. Bundan dolay1 do = kids R? iin direkt benzerlik gruplar1 altinda

invaryanttir.

Teorem 3.1.1

o kiiresel yay parametresi ile parametrelendirilen ¢ egrisinin Frenet catisi eq, es, €3

olsun.O halde ¢ egrisinin denklemleri

;Z—; = kilel (3)
de;

do @

% == —€1+:—?€3

d€1 . /{72

P

ile verilir.
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ispat:

Frenet catisi e, e, €3 ve ¢ nin kiiresel parametresi o, ¢y nin kiiresel parametresi de

0o olsun. Bu durumda

de _ deds
do  ds do
do 'k

ifadesi elde edilir. e; in o parametresine gore tiirevi alinirsa

dey _ dey ds
do  ds do
d61 1
2 = kres—
do e
da _

da_2

ifadesi elde edilir. e; nin ¢ ya gore tiirevi alinirsa

dey _ des ds

do  ds do

de 1
d—; = (—klel + kg@g).k—l
d€2 . ]{?2

% = —e;+ k}l €3

ifadesi elde edilir. e iin o ya gore tiirevi alinirsa

des _ deg ds
do  ds do
d63 1
2 ke —
do 2020
des _ _ha,

N
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ifadesi elde edilir. 21 = ¢/ dea — of des — ¢! denilir ise
do 1 v do 2 o 3

k
ey = —er+ k—2€3
1
r k2
€3 = —k—leg
ifadeleri yazilir. Buradan;
2 0o 1 0 el
e | =1-1 0 i—j )
6/3 0 —Z—i 0 €3
matrisi elde edilmig olunur. j—i = %el ifadesinin oya gore tekrar tiirevi alinirsa
d*c 1y n 1,
— = (=) .e1+—.e
do? k) k!
d?c dk, dc 1
R — - €o—
do? do k2 do Iy
d?c dk, dc n 1
R — — - —c
do? kdodo ' ky -

ifadesi elde edilir.

Sonug 3.1.2

co egrisinin Frenet catisi eqq, eg9, €39 olsun. O halde ¢y in denklemleri;

deg 1

chO = k_lo €10

deog

chO = €

% = —€p+ %630
dco . ka0

dTCO = - k_10 €20

ile verilir.
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ispat:

decg  dco dsp ds
dog — dsy ds dog
doy _ deg , _ds

doy dsy kiodso
deg deg, 11

dog — dso ki A

deg 1

cho = k—loelo

dew d€10 dSo ds

dO'O dSO EdO’O
dew o1 ds
dO’O 10'620'/\']{?10‘(180
deqg 1 1
Fﬁ == k‘lo.ego.x.k—lo.)\
deip

F% = €2

ifadesi elde edilir.

d@go d€20 dSO ds

dO'O dSO 'E'da'o
d620 1 ds
— = (—ko. kog. —.
oo (—FK10-€10 + k2o-€30) X Frrodse
de 1 1
ﬁ = (—k10.€10—|—]€20.630).x.k—10.)\
dego - koo
doo €10+k10-€30
ifadesi elde edilir.
d€30 . d€30 dSO ds
doy  dsy ds dog
d€30 L 1 ds
—— = —K9g9.€90.—.T——
dO’o 20720 A k?lodS()
dego 11
—— = —kyp.0.—.—.\
dog 20-€20 X Fio
deso _ Fxw
dog k’lO‘ 20
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: : 213 deig _ o/ deag __ / deso __ / 213
ifadesi elde edilir. F* =ejy , T2 =eh , T = €y denilirse

/

€10 = €20
k
6’20 = —€10 + k—20.€30
10
ey = _Fkz e
30 klO -€20
ifadeleri elde edilir. Buradan ;
6/10 0 1 0 €10
6’20 - —1 0 :%g €20
€30 0 _Z—fg 0 €30
matrisi elde edilir. Daha sonra % = ﬁem ifadesinin og a gore tiirevi alinirsa
d2C() 1 ' I 1
_dag = <k_10) .10 + (€10) k?_m
dey —he g0 o o deyo dso ds 1
dU% k%O ’ dSo ’ ds .dO'o'lfl()
dey —do L o - deyo 1 ds 1
do? k2, T dso X kyodso ko
d2CO . —dkfl() @ d€10 i i
dU% dsokiokio k1o dso k1o ko
d2CO _ dklo dCO d€10 L
dO’% N dO'()kil()‘dO'O dSO-kl().klo
d2CO _ dkl() dCO i delo L
dO’% N da'ok?lo‘da'() dO'() .]{710
o b dey | 1
dU% N klodO'o ' dO'O klO 20
elde edilir. (3.1) ve (3.2) denklemlerinden
@ _ dk1 :_dikl 1 _ dky
klO klodO'o do %]{31 kldU
ko _ 3k _ ke
k1o %-lﬁ Fy

sabitlikleri elde edilir.
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Sonug 3.1.3

__ dk1
kido

Oklid uzaymin direkt benzerlik gruplar altinda, kz = ve 122 = Ig—f fonksiyonlari

invaryant kalir.

¢ egrisinin temel denklemi ve (3.3) denklemlerini

d*c y dc N 1
R — R —e
do? Ydo k1 2
d@l
—_— fr— e
do 2
de ~
d—; = —e;+ k263
de ~
d—; = —]{52.62
seklinde yazabiliriz.
Teorem 3.1.2
%1ve %gsabitliklerini
~ (Lg, de)
ki(o) = <dd_c i>
do’ do
~ de d?’c d’c (d—c)2 :
k = det(— . g
2(0) ¢ (do7 do?’ d03> (@)2 (ﬁ)Q — (e ﬁ>2
do) " \do? do? do?

seklinde ifade edebiliriz.

ispat:

de
— = —.e; ifadesinin o ya gore tiirevi alindiginda
do kl

d?c dk, dc 1
i e

42 ~ hdodo | &
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ifadesi elde edilmistir. k; esitligini denklemde yerine yazilirsa

ifadesi elde edilir. Denklemi j—g ile i¢ carpim uygularsak

<d20 dc> N<dc dc>+ 1< dc>
- — - —(e _
do?’ do o' do! " kY Y do
d?c dc
l;l _ <Wﬁ%>
(e, ey
elde edilir.
Aciklama 3.1.1
de 1
do k!
d61
E— — e
do 2
d€2 . k’2
do = €1+ kl .3
deg o _k?g
do B2
Buradan ;
6’1 0 ]Cl 0 €1
6/2 = —]{?1 0 k’g €9
6(9) 0 —kg 0 €3

ifadesini yazabiliriz.

Birim hizli olmayan c egrisi i¢in

/

c
e = ——

<]l

d N
S e
€z = e1 N ey
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I/\ I/7 111 . O e . . . o
ve ky = o ve ky = Wdlr.c egrisi birim hizhi oldugunda

€1 = ¢C
'
€ = —F
el
€z = e1 N ey
ve ki = ||c"||* ve ky = —det(lT;},chlécm) ir.

c egrisinin Frenet vektorleri {ey, es, €3}, o kiiresel yay parametresi olsun.

dc 1
do Uk
?c  dk 1
do? ~  Kde TR
dBec d  dk, dky dey d 1 1 de,
o7 T Ao Rd) B do T de w2
ifadelerinde kNl = — k‘i’fila ve k; = i—f denilirse
d2c dk; 1
-— = ——5—.61+—.e
do? Kotk
@ B k? de N 1
do?2 ~ "Vdo
de 1
— = —e€
do by
d€1
— = e
do 2
de ~
d—; = —€1+k1€3
de ~
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ifadelerini yazabiliriz. Boylece ;

el 0 1 0 e1
e | =1-1 0 ];2 €
6% 0 —k'g 0 €3
matrisi elde edilmis olunur. Burada
d?c dc d’c dc
W)™ Tde dey | de)2
(o Izl
dir. Gergekten;
d’c  ~de 1
— = —.€

Qo2 gyt K,

ifadesi j—; ile i¢ carpim uygularsak

(ﬁ @>_ N<@ @>+i<e @)
do?’ do’ ~ "Ndo'do! k" 2 do

elde edilir. Boylece;

~ <ﬁ de )
- do?’ do

EE
do

dir. Ayrica ¢ egrisinin yeni kiiresel parametresi o ve ki(o) , k2(o) birinci ve ikinci

egrilikleri gostermek iizere;

[ Al
k(o) T
']
k: (U) B <Cl /\ C,/’ C///>
2 ”Cl A C”H2
dir. Burada;
<C//\C”, C///> — det(CI,CH,CHI)
I A = 11 = (e e))
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dir. Eg =

ka(o)

k1(o)
~ _ <C/ A C//,C///> ||C/||3

[ A2 [l A

~ / 3
ke = det(c’,c”,c”).(ﬂ>

I A e

o roon H ”2 :
ko = det(c, ", ") E

[P = R =

ifadesi elde edilmistir. kq(o), k2(0) fonksiyonlarina sirasiyla ¢ egrisinin gekil egriligi

ve gekil torsiyonu , (k1, ko) siral giftine ¢ nin gekli adi verilir.
3.2 Oklid Uzayinda Genel Helislerin Karakterizasyonlari

M manifoldu {iizerinde v uzay egrisinin kjegriligi ve ko torsiyonu ile tanimlanan

dairesel helisin denklemi ;

DT + (k} — k3)DyT =0

terizasyonu

// 1\2
ko kl k2

seklinde verilebilir. Vektor alan1 N ve binormal vektor alani B kullanilarak uzay
egrisinin genel helis olmasi igin iki karakterizasyon verildi. Bu karakterizasyonlar

dairesel helis icin incelendi.

1. ve 2. egriligi sabit k; ve ky olan £ deki bir uzay egrisine dairesel helis denir. Eger

ki ve ko sabit olmayip ’Z—; sabit ise egri genel helistir. £ de bir v uzay egrisi ve
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{T, N, B} bir noktadaki Frenet gatisi olsun.y’ = T denildiginde ;

DT = k()N (4)
DrN = —k()T + ko(t)B
DrB = —ky(t)N

dir.

Bu boliimde E? de v uzay egrisi icin genel helisin karakterizasyonu verildi.

Teorem 3.2.1

N vektor alani ile E2 deki bir v uzay egrisinin bir noktadaki genel helis denklemi ;
DAN +MDyN + XN =0 (A = =2, Xy =k + k) (5)

seklinde verilir.

ispat:

v uzay egrisi helis egrisi olsun. Gosterecegiz ki helis egrisi (3.5) denklemini saglar.(3.4)

denklemindeki Dy N = —ky(t)T + ko(t) B ifadesinin tiirevi alinirsa ;

D}N = Dr(DrN)
= Dr(—kiT + ke B)
= —kT —k1DrT + k3B + ky Dy B
= —KT—KN+kB—kN

= —k\T— (k] + k3N + k,B
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elde edilir. Bulunan bu ifadeler (3.5) denkleminde yerine yazilirsa
—kT — (k] + k)N + kyB + A (—kiT + ko B) + AN = 0
ifadesi elde edilir. Denklemi diizenlersek
(=K — Mk)T + (—k% — k3 + X2)N + (kb + k2A)B =0

elde edilir. Buradan

k.l
N = —-2L
1 ket
Ao = kP+k3

olmahdir. Bu da helis egrisinin (3.5) denklemini sagladigini gosterir.

Bunun tersine (3.5) denklemini kabul edelim. Gosterecegiz ki v uzay egrisi genel

helistir.(3.4) denkleminden

DrN = —kT + kB

ifadesini ele alirsak,bu denklemde T yalniz birakilirsa ;

1 ko
T=—-—DyN+ =B
PR
ifadesi elde edilir, tiirevi alinirsa ;
1 1 k k
DrT = (=)'DrN +(=)DiN + (VB + " DrB
]{,’1 kl kl kl
K} 1 ko ko
= —tDyN— —DiN+(=)B — —=kN
g DN = DN+ (E'B = ke
ifadesi elde edilir.Diizenlendiginde
1 2 ky 2 2 k.,
DyT = — D3N — k—DTN + (ki + k3)N p + k1N + (k_) B
1 1 1
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elde edilir.(3.4) ve (3.5) denklemi kullanilirsa ;

kiN =k N —(—)B
ka
elde edilir. Boylecee
ks,
—)B =0
)

elde edilir ki bu ifade de Z—f = sabit oldugunu gosterir.Boylece v uzay egrisi bir genel

helistir.
Teorem 3.2.2

B binormal vektor alanmi ile E? deki bir v uzay egrisinin bir noktadaki genel helis

denklemi ;
BT Ky 3(kL)?
DEB+ 6,038+ 0,008 =0 (3= -5 5y = - {1 - M - g
2

(6)

seklinde verilir.

ispat

v uzay egrisi helis egrisi olsun.Gosterecegiz ki helis egrisi (3.6) denklemini saglar.

(3.4) denklemindeki DrB = —ky N ifadesinin tiirevi aliirsa

DiB = Dr(DrB)
= Dp(—kyN)
= (=ko)'N + (=ke)DrN
= (=ky)'N — ko(—=k1T + k2 B)
= —ko/N + kokyT — k2B
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ifadesi elde edilir. Tekrar tiirev alinirsa

D}B = Dr(DiB)
= Dr(—k'N + kokyT — k3B)

= KN + kkT — KokaB + K ko T + kyky T + k2ko N — 2kkn B + K3N

ifadesi elde edilir.Bu ifadeleri (3.6) denkleminde yerine yazilir ve diizenlenirse

(K k4K, g+ K ey By by oo ) T+ (— KA k2 e+ kS — K B — ko B ) N - (— Ky ey — 2k ey — k23, ) B = 0

denklemi elde edilir. Denklemin sonucunun sifir ¢gitkmasi igin ;

3,
By = s

k” 3(]6,)2
b= -{2- N -u-n

olmalhdir.Bu da helis egrisinin (3.6) denklemini sagladigin1 gosterir.

Bunun tersine (3.6) denklemini kabul edelim. Gosterecegiz ki v uzay egrisi genel

helistir. (3.4) denkleminden

1 ko
T=—DrN—- =B 7
kU ky (7)
denklemi elde edilir. Tiirevi alinirsa;
1 K k k
DT = —. D3N — —LDyN — (22YB — (2)DrB 8
ifadesi elde edilir. (3.4),(3.8) ve hipotez kullanilarak ;
1 kz K. k2 kl kQ
DT = ——.(-=)DiB + -2(-=)DyB — (—)DyB — (=)'B
elde edilir ki boylece
ks,
—=)B =0
)
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elde edilir. Bu ifade de ’Iz—j = sabit oldugunu gosterir.

Simdi bu boliimde E3 de v uzay egrisinin dairesel helis olmasi icin karakterizasy-

onunu verecegiz.
Sonug 3.2.1

Bir noktadaki B vektor alam ile E3 de v uzay egrisinin dairesel helis olmasi icin
gerek ve yeter sart ;

DiN + (kK + k)N =0

olmasidir.
ispat

v uzay egrisi dairesel helis egrisi olsun. Gosterecegiz ki dairesel helis egrisi denklemi

saglar. Verilen denklemde DZN = —k/T — (k% + k2)N + kB esiti yazilirsa

—KT — (B + k)N +kB+ (K +kE)N = 0

—KT+HKB = 0

elde edilir. v egrisi dairesel helis oldugu icin k; ve ko egrilikleri sabittir ve tiirevleri
sifir olacaktir. Denklemde yerine yazilirsa sonug sifir elde edilir.Bunun tersine den-
klemi kabul edelim. Gosterecegiz ki v uzay egrisi dairesel helistir. Verilen denklemde

DAN = —K\T — (k} + k3)N + kB esiti yazilirsa

—K\T — (K2 4+ k)N + KB+ (kX +k)N = 0

—kT+kB = 0

elde edilir. Sonucun sifir ¢tkmasi igin —k7 = 0 ve k5 = 0 olmali. Ancak sabit bir
ifadenin tiirevi sifir olacagindan k; ve ko egrilikleri sabittir. Sabit olmas1 egrinin

dairesel helis oldugunu gosterir.
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Sonug 3.2.2

Bir noktadaki B binormal vektor alani ile E? de «y uzay egrisinin dairesel helis olmasi

icin gerek ve yeter sart ;
D3B+ (k2 —k3)DyB =0

olmasidir.
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4. BIRiM KUREDEKI EGRILERIN SEKILLERI
4.1 Tegetler Gostergesi icin Genel Helisler

3—boyutlu Oklid uzaymda , E3de bir a egrisi s € I yay parametresi ile verilsin.a
egrisinin birim teget vektorii T' olmak iizere , PQ) = T alindiginda , P noktasi «
egrisini cizerken , () noktasinin birim kiire yiizeyi iizerine ¢izdigi egriye « egrisinin

birinci kiiresel gostergesi veya tegetler gostergesi adi verilir. (Hacisalihoglu 2000).

o egrisinin tegetler gostergesi (1) olmak tizere (T) nin yay parametresi o = [ kids

aliirsa ;

alo) = es)

do _ dey ds
do  ds do
do ds
— = kN.—
do Yo
ifadesinin normu alinirsa ;
ds
1=kK.—
Ydo
elde edilir. Bu ifade de
do = ki.ds

elde edilir.

ar_ dT ds
do  ds do
dT 1
— = k;.N.—
do L
Buradanda
T'(o) = N(o) 9)
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ifadesi elde edilir.

ﬂ _ dN ds
do ds do
dN 1
— = (= T+ kB).—
do (ks T+ ks >k;2
elde edilir ki buradan
k
N'(0) = =T(0) + k—QB(U) (10)
1
ifadesi elde edilir.
@ _ dB ds
do  ds 'do
dN 1
— = —kyN.—
do Tk
elde edilir ki buradan
k
B/0) = 2N (o) (11)
1

T'(0) 0 1 0 T (o)
Ny [=] -1 0 o) || N
B'(0) 0 —f(e) O B(o)

elde edilir. Burada f(0) = k—f(o) dir.
(DrT)(o) =T'(0) = N(0)

ifadesinin tiirevi alinirsa

(D1T)(0) = Dr(N(0)) =—T(0) + f(0)B(0)
(DT)(0) = —T(o)+ f(o)B(o)
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tekrar tiirevi alinirsa

(D3T)(0) = —(D7T)(0)+ f'(0)B(o) + f(o)DrB(0)
= —N(o) + f'(0)B(o) + f(o)(—f'(0)N(0))
= —(1+ f*(o))N(o) + f'(¢)B(0)

N(o) = (DrT)(o) oldugundan , elde edilen denklemde yerine yazilirsa;

(D3T)(0) + (1 + f*(0))DrT = f'(0)B(0)

elde edilir. Simdi de B(o) ifadesini hesaplamaya c¢aligalim.

N(o) = ~T(0)+ f(0)B(o)
(DXT)(0) +T(0) = f(o)B(o)
Blo) = fi{ o) +T(0)}

elde edilir.

(DT)(0) ~ T DED) @) + (14 PONDATo) = 0T =0

ifadesi yazilabilir. A\; = A2 = (14 f?(0)) olmak iizere elde ettigimiz denklemi

f(U) ’

elde edilir. « egrisi genel helis ise tegetler gostergesini (4.4) denklemi ile verebiliriz.
Ayrica helis denkleminde f(o) = % oldugundan f’(¢) = 0 elde edilir. Boylece

tegetler gostergesi icin helis olma sartini

(D3T)(0) + (1 + f*(0))(DrT)(0) = 0

seklinde ifade edebiliriz.
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4.2 Kiiresel Serret-Frenet Formiilleri
Tanim 4.2.1: (Sabban catisi)

v : I — S? birim kiirede birim hizli bir egri olsun.c ; v 'nin uzunluk parametresi
olarak tanimlansin.y nin o noktasindaki birim hizli tanjant vektorii t(o) = (o)
tanmmlarsak v = Z—Z dir. Boylece s(o) = v(0) x t(o) ¢atisimi kurulur. Bu ortonormal
catr {y(0),t(0),s(0)} dir. Bu gatiya ise 4'nin Sabban gatisi denir. Boylece v nin

kiiresel Frenet-Serret formiiliine sahibiz;

(o) = t(o)
t(o) = —7(0) + ky(a)s(o)
s(o) = —ky(0)t(0)

Burada k,(o) , S? iizerindeki v egrisinin geodezik egriligidir.k, (o) = det(y(o), t(0), t(a))

ile verilir. Simdi bir uzay egrisi tanimlayalim;

v(o) = a}y(g)d( + acot st(g)dC +c

g0

Burada a, 0 sabit sayilar ve ¢ sabit bir vektordiir. (Izumiya ve Takeuchi 2002).

c: I — 8% o yay parametresi, (||c(o)|])

o — c(o)
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v

Sekil 4.1 SabbanXatisi

s(o) = c(o) x t(o)
),t(0),s(c)} Sabban catist

~=
o

—~
Q

Teorem 4.2.1

v : I — S? birim kiirede birim hizh bir egri olsun.y nin kiiresel Frenet-Serret for-

miilleri;
dy(o) _
i t(o)
M9~ o) + kol )olo)
dp(o)
o —ky(0)t(o)
dir.
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ispat

' (0)eSp{~v(0),t(0), p(o)} dir.Buna gore ;

dZZETU) = wmy(o)+ast(o) +as(o)p(o) ; ai,as,azeR
@) o) = a3(0).4(0)) + aalt0). 2(0) + as(p(o). 7))

(O 20 + 410, ) = 0
2<dji(o_a) v()) = 0
(t(0),7(0)) = 0 (14)
elde edilir.
<d’;(ga) ,7(0)) = 0 ifadesinde dZZ(JU) = t(0) oldugundan
(t(),7(0)) = 0 (15)

dir.

(p(0),7(0)) =0 (16)

ifadeleri elde edilir.(4.5),(4.6),(4.7) ve (4.8) ifadelerini yerine yazilirsa a; = 0 ifadesi
elde edilir.
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(t(0),t(0)) =1 (17)

t(o) = de_(:) oldugundan (4.9) denkleminde yerine yazilirsa

{p(0),t(0)) =0 (19)
ifadeleri elde edilir.(4.7),(4.9),(4.10) ve (4.11) ifadeleri yerine yazilirsa a; = 1 elde
edilir.

dy(0) _
(D) (0)) = an3(0). p0)) + (o). (o)) + a3(p(o). (o)
t(o) = d?j(:) oldugundan (4.10) denkleminde yerine yazilirsa
dy(0)
=0 20
(p(o), 1) (20)

(v(0), p(0)) =0 (21)
{p(0),plo)) =1 (22)

ifadeleri elde edilir.(4.11),(4.12),(4.13),(4.14) ifadeleri yerine yazilirsa ag = 0 elde
edilir.Boylece

ifadesi elde edilir.
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v (0)eSp {v(0),t(0), p(o)} dir.Buna gore

dt(o)
do

(0) = ai(v(0),7(0)) + ax(t(0),7(0)) + as{p(o), ¥(0))

= a1y(o) + ast(o) +az(o)p(o) ;5 a1, as,azeR

e

(4.7) denkleminin tiirevi alinirsa

ifadeleri elde edilir (4.7),(4.13),(4.15), ve (4.16) ifadeleri yerine yazilirsa a; = —1
elde edilir.

(4.9) denkleminin tiirevi alinirsa

dt(o)

@D o) +ito), B2y = o
dt(o) B
222 o)) = 0
) Yoy =0 (25)

ifadesi elde edilir. (4.7),(4.9),(4.11) ve (4.17) ifadeleri yerine yazilirsa ay = 0 elde

edilir.

D ) = 6(2(0). p(0)) + aalt(o). (o)) + aslole). (o)
M9 g0 = (M2 () A o))

D o)y = detla(o), 1(0), A7)
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dt(o)

<d0

,p(0)) = ky (26)

ifadeleri elde edilir. (4.11),(4.13),(4.14) ve (4.18) ifadeleri yerine yazilirsa a3 = k,

elde edilir.Boylece
dt(o)
do

= —7(0) + ky(0)p(0)

ifadesi elde edilir.

% e Sp{vy(0),t(0), p(c)}dir.Buna gore

= a1y(o) + ast(o) +az(o)p(o) ;5 ai,as,azeR

( o () = ai(y(0),7(0)) + as(t(o), () + az(p(a),v(0))

,7(0)) =0 (27)

ifadesi elde edilir. (4.5),(4.7),(4.8) ve (4.19) ifadeleri yerine yazilirsa a; = 0 elde

edilir.

(=g, Ho)) = aly(0), (o)) + ax(t(0), t(0)) + as{p(), (o))

(4.11) denkleminin tiirevi alinirsa
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@9 o)+ 4plo). 2y = 0
@D 1oy = ~(ple), A0
@9 1) = ~(plo). (o) + kyp(o)
9 1) = (pl0). 7))~ kotplo). (o)
(2D 4(0)) = —k, (28)

ifadesi elde edilir.(4.7),(4.9),(4.11) ve (4.20) ifadeleri yerine yazilirsa ay = —k, elde

edilir.

D () = ani5(0).0(0) + a2{t(0). p(0) + as(p(o). p(0)

(4.14) denkleminin tiirevi alinirsa

) o) + tole). Ty~ o
2099 o) = 0
(@) o)) =0 (20)

ifadesi elde edilir.(4.8),(4.11),(4.14) ve (4.21) ifadeleri yerine yazilirsa az = 0 elde
edilir.Boylece
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ifadesi elde edilmistir.Sabban ¢atisinin elde edilen formiillerini matris formunda

dile) 0 1 0 v(o)
wo | = 1ok || to
e 0 —k 0 || plo)

seklinde yazilabilir.

Clsmifinda k : I — R bir fonksiyon olsun.a nin sabit vektor b nin bir reel say1 oldugu

yerde,c : I — R? uzay egrisini;
(0) = b e % (5)do 1 a (30)

seklinde tanimlariz.o ; ¢ nin uzunluk yay parametresi olan bir kiiresel egridir.Ciinkii

%15 = (o)

dir.Boylece R? deki tiim Frenet egrilerini bu yol ile tanimlayabiliriz.
Onerme 4.2.1

(4.22) denklemi ile tanimlanan ¢ egrisi l;l(o) = k(o) sekil egriligi ve /;2(0) = k(o)

torsiyonu ile bir Frenet egrisidir. Tiim Frenet egrileri bu yol ile tanimlanabilecektir.
ispat

(4.22) esitligi ile tanimlanan c¢ egrisi bir Frenet egrisi midir?’Bunu gostermek icin ¢

egrisinin egrilik ve torsiyonunun hesaplanabildigini gosterelim.

de

% = bef k(o)da.,}/(o_)

d*c d
& _ oS ko)do @y
do_2 be ° {k(U)V(J) + do_}

d3c dk d d?
€ _ ol ko)de 2 ar @y e
73 be {(k (o) + dUM(U) + 2k(o )da + daQ}



ifadelerini biliyoruz.

lv(o)| = 1 ve | 2] = 1 oldugu igin (y(0), 2) = 0 dur.Her oel igin y(0) x 2 # 0
elde edilir.Boylece

de  d%c

o)do dy
X o= p2e? IO (y(5) x =L) £0

do

elde edilir.Bu ifadenin anlami ¢ nin bir Frenet egrisi oldugudur.

- (55 &)
/{71(0') = de dc
<%a%>
~ de d?’c dPc (d_c)Z :
ka(o) = det(—, 5=, =) - g
do-do® doP ] () (8) — G i)

denklemleri ile

k(o) = k(o)
dy d*y

ka(o) = det(y(0), =L, S 1) =k
bulunur.c : I — R3 regiiler bir egri;kiiresel uzunluk parametresi olan ¢ ile parame-
trelendirilsin. ¢ egrisinin k(o) ve ka(o) sini tanimlarsak ;

~ dk’l (O’) ~ k’l (O')

/{71(0'):— ]{jlda y 1{72(0'):

ile ifade edilir.y : I — S? egrisi

dc
= dc
V(o) =€ =2 = k(o).
151l do

ile ifade edilir.Bu kisimdan sonra silindirik helislerin diizlem egrilerinden ve uzay
egrilerinin kiiresel egrilerden inga edilmesi iizerinde durulacaktir.Ayrica egrilerin
tiimii bu tip bir yol ile insa edilebilir. Ayrica bir silindirik helisin diizlemsel evoliitii ve

bir Bertrand egrisinin kiiresel Darboux gosteriminden bahsedilip Bertrand egrileri
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ve silindirik helisler ile ilgii ornekler sekilleri ile verilecektir.

~ ~ N dy
TiI-R G0 £035(0) = =
egrisini ele alalim.s, ¥ min yay parametresi olsun.Yani; s, ||'7,(s) | = 1 ile ifade edilen

~

bir parametredir.(ff;l(s) = %Z—).s uzay egrilerinin yay parametresi olarak ifade edile-

cektir.
7 nin Frenet-Serret vektorleri: {T(s), N(s), B(s)}

7 nin egriligi ve torsiyonu sirasiyla k(s) ve 7(s)

olmak iizere agagidaki Serret-Frenet formiilleri elde edilir.

T'(s) = k(s)N(s)
N'(s) = —k(s).T(s)+7(s).B(s)
B'(s) = —7(s).N(s)

5 nin Darboux vektorii D(s) = 7(s)T(s) + k(s)B(s) olmak tizere Darboux vek-

toriiniin normu alinirsa
D(s)

W) =)

d(s) e,ynin kiiresel Darboux gosterimi adi verilir. Bir uzay egrisi olan  nin genel bir

t parametresi i¢in egrilik ve torsiyonu

k(t)zw = G0 (0,50)

() A®) EORIOIE

ile hesaplanir.(Hacisalihoglu 1993)

Diizlemsel bir egriden bir silindirik helisin inga edilebilecegini ve bir silindirik helis

verildiginde bu helisten diizlemsel egrinin elde edilebilecegini gosterecegiz.

7 egrisinin uzunluk parametresi o ve k,(c) = det(y(0), t(o), dtd(j)) = ko(0) ifadesi v
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~

nin geodezik egriligidir.Eger k(o) = kq(o) olursa;

/efk(")d".’y(a)da = /ele(")d".el(a)da
= /ef kdlkdlod".el(a)da
= /efd’fll.el(a)da
= ebo/kiel(a)da

1
dc
— bo —d
e /da o
b

= e”.c(o)+ ¢

elde edilir.(cosabit bir vektor,by reel say1)Boylece
(o) = b / eI KO () do + (31)
elde edilir.Boylece tiim silindirik helisler i¢in bu ifadeyi kullanabiliriz.

Teorem 4.2.2

Yukaridaki kogullar altinda ~ bir silindirik helistir.Ayrica biitiin silindirik helisler

yukaridaki metot ile inga edilebilir.
ispat
Ik iddianin ispat1 i¢in,y(¢) nin birim hizli ve diizlemsel bir egri oldugunu varsay-

alim.Bu durumda ~ egrisinin bir silindirik helis oldugunu gosterecegiz. Bunu goster-

mek icin 7 nin sirasiyla egrilik ve torsiyonunu hesaplayalim.(4.23) denkleminin tiirevi
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alinirsa;

de

o befk(a)d”.y(a)

d?c d

@€ _ oS k(e)do @y

102 be : {k(a)v(a) + da}

d3c dk dy  d?y
Z— — p fk(a)da. kQ wh 2% wr wor
753 e ( (0)+d0)7(0)+ (O-)d0'+d0'2

elde edilir.y diizlemsel bir egri oldugundan % = 0 dir. Bu durumda Genel bir

parametre i¢in torsiyon ve egrilik formiiliinden k(t) ile 7(¢) elde edilirse (7)(t) = sbt

k
elde edilir.Ohalde 7 bir silindirik helistir.

Ikinci iddia igin y(s) birim hizli bir silindirik helis olsun.Bu durumda d(s) kiiresel
Darboux gosterimi sabittir.d(s) nin sabit olmasi tiirevinin sifira egit olmasi demek-

tir.Oyleyse;
e D(s) B(s) + (7)(s)T'(s)

d(s)

_ )
DG T+ G)s)

oldugundan her iki tarafin tiirevi alinirsa

tio) = BOEDOTE) _ NG + DERANG)
VI ) I+ ()0
elde edilir.O halde d(s) sabittir.a = d(s) olarak ifade edelim.
= s:—D(S) a.a =d(s s:—l s =
e T I PIE T

aa = 1
olur.y/(s).a = 0 oldugundan v(s) bir diizlemsel egridir.

y(s)a = Iy (s)lllall cost

= cosf = sbt

olur.
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Sonug 4.2.1

~ kiiresel egrisi gemberdir gerek ve yeter sart kargilik gelen (4.23) denklemi ile tanim-

lanan uzay egrileri silindirik helistir.

ispat

lea

v bir cemberdir <= k(o) = %2(0) = % sabittir.O halde ~ kiiresel egrisi bir

silindirik helistir.ykiiresel egrisi ve ona karsilik gelen uzay egrisi
clo) = b/ef Moo~ () do + a
seklinde tanimlanir.Bir ~ kiiresel egrisinin egrilik merkezinin geometrik yeri ,y nin

kiiresel evoliitii denir ve

1
ey(0) = W.(kg(a)'y(a) + p(o))

ile verilir.c : I — R3 egrisi kiiresel uzunluk parametresi olan o ile parametrelendirilsin.c
Frenet gatisinin vektorleri (eq, es, e3) ise ¢ nin Darboux vektorii

D(0) = kay(o)er + ki(0)es

ile gosterilir.Darboux vektoriiniin normunu alinirsa;

D°(o) Dlo) _ ! (%261 + e3)

CIDEl

elde edilir.Bu ifadeye kiiresel Darboux sekli denir.
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Teorem 4.2.3

v I — S? kiiresel egri, ¢ : I — R3 * denklemine karsilik gelen uzay egrisi olsun.Bu

durumda ¢ egrisinin kiiresel Darboux gosterimi ,y nin kiiresel evoliitiine egittir.

ispat
er0) = (o)
ex(o) = dzlga):t(a)

es(0) = 7(0) xt(o) = p(o)

idi.y nin evoliit denklemi ile Darboux vektoriiniin normlandirilmig denklemi kul-

lanilirsa;
1

D°(0) = g ke 3(0) + £(0) = (0

elde edilir.

Yukaridaki teoremlerde verilen metodlar kullanilarak Bertrand egrileri ve silindirik
helislerin 6rnekleri veriliyor.Ayrica bir Bertrand egrisinin kiiresel Darboux gosteri-

minin ve bir silindirik helisin diizlemsel evoliitiiniin resimleri ¢iziliyor. (Sekil 4.2 ve

Sekil 4.3)

Sekil 4.2Bertrand@grisinin
Kuresel®Darboux@Gosterimi
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Sekildl.3BilindirHelisin
Diizlemsel®Evoliitii

Ornek 4.2.1

() = (sin @, sin O cos 0, cos? §) kiiresel egrisini diigiinelim.Onerme 4.2.1 deki meto-

dun kullanimu ile agagidaki Bertrand egrisine sahip oluyoruz. (a = 1,cotf = 1)

~

30) = (—cos0+ 5 (=37 (0.3) + 5 (4B (0.5) + 37 (0.3))),
—2arctan M) — Lcos(20) + /3 +eos(20)sin6

3-+cos(26) 4 2V2 ’

g_cose— \/;’;505(29)_’_%10g< 2cos¢9—{—w/3—|—CO826’> —Sln29

Burada F(r,m) 5 dir.Egrinin resimleri (Sekil 4.3) de veriliyor.Ayrica,y

1 msin?

nin kiiresel Darboux gosteriminin resimleri (Sekil 4.4) de veriliyor. (Sekil 4.5), ~

nin Darboux agcilabilirinin bir parcasidir.
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Sekil 4.4 y ninKiiresel
Darboux@ésterimi

Sekil 4.5 y nin@Darboux
Agilabilirinin@argasi

95



Ornek 4.2.2

v(t) diizlem egrisi v(t) = (z1(t),xz2(t),0) ve a = (0,0,1) olsun.O halde,sabit bir ¢

sayist i¢in kargilik gelen silindirik helis;

() = (l’l(t),l’g(t),C/ \/abl(t)z + xo(t)2dt

dir.Simdi bir v(#) = (2cos#,sin #,0) diizlem egrisini ele alalm.Bu durumda , 7(f) =
(2cosf,sinf, E(0, —3)) silindirik helisi elde edilir.Burada E(7,m) = [/1 — msin® 0d0
0

dir.Ayrica v nin diizlemsel evoliitii
3 .o .
E.(0) = ((5) cosf(1 — 3sin”#), —3sin b, 0)
dir.Bu egri (Sekil 4.2)de veriliyor.

Varlik Teoremi

Clsmifindan f; : I — R,i = 1,2 iki fonksiyon alalim.R® Oklid uzaymda c, nok-

tasinda €9, €9, e ortonormal ii¢ vektoriinii alalim.Asagidaki ozellikleri saglayan cg

merkezinde uzaklig1 koruyan homoteti ile bir tek ¢ : I — R? Frenet egrisi vardir.

1) ¢(o0) = ¢o ve ¢ noktasinda ¢ nin Frenet catis1 {eY, 9, € }olacak gekilde

ooel vardir.

2)Her el icin ,%1(0) = f1(o) ve %2(0) = fo(o) dir.
Ispat
(o), t(o) ve p(o) vektorleri ile diferensiyel denklemleri ;

dy dt dp

T =0) s —==0)+ falo)p(o) , = =—fr(0)t(0)
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seklinde tanimlayabiliriz.Bu vektorel fonksiyonlar: matris formunda yazilirsa;

0 1 0
M(o)=1] -1 0 fa(0)
O —f2<0'> 0

ifadesi elde edilirki bunu %X(o) = M(0)X (o) seklinde yazilabilir.Elde edilen bu

denklemin bir tek ¢oztimii vardir.

X*(o) ifadesi ile X (o) matrisinin transpozunu ve E ile de birim matrisi gosterecek
olursak;
d

- (X'(0)) = X' (o) M'(9)

elde edilir.Boylece;

000
d

—(X'(0)X(0)) = X'(0)(M"(0) + M(0))X(e) = | 0 0 0

000

elde edilir.(M (o) ters simetrik matris)e?, €9, €3 ortonormal oldugundan X*(o) X (o) =

E dir.(Her oel igin)Boylece ¢ : I — R? uzay egrisini
c(o) =co+ b/effl(”)dav(a)da , o€l b)0
o0
seklinde yazilabilir.

c egrisinin Frenet catis1 {e; = v(0),eqa =t(0),e3 = p(0)} ve ¢g = c(0p) da Frenet
catist {€? = y(ay), €3 = t(00), €3 = p(oo)} dir.c egrisinin egriligi ve torsiyonu f; ve

f2 dir.
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Ornek 4.2.3

a sifirdan farkh reel bir sabit.c : I — R? (0,a) sekli ile bir uzay egrisi olsun.c

dairesel helistir.Vo € I igin p(o) = 0 dur.

Baslangi¢ kosullarini segelim.

1 a
60 - 07_ )
' ( V1+a? \/1+a2)
ey = (1,0,0)
1
&g = (0, —— )

"V1it+a2 V1+a?

1
sin(V1+a?.0), ————.cos(V1 + a?.0),

1 a
I e e Vier

egrisi Sabban c¢atisinin formiilleri ile bir kiiresel egri tanimlar.c egrisinin denklemi

¢oziiliir ise
1 1 a

—1 i GZ.COSC], —m.Sil’lq, mq

c(o) = (

elde edilir.(¢ = ov'1+ a?,0 € I) (Sekil 4.6)

)

Ornek 4.2.4

a # 0,b # 0 reel sabit sayilar olmak iizere (b,a) sekli ile ¢ : I — R3 bir uzay
egrisi olsun.c, R* de bir konik spiraldir.Vo € I i¢gin pu(o) = [bdo = bo egrisini ele
0
2 o o1 . 1
alalim.Ornek 4.2.3 de oldugu gibi ayni baglangi¢ kosullarini segelim. Yaricapi T

olan bir dairenin aym kiiresel egrisi v = (o) alalim.Egrinin denklemi ¢oziildiigiinde

(o) = ( e™sin(q — n) e™ cos(q — n) a.e™
C U — 7_ )
1+ a)VT+m?  (1+a2)V1+m2 m(l+a?)

elde edilir.(m = \/%7, n = arccos(\/#w)) (Sekil 4.7)
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Ornek 4.2.3 ve 4.2.4 bir sabit sekil ile sadece uzay egrilerinin dairesel helis ve spiral

konik oldugunu gosterir.

Sekil 4.6 DaireselHelis

(o

Sekil 4.7 KonikBpiral
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