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ÖZET

Yüksek Lisans Tezi

UZAY E¼GR·ILER·IN·IN ŞEK·ILLER·I

Sabiha DODURGALI

Ankara Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dal¬

Dan¬̧sman: Doç.Dr. Nejat EKMEKC·I

Bu tez dört bölümden oluşmaktad¬r.

·Ilk bölüm giri̧s k¬sm¬na ayr¬lm¬̧st¬r.

·Ikinci bölümde, temel tan¬mlar ve gerekli önbilgiler verilmi̧stir.

Üçüncü bölümde, Öklid uzay¬nda e¼grilerin e¼gilim çizgileri di¼ger ad¬yla helisler ele

al¬nm¬̧st¬r. Helislerin k1 ve k2 e¼griliklerinin sabit olduklar¬tesbit edilen bir karakteri-

zasyonu oluşturulmuştur. Daha sonra genel helis e¼grisinin denkleminden bahsedilip,

bu e¼griler için k1
k2
oran¬n¬n sabit oldu¼gu keşfedilmi̧stir.

Dördüncü bölümde, te¼getler göstergesine ait olan küresel e¼grilerin tan¬m¬ve özellik-

leri verilerek üzerindeki bir noktadaki Sabban çat¬s¬incelenmi̧stir. Daha sonra bu

çat¬yard¬m¬ile küresel e¼grinin helis olma koşullar¬incelenmi̧stir.

Ocak 2011, 62 sayfa

Anahtar Kelimeler : Uzay e¼grileri, Direkt benzerlikler.
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ABSTRACT

Master Thesis

SHAPES OF SPACE CURVES

Sabiha DODURGALI

Ankara University

Graduate School of Natural and Applied Sciences

Supervisor: Doç.Dr. Nejat EKMEKC·I

This thesis consists of four chapters.

The �rst chapter is devoted to the introduction.

In the second chapter, some basic concepts and required informations are given.

In the third chapter, aptitude lines of curves (helices) in the Euclidian space are

discussed. The values of k1 and k2 curves of helices are constant and their charac-

terization has been formulated. Then, it has been mentioned about general equation

for helix curve and the new formulation that the k1
k2
for these curves is constant has

been made. At the fourth chapter, Sabban frame at any point on the curve has

been analyzed by giving the de�nition of spherical curves belonging tangent indica-

trix and their caharacteristics.Then, condition of curve for the spherical curve has

been analyzed via this frame.

January 2011, 62 pages

Key Words: Space curves, Direct similarities
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1. G·IR·IŞ

Öklid uzay¬nda direkt hareketler yön ve aç¬lar¬koruyan dönüşümlerdir. Hareketler,

uzakl¬¼g¬ koruyan dönüşümlerle verilir. Homotetik hareketler ise aç¬lar¬ koruyan

dönüşümlerle verilir.

Frenet uzay e¼grisi , e¼grilik ve torsiyon taraf¬ndan Öklid uzay¬n¬n Öklid hareketinde

tan¬mlan¬r. Öklid uzay¬nda e¼grilerin e¼gri çizgileri yani helisler ilk olarak bir dik

dairesel silindir üzerine çizilmi̧s helisler ele al¬nm¬̧st¬r. Bunlara dairesel helis ad¬

verilir.Bunlar¬n k1 ve k2 e¼griliklerinin sabit olduklar¬tespit edilebilen bir karakter-

izasyonu olmuştur. Daha sonra genel helis e¼grisinin k1
k2
oran¬n¬n sabit oldu¼gu bu-

lunmuştur. Bir koni yüzeyi hatta bir küre yüzeyi üzerine çizilebilen helisler üzerine

çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Ayr¬ca bu çal¬̧smada Öklid uzay¬nda al¬nan bir  uzay e¼grisi için genel

helis karakterizasyonu verilmi̧stir.

Geometride Radostina Encheva ve Georgi Georgiev taraf¬ndan yaz¬lan �Shapes of

Space Curves� adl¬makalede iki Frenet uzay e¼grisi için e¼gri şekilleri ve torsiyon

şekilleri hesaplan¬p ve bu e¼grilerin denk oldu¼gu incelenmi̧stir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde tez için gerekli olan baz¬temel kavram ve teoremleri verece¼giz.

2.1 n-Boyutlu Öklid Uzay¬

Tan¬m 2.1.1: (Öklid uzay)

R , reel say¬lar cismini göstermek üzere , Rn = f(p1; p2; :::; pn)g eşitli¼gi ile belirli Rn

kümesinde toplama i̧slemi ,

(p1; p2; :::; pn) + (q1; q2; :::; qn) = (p1 + q1; p2 + q2; :::; pn + qn)

eşitli¼gi ile tan¬mlan¬r. Skalerle çarpma i̧slemi , � 2 R ve (p1; p2; :::; pn) 2 Rn için ,

�(p1; p2; :::; pn) = (�p1; �p2; :::; �pn)

eşitli¼giyle tan¬mlan¬r. Bu i̧slemlere göre , Rn kümesi R cismi üstünde bir vektör

uzay¬olur. Rn vektör uzay¬nda , p = (p1; p2; :::; pn) ve (q1; q2; :::; qn) olmak üzere ,

hp; qi =
nX
piqi

i=1

eşitli¼gi ile tan¬mlanan ,

Rn � Rn ! R , (p; q)! hp; qi

fonksiyonu , Rn uzay¬nda bir iç çarp¬md¬r. Bu iç çarp¬ma , Rn uzay¬n¬n do¼gal iç

çarp¬m¬veya Öklid iç çarp¬m¬denir. (Sabuncuo¼glu 2004).
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p 2 Rn olmak üzere ,

kpk =
p
hp; pi

diyelim.

Rn ! R , p! kpk

fonksiyonu , Rn uzay¬nda bir normdur.Buna göre , Rn vektör uzay¬ , normlu vektör

uzay¬d¬r.

d(p; q) = kp� qk

biçiminde tan¬mlanan ,

d : Rn � Rn ! R

fonksiyonu , Rn uzay¬nda bir metriktir. Dolay¬s¬yla Rn bir metrik uzayd¬r.

Her metrik uzay , bir topolojik uzay oldu¼gundan , Rn uzay¬ bir topolojik uzay-

d¬r.Yukar¬da belirtilen topolojisiyle birlikte Rn uzay¬na Öklid Uzay¬denir.Bu uzay

kimi zaman En ile gösterilir. (Sabuncuo¼glu 2004).

Tan¬m 2.1.2: (Yay parametresi)

 : I
s
!
!
R3
(s)

, k0(s)k = 1 (0(s) = d
ds
) olacak şekilde bir e¼gri olsun. Bu durumda s

ye  e¼grisinin yay parametresi ad¬verilir. (Hac¬saliho¼glu 1993).

Tan¬m 2.1.3: (Yay uzunlu¼gu)

M e¼grisi (I; �) koordinat komşulu¼gu ile verilmi̧s olsun.a; b 2 I olmak üzere , a�dan

b�ye M e¼grisinin yay uzunlu¼gu diye e¼grinin �(a) ve �(b) noktalar¬aras¬ndaki uzun-

lu¼guna kaŗs¬l¬k gelen
bR
a

k�0(t)kdt , t 2 I

reel say¬s¬na denir. (Hac¬saliho¼glu 1993).
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Tan¬m 2.1.4: (Vektör alan¬)

M bir diferensiyellenebilir manifold olsun. M üzerinde bir vektör alan¬diye

X :M
birebir!
�orten

S
P2M

TM(P )

olarak tan¬mlanan X fonksiyonuna denir ve M üzerinde vektör alanlar¬n¬n cümlesi

�(M) ile gösterilir. (Hac¬saliho¼glu 2000).

Tan¬m 2.1.5: (Kovaryant türev)

M bir C1 manifold olsun. M üzerinde vektör alanlar¬n¬n uzay¬�(M) olmak üzere ,

D : �(M)� �(M) ! �(M)

(X; Y ) ! D(X; Y ) = DXY

fonksiyonu için ,

1) DfX+gYZ = fDXZ + gDYZ , 8X; Y; Z 2 �(M) , 8f; g 2 C1(M;R)

2) DX(fY ) = fDXY + (Xf)Y , 8X; Y; Z 2 �(M) , 8f; g 2 C1(M;R)

özellikleri sa¼glan¬yorsa D ye M manifoldu üzerinde bir a�n konneksiyon ve DX e de

X e göre kovaryant türev operatörü denir. (Hac¬saliho¼glu 2000).

Tan¬m 2.1.6: (Serret-Frenet vektörleri)

Ende M e¼grisi (I; �) koordinat komşulu¼gu ile verilsin.S 0 =
�
�0(t); �00(t); :::; �(r)(t)

	
lineer ba¼g¬ms¬z sisteminde elde edilen fV1(t); V2(t); :::; Vr(t)g sistemine Serret-Frenet

r-ayakl¬s¬veya r-ayakl¬alan¬,buradaki herbir V _I(t) , 1 � i � r vektörlerine de Frenet

vektörleri ad¬verilir. (Hac¬saliho¼glu 1993).
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Teorem 2.1.1

E3 de M e¼grisi (I; �) koordinat komşulu¼gu ile verilsin.s 2 I yay parametresi olmak

üzere ;

� : I ! E3

s ! �(s) = (�1(s); �2(s); �3(s))

şeklinde tan¬mlans¬n. Bu durumda Frenet 3-ayakl¬s¬fT (t); N(t); B(t)g olmak üzere;

T (s) = �0(s)

N(s) =
�00(s)

k�00(s)k

B(s) =
�0(s)��00(s)

k�00(s)k

dir. (Hac¬saliho¼glu 1993).

Teorem 2.1.2

E3 �de M e¼grisi (I; �) koordinat komşulu¼gu ile verilsin.t key� bir parametre olmak

üzere ;

� : I ! E3

t ! �(t) = (�1(t); �2(t); �3(t))

şeklinde tan¬mlans¬n. Bu durumda Frenet 3-ayakl¬s¬fT (t); N(t); B(t)g olmak üzere

;

T (t) =
�0(t)

k�0(t)k

N(t) =
�0(t)��00(t)

k�0(t)��00(t)k
B(t) = T (t)�N(t)

dir. (Hac¬saliho¼glu 1993).
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Tan¬m 2.1.7: (i-yinci e¼grilik)

M � En e¼grisi (I; �) koordinat komşulu¼gu ile verilsin.s 2 I �ya kaŗs¬l¬k gelen �(s)

noktas¬ndaki Frenet r-ayakl¬s¬fV1(s); V2(s); :::; Vr(s)g olsun. Buna göre ;

ki : I ! R ; 1 6 i � r
s ! ki(s) = hV 0i (s); Vi+1(s)i

şeklinde tan¬ml¬ki fonksiyonunaM e¼grisinin i�yinci e¼grilik fonksiyonu ve s 2 I için

ki(s) reel say¬s¬na da �(s) noktas¬nda M nin i�yinci e¼grili¼gi denir. (Hac¬saliho¼glu

1993).

V 01(s) =
dV1
ds

k1 = hV 01(s); V2(s)i

V 02(s) =
dV2
ds

k2 = hV 02(s); V3(s)i

�

�

�

�

�

�

V 0r (s) =
dVr
ds

kr�1 = hV 0r�1(s); Vr(s)i

Teorem 2.1.3

M � En e¼grisi (I; �) koordinat komşulu¼gu ile verilsin.s 2 I yay parametresi olmak

üzere �(s) noktas¬nda i�yinci e¼grilik ki(s) ve Frenet r-ayakl¬s¬fV1(s); V2(s); :::; Vr(s)g

ise;

1)V 01(s) = k1(s)V2(s)

2)V 0i (s) = �ki�1(s)Vi�1(s) + ki(s)Vi+1(s) , 1hihr

3)V 0r (s) = �kr�1(s)Vr�1(s)

dir. (Hac¬saliho¼glu 1993).
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Teorem 2.1.4

Frenet k1 e¼grili¼gi ve k2 torsiyonu ;

k1(s) = kc00(s)k , k2 =
det(c0(s); c00(s); c000(s))

kc00(s)k2

şeklinde ifade edilir.(Hac¬saliho¼glu 2000)

·Ispat E¼grilik tan¬m¬ndan k1 = hV 01 ; V2i dir.s yay parametresi oldu¼gundan kc0(s)k = 1

dir. Ayr¬ca Frenet vektörleri tan¬m¬ndan

V1(s) = c
0(s) V2(s) =

c00(s)

kc00(s)k

dir.V 01(s) ifadesinin s ye göre türevi al¬n¬rsa

V 01(s) = c
00(s)

dir. k1 = hV 01 ; V2i ifadesinde yerine yaz¬l¬rsa;

k1 = hc00(s); c
00(s)

kc00(s)ki

k1 =
kc00(s)k2
kc00(s)k

k1 = kc00(s)k

elde edilir.

Frenet vektörleri ,tan¬m¬ndan

V1(s) = c
0(s) V2(s) =

c00(s)

kc00(s)k V3(s) = V1 � V2

dir.V1 ve V2 nin türevi al¬n¬rsa

V 01(s) = c
00(s) V 02 =

c000(s)

kc00(s)k

7



elde edilir.k2 = hV 02 ; V3i eşitli¼ginde yerine yaz¬l¬r ise;

k2 = hV 02 ; V3i

= hV 02 ; V1 � V2i

= h c
000(s)

kc000(s)k ; c
0(s) � c00(s)

kc00(s)k i

=
1

kc00(s)k2 hc
000(s); c0(s)� c00(s) i

=
1

kc00(s)k2 det(c
000(s); c0(s); c00(s))

=
1

kc00(s)k2 det(c
0(s); c00(s); c000(s))

elde edilir.

Lemma 2.1.1
i) hV 0i (s); Vi(s)i = 0 , 1 � i � 3

ii) hV 0i ; Vji = �hV 0j ; Vii , i 6= j

iii) h�0(s);�00(s)i
k�00(s)k = �k1(s)

dir. Frenet vektörlerinin türevlerini yine kendileri cinsinden ifade etmeye yarayan

bu teorem yard¬m¬yla matris formunda yaz¬labilir.

V 01 = k1V2

V 0i = �ki�1Vi�1 + kiVi+1; 2 � ih3

V3 = �k2V2

dir. Buradan Frenet vektörleri ortonormal oldu¼gundan

V 01 = 0V1 + k1V2 + 0V3

V 02 = �k1V1 + 0V2 + k2V3
V 03 = 0V1 � k2V2 + 0V3

8



dir. Böylece 26664
V 01

V 02

V 03

37775 =
26664

0 k1 0

�k1 0 k2

0 �k2 0

37775
26664
V1

V2

V3

37775
şeklinde yaz¬labilir

V1 = T; V2 = N; V3 = B

oldu¼gu göz önüne al¬n¬rsa26664
T 0

N 0

B0

37775 =
26664

0 k1 0

�k2 0 k2

0 �k2 0

37775
26664
T

N

B

37775
şeklinde yaz¬labilir. Bu şekilde yaz¬lan k1 e¼grili¼gine 1: e¼grilik ad¬ verilir ve @ ile

gösterilir.k2�ya ise torsiyon (burulma) ad¬verilir ve = ile gösterilir. Buradan

T 0 = @N

N 0 = �@T + =B

B0 = �=N

yaz¬l¬r. (Hac¬saliho¼glu 1993).

Tan¬m 2.1.8: (Geodezik ve normal e¼grilik)

S;E3de bir yüzey ,  : I ! S birim h¬zl¬ bir e¼gri ve 00(s) = 00(s)| + 00(s)?

olsun.k00(s)>k = kg ve k00(s)?k = kn ile gösterilen kg ve kn ye s¬ras¬yla  e¼grisinin

geodezik ve normal e¼grili¼gi denir. (Gray 1939).

Tan¬m 2.1.9: (Geodezik e¼gri)

M;R3 uzay¬nda bir yüzey ve � : I ! M bir e¼gri olmak üzere M yüzeyinin birim

normal vektör alan¬N olsun.�00 vektör alan¬, N vektör alan¬n¬n lineer bileşimi ise �

e¼grisine, M yüzeyi içinde bir geodezik e¼gri denir. (Sabuncuo¼glu 2004).

9



Tan¬m 2.1.10: (Geodezik e¼grilik)

E3de s yay parametresi ile verilen bir � e¼grisinin birim te¼get vektörü , T = (T1; T2; T3)

olmak üzere

kg = kDTTk = k
d2�

ds2
k

ifadesine � e¼grisinin �(s) noktas¬na kaŗs¬l¬k gelen , E3 deki geodezik e¼grili¼gi denir.

(Hac¬saliho¼glu 2000).

Tan¬m 2.1.11: (Darboux vektör alan¬)

Birim h¬zl¬her  : I ! E3 e¼grisi için ,D(s) = �(s)t(s) + k(s)b(s) vektör alan¬na, 

e¼grisinin Darboux vektör alan¬denir. (Hac¬saliho¼glu 1993).

Tan¬m 2.1.12: (Genelleştirilmi̧s Darboux vektör alan¬)

k(s) 6= 0 koşulu alt¬nda  boyunca,
�
D(s) = ( �

k
)(s)t(s)+b(s) olarak tan¬mlanan vektör

alan¬na ,  n¬n genelleştirilmi̧s Darboux vektör alan¬ denir.(Izumiya ve Takeuchi

2002).

Tan¬m 2.1.13: (E¼gilim çizgisi)

M � En e¼grisi (I; �) koordinat komşulu¼gu ile verilsin. 8s 2 I için �0(s) h¬z vektörü

, bir U sabit vektörü ile sabit aç¬teşkil ediyorsa , M ye bir e¼gilim çizgisi ve Sp fUg

ya sa M e¼gilim çizgisinin e¼gilim ekseni denir. (Hac¬saliho¼glu 2000).

Tan¬m 2.1.14: (Helis)

 n¬n tanjant do¼grular¬, sabit bir do¼grultu ile sabit aç¬yap¬yorsa  ya bir silindirik

helis(genel helis)denir. (s) n¬n bir silindirik helis olmas¬ için gerek ve yeter şart

( �
k
)(s) n¬n sabit olmas¬d¬r. E¼ger � ve k s¬f¬rdan farkl¬sabitler ise helise dairesel helis

denir. (Izumiya ve Takeuchi 2002).
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Tan¬m 2.1.15: (Düzlemsel e¼gri)

E¼ger bir e¼grinin bütün noktalar¬bir düzlem taraf¬ndan içeriliyorsa bu e¼griye düzlem-

seldir denir. (Karger ve Novak 1985).

Tan¬m 2.1.16: (Küresel e¼gri)

Bir küre üzerinde yatan e¼griye küresel e¼gri ad¬verilir. (Karger ve Novak 1985).

Tan¬m 2.1.17: (Te¼getler göstergesi)

3�boyutlu Öklid uzay¬nda , E3de bir � e¼grisi s 2 I yay parametresi ile verilsin.

� e¼grisinin birim te¼get vektörü T olmak üzere,
!
PQ = T al¬nd¬¼g¬nda , P noktas¬�

e¼grisini çizerken, Q noktas¬n¬n birim küre yüzeyi üzerine çizdi¼gi e¼griye � e¼grisinin

birinci küresel göstergesi veya te¼getler göstergesi ad¬verilir. (Hac¬saliho¼glu 2000).

Tan¬m 2.1.18: (·Involüt ve evolütü)

M;N � En iki e¼gri olsun.M ve N s¬ras¬yla (I; �); (I; �) koordinat komşuluklar¬ile

verilsin.�(s) ve �(s) noktalar¬nda M ve N in Frenet r�ayakl¬lar¬s¬ras¬yla;

fV1(s); V2(s); :::; Vr(s)g ve fV �1 (s); V �2 (s); :::; V �r (s)g

olmak üzere hV1(s); V �1 (s)i = 0 ise N ye M nin involütü,M ye de N nin evolütü

denir. (Hac¬saliho¼glu 1993).
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Teorem 2.1.5

�� e¼grisi � e¼grisinin bir involütü olsun.�� e¼grisinin Frenet vektör alanlar¬T �; N�; B�

oldu¼guna göre ,

T � = N

N� =
��p
�2 + � 2

T +
�p

�2 + � 2
B

B� =
�p

�2 + � 2
T +

�p
�2 + � 2

B

dir. (Sabuncuo¼glu 2004).

Tan¬m 2.1.19: (Bertrand e¼gri çifti)

M;N � En e¼grileri s¬ras¬yla (I; �); (I; �) koordinat komşuluklar¬ile verilsin. s�I ya

kaŗs¬l¬k gelen �(s)�M ve �(s)�N noktalar¬nda M ve N nin

fV1(s); V2(s); :::; Vr(s)g ve fV �1 (s); V �2 (s); :::; V �r (s)g

Frenet r-ayakl¬lar¬verildi¼ginde 8s�I için fV2(s); V �2 (s)g lineer ba¼g¬ml¬ise (M;N) e¼gri

ikilisine bir Bertrand çifti denir. (Hac¬saliho¼glu 1993).

Tan¬m 2.1.20: (Ortogonal grup)

R3de ortogonal matrislerin cümlesi

O(3) =
�
A�R33 : ATA = AAT = I

	
şeklinde tan¬mlan¬r. Bu cümle matris çarpma i̧slemine göre bir gruptur. Bu gruba

ortogonal grup denir. (Karger, Novak 1985).
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Tan¬m 2.1.21: (Özel ortogonal grup)

O(3) ortogonal grubunun bir alt grubu olan ve

SO(3) =
�
A�R33 : ATA = AAT = I; detA = 1

	
şeklinde tan¬mlanan gruba özel ortogonal grup denir. (Karger, Novak 1985).

Tan¬m 2.1.22

V sonlu boyutlu bir iç çarp¬m uzay¬,

hf(x); f(y)i = hx; yi , x; y 2 V

oldu¼gu zaman f : V ! V lineer dönüşümü ortoganaldir. (Hac¬saliho¼glu 2000).

2.2 Ende Hareketler

Tan¬m 2.2.1: (·Izometri)

En1 ve E
n
2 s¬ras¬yla n-boyutlu V1 ve V2 iç çarp¬m uzaylar¬ile birleşen birer Öklid uzay¬

olsunlar. Bir f : En1 ! En2 a�n dönüşümü 8�; � 2 V1 için h	(�);	(�)i = h�; �i

olacak şekilde bir 	 : V1 ! V2 lineer dönüşümü ile birleşiyorsa f bir izometridir.

(Hac¬saliho¼glu 1983).

Tan¬m 2.2.2: (Hareket)

En , n-boyutlu Öklid uzay¬n¬n izometrilerinden biri f olsun.En deki bir fx1; x2; :::; xng

dik koordinat sistemine göre f �nin matrisel ifadesi , A 2 0(n) ve C 2 Rn1 olmak

üzere 24 Y
1

35 =
24 A C

0 1

3524 X
1

35
13



dir. f ye En de bir hareket ad¬verilir. A 2 0(n) oldu¼gundan detA = �1 dir.E¼ger

detA = 1 ise f hareketine direkt hareket , detA = �1 ise f hareketine kaŗs¬t hareket

denir. Y = AX + C ile verilen harekette sabit bir X 2 En noktas¬n¬n resmi Y dir.

Burada AX k¬sm¬na hareketin dönme k¬sm¬denir. Direkt hareketler de iki çeşit

hareketin bileşimidir, bunlar; dönme ve ötelemedir. (Hac¬saliho¼glu 1980).

Tan¬m 2.2.3: (Dönme)

En�in bir f izometrisi için e¼ger f(0) = 0 , 0 2 En olacak şekilde bir O noktas¬mevcut

ise f�ye O etraf¬nda bir dönme denir. Ende O etraf¬nda dönmelerin cümlesi R0(n)

ile gösterilirse bu cümle bileşke i̧slemine göre bir grup olup, I(En)in bir altgrubudur.

(Hac¬saliho¼glu 1980).

Teorem 2.2.1

En ile eşleşen Rn n-boyutlu standart reel vektör uzay¬nda,

hX; Y i =
nP
i=1

xiyi , X = (x1; x2; :::; xn) , Y = (y1;y; :::; yn)

Öklid iç çarp¬m¬n¬koruyan ortoganal grup O(n) ile, O = (0; 0; :::; 0) noktas¬n¬sabit

b¬rakan dönme grubu eşlenebilir. Yani herhangi bir R0 2 R0(n) dönmesinin Endeki

bir X noktas¬n¬n R0alt¬ndaki görüntüsü Y olmak üzere Y = AX , A 2 O(n) biçi-

minde ifade edilebilir. (Hac¬saliho¼glu 1980).

Tan¬m 2.2.4: (Öteleme)

En �in bir f izometrisi için e¼ger X = (x1; x2; :::; xn) 2 En olmak üzere f(X) =

(x1+ t1; x2+ t2; :::; xn+ tn) , ti 2 R , 1 � i � n ise f �ye En de bir öteleme denir. En

deki bütün ötelemelerin cümlesi T (n) ile gösterilirse bu cümle dönüşümlerin bileşke

i̧slemine göre bir de¼gi̧simli grup olup, I(En) �in bir alt grubudur.
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(Hac¬saliho¼glu 1980).

Tan¬m 2.2.5: (E¼gri)

n-boyutlu Öklid uzay¬En ve R nin bir irtibatl¬aç¬k alt cümlesi I olmak üzere

� : I � R! En

dönüşümü diferensiyellenebilir ise �(I) cümlesine En de bir e¼gri denir.(Hac¬saliho¼glu

1980).

Tan¬m 2.2.6

Sabit uzay¬R, hareketli uzay¬R0 ile gösterirsek o zaman R0�¬n R�ye göre hareketi

R0=R ile gösterece¼giz.R0=R hareketi ;

	 : En ! En

X ! Y = AX + C

şeklindeki 	 izometrisi ile temsil edilir. 	 �nin matrisel ifadesi A 2 O(n) , C 2 Rn1
olmak üzere 24 Y

1

35 =
24 A C

0 1

3524 X
1

35
dir.

Tan¬m 2.2.7: (Homotetik hareket)

	 : En ! En

X ! Y = (hA)X + C

ile belirli dönüşüme En de bir homotetik hareket denir.

15



2.3 Kuaterniyonlar

Bu bölümde reel kuaterniyonlar cebiri tan¬t¬lacakt¬r.Kuaterniyonlar William Rowan

Hamilton taraf¬ndan tan¬mlanm¬̧st¬r. Hamilton kuaterniyonlar¬ tan¬mlamakla iki

vektör için bölümün de mümkün olabilece¼gi , yeni bir çarp¬m i̧slemini vektör cebirine

dahil etmi̧s oldu. Böylece üç boyutlu uzayda hareketlerin tan¬m¬n¬kolaylaşt¬rm¬̧s

oldu.

Bir reel kuaterniyon , s¬ral¬dört say¬n¬n 1;
!
e1;

!
e2;

!
e3 gibi dört birime eşlik etmesiyle

tan¬mlanabilir. Burada birinci birim +1 bir reel say¬d¬r,di¼ger üç birim ise

!2

e1 =
!2

e2 =
!2

e3 = �1
!
e1�

!
e2 =

!
e3 ;

!
e2�

!
e3 =

!
e 1 ;

!
e3�

!
e1 =

!
e2

!
e2�

!
e1 = �

!
e3 ;

!
e3�

!
e2 = �

!
e 1 ;

!
e1�

!
e3 = �

!
e2

özelliklerine sahiptir. Böylece bir kuaterniyon

q = d+ a
!
e1 + b

!
e2 + c

!
e3

biçiminde ifade edilir. Burada d; a; b; c 2 R reel say¬lar¬na q kuaterniyonunun bileşen-

leri denir.
!
e1;

!
e2;

!
e3 birimleri 3�boyutlu reel vektör uzay¬n¬n bir dik koordinat sistem-

inin baz vektörleri olarak al¬nabilir. Dolay¬s¬yla q kuaterniyonu , Sq ile gösterilen

skalar k¬s¬m ve
!
Vq ile gösterilen vektörel k¬s¬m olmak üzere iki k¬sma ayr¬labilir.

Sq = d ;
!
Vq = a

!
e1 + b

!
e2 + c

!
e3

O halde q = Sq +
!
Vq yaz¬labilir.

Reel kuaterniyonlar cümlesini H ile gösterecek olursak ;

ReH = d ; ImH = a
!
e1 + b

!
e2 + c

!
e3

16



dir.

H =
n
q = d+ a

!
e1 + b

!
e2 + c

!
e3 j d; a; b; c 2 R

o
cümlesinden birer özel hal olarak R reel say¬lar cümlesi,C kompleks say¬lar cümlesi

ve R3 üç boyutlu vektörler cümlesi elde edilebilir. Bu cümle üzerinde tan¬mlanan

toplama ve çarpma i̧slemleriyle beraber H bir vektör uzay¬d¬r. (Hac¬saliho¼glu,1983).

Teorem 2.3.1

f : ImH ! ImH fonksiyonu tüm ortogonal dönüşümlerde aşa¼g¬daki özellikleri

sa¼glayan bir a 2 S3 kuaterniyona kaŗs¬l¬k gelir.

1) f(u) = a:u:
�
a; f 2 O+(ImH))

2) f(u) = �a:u:�a; f 2 O�(ImH)

17



3.D·IREKT BENZERL·IKGRUPLARI ALTINDAUZAY E¼GR·ILER·IN·IN

D·IFERENS·IYEL GEOMETR·IK DE¼G·IŞMEZLER·I

3.1. E¼grilik ve Torsiyon Şekilleri

R3 Öklid uzay¬n¬n her direkt benzerlikleri yön koruyan homoteti ile ortogonal dönüşümün

çarp¬m¬d¬r.Sim+(R3) ile Öklid uzay¬n¬n do¼grudan benzerlikler grubu tan¬mlan¬r.g2�nin

bir öteleme, g1 �in orijini koruyan ortogonal bir dönüşüm ,�i0 olmak üzere h orijinde

merkezleyen bir homoteti oldu¼gu yerde f 2 Sim+(R3) bu ifadelerin bileşkesidir.H

kuaterniyon cebiri olmak üzere R3 �de ImH olarak tan¬mlan¬r.Hamilton teoremine

göre;

ImH 3 z g1! n:z:n�1 2 ImH

d¬r.Buradan f fonksiyonu ;

f(z) = �:n:z:n�1 + a , z 2 ImH u R3

elde edilir.(� 2 R; �i0; a 2 ImH)

c : (t1;t2) 3 t! c(t) 2 R3 u ImH

e¼grisi C3 s¬n¬f¬ndan bir e¼gridir.c e¼grisinin şeklini c0 taraf¬ndan f direkt benzerlikler

alt¬nda tan¬mlan¬r.c0 = f � c olmak üzere c0 e¼grisini

(t1; t2) 3 t
c0! �:n:c(t):n�1 + a 2 ImH

şeklinde ifade edebiliriz.c0 2 (t1; t2) den başlayan c; c0 e¼grilerinin yay uzunluklar¬;

s(t) =
tR
t0

kdc(u)
du

kdu s0(t) =
tR
t0

kdc0(u)
du

kdu = �s(t)

dir.

Her iki e¼gride c : (s1; s2)! R3 ve c0 : (�s1; �s2)! R3 yay parametreleri ile yeniden
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parametrelendirilebilir.

c ve c0 e¼grilerinin yay uzunluklar¬s¬ras¬yla s ve s0 olmak üzere s0(t) = �s(t) dir.Her

iki taraf¬n s0 �a göre türevi al¬n¬rsa

1 = 0:s(t) + �
ds

ds0
ds

ds0
=

1

�

elde edilir. ds
ds0
= 1

�
sabit oldu¼gu görülür.

Sonuç 3.1.1:

c0e¼grisinin e¼grili¼gi k10(s0) = k10(�s) ve torsiyonu k20(s0) = k20(�s) ifadeleri

k10 =
1

�
k1(s) , k20 =

1

�
k2(s) (1)

olarak verilir.

·Ispat:

c : I ! R3 kc0(s)k = 1

t ! c(t)

c0 : I ! R3

t ! c0(t) = �:n:c(t):n�1 + a kc00(s0)k = 1

c e¼grisinin k1 e¼grili¼gi k1 = kc00(s)k ve c0 e¼grisinin k1 e¼grili¼gi k10 = kc00(s0)k d¬r. dsds0 =
1
�

ise ds0 = �:ds d¬r.

c0(s0) = �:n:c(t):n�1 + a

c0(�:s) = �:n:c(t):n�1 + a

19



ifadesinin s ye göre türevi al¬n¬rsa;

dc0
ds0
:
ds0
ds

= �:n:n�1:
dc

ds
dc0
ds0

=
dc

ds

elde edilir.Bu ifadenin tekrar türevi al¬n¬rsa

d2c0
ds20

:
ds0
ds

=
d2c

ds2

d2c0
ds20

:� =
d2c

ds2

elde edilir ve normu al¬n¬rsa

�:kd
2c0
ds20

k = kd
2c

ds2
k

�:k10 = k1

k10 =
1

�
:k1

ifadesi elde edilmi̧s olunur. Ayn¬şekilde

dc0
ds0

=
dc

ds

ifadesinin türevi al¬n¬rsa
d2c0
ds20

=
1

�
:
d2c

ds2

elde edilir. Tekrar türevi al¬n¬rsa

d3c0
ds30

:
ds0
ds

=
1

�
:
d3c

ds3

d3c0
ds30

=
1

�2
:
d3c

ds3
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elde edilir.

k20 =
det(c00(s0); c

00
0(s0); c

000
0 (s0))

kc000(s0)k2

k20 =
det( dc

ds
; 1
�
: d
2c
ds2
; 1
�2
: d
3c
ds3
)

1
�2
k d2c
ds2
k2

k20 =
1
�
det(c0(s); c00(s); c000(s))

kc00(s)k2

k20 =
1

�
:k2(s)

elde edilir. Böylece k10� = k1(s) ve k20� = k2(s) eşitliklerinden k1ds = k10ds0 ve

k2ds = k20ds0 elde edilir. Öklid uzay¬nda s¬f¬rdan farkl¬bir e¼gri veya Frenet uzay

e¼grilerinin denklemlerini küresel şekillerin uzunluk parametresi ile yeniden parame-

trelendirilebilir. c ve c0 e¼grilerinin yay uzunluklar¬n¬� ve �0 küresel parametreleri

ile tan¬mlarsak

d� = k1ds = k10ds0 = d� (2)

elde edilir. Bundan dolay¬ d� = k1ds R3 ün direkt benzerlik gruplar¬ alt¬nda

invaryantt¬r.

Teorem 3.1.1

� küresel yay parametresi ile parametrelendirilen c e¼grisinin Frenet çat¬s¬e1; e2; e3

olsun.O halde c e¼grisinin denklemleri

dc

d�
=

1

k1
e1 (3)

de1
d�

= e2

de2
d�

= �e1 +
k2
k1
e3

de1
d�

= �k2
k1
e2

ile verilir.
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·Ispat:

Frenet çat¬s¬e1; e2; e3 ve c nin küresel parametresi �; c0 n¬n küresel parametresi de

�0 olsun. Bu durumda

dc

d�
=

dc

ds
:
ds

d�
dc

d�
= e1:

1

k1

ifadesi elde edilir. e1 in � parametresine göre türevi al¬n¬rsa

de1
d�

=
de1
ds
:
ds

d�
de1
d�

= k1e2
1

k1
de1
d�

= e2

ifadesi elde edilir. e2 nin � ya göre türevi al¬n¬rsa

de2
d�

=
de2
ds
:
ds

d�
de2
d�

= (�k1e1 + k2e3):
1

k1
de2
d�

= �e1 +
k2
k1
e3

ifadesi elde edilir. e3 ün � ya göre türevi al¬n¬rsa

de3
d�

=
de3
ds
:
ds

d�
de3
d�

= �k2e2
1

k1
de3
d�

= �k2
k1
e2
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ifadesi elde edilir. de1
d�
= e01 ,

de2
d�
= e02 ,

de3
d�
= e03 denilir ise

e01 = e2

e02 = �e1 +
k2
k1
e3

e03 = �k2
k1
e2

ifadeleri yaz¬l¬r. Buradan;26664
e01

e02

e03

37775 =
26664
0 1 0

�1 0 k2
k1

0 �k2
k1

0

37775
26664
e1

e2

e3

37775
matrisi elde edilmi̧s olunur. dc

d�
= 1

k1
e1 ifadesinin �ya göre tekrar türevi al¬n¬rsa

d2c

d�2
=

�
1

k1

�0
:e1 +

1

k1
:e01

d2c

d�2
= � dk1

d�:k21

dc

d�
k1 + e2

1

k1
d2c

d�2
= � dk1

k1d�

dc

d�
+
1

k1
e2

ifadesi elde edilir.

Sonuç 3.1.2

c0 e¼grisinin Frenet çat¬s¬e10; e20; e30 olsun. O halde c0 ¬n denklemleri;

dc0
d�0

=
1

k10
e10

dc0
d�0

= e20

dc0
d�0

= �e10 +
k20
k10
e30

dc0
d�0

= �k20
k10
e20

ile verilir.
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·Ispat:

dc0
d�0

=
dc0
ds0
:
ds0
ds
:
ds

d�0
dc0
d�0

=
dc0
ds0
:�:

ds

k10ds0
dc0
d�0

=
dc0
ds0
�
1

k10

1

�
dc0
d�0

=
1

k10
e10

de10
d�0

=
de10
ds0

ds0
ds

ds

d�0
de10
d�0

= k10:e20:
1

�
:
ds

k10:ds0
de10
d�0

= k10:e20:
1

�
:
1

k10
:�

de10
d�0

= e20

ifadesi elde edilir.

de20
d�0

=
de20
ds0

:
ds0
ds
:
ds

d�0
de20
d�0

= (�k10:e10 + k20:e30):
1

�
:
ds

k10ds0
de20
d�0

= (�k10:e10 + k20:e30):
1

�
:
1

k10
:�

de20
d�0

= �e10 +
k20
k10
:e30

ifadesi elde edilir.

de30
d�0

=
de30
ds0

:
ds0
ds
:
ds

d�0
de30
d�0

= �k20:e20:
1

�
:
ds

k10ds0
de30
d�0

= �k20:e20:
1

�
:
1

k10
:�

de30
d�0

= �k20
k10
:e20
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ifadesi elde edilir. de10
d�0

= e010 , de20
d�0

= e020 ,
de30
d�0

= e030 denilirse

e010 = e20

e020 = �e10 +
k20
k10
:e30

e030 = �k20
k10
:e20

ifadeleri elde edilir. Buradan ;26664
e010

e020

e030

37775 =
26664
0 1 0

�1 0 k20
k10

0 �k20
k10

0

37775
26664
e10

e20

e30

37775
matrisi elde edilir. Daha sonra dc0

d�0
= 1

k10
e10 ifadesinin �0 a göre türevi al¬n¬rsa

d2c0
d�20

=

�
1

k10

�0
:e10 + (e10)

0 1

k10

d2c0
d�20

=
�dk10

ds0
:ds0
ds
: ds
d�0

k210
:e10 +

de10
ds0

:
ds0
ds
:
ds

d�0
:
1

k10

d2c0
d�20

=
�dk10

ds0
: 1
�
: ds
k10ds0

k210
:e10 +

de10
ds0

:
1

�
:
ds

k10ds0
:
1

k10
d2c0
d�20

=
�dk10
ds0k10k10

:
e10
k10

+
de10
ds0

:
1

k10
:
1

k10
d2c0
d�20

= � dk10
d�0k10

:
dc0
d�0

+
de10
ds0:k10

:
1

k10
d2c0
d�20

= � dk10
d�0k10

:
dc0
d�0

+
de10
d�0

:
1

k10
d2c0
d�20

= � dk10
k10d�0

:
dc0
d�0

+
1

k10
:e20

elde edilir. (3.1) ve (3.2) denklemlerinden

k010
k10

= � dk10
k10d�0

= �
d 1
�
k1

d�
:
1
1
�
k1
= � dk1

k1d�

k20
k10

=
1
�
:k2
1
�
:k1

=
k2
k1

sabitlikleri elde edilir.
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Sonuç 3.1.3

Öklid uzay¬n¬n direkt benzerlik gruplar¬alt¬nda
�
k1 = � dk1

k1d�
ve

�
k2 =

k2
k1
fonksiyonlar¬

invaryant kal¬r.

c e¼grisinin temel denklemi ve (3.3) denklemlerini

d2c

d�2
=

�
k1
dc

d�
+
1

k1
e2

de1
d�

= e2

de2
d�

= �e1 +
�
k2e3

de3
d�

= �
�
k2:e2

şeklinde yazabiliriz.

Teorem 3.1.2

�
k1ve

�
k2sabitliklerini

�
k1(�) =

h d2c
d�2
; dc
d�
i

h dc
d�
; dc
d�
i

�
k2(�) = det(

dc

d�
;
d2c

d�2
;
d3c

d�3
):

" �
dc
d�

�2�
dc
d�

�2
:
�
d2c
d�2

�2 � h dc
d�
; d

2c
d�2
i2

# 3
2

şeklinde ifade edebiliriz.

·Ispat:

dc

d�
=
1

k1
:e1 ifadesinin � ya göre türevi al¬nd¬¼g¬nda

d2c

d�2
= � dk1

k1d�

dc

d�
+
1

k1
e2

26



ifadesi elde edilmi̧stir.
�
k1 eşitli¼gini denklemde yerine yaz¬l¬rsa

d2c

d�2
=

�
k1:
dc

d�
+
1

k1
:e2

ifadesi elde edilir. Denklemi dc
d�
ile iç çarp¬m uygularsak

h d
2c

d�2
;
dc

d�
i =

�
k1h
dc

d�
;
dc

d�
i+ 1

k1
he2;

dc

d�
i

�
k1 =

h d2c
d�2
; dc
d�
i

h dc
d�
; dc
d�
i

elde edilir.

Aç¬klama 3.1.1

dc

d�
=

1

k1
:e1

de1
d�

= e2

de2
d�

= �e1 +
k2
k1
:e3

de3
d�

= �k2
k1
:e2

Buradan ; 26664
e01

e02

e03

37775 =
26664

0 k1 0

�k1 0 k2

0 �k2 0

37775
26664
e1

e2

e3

37775
ifadesini yazabiliriz.

Birim h¬zl¬olmayan c e¼grisi için

e1 =
c0

kc0k

e2 =
c0 ^ c00
kc0 ^ c00k

e3 = e1 ^ e2
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ve k1 =
kc0^c00k
kc0k3 ve k2 =

hc0^c00;c000i
kc0^c00k2 dir.c e¼grisi birim h¬zl¬oldu¼gunda

e1 = c0

e2 =
c00

kc00k
e3 = e1 ^ e2

ve k1 = kc00k2 ve k2 = det(c0;c00;c000)
kc00k2 dir.

c e¼grisinin Frenet vektörleri fe1; e2; e3g ; � küresel yay parametresi olsun.

dc

d�
= e1:

1

k1
d2c

d�2
= � dk1

k21d�
:e1 +

1

k1
:e2

d3c

d�3
= � d

d�
(
dk1
k21d�

)e1 �
dk1
k21d�

:
de1
d�

+
d

d�
(
1

k1
)e2 +

1

k1

de2
d�

ifadelerinde
�
k1 = � dk1

k1d�
ve

�
k2 =

k2
k1

denilirse

d2c

d�2
= � dk1

k21d�
:e1 +

1

k1
:e2

d2c

d�2
=

�
k1:
dc

d�
+
1

k1
:e2

dc

d�
=

1

k1
e1

de1
d�

= e2

de2
d�

= �e1 +
�
k1e3

de3
d�

= �
�
k1e3
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ifadelerini yazabiliriz. Böylece ;26664
e01

e02

e03

37775 =
26664
0 1 0

�1 0
�
k2

0 �
�
k2 0

37775
26664
e1

e2

e3

37775
matrisi elde edilmi̧s olunur. Burada

�
k1(�) =

h d2c
d�2
; dc
d�
i

h dc
d�
; dc
d�
i
=
h d2c
d�2
; dc
d�
i

k dc
d�
k2

dir. Gerçekten;
d2c

d�2
=

�
k1
dc

d�
+
1

k1
:e2

ifadesi dc
d�
ile iç çarp¬m uygularsak

h d
2c

d�2
;
dc

d�
i =

�
k1h
dc

d�
;
dc

d�
i+ 1

k1
he2;

dc

d�
i

elde edilir. Böylece;
�
k1 =

h d2c
d�2
; dc
d�
i

k dc
d�
k2

dir. Ayr¬ca c e¼grisinin yeni küresel parametresi � ve k1(�) , k2(�) birinci ve ikinci

e¼grilikleri göstermek üzere;

k1(�) =
kc0 ^ c00k
kc0k3

k2(�) =
hc0 ^ c00; c000i
kc0 ^ c00k2

dir. Burada;

hc0 ^ c00; c000i = det(c0; c00; c000)

kc0 ^ c00k2 = kc0k2:kc00k2 � (hc0; c00i2)
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d¬r.
�
k2 =

k2(�)
k1(�)

ifadesinde yerine yaz¬l¬rsa

�
k2 =

hc0 ^ c00; c000i
kc0 ^ c00k2 :

kc0k3
kc0 ^ c00k

�
k2 = det(c0; c00; c00):

�
kc0k

kc0 ^ c00k

�3
�
k2 = det(c0; c00; c000)

"
k dc
d�
k2

k dc
d�
k2k d2c

d�2
k2 � h dc

d�
; d

2c
d�2
i2

# 3
2

ifadesi elde edilmi̧stir.
�
k1(�);

�
k2(�) fonksiyonlar¬na s¬ras¬yla c e¼grisinin şekil e¼grili¼gi

ve şekil torsiyonu , (
�
k1;

�
k2) s¬ral¬çiftine c nin şekli ad¬verilir.

3.2 Öklid Uzay¬nda Genel Helislerin Karakterizasyonlar¬

M manifoldu üzerinde  uzay e¼grisinin k1e¼grili¼gi ve k2 torsiyonu ile tan¬mlanan

dairesel helisin denklemi ;

D3
TT + (k

2
1 � k22)DTT = 0

şeklinde gösterilir. T tanjant vektör alan¬n¬n her noktas¬ile uzay e¼grisi için karak-

terizasyonu

D3
TT +

3k01
k1
D2
TT +

�
k001
k1
� 3(k

0
1)
2

k21
+ k21 � k22

�
DTT = 0

şeklinde verilebilir. Vektör alan¬N ve binormal vektör alan¬B kullan¬larak uzay

e¼grisinin genel helis olmas¬ için iki karakterizasyon verildi. Bu karakterizasyonlar

dairesel helis için incelendi.

1: ve 2: e¼grili¼gi sabit k1 ve k2 olan E3 deki bir uzay e¼grisine dairesel helis denir.E¼ger

k1 ve k2 sabit olmay¬p k1
k2
sabit ise e¼gri genel helistir.E3 de bir  uzay e¼grisi ve

30



fT;N;Bg bir noktadaki Frenet çat¬s¬olsun.0 = T denildi¼ginde ;

DTT = k1(t)N (4)

DTN = �k1(t)T + k2(t)B

DTB = �k2(t)N

dir.

Bu bölümde E3 de  uzay e¼grisi için genel helisin karakterizasyonu verildi.

Teorem 3.2.1

N vektör alan¬ile E3 deki bir  uzay e¼grisinin bir noktadaki genel helis denklemi ;

D2
TN + �1DTN + �2N = 0 ,(�1 = �

k01
k1
, �2 = k21 + k

2
2) (5)

şeklinde verilir.

·Ispat:

 uzay e¼grisi helis e¼grisi olsun. Gösterece¼giz ki helis e¼grisi (3.5) denklemini sa¼glar.(3.4)

denklemindeki DTN = �k1(t)T + k2(t)B ifadesinin türevi al¬n¬rsa ;

D2
TN = DT (DTN)

= DT (�k1T + k2B)

= �k01T � k1DTT + k
0
2B + k2DTB

= �k01T � k21N + k02B � k22N

= �k01T � (k21 + k22)N + k02B
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elde edilir. Bulunan bu ifadeler (3.5) denkleminde yerine yaz¬l¬rsa

�k01T � (k21 + k22)N + k02B + �1(�k1T + k2B) + �2N = 0

ifadesi elde edilir. Denklemi düzenlersek

(�k01 � �1k1)T + (�k21 � k22 + �2)N + (k02 + k2�1)B = 0

elde edilir. Buradan

�1 = �k
0
1

k1
�2 = k21 + k

2
2

olmal¬d¬r. Bu da helis e¼grisinin (3.5) denklemini sa¼glad¬¼g¬n¬gösterir.

Bunun tersine (3.5) denklemini kabul edelim. Gösterece¼giz ki  uzay e¼grisi genel

helistir.(3.4) denkleminden

DTN = �k1T + k2B

ifadesini ele al¬rsak,bu denklemde T yaln¬z b¬rak¬l¬rsa ;

T = � 1
k1
DTN +

k2
k1
B

ifadesi elde edilir, türevi al¬n¬rsa ;

DTT = (� 1
k1
)0DTN + (�

1

k1
)D2

TN + (
k2
k1
)0B +

k2
k1
DTB

=
k01
k21
DTN �

1

k1
D2
TN + (

k2
k1
)0B � k2

k1
k2N

ifadesi elde edilir.Düzenlendi¼ginde

DTT = �
1

k1

�
D2
TN �

k01
k1
DTN + (k

2
1 + k

2
2)N

�
+ k1N + (

k2
k1
)0B
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elde edilir.(3.4) ve (3.5) denklemi kullan¬l¬rsa ;

k1N = k1N � (
k2
k1
)0B

elde edilir. Böylecee

(
k2
k1
)0B = 0

elde edilir ki bu ifade de k2
k1
= sabit oldu¼gunu gösterir.Böylece  uzay e¼grisi bir genel

helistir.

Teorem 3.2.2

B binormal vektör alan¬ile E3 deki bir  uzay e¼grisinin bir noktadaki genel helis

denklemi ;

D3
TB + �1D

2
TB + �2DTB = 0 ,(�1 = �

3k02
k2

, �2 = �
�
k002
k2
� 3(k

0
2)
2

k22
� k21 � k22

�
)

(6)

şeklinde verilir.

·Ispat

 uzay e¼grisi helis e¼grisi olsun.Gösterece¼giz ki helis e¼grisi (3.6) denklemini sa¼glar.

(3.4) denklemindeki DTB = �k2N ifadesinin türevi al¬n¬rsa

D2
TB = DT (DTB)

= DT (�k2N)

= (�k2)0N + (�k2)DTN

= (�k2)0N � k2(�k1T + k2B)

= �k20N + k2k1T � k22B
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ifadesi elde edilir. Tekrar türev al¬n¬rsa

D3
TB = DT (D

2
TB)

= DT (�k20N + k2k1T � k22B)

= �k002N + k1k02T � k02k2B + k01k2T + k02k1T + k21k2N � 2k02k2B + k32N

ifadesi elde edilir.Bu ifadeleri (3.6) denkleminde yerine yaz¬l¬r ve düzenlenirse

(k1k
0
2+k

0
1k2+k

0
2k1+�1k1k2)T+(�k002+k21k2+k32�k02�1�k2�2)N+(�k02k2�2k02k2�k22�1)B = 0

denklemi elde edilir. Denklemin sonucunun s¬f¬r ç¬kmas¬için ;

�1 = �3k
0
2

k2

�2 = �
�
k002
k2
� 3(k

0
2)
2

k22
� k21 � k22

�

olmal¬d¬r.Bu da helis e¼grisinin (3.6) denklemini sa¼glad¬¼g¬n¬gösterir.

Bunun tersine (3.6) denklemini kabul edelim. Gösterece¼giz ki  uzay e¼grisi genel

helistir. (3.4) denkleminden

T =
1

k1
DTN �

k2
k1
B (7)

denklemi elde edilir. Türevi al¬n¬rsa;

DTT =
1

k1
:D2

TN �
k01
k21
DTN � (

k2
k1
)0B � (k2

k1
)DTB (8)

ifadesi elde edilir. (3.4),(3.8) ve hipotez kullan¬larak ;

DTT = �
1

k22
:(
k2
k1
)0D2

TB +
k02
k32
(
k2
k1
)0DTB � (

k1
k2
)DTB � (

k2
k1
)0B

elde edilir ki böylece

(
k2
k1
)0B = 0
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elde edilir. Bu ifade de k2
k1
= sabit oldu¼gunu gösterir.

Şimdi bu bölümde E3 de  uzay e¼grisinin dairesel helis olmas¬için karakterizasy-

onunu verece¼giz.

Sonuç 3.2.1

Bir noktadaki B vektör alan¬ ile E3 de  uzay e¼grisinin dairesel helis olmas¬ için

gerek ve yeter şart ;

D2
TN + (k

2
1 + k

2
2)N = 0

olmas¬d¬r.

·Ispat

 uzay e¼grisi dairesel helis e¼grisi olsun. Gösterece¼giz ki dairesel helis e¼grisi denklemi

sa¼glar. Verilen denklemde D2
TN = �k01T � (k21 + k22)N + k02B eşiti yaz¬l¬rsa

�k01T � (k21 + k22)N + k02B + (k21 + k22)N = 0

�k01T + k02B = 0

elde edilir.  e¼grisi dairesel helis oldu¼gu için k1 ve k2 e¼grilikleri sabittir ve türevleri

s¬f¬r olacakt¬r. Denklemde yerine yaz¬l¬rsa sonuç s¬f¬r elde edilir.Bunun tersine den-

klemi kabul edelim. Gösterece¼giz ki  uzay e¼grisi dairesel helistir. Verilen denklemde

D2
TN = �k01T � (k21 + k22)N + k02B eşiti yaz¬l¬rsa

�k01T � (k21 + k22)N + k02B + (k21 + k22)N = 0

�k01T + k02B = 0

elde edilir. Sonucun s¬f¬r ç¬kmas¬için �k01 = 0 ve k02 = 0 olmal¬. Ancak sabit bir

ifadenin türevi s¬f¬r olaca¼g¬ndan k1 ve k2 e¼grilikleri sabittir. Sabit olmas¬e¼grinin

dairesel helis oldu¼gunu gösterir.
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Sonuç 3.2.2

Bir noktadaki B binormal vektör alan¬ile E3 de  uzay e¼grisinin dairesel helis olmas¬

için gerek ve yeter şart ;

D3
TB + (k

2
1 � k22)DTB = 0

olmas¬d¬r.
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4. B·IR·IM KÜREDEK·I E¼GR·ILER·IN ŞEK·ILLER·I

4.1 Te¼getler Göstergesi için Genel Helisler

3�boyutlu Öklid uzay¬nda , E3de bir � e¼grisi s 2 I yay parametresi ile verilsin.�

e¼grisinin birim te¼get vektörü T olmak üzere ,
!
PQ = T al¬nd¬¼g¬nda , P noktas¬�

e¼grisini çizerken , Q noktas¬n¬n birim küre yüzeyi üzerine çizdi¼gi e¼griye � e¼grisinin

birinci küresel göstergesi veya te¼getler göstergesi ad¬verilir. (Hac¬saliho¼glu 2000).

� e¼grisinin te¼getler göstergesi (T ) olmak üzere (T ) nin yay parametresi � =
R
k1ds

al¬n¬rsa ;

�(�) = e1(s)

d�

d�
=

de1
ds
:
ds

d�
d�

d�
= k1N:

ds

d�

ifadesinin normu al¬n¬rsa ;

1 = k1:
ds

d�

elde edilir. Bu ifade de

d� = k1:ds

� =

Z
k1:ds

elde edilir.

dT

d�
=

dT

ds
:
ds

d�
dT

d�
= k1:N:

1

k1

Buradanda

T 0(�) = N(�) (9)
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ifadesi elde edilir.

dN

d�
=

dN

ds
:
ds

d�
dN

d�
= (�k1:T + k2B):

1

k2

elde edilir ki buradan

N 0(�) = �T (�) + k2
k1
B(�) (10)

ifadesi elde edilir.

dB

d�
=

dB

ds
:
ds

d�
dN

d�
= �k2N:

1

k1

elde edilir ki buradan

B0(�) = �k2
k1
N(�) (11)

ifadesi elde edilir. (4.1),(4.2) ve (4.3) denklemlerinden

26664
T 0(�)

N 0(�)

B0(�)

37775 =
26664
0 1 0

�1 0 f(�)

0 �f(�) 0

37775 :
26664
T (�)

N(�)

B(�)

37775
elde edilir. Burada f(�) = k2

k1
(�) d¬r.

(DTT )(�) = T
0(�) = N(�)

ifadesinin türevi al¬n¬rsa

(D2
TT )(�) = DT (N(�)) = �T (�) + f(�)B(�)

(D2
TT )(�) = �T (�) + f(�)B(�)
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tekrar türevi al¬n¬rsa

(D3
TT )(�) = �(DTT )(�) + f

0(�)B(�) + f(�)DTB(�)

= �N(�) + f 0(�)B(�) + f(�)(�f 0(�)N(�))

= �(1 + f 2(�))N(�) + f 0(�)B(�)

N(�) = (DTT )(�) oldu¼gundan , elde edilen denklemde yerine yaz¬l¬rsa;

(D3
TT )(�) + (1 + f

2(�))DTT = f
0(�)B(�)

elde edilir. Şimdi de B(�) ifadesini hesaplamaya çal¬̧sal¬m.

N 0(�) = �T (�) + f(�)B(�)

(D2
TT )(�) + T (�) = f(�)B(�)

B(�) =
1

f(�)
:
�
(D2

TT )(�) + T (�)
	

elde edilir.

(D3
TT )(�)�

f 0(�)

f(�)
:(D2

TT )(�) + (1 + f
2(�))(DTT )(�)�

f 0(�)

f(�)
T = 0

ifadesi yaz¬labilir. �1 = �f 0(�)
f(�)

; �2 = (1+f 2(�)) olmak üzere elde etti¼gimiz denklemi

;

(D3
TT )(�) + �1(D

2
TT )(�) + �2(DTT )(�) + �1T = 0 (12)

elde edilir. � e¼grisi genel helis ise te¼getler göstergesini (4.4) denklemi ile verebiliriz.

Ayr¬ca helis denkleminde f(�) = k2(�)
k1(�)

oldu¼gundan f 0(�) = 0 elde edilir. Böylece

te¼getler göstergesi için helis olma şart¬n¬

(D3
TT )(�) + (1 + f

2(�))(DTT )(�) = 0

şeklinde ifade edebiliriz.
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4.2 Küresel Serret-Frenet Formülleri

Tan¬m 4.2.1: (Sabban çat¬s¬)

 : I ! S2 birim kürede birim h¬zl¬bir e¼gri olsun.� ;  �n¬n uzunluk parametresi

olarak tan¬mlans¬n. n¬n � noktas¬ndaki birim h¬zl¬ tanjant vektörü t(�) =
�
(�)

tan¬mlarsak
�
 = d

d�
d¬r. Böylece s(�) = (�)� t(�) çat¬s¬n¬kurulur. Bu ortonormal

çat¬f(�); t(�); s(�)g d¬r. Bu çat¬ya ise �n¬n Sabban çat¬s¬denir. Böylece  n¬n

küresel Frenet-Serret formülüne sahibiz;

�
(�) = t(�)
�
t(�) = �(�) + kg(�)s(�)
�
s(�) = �kg(�)t(�)

Burada kg(�) , S2 üzerindeki  e¼grisinin geodezik e¼grili¼gidir.kg(�) = det((�); t(�);
�
t(�))

ile verilir. Şimdi bir uzay e¼grisi tan¬mlayal¬m;

�
(�) = a

�R
�0

(�)d� + a cot �
�R
�0

s(�)d� + c

Burada a; � sabit say¬lar ve c sabit bir vektördür. (Izumiya ve Takeuchi 2002).

c : I ! S2; � yay parametresi; (kc0(�)k)

� ! c(�)
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Şekil 4.1 Sabban Çatısı

c0(�) = t(�)

s(�) = c(�)� t(�)
fc(�); t(�); s(�)g Sabban çat¬s¬

Teorem 4.2.1

 : I ! S2 birim kürede birim h¬zl¬bir e¼gri olsun. n¬n küresel Frenet-Serret for-

mülleri;

d(�)

d�
= t(�)

dt(�)

d�
= �(�) + kg(�)�(�)

d�(�)

d�
= �kg(�)t(�)

dir.
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·Ispat

0(�)�Sp f(�); t(�); �(�)g dir.Buna göre ;

d(�)

d�
= a1(�) + a2t(�) + a3(�)�(�) ; a1; a2; a3�R

hd(�)
d�

; (�)i = a1h(�); (�)i+ a2ht(�); (�)i+ a3h�(�); (�)i

h(�); (�)i = 1 (13)

d¬r.h(�); (�)i = 1 ifadesinin türevi al¬n¬rsa;

hd(�)
d�

; (�)i+ h(�); d(�)
d�

i = 0

2hd(�)
d�

; (�)i = 0

ht(�); (�)i = 0 (14)

elde edilir.

hd(�)
d�

; (�)i = 0 ifadesinde d(�)
d�

= t(�) oldu¼gundan

ht(�); (�)i = 0 (15)

d¬r.

h�(�); (�)i = h(�) ^ t(�); (�)i

h�(�); (�)i = det((�); t(�); (�))

h�(�); (�)i = 0 (16)

ifadeleri elde edilir.(4.5),(4.6),(4.7) ve (4.8) ifadelerini yerine yaz¬l¬rsa a1 = 0 ifadesi

elde edilir.

hd(�)
d�

; t(�)i = a1h(�); t(�)i+ a2ht(�); t(�)i+ a3h�(�); t(�)i
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ht(�); t(�)i = 1 (17)

t(�) = d(�)
d�

oldu¼gundan (4.9) denkleminde yerine yaz¬l¬rsa

hd(�)
d�

; t(�)i = 1 (18)

h�(�); t(�)i = h(�) ^ t(�); t(�)i

h�(�); t(�)i = det((�); t(�); t(�))

h�(�); t(�)i = 0 (19)

ifadeleri elde edilir.(4.7),(4.9),(4.10) ve (4.11) ifadeleri yerine yaz¬l¬rsa a2 = 1 elde

edilir.

hd(�)
d�

; �(�)i = a1h(�); �(�)i+ a2ht(�); �(�)i+ a3h�(�); �(�)i

t(�) = d(�)
d�

oldu¼gundan (4.10) denkleminde yerine yaz¬l¬rsa

h�(�); d(�)
d�

i = 0 (20)

h(�); �(�)i = h(�); (�) ^ t(�)i

h(�); �(�)i = det((�); (�); t(�)i

h(�); �(�)i = 0 (21)

h�(�); �(�)i = 1 (22)

ifadeleri elde edilir.(4.11),(4.12),(4.13),(4.14) ifadeleri yerine yaz¬l¬rsa a3 = 0 elde

edilir.Böylece
d(�)

d�
= t(�)

ifadesi elde edilir.
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0(�)�Sp f(�); t(�); �(�)g d¬r.Buna göre

dt(�)

d�
= a1(�) + a2t(�) + a3(�)�(�) ; a1; a2; a3�R

hdt(�)
d�

; (�)i = a1h(�); (�)i+ a2ht(�); (�)i+ a3h�(�); (�)i

(4.7) denkleminin türevi al¬n¬rsa

hdt(�)
d�

; (�)i+ ht(�); d(�)
d�

i = 0

hdt(�)
d�

; (�)i = �1 (23)

h(�); (�)i = 1 (24)

ifadeleri elde edilir (4.7),(4.13),(4.15), ve (4.16) ifadeleri yerine yaz¬l¬rsa a1 = �1

elde edilir.

hdt(�)
d�

; t(�)i = a1h(�); t(�)i+ a2ht(�); t(�)i+ a3h�(�); t(�)i

(4.9) denkleminin türevi al¬n¬rsa

hdt(�)
d�

; t(�)i+ ht(�); dt(�)
d�

i = 0

2:hdt(�)
d�

; t(�)i = 0

hdt(�)
d�

; t(�)i = 0 (25)

ifadesi elde edilir. (4.7),(4.9),(4.11) ve (4.17) ifadeleri yerine yaz¬l¬rsa a2 = 0 elde

edilir.

hdt(�)
d�

; �(�)i = a1h(�); �(�)i+ a2ht(�); �(�)i+ a3h�(�); �(�)i

hdt(�)
d�

; �(�)i = hdt(�)
d�

; (�) ^ t(�)i

hdt(�)
d�

; �(�)i = det((�); t(�);
dt(�)

d�
)
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hdt(�)
d�

; �(�)i = kg (26)

ifadeleri elde edilir. (4.11),(4.13),(4.14) ve (4.18) ifadeleri yerine yaz¬l¬rsa a3 = kg

elde edilir.Böylece
dt(�)

d�
= �(�) + kg(�)�(�)

ifadesi elde edilir.

d�(�)
d�

� Sp f(�); t(�); �(�)gd¬r.Buna göre

d�(�)

d�
= a1(�) + a2t(�) + a3(�)�(�) ; a1; a2; a3�R

hd�(�)
d�

; (�)i = a1h(�); (�)i+ a2ht(�); (�)i+ a3h�(�); (�)i

(4.8) denkleminin türevi al¬n¬rsa

hd�(�)
d�

; (�)i+ h�(�); d(�)
d�

i = 0

hd�(�)
d�

; (�)i = �h�(�); d(�)
d�

i

hd�(�)
d�

; (�)i = �h�(�); t(�)i

hd�(�)
d�

; (�)i = 0 (27)

ifadesi elde edilir. (4.5),(4.7),(4.8) ve (4.19) ifadeleri yerine yaz¬l¬rsa a1 = 0 elde

edilir.

hd�(�)
d�

; t(�)i = a1h(�); t(�)i+ a2ht(�); t(�)i+ a3h�(�); t(�)i

(4.11) denkleminin türevi al¬n¬rsa
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h�(�); t(�)i = 0

hd�(�)
d�

; t(�)i+ h�(�); dt
d�
i = 0

hd�(�)
d�

; t(�)i = �h�(�); dt(�)
d�

i

hd�(�)
d�

; t(�)i = �h�(�);�(�) + kg�(�)i

hd�(�)
d�

; t(�)i = h�(�); (�)i � kgh�(�); �(�)i

hd�(�)
d�

; t(�)i = �kg (28)

ifadesi elde edilir.(4.7),(4.9),(4.11) ve (4.20) ifadeleri yerine yaz¬l¬rsa a2 = �kg elde

edilir.

hd�(�)
d�

; �(�)i = a1h(�); �(�)i+ a2ht(�); �(�)i+ a3h�(�); �(�)i

(4.14) denkleminin türevi al¬n¬rsa

hd�(�)
d�

; �(�)i+ h�(�); d�(�)
d�

i = 0

2:hd�(�)
d�

; �(�)i = 0

hd�(�)
d�

; �(�)i = 0 (29)

ifadesi elde edilir.(4.8),(4.11),(4.14) ve (4.21) ifadeleri yerine yaz¬l¬rsa a3 = 0 elde

edilir.Böylece
d�(�)

d�
= �kg(�)t(�)
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ifadesi elde edilmi̧stir.Sabban çat¬s¬n¬n elde edilen formüllerini matris formunda26664
d(�)
d�

dt(�)
d�

d�(�)
d�

37775 =
26664
0 1 0

�1 0 kg

0 �kg 0

37775
26664
(�)

t(�)

�(�)

37775
şeklinde yaz¬labilir.

C1s¬n¬f¬nda k : I ! R bir fonksiyon olsun.a n¬n sabit vektör b nin bir reel say¬oldu¼gu

yerde,c : I ! R3 uzay e¼grisini;

c(�) = b
R
e

R
k(�)d�(�)d� + a (30)

şeklinde tan¬mlar¬z.� ; c nin uzunluk yay parametresi olan bir küresel e¼gridir.Çünkü

dc

d�
: k dc
d�
k = (�)

dir.Böylece R3 deki tüm Frenet e¼grilerini bu yol ile tan¬mlayabiliriz.

Önerme 4.2.1

(4.22) denklemi ile tan¬mlanan c e¼grisi
�
k1(�) = k(�) şekil e¼grili¼gi ve

�
k2(�) = kg(�)

torsiyonu ile bir Frenet e¼grisidir.Tüm Frenet e¼grileri bu yol ile tan¬mlanabilecektir.

·Ispat

(4.22) eşitli¼gi ile tan¬mlanan c e¼grisi bir Frenet e¼grisi midir?Bunu göstermek için c

e¼grisinin e¼grilik ve torsiyonunun hesaplanabildi¼gini gösterelim.

dc

d�
= be

R
k(�)d�:(�)

d2c

d�2
= be

R
k(�)d�:

�
k(�)(�) +

d

d�

�
d3c

d�3
= be

R
k(�)d�:

�
(k2(�) +

dk

d�
)(�) + 2k(�)

d

d�
+
d2

d�2

�
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ifadelerini biliyoruz.

k(�)k = 1 ve k d
d�
k = 1 oldu¼gu için h(�); dd� i = 0 d¬r.Her ��I için (�) �

d
d�
6= 0

elde edilir.Böylece

dc

d�
� d2c

d�2
= b2e2

R
k(�)d�:((�)� d

d�
) 6= 0

elde edilir.Bu ifadenin anlam¬ c nin bir Frenet e¼grisi oldu¼gudur.

�
k1(�) =

h d2c
d�2
; dc
d�
i

h dc
d�
; dc
d�
i

�
k2(�) = det(

dc

d�
;
d2c

d�2
;
d3c

d�3
):

" �
dc
d�

�2�
dc
d�

�2
:
�
d2c
d�2

�2 � h dc
d�
; d

2c
d�2
i2

# 3
2

denklemleri ile

�
k1(�) = k(�)
�
k2(�) = det((�);

d

d�
;
d2

d�2
) = kg(�)

bulunur.c : I ! R3 regüler bir e¼gri;küresel uzunluk parametresi olan � ile parame-

trelendirilsin. c e¼grisinin k1(�) ve k2(�) sini tan¬mlarsak ;

�
k1(�) = �

dk1(�)

k1d�
,

�
k2(�) =

�
k1(�)
�
k2(�)

ile ifade edilir. : I ! S2 e¼grisi

(�) = e1 =
dc
d�

k dc
d�
k
= k1(�):

dc

d�

ile ifade edilir.Bu k¬s¬mdan sonra silindirik helislerin düzlem e¼grilerinden ve uzay

e¼grilerinin küresel e¼grilerden inşa edilmesi üzerinde durulacakt¬r.Ayr¬ca e¼grilerin

tümü bu tip bir yol ile inşa edilebilir.Ayr¬ca bir silindirik helisin düzlemsel evolütü ve

bir Bertrand e¼grisinin küresel Darboux gösteriminden bahsedilip Bertrand e¼grileri
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ve silindirik helisler ile ilgii örnekler şekilleri ile verilecektir.

�
 : I ! R3 ,

��
(t) 6= 0 3

��
(t) =

d
�


dt

e¼grisini ele alal¬m.s;
�
 n¬n yay parametresi olsun.Yani; s; k�

0
(s)k = 1 ile ifade edilen

bir parametredir.(
�

0
(s) = d

�

ds
):s uzay e¼grilerinin yay parametresi olarak ifade edile-

cektir.
�
 nin Frenet-Serret vektörleri: fT (s); N(s); B(s)g
�
 nin e¼grili¼gi ve torsiyonu s¬ras¬yla k(s) ve �(s)

olmak üzere aşa¼g¬daki Serret-Frenet formülleri elde edilir.

T 0(s) = k(s)N(s)

N 0(s) = �k(s):T (s) + �(s):B(s)

B0(s) = ��(s):N(s)

�
 nin Darboux vektörü D(s) = �(s)T (s) + k(s)B(s) olmak üzere Darboux vek-

törünün normu al¬n¬rsa

d(s) =
D(s)

kD(s)k

d(s) e,
�
nin küresel Darboux gösterimi ad¬verilir.Bir uzay e¼grisi olan

�
 nin genel bir

t parametresi için e¼grilik ve torsiyonu

k(t) =
k
��
(t)�

���
(t)k

(
��
(t):

��
(t))

3
2

; �(t) =
det(

��
(t);

���
(t);

����
(t))

k
��
(t):

���
(t)k2

ile hesaplan¬r.(Hac¬saliho¼glu 1993)

Düzlemsel bir e¼griden bir silindirik helisin inşa edilebilece¼gini ve bir silindirik helis

verildi¼ginde bu helisten düzlemsel e¼grinin elde edilebilece¼gini gösterece¼giz.

 e¼grisinin uzunluk parametresi � ve kg(�) = det((�); t(�);
dt(�)
d�
) =

�
k2(�) ifadesi 

49



n¬n geodezik e¼grili¼gidir.E¼ger k(�) =
�
k1(�) olursa;Z

e
R
k(�)d�:(�)d� =

Z
e
R �
k1(�)d�:e1(�)d�

=

Z
e
�
R dk1
k1d�

d�
:e1(�)d�

=

Z
e
�
R dk1

k1 :e1(�)d�

= ebo
Z
1

k1
e1(�)d�

= ebo
Z
dc

d�
d�

= ebo:c(�) + c0

elde edilir.(c0sabit bir vektör,b0 reel say¬)Böylece

c(�) = b

Z
e
R
k(�)d�(�)d� + a (31)

elde edilir.Böylece tüm silindirik helisler için bu ifadeyi kullanabiliriz.

Teorem 4.2.2

Yukar¬daki koşullar alt¬nda
�
 bir silindirik helistir.Ayr¬ca bütün silindirik helisler

yukar¬daki metot ile inşa edilebilir.

·Ispat

·Ilk iddian¬n ispat¬ için,(t) nin birim h¬zl¬ve düzlemsel bir e¼gri oldu¼gunu varsay-

al¬m.Bu durumda
�
 e¼grisinin bir silindirik helis oldu¼gunu gösterece¼giz.Bunu göster-

mek için
�
 nin s¬ras¬yla e¼grilik ve torsiyonunu hesaplayal¬m.(4.23) denkleminin türevi
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al¬n¬rsa;

dc

d�
= be

R
k(�)d�:(�)

d2c

d�2
= be

R
k(�)d�:

�
k(�)(�) +

d

d�

�
d3c

d�3
= be

R
k(�)d�:

�
(k2(�) +

dk

d�
)(�) + 2k(�)

d

d�
+
d2

d�2

�

elde edilir. düzlemsel bir e¼gri oldu¼gundan d2
d�2

= 0 d¬r. Bu durumda Genel bir

parametre için torsiyon ve e¼grilik formülünden k(t) ile �(t) elde edilirse ( �k )(t) = sbt

elde edilir.Ohalde
�
 bir silindirik helistir.

·Ikinci iddia için
�
(s) birim h¬zl¬bir silindirik helis olsun.Bu durumda d(s) küresel

Darboux gösterimi sabittir.d(s) nin sabit olmas¬türevinin s¬f¬ra eşit olmas¬demek-

tir.Öyleyse;

d(s) =
D(s)

kD(s)k =
B(s) + ( �

k
)(s)T (s)p

1 + ( �
k
)2(s)

oldu¼gundan her iki taraf¬n türevi al¬n¬rsa

d0(s) =
B0(s) + ( �

k
)(s)T 0(s)p

1 + ( �
k
)2(s)

=
��(s)N(s) + ( �

k
)(s)k(s)N(s)p

1 + ( �
k
)2(s)

= 0

elde edilir.O halde d(s) sabittir.a = d(s) olarak ifade edelim.

a = d(s) =
D(s)

kD(s)k , a:a = d(s):d(s) =
1

kD(s)kkD(s)k = 1

a:a = 1

olur.0(s):a = 0 oldu¼gundan (s) bir düzlemsel e¼gridir.

�

0
(s):a = k�

0
(s)kkak cos �

= cos � = sbt

olur.
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Sonuç 4.2.1

 küresel e¼grisi çemberdir gerek ve yeter şart kaŗs¬l¬k gelen (4.23) denklemi ile tan¬m-

lanan uzay e¼grileri silindirik helistir.

·Ispat

 bir çemberdir () kg(�) =
�
k2(�) =

k2(�)
k1(�)

sabittir.O halde  küresel e¼grisi bir

silindirik helistir.küresel e¼grisi ve ona kaŗs¬l¬k gelen uzay e¼grisi

c(�) = b

Z
e
R
k(�)d�(�)d� + a

şeklinde tan¬mlan¬r.Bir  küresel e¼grisinin e¼grilik merkezinin geometrik yeri , n¬n

küresel evolütü denir ve

"(�) =
1p

kg(�)2 + 1
:(kg(�)(�) + �(�))

ile verilir.c : I ! R3 e¼grisi küresel uzunluk parametresi olan � ile parametrelendirilsin.c

Frenet çat¬s¬n¬n vektörleri (e1; e2; e3) ise c nin Darboux vektörü

D(�) = k2(�)e1 + k1(�)e3

ile gösterilir.Darboux vektörünün normunu al¬n¬rsa;

D�(�) =
D(�)

kD(�)k =
1q

�
k
2

2 + 1

(
�
k2e1 + e3)

elde edilir.Bu ifadeye küresel Darboux şekli denir.
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Teorem 4.2.3

 : I ! S2 küresel e¼gri, c : I ! R3 * denklemine kaŗs¬l¬k gelen uzay e¼grisi olsun.Bu

durumda c e¼grisinin küresel Darboux gösterimi , n¬n küresel evolütüne eşittir.

·Ispat

e1(�) = (�)

e2(�) =
d(�)

d�
= t(�)

e3(�) = (�)� t(�) = �(�)

idi. n¬n evolüt denklemi ile Darboux vektörünün normland¬r¬lm¬̧s denklemi kul-

lan¬l¬rsa;

D�(�) =
1p
k2g + 1

(kg:(�) + �(�)) = "(�)

elde edilir.

Yukar¬daki teoremlerde verilen metodlar kullan¬larak Bertrand e¼grileri ve silindirik

helislerin örnekleri veriliyor.Ayr¬ca bir Bertrand e¼grisinin küresel Darboux gösteri-

minin ve bir silindirik helisin düzlemsel evolütünün resimleri çiziliyor. (Şekil 4.2 ve

Şekil 4.3)

0

2.5

5

7.5

2 1 0 1 2

2
0

2

Şekil 4.2 Bertrand eğrisinin
Küresel Darboux Gösterimi
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0.5
0

0.5
1

0

2

4

6

0
2

4

Şekil 4.3 Silindir Helisin
Düzlemsel Evolütü

Örnek 4.2.1

(�) = (sin �; sin � cos �; cos2 �) küresel e¼grisini düşünelim.Önerme 4.2.1 deki meto-

dun kullan¬m¬ile aşa¼g¬daki Bertrand e¼grisine sahip oluyoruz. (a = 1; cot � = 1)

�
(�) = (� cos � + 1p

2

�
�1
2
F
�
�; 1

2

�
+ 1

2

�
�4E

�
�; 1

2

�
+ 3F

�
�; 1

2

���
;

�2 arctan
� p

2 sin �p
3+cos(2�)

�
� 1

4
cos(2�) +

p
3+cos(2�) sin �

2
p
2

;

�
2
� cos �

p
3+cos(2�)

2
p
2

+ 3
2
log
�p
2 cos � +

p
3 + cos(2�)

�
+ 1

4
sin(2�))

Burada F(� ;m) =
�R
0

d�
1�m sin2 � d¬r.E¼grinin resimleri (Şekil 4.3) de veriliyor.Ayr¬ca,

n¬n küresel Darboux gösteriminin resimleri (Şekil 4.4) de veriliyor. (Şekil 4.5), 

n¬n Darboux aç¬labilirinin bir parças¬d¬r.
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Şekil 4.4 γ nın Küresel
Darboux Gösterimi

0.5
0
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0.5

1

1
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1

0
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3

3.5
0

0.2
0.2

Şekil 4.5 γ nın Darboux
Açılabilirinin Parçası

55



Örnek 4.2.2

(t) düzlem e¼grisi (t) = (x1(t); x2(t); 0) ve a = (0; 0; 1) olsun.O halde,sabit bir c

say¬s¬için kaŗs¬l¬k gelen silindirik helis;

�
(t) = (x1(t); x2(t); c

Z q
�
x1(t)2 +

�
x2(t)2dt

dir.Şimdi bir (�) = (2 cos �; sin �; 0) düzlem e¼grisini ele alal¬m.Bu durumda ,
�
(�) =

(2 cos �; sin �; E(�;�3)) silindirik helisi elde edilir.BuradaE(� ;m) =
rR
0

p
1�m sin2 �d�

d¬r.Ayr¬ca
�
 n¬n düzlemsel evolütü

E(�) = ((
3

2
) cos �(1� 3 sin2 �);�3 sin �; 0)

d¬r.Bu e¼gri (Şekil 4.2)de veriliyor.

Varl¬k Teoremi

C1s¬n¬f¬ndan fi : I ! R; i = 1; 2 iki fonksiyon alal¬m.R3 Öklid uzay¬nda c0 nok-

tas¬nda e01; e
0
2; e

0
3 ortonormal üç vektörünü alal¬m.Aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glayan c0

merkezinde uzakl¬¼g¬koruyan homoteti ile bir tek c : I ! R3 Frenet e¼grisi vard¬r.

1) c(�0) = c0 ve c0 noktas¬nda c nin Frenet çat¬s¬fe01; e02; e03golacak şekilde

�0�I vard¬r.

2)Her ��I için ,
�
k1(�) = f1(�) ve

�
k2(�) = f2(�) dir:

·Ispat

(�); t(�) ve �(�) vektörleri ile diferensiyel denklemleri ;

d

d�
= t(�) ,

dt

d�
= �(�) + f2(�)�(�) ,

d�

d�
= �f2(�)t(�)
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şeklinde tan¬mlayabiliriz.Bu vektörel fonksiyonlar¬matris formunda yaz¬l¬rsa;

M(�) =

0BBB@
0 1 0

�1 0 f2(�)

0 �f2(�) 0

1CCCA
ifadesi elde edilirki bunu dX

d�
(�) = M(�)X(�) şeklinde yaz¬labilir.Elde edilen bu

denklemin bir tek çözümü vard¬r.

X t(�) ifadesi ile X(�) matrisinin transpozunu ve E ile de birim matrisi gösterecek

olursak;
d

d�
(X t(�)) = X t(�)M t(�)

elde edilir.Böylece;

d

d�
(X t(�)X(�)) = X t(�)(M t(�) +M(�))X(�) =

0BBB@
0 0 0

0 0 0

0 0 0

1CCCA
elde edilir.(M(�) ters simetrik matris)e01; e

0
2; e

0
3 ortonormal oldu¼gundanX

t(�)X(�) =

E dir.(Her ��I için)Böylece c : I ! R3 uzay e¼grisini

c(�) = c0 + b

�Z
�0

e
R
f1(�)d�(�)d� , ��I; bi0

şeklinde yaz¬labilir.

c e¼grisinin Frenet çat¬s¬fe1 = (�); e2 = t(�); e3 = �(�)g ve c0 = c(�0) da Frenet

çat¬s¬fe01 = (�0); e02 = t(�0); e03 = �(�0)g d¬r.c e¼grisinin e¼grili¼gi ve torsiyonu f1 ve

f2 dir.
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Örnek 4.2.3

� s¬f¬rdan farkl¬ reel bir sabit.c : I ! R3 (0; a) şekli ile bir uzay e¼grisi olsun.c

dairesel helistir.8� 2 I için �(�) = 0 d¬r.

Başlang¬ç koşullar¬n¬seçelim.

e01 = (0;� 1p
1 + a2

;
ap
1 + a2

)

e02 = (1; 0; 0)

e03 = (0;
ap
1 + a2

;
1p
1 + a2

)

(0) = e01 ile

 = (�) = (
1p
1 + a2

: sin(
p
1 + a2:�);� 1p

1 + a2
: cos(

p
1 + a2:�);

ap
1 + a2

)

e¼grisi Sabban çat¬s¬n¬n formülleri ile bir küresel e¼gri tan¬mlar.c e¼grisinin denklemi

çözülür ise

c(�) = (� 1

1 + a2
: cos q;� 1

1 + a2
: sin q;

a

1 + a2
:q)

elde edilir.(q = �
p
1 + a2; � 2 I) (Şekil 4.6)

Örnek 4.2.4

a 6= 0; b 6= 0 reel sabit say¬lar olmak üzere (b; a) şekli ile c : I ! R3 bir uzay

e¼grisi olsun.c;R3 de bir konik spiraldir.8� 2 I için �(�) =
�R
0

bd� = b� e¼grisini ele

alal¬m.Örnek 4.2.3 de oldu¼gu gibi ayn¬başlang¬ç koşullar¬n¬seçelim.Yar¬çap¬ 1p
1+a2

olan bir dairenin ayn¬küresel e¼grisi  = (�) alal¬m.E¼grinin denklemi çözüldü¼günde

c(�) = (
emq sin(q � n)
(1 + a2)

p
1 +m2

;� emq cos(q � n)
(1 + a2)

p
1 +m2

;
a:emq

m:(1 + a2)

elde edilir.(m = bp
1+a2

; n = arccos( bp
1+a2+b2

)) (Şekil 4.7)
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Örnek 4.2.3 ve 4.2.4 bir sabit şekil ile sadece uzay e¼grilerinin dairesel helis ve spiral

konik oldu¼gunu gösterir.

Şekil 4.6 Dairesel Helis

Şekil 4.7 Konik Spiral
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