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Bu tezde Chlodowsky ve Taylor operatorlerinin konvoliisyonu olan Chlodowsky-
Taylor operatoriiniin yaklagim ozellikleri ve yaklagim hizi incelenmigtir.

Bu tez dort boliimden olugmaktadir.

Ik boliim giris kismina ayrilmistir.

Ikinci boliimde, bu tez icin gerekli olan temel tanim ve teoremler verilmistir. Ayrica
agirhikll uzaylardaki siireklilik modiilii ve lineer pozitif operatorler tanitilip temel
ozellikleri incelenmistir. Korovkin teoremi ve Baskakov teoremi ispatlariyla birlikte
verilmistir. Son olarak sinirsiz bolgelerde klasik Korovkin teoremlerinin kullanila-
mayacagl gosterilmis ve bu durumda yakinsaklik teoreminin nasil olmasi1 gerektigi
aragtirilmigtir. Bu teoremi verebilmek i¢in A.Haciyev tarafindan ispatlanan bazi 6n-
ermeler ve ispatlar1 verilmistir.

Uciincii boliimde, Bernstein-Chlodowsky polinomlarinin yaklagim ozellikleri ve yak-
lasim hiz1 incelenmistir.

Son boliimde ise, baz1 konvoliisyon tipli operatorlerin yaklagim ozellikleri ve yaklagim

hizlar1 incelenmistir.
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In this thesis, the approximation properties and the speed of approximation of
Chlodowsky-Taylor operator which is the convolution of Taylor and Chlodowsky
operators are examined.

This thesis consists of four chapters.

The first chapter is devoted to introduction.

In the second chapter, the fundamental definitions and theorems has been given,
which are necessary for this thesis. Furthermore, modulus of continuity in weighted
spaces and linear positive operators are introduced. Also their some basic properties
are obtained. Korovkin theorem and Baskakov theorem are given with their proofs
and it is shown that the classical Korovkin theorems can not be used in unbounded
regions and how convergence theorem should be in this case is investigated. Some
propositions and proofs of A. Haciyev are given in order to give this theorem.

In the third chapter, the approximation properties and the speed of approximation
of Bernstein-Chlodowsky polynomials are examined.

In the last chapter, the approximation properties and the speed of approximation of
some convolution type operators are examined.
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SIMGELER DiZzZiNi

dogal sayilar kiimesi

reel sayilar kiimesi

D kiimesi iizerinde tanimli ve sinirhi fonksiyonlarin uzayi
D kiimesi iizerinde tanimh ve siirekli fonksiyonlarin uzay:
D kiimesi iizerinde tanimli ve r. mertebeden tiirevi siirekli
fonksiyonlarin uzay1

B(D) uzaymin agirlikhi fonksiyon uzayi

C(D) uzaymn agirlikli fonksiyon uzayi

C,(D) uzaymn bir alt uzay:

C(D) uzayinda tanimli norm

agirhikh uzayda taniml norm

fn dizisi f fonksiyonuna diizgiin yakinsar

k n n!

n’ nin k£’ I kombinasyonu, yani ¢, = = W)
I ! !

reel degerli sinirh f fonksiyonunun siireklilik modiilii
reel degerli sinirhi f fonksiyonunun agirlikli uzaylardaki
siireklilik modiilii

L operatoriiniin f fonksiyonuna uygulanmasi



1.GIRIiS

Yaklagimlar teorisi, verilen bir uzaydaki bir fonksiyona iyi ¢zellikleri olan ayni uzaya

ait fonksiyonlar ailesi ile yaklasim yapilip yapilamayacagini arastirir.

Yaklagimlar teorisinin temel teoremi olarak nitelendirilen teorem, kapali ve sinirh
la, b] aralig: tizerinde tanimh reel degerli siirekli bir f fonksiyonu igin her € > 0 ve

her x € [a, b] olmak iizere

[P () = f(2)| <e

olacak gekilde bir P, (x) polinomunun varligy, ilk kez 1885 yilinda Weierstrass tarafin-

dan ifade ve ispat edilmigtir.
Fakat bu polinomun katsayilarinin ne olacagi belirtilmemistir.

Bernstein (1912) tarafindan [0, 1] aralig: tizerinde tanimh reel degerli siirekli bir f

fonksiyonuna yaklasan polinomlarin tipi hakkinda bir teorem ispatlanmigtir.

Pn(x):Bn(f,m):zn:f(g) Fak(1—2)"" 0<z<1
k=0

rildiginde her x € [0, 1] ve her n > ng i¢in

|[Br (f52) = f(x)] <e

esitsizliginin saglandigin gostermistir.

Bu polinomlar keyfi sinirh aralik i¢in de tanimlanabilir.

[k defa Chlodowsky (1937) tarafindan [0, oo) aralig1 {izerinde Bernstein polinomlar:

genellestirilmis ve bu polinomlarin yaklagim ¢zellikleri aragtirilmigtir.



Bernstein-Chlodowsky polinomlar dizisi olarak adlandirilan bu polinomlar dizisi (b,,)

lim b, = oo ve limb—n:()

n—oo n—oo M

sartlarin1 saglayan, monoton artan reel terimli pozitif say1 dizisi olmak iizere

n k N T k T n—=k
x) = - = - = C0<z<
ot =35 () () (1-) < osesn
k=0
seklinde tanimhdir.

H. Bohman (1951) tarafindan toplam seklindeki lineer pozitif operatorler dizisinin

[0, 1] araliginda siirekli f(x) fonksiyonuna yaklagmasi problemi incelenmistir.

H. Bohman gostermistir ki « € [0,1], 0 < aj, < 1 oldugunda

n

Ly (f;z) = Zf(o‘k,n) Pk (z) , Py () >0

k=0

pozitif operatorler dizisinin n — oo iken [0, 1] arahginda f fonksiyonuna diizgiin

yakinsak olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosullar ii¢ tanedir. Bunlar;

L,(lL;z) = 1
L,(t,z) = =

L, (t2; x) =
seklinde ifade edilir.

Agikardir ki Bohman’ i aragtirdigr operatorlerin degeri f fonksiyonunun [0, 1]

araliginin digindaki degerlerinden bagimsizdir.

P. P. Korovkin (1953) genel bir teorem ispatlamigtir ve gostermigtir ki Bohman’
i kosullar1 genel halde de gergeklenir. Korovkin Teoremi olarak adlandirilan bu

teorem agagida ifade edilmistir:



(Ly) lineer pozitif operatorler dizisi [a, b] arahiginda n — oo iken

L,(Lz) = 1
L,(t;x) = x

L, (t2;:13) =

kosullarim gergekliyorsa [a, b] araliginda siirekli ve tiim reel eksende sinirhi herhangi
bir f fonksiyonu igin

Lo (fiz) = f(2); a<x<b

olur.

Baskakov (1962) [a, b] aralig: tizerinde stirekli ve My, f fonksiyonuna bagh bir sabit

olmak iizere

|f (@) < My (1+27)

kosulunu saglayan f fonksiyonu icin Korovkin teoreminin gerceklendigini ispat-

lamagtar.

G. H. Kirov (1992) tarafindan Bernstein-Taylor polinomlar1, » = 0,1,2,... olmak
tizere f € C"[0,1] ve x € [0, 1] igin

no o6 (k i
B, (f;x) = Z Z fz—'(”) (x — S) k(1 - a:)”_k
k=0 i=0 :

seklinde tanimlanmig ve bu polinomlarin yaklasim 6zellikleri incelenmigtir.

Alzgi, I.Biiyiikyazici, E.Ibikli (2009) tarafindan Chlodowsky-Taylor polinomlar,
feC0,0), (r=0,1,2,...) ve x € [0,b,] igin

n L p6) (R N k ek
Curtri) - RS (e ) & () (1)
k=0 =0 ’ n n

seklinde tanimlanmig ve bu polinomlarin yaklagim 6zellikleri incelenmigtir.



Burada (b,,) ,
bn

lim b, =0 ve lim — =0

n—oo n—oo M,

sartlarin1 saglayan monoton artan reel terimli pozitif say1 dizisidir.

Chlodowsky polinomlarinin bir fonksiyona yaklagimi igin aranan temel kosul o fonk-
siyonun siirekli olmasidir. Diger yandan f fonksiyonu r-kez tiirevlenebilir ve r-inci
turevi siirekli ise bu durumda tiirev 6zelliklerinin de kullanilabilecegi Taylor poli-
nomlar1 goéz 6niine alinabilir. Eger bir f fonksiyonu r-kez tiirevlenebilir ve r-inci
tirevi siirekli ise f fonksiyonuna Chlodowsky-Taylor polinomlar dizisi ile yaklasila-

bilir. Goriilecektir ki bu yaklagim Chlodowsky polinomlar dizisinden daha hizhidir.

Bu tezde iki operatoriin konvoliisyonu olan Chlodowsky-Taylor polinomlar dizisinin
f fonksiyonuna yaklagimi ve yaklagim hizi incelenecektir. Bu bize farkli operatorlerin

birlegtirilmesiyle daha hizli bir yaklagimin elde edilebilecegini gostermektedir.



2. TANIM VE ONBILGI

Bu boliimde calisma igin gerekli bazi tanim ve teoremler verilecektir.
2.1 Baz1 Fonksiyon Uzaylari

Bu kesimde bazi fonksiyon simiflarinin tanimlarini verelim.

[a, b] aralig) iizerinde tanimh ve siurh fonksiyonlar uzayi
Bla,b) ={f|f : [a,b] — R tamumli ve Vz € [a,b] i¢in |f (z)] < oo}

seklinde tanimlanir.

[a, b] aralig) iizerinde taniml ve siirekli fonksiyonlar uzay:
C'la,b] = {f|f : [a,b] — R tamumh ve Yz € [a,b] igin siirekli }
ile gosterilir ve C|a, b] tizerindeki norm

”fHC[a,b] = max |f ()|

a<x<b

seklinde tanimlanir.

By(R) = {f:¥oeR icin | (2)] < Mp(a)}
C,(R) = {feC(R):VzeRigin |f(z)]< Msp(z)}

ile sirasiyla B (R) ve C' (R) uzaylarimin agirlikli fonksiyon uzaylar: tanimlanabilir.
Burada M, f fonksiyonuna bagh bir sabit ve p (¥) = 1 + ®* () olup, ®, (—00, 00)
araliginda siirekli, artan ve

lim & (z)= +o0

|z|—o00

kosulunu saglayan bir fonksiyondur. p fonksiyonuna ise agiurlik fonksiyonu denir.



B, (R) ve C, (R) uzaylar tizerinde norm

1= sp

—oo<z<oo P (l‘)

seklinde tanimlanir.

C, (R) uzaymnin bazi alt uzaylari; kf, f fonksiyonuna bagh bir sabit olmak tizere

Ck(R) = {fe(Jp(]R): lim 1)

(z)
0 _ . lim f(l’)_
C, (R) = {feCP(R)'g}|—>oop(x)_0}

= kf< OO}

ile tanumlanir.

Tanim 2.1.1 (Cauchy-Schwartz Esitsizligi)

YV (x1, T2y oy Tn) (Y1, Y2, -y Yn) € R™ igin
1 1
n n 2 n 2
Z|33kyk| < (Z|ﬂfk|2) (Z|yk|2)
k=1 k=1 k=1
esitsizligi gerceklenir (Natanson 1964).
Tanim 2.1.2 (Taylor Formiilii) Bir f fonksiyonu [a,b] arahginda tammh ve

(n+ 1) kez siirekli tiirevlenebilir olsun. Bu durumda Taylor formiilii zy € [a,b]

ve her x € [a, b] icin

olmak {izere

f(x) =

k=0

seklinde tanmimhdir (Musayev vd. 2003).



Tanim 2.1.3 Taylor formiiliinde karsilagilan ve en fazla n-inci dereceden olan

seklindeki tam rasyonel fonksiyona xy noktasinda f fonksiyonunun n-inci basamak-

tan Taylor polinomu adi verilir (Musayev 2003).

Tanim 2.1.4 (Modified Taylor Formiilii) Modified Taylor formiilii agagidaki gibi

verilebilir.

"L ) (1)
f(z) = X (z — xo)k

k=0

Ml — )" S (@ T —1x0)) — F™(z
+(n_1)!0/(1 )" [F™ (2o + t(x — w0)) — F™ ()] dt

2.2 Siireklilik Modiilii

Tanim 2.2.1 Bog olmayan / C R siurh aralhigr verilmis olsun.
d(I) =sup{lz —y|: 2,y €I}
biiytiklugiine I kiimesinin ¢ap: denir.

Tanmim 2.2.2 [ C R siirh bir aralik, f : [ — R fonksiyonu I iizerinde sinirli olsun.

d =d(I), I kiimesinin ¢ap1 olmak iizere w : (0,d] — [0, c0);
wr (6) =w (f;6) = sup{|f (z1) = f (w2)] : 21,2 € [, w1 — 2| < 0}

fonksiyonuna f fonksiyonunun I tzerindeki stireklilik modiili denir.

Siireklilik modiiliiniin baz1 6nemli 6zellikleri agagida verilmistir. Bu 6zelliklerin ifade

ve ispatinda Korovkin (1960) ve Natanson (1964) kaynaklarindan yararlanilmigtir.



Lemma 2.2.1 § > 0 i¢in wy (6) > 0 dur.

Tanmim 2.2.2 den ispat1 agiktir.

Lemma 2.2.2 w; (§) monoton artandur.

Ispat: Vd1,d, € (0,d], 5 < §5 icin

{1f (z1) = f(w2)| : 21,29 € I, |21 — 22 < 01}

- {’f(xl) - f<$2)| DXy, X € [a |{L'1 - 372‘ < 52}

oldugundan

wy(01) = sup{[f(z1) = f(z2)] : 21,32 € [, |z1 — 22 < 61}
< sup{|f(z1) = f(z2)] s 21,22 € I, |31 — 22| < b2}

= wy(d2)

gerceklenir.

Lemma 2.2.3 f, [ araliginda siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda her z1, x5 € 1
icin

|f(z1) = f(22)] Swj (|21 — 22)

gerceklenir.

Tanmim 2.2.2 den ispat1 agiktir.

Lemma 2.2.4 n € N olmak iizere
wy (nd) < nuwy (3)

gerceklenir.



Ispat: Siireklilik modiiliiniin tammindan w; (nd) =  sup | f (21) — f (22)| ol
r1,x2€1
|x1—x2|<no

mak tizere r; = x5 + nh denirse

wr (nd) = sup [f (z2+nh) — f (z2)]

xo€l
|h|<d

n—1

= sup | _[f (w2 + (k+1)h) — f (22 + kh)]
1iSs k=0

n—1

< D s |f (w2 (k1) h) = f (w2 + kh)|
k=0 i

olarak yazilabilir. Tanim 2.2.2’ den toplama bagh ifade wy (9) olur. Toplamin sayist

n tane oldugu igin istenen esitsizlik elde edilir.

Lemma 2.2.5 ) porzitif reel say1 olmak iizere
wr (M) < (A+1)wy (6)
gerceklenir.
Ispat: [|\[] ile A sayisiun tam kismim gosterelim. Bu durumda
AT <A <A +1
esitsizligi gegerlidir. w (f;d) min monoton artan olma 6zelligi ve Lemma 2.2.4 geregince

wr (A0) < wy (([[A]+1)0)
(A1 + 1) wy (9)
A+ 1wy (9)

IN

IN

esitsizligi elde edilir.



Lemma 2.2.6 f, I araliginda siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda

(lsl_I}(l)wf (0)=0

gerceklenir.

Ispat: f siirekli oldugundan her € > 0 icin |z; — 3| < 1 oldugunda

|f (v1) = f(22)] < ¢
sup|f (71) — f(22)] < ¢

esitsizligini saglayan en az bir 7 > 0 sayist var olup, wy (7) mn tammmindan wy () <

olur. Lemma 2.2.2’ den ¢ < 7 igin
wr (5) <e€
yazilabilir. Bu da ispat1 tamamlar.

Lemma 2.2.7 (0,,) sifira yakinsayan bir dizi ve ¢ , f fonsiyonuna bagl sabit bir
say1 olmak iizere

Wf ((Sn) 2 Cf(Sn

gerceklenir.

Ispat: Lemma 2.2.5 den yararlamlarak

wr(l) = wy (%%)
< (1 + %) wy (05)
- (5

esitsizligi yazilabilir.

10



(6,,) yakinsak dizi oldugundan d,, + 1 < ¢ olacak bigimde bir ¢ sabiti vardir. Yani

Wf(l)ﬁi

5 Wy (571)

esitsizligi elde edilir. ¢; = wa(l) denirse

(,Uf ((5n> Z Cf(SH

bulunur. Bu da istenen ifadeyi verir.
2.3 Agirlikli Uzaylardaki Siireklilik Modiilii

Siirsiz aralikta § — 0 iken wy (0) stireklilik modiilii sifira yakinsamadigindan bu ara-
likta § — 0 iken sifira yakinsayan Q(J) agirlikh siireklilik modiilii tanimlanmigtir

(N. I. Ashieser 1947).

Tamim 2.3.1 p fonksiyonu agirlik fonksiyonu olmak iizere

[f (@ +h) — ()]
p(h)p(z)

Qf(é):sup{ cx € [0,00), |h| §5,f€0§ (R)}

seklinde tanmmli Qf(6) fonksiyonuna f fonksiyonunun C¥ (R) uzaymda siireklilik

modiilii denir.
Agirlikli uzaylardaki siireklilik modiiliiniin baz1 énemli 6zellikleri agsagida verilmistir.
Lemma 2.3.1 6 > 0 i¢in Q4(0) > 0 dur.

Tanmimdan ispat1 agiktir.

11



Lemma 2.3.2 Q/(J) monoton artandir.

Ispat: Vé,,0, € [0,00) olmak iizere §; < 05 igin

Fath—f@ o
{ NOCEE E”’)”MS&}

Fah) —F@] o
. { NONCE Gm’)”mgd%

oldugundan

(k) f@)
f(00) = “p{ o) p (@)

Fah) - F@] o
= ”p{ NOrCE 6”’)”“§5%
= Q(d2)

cx €0,00), |h| < 51}

gerceklenir.

Lemma 2.3.3 Her m € N icin
gerceklenir.

ispat:
@ +h) = (=)

0O _
100 = S0 S i )
|n|<6
ifadesinde = + h = t denilirse
t)— f(x

o) = sp —HO—I@I
| x2|o 5 (1+22)1+(t—x)7)
t—zx|<

elde edilir.

12



Dolayisiyla

_ f(t) = f(2)]
Qr(md) = |t_il%§ 5 1121+ (t—27)
bulunur.
t—x] < md

-md < t—x<md

t = x 4+ mh segilirse |h| < § olup

_ |f(t) = f(2)]
2 (md) = lt_i‘lii(? a1+ (- o)) (2:3.)

yazilabilir. Diger yandan,

[f(z+mh) - f(z)] = f(x+kh) = flz+ (k—=1)h)

MEEMS

IN

[f (@ +kh) — f(z+ (k= 1)h)]

[y

|f(z +kh) — f(z+ (k= 1) h)|
1(1+h2)(1+(a:+( 1) h)?)
x (14+02) (1+ (x + (k— 1) h)?)

dir. Esitsizligin her iki tarafi (1 + 2?) (1 + (mh)?) ifadesi ile béliiniirse,

|f(z +mh) — i fx +kh) = fz + (k= 1) h)|
(1+x2)(1+mh (1+h2) (1+ (v + (k — 1) h)%)
1+ h%) (1+ (z+ (k—1)h)?)

(I+22)(1+ (mh) )

elde edilir. Her iki tarafin |h| < § iizerinden supremumu alinirsa sol taraf (2.3.1)

esitliginden Q;(md) ifadesine esit olup,

m

Q(md) < Q(8) (1 + 6%) Z 111 ff (k (;):))2)) (2.3.2)

13



elde edilir. Diger yandan,

L+ (x+(k—1h)? < 1+2(2*+((k—-1)h)%)
< 142+ ((k-1)h)%) +1

2(1+2+ ((k—1)h)?%)

dir. £ —1 < m oldugundan

1+ @+ (k=1)h)? < 2(1+2°+ (mh)?)

< 2(14 22 + (mh)* + 22 (mh)?)

2(1+ %) (14 (mh)?)

yazilabilir. Yani
(1+ (x + (k —1)h)*)
(1+22) (1 + (mh)?)

dir. Bu esitsizligin (2.3.2) ifadesinde kullanilmasiyla
Qr(md) < 2m(1 + 6%)Q4(6)
elde edilir.
Lemma 2.3.4 Her A\ € R" i¢in
Qr(N) < 2(1+X) (1+5%)94(0)
gerceklenir.
Ispat: A € R* sayisinm tam kismin [|A[] ile gosterilirse
(A <A< T+[A]

esitsizliklerinin gecerli oldugu agiktir.

14



Lemma 2.3.2" den
Q7(A0) < Qp((1+[[A]])0)

elde edilir. 1+ [|\|] € N oldugundan Lemma 2.3.3 geregince
Qp(AG) < Qp((L+[JA]) 8) < 2 (L + [JAl]) (1 +6%)924(5)
olur. Diger taraftan 1 + [|[A|]] < 14 A oldugu goz 6niine alinirsa
Qr(AG) <2(1+A) (1 +6%)Q(5)
elde edilir.
Lemma 2.3.5 Her f € C% (R) igin
(lsi_{r(l) Q(6)=0

gerceklenir.

Ispat: f € C% (R) oldugundan f fonksiyonu [0, 00) arahigmnda siirekli ve

@)
A @)

= k; < o0 (2.3.3)

dir. (2.3.3) ifadesinden her € > 0 i¢in 6yle bir x¢ bulunur ki tiim x > z, noktalar

ve her h reel sayist igin

‘f(x) k ‘ (2.3.4)

play !

saglanir.
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O halde

|h|<d
o @) = @)+ p ot Ry = p (4 h) k]
= p

>0 p(z+h)

R

|f(x+h) —px+h)ky |f (@) = p(x+h) Kyl

= s Dz 1 h) LS Y P

|h|<o |h|<é
_ flx+h) f@) pl)
= ARICED kf‘+2‘i<§p<x>p<x+h> f‘

elde edilir. p agirhk fonksiyonu monoton artan oldugundan 22— < 1 olup

p(z+h)
f(z+h) ‘ f () ‘
Q) < su — k¢l +sup |—= — k
f()_:cz% p+h) TS @)
|n|<é |n|<é

yazilabilir. Burada (2.3.4) ifadesi kullanilirsa
0;(6) < = +
2
elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.
Lemma 2.3.6 Her [ € C¥(R) ve x,1 € [0, 00) igin
[F () = f@)] < (1+2%) (14 (t—2)°) (|t — )
esitsizligi gerceklenir.

Ispat: Q;(6) ifadesinde § = |t — x| secilirse

[f () = f (@)

= (1+22) (1+ (t —2)?)

Qs (|t — z|) = sup 1f (1) = f (2)]

|i|2§05 (14 22) (14 (¢t - x)2)

yazilabilir.
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Buradan
If(t) = f(2)]
(1+22) (1+ (t—2)?) < $y(jf = 2l)

oldugu goriiliir. Boylece
1f () = f (@) < (1+2%) (14t —2)*) Q(ft — )
esitsizligi elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

Lemma 2.3.7 Her f € C¥ (R) ve z,1 € [0, 00) igin

|t — 7]

f ()~ f(2)] <2 <T+ 1) (1+2%) (1+ (t— 2)%) (1+6%) Q,(0)

esitsizligi gerceklenir.

Ispat: Lemma 2.3.6’ dan

|t — 2]
5

1F) = F@)] < (T+2%) (1+(t—2)%) Qp 5) (2.3.5)

yazilabilir.

Ayrica @ € R* olup Lemma 2.3.4’den

m(@d) <2 (@ + 1) (14 0%) Q4(5)

bulunur. Bu esitsizligin (2.3.5) ifadesinde kullanilmasiyla

|t — 2]

F) = f )] <2 <T+ 1) (14+22) (14 (t —2)?) (1+0%) ©,(5)

elde edilir. Bu da ispati1 tamamlar.
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2.4 Sonlu Aralkta Siirekli Fonksiyonlara Polinomlar ile Yaklasim

Weierstrass (1885), kapali ve smirli [a, b] aralig: iizerinde tanmimli, reel degerli her
siirekli f fonksiyonuna polinomlar ile yaklagilabilecegini agagidaki teorem ile ifade

etmigtir.

Teorem 2.4.1 (Weierstrass) f fonksiyonu [a, b] araliginda siirekli ise her € > 0
icin [a, b] arahig iizerinde

1P (z) - f(z)|<e
esitsizligini gergekleyen en az bir P (z) polinomu vardir.
Bernstein (1912) tarafindan [0, 1] aralig) tizerinde Weierstrass teoremini gergekleyen
polinomlarin tipi ile ilgili bir teorem ispatlanmigtir. Bernstein polinomlar: olarak
adlandirilan bu polinomlarin tipleri ve yaklagim ¢zellikleri, Campiti et al. (1994),
Bleimann et al. (1980), Groetsch et al. (1973), Martinez (1989) gibi bir¢ok makalede
aragtirilmigtir.
Tanim 2.4.1 f:[0,1] — R tamml, siirekli bir fonksiyon olsun.
Bu(Fio) =301 (&) a1 =yt
n ) — n n

ile taniml polinomlara Bernstein polinomlar: adi verilir.

B, : C(0,00) — C(0,00) bir doniisiim oldugu aciktir. Burada

ok = (Z) - Wn”—lk)' (2.4.1)

seklindedir. Her belirli n dogal sayis1 i¢in B, (f; ), n. mertebeden bir polinomdur.

18



Bu polinomlarin temel yapisi; a ve b pozitif sayilar ve n bir dogal say1 olmak iizere
CL + b Z Ckakbn k

Binom formiiliine baghdir. Bu formiilde x € [0, 1] olmak tizere a = x ve b=1—=z

alinirsa
n

Y dat (12"t =1 (2.4.2)

k=0

esitligi elde edilir.

Lemma 2.4.1 Vz € [0,1] i¢in

Z (k—nx)*cFaf (1 —2)" " =ne(1—2z)

k=0

gergeklenir (Natanson 1964).

Lemma 2.4.2 z € [0, 1] ve 6 > 0 olsun.

k
A, = {k: ——zx|>6,k=0,1,.. ,n}
n
olmak tizere
1
Dot (l-a) s
oyl 4no
esitsizligi gergeklenir.
Ispat: k € A, icin
k_ _
E—x 25:‘” x| > 1= (k nf) >1
n 4] n2d

oldugundan
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IR -
< 5 (k—nx)* cFak (1 —2)" "
ey

esitsizligi yazilabilir. Lemma 2.4.1 kullanilarak

n—k 1
Zc (1—2) §n252nx(1—x)
k€A,

elde edilir. Buradan

1

k .k n—=k

1-— < 1-—

g eyt (1 —x) < o Irg[zg)lc]nx( x)
k€A

1
- 2.4.3
4né? ( )

olur. Bu da istenen esitsizliktir.

Teorem 2.4.2 [0, 1] araligy iizerinde f fonksiyonu siirekli ise

lim B, (f;z) = f (x)

n—oo

bu aralikta diizgiin olarak gerceklenir.

Ispat: f: [0,1] — R fonksiyonu [0, 1] aralig1 tizerinde siirekli oldugundan smirhdir.
Yani; [0, 1] aralig: tizerinde

|f (2)] < M

olacak gekilde M > 0 sayis1 vardir.

Kapali ve simirh aralik iizerinde siirekli bir fonksiyon, bu aralik iizerinde diizgiin

stireklidir. Yani; Ve > 0 igin |x; — 22| < § olmak iizere Vxq, o € [0, 1] icin

f (@) = f ()] <5

esitsizligini gergekleyen en az bir § = § (¢) > 0 sayis1 vardur.
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(2.4.2) esitliginin her iki yam f(x) ile garpilirsa
fla) =) fl@)cpa® (1 —z)"*
k=0

olur. B, (f;x) — f (x) farki gdzoniine alinirsa

n

B(fi) = Flo) = o7 (E) bt 1oy = X pdhat (- o

k=0

S [r(5)-r@}dea-o

k=0

esitligi yazilabilir. £ = 0,1, ...,n indis kiimesi

r, = {k:ﬁ—x <5}
n

A, = {k:ﬁ—x 25}
n

olacak sekilde iki sinifa ayrilsin. Bu durumda

B~ = 3 {1(5)-r@}dea-a
+kEZAﬂ {f (%) —f (a:)} ckak (1 — )" "
olup,

|Bu(f52) = f(2)] =

k:eXF: {f (S) - f(fﬁ)} Egk (1 — )"
" kGZA {f (§> B f(l')} b (1= 2"

olarak yazilabilir. Ucgen esitsizligi kullamlarak

st < Tl (5) - s@)dat - ey
fX s (S) — ()| ekt (1 — 2y
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elde edilir. f fonksiyonu siirekli oldugundan k£ € I';, icin

r(5)-r@

esitsizligi saglanir. f fonksiyonu sinirhi oldugundan k£ € A,, icin

7(5)-r@

esitsizligi saglanir. Bulunan bu iki egitsizlik (2.4.4) ifadesinde kullanilirsa

<€
2

<2M

) € k ) k ek
B.(fin)—f@] < 53¢ 2 Y (1)
kel ke,
< g kb (1 — )" " +2M Z (1—az)"*
k=0 keA
- g 2Mk:eZA chah (1 — ) (2.4.5)

esitsizligi elde edilir.

(2.4.5) esitsizliginin sag tarafindaki toplam ifadesi, Lemma 2.4.2’de verilen (2.4.3)

esitsizligini gercekler. Bu durumda

M
Ba (i) —f () S5+
elde edilir. Yeterince biiyiik n degerleri i¢in
M ¢
2ns* = 2
olup, Ve > 0 sayisi icin istenen
1B (f52) —f (e) <o+5 =¢

ifadesi gerceklenir.
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Keyfi [a, b] aralig1 iizerinde de Bernstein polinomlar1 Weierstrass Teoremi'ni gergek-

ler. Bunu agagidaki teorem ile ifade edelim.

Teorem 2.4.3 f € C (a,b) ise [a, b] aralig: tizerinde

lim B, (f;z) = f(x)

n—oo

diizgiin olarak gergeklenir.

Ispat: f fonksiyonu [a,b] aralig: iizerinde siirekli olsun. [0, 1] araliginda tanmml,

siirekli

oy)=fla+y(b—a))

fonksiyonu ve
n

0(y)= chyk

k=0

polinomu gozoniine alinsin. Teorem 2.4.2 geregince; Vy € [0, 1] igin

<e€

‘fw+y@—aD—§:%¢

k=0

kogulunun saglanmas: gerekir. Vo € [a, b] icin =2 kesri [0, 1] araligindadir. Bu kesir

yukarida y yerine yazilirsa

n k
r—a r—a
‘f(a—!—b_a(b—a))—k Ock(b—a)

olur. Buradan

olup, bu da

polinomunun f fonksiyonuna olan yakinsakligidir. Boylelikle istenilen elde edilmis

olur.
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2.5 Lineer Pozitif Operatérler ve Yaklagim Ozellikleri

Lineer pozitif operatorlerin tanimi ve bazi 6nemli 6zellikleri verilim (P. P. Korovkin

1960).

Tanim 2.5.1 X ve Y fonksiyon uzaylari olsun. L : X — Y bir déniisiim olmak

tizere Vf € X fonksiyonuna karsilik gelen bir g € Y fonksiyonu varsa, L

g9(x)=L(f;x)

seklinde bir operatordiir, denir. L operatoriiniin tanim bolgesi X = D (L), deger

kiimesi ise R (L) olmak iizere

ile gosterilir.

Tanmim 2.5.2 X lineer bir uzay olsun. Vf, g € X igin, a,b € Rve af +bg € X

olmak tiizere L operatorii
L(af +bg;x) = aL(f;2) + bL (g;x)

kosulunu gercekliyor ise L operatoriine lineer operator adi verilir.

¢ # 0 icin L lineer bir operator oldugundan
L(0;2) = L(c.0;z) = cL (0;2)

olarak yazilabilir. Buradan

L(0;x)=0

oldugu goriiliir.
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Lineer operatorler sinifinin ¢cok énemli bir alt sinifi lineer pozitif operatorlerdir.

Tanim 2.5.3 Xt = {fe X :f>0}, YT ={g€Y :g>0} olsun. Eger X uza-
yinda tamimlanmis L lineer operatorii X' kiimesindeki herhangi bir f fonksiyonunu
pozitif fonksiyona doniistiiriiyorsa o taktirde bu lineer operatore lineer pozitif ope-

rator denir. L lineer operatorii igin f > 0 oldugunda L (f;x) > 0 gergeklenir.
Simdi lineer pozitif operatorlerin 6nemli bazi 6zelliklerini verelim.

Ozellik 2.5.1 Lineer pozitif operatrler monotondur.

Gergekten; Vo € R igin f (z) > g () ise f(z) — g (x) > 0 dir. L operatorii pozitif

oldugundan

L(f—g;z)>0

olur ve L operatoriiniin lineerlik ¢zelliginden

L(f;x)—L(g;z) 20

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

Ozellik 2.5.2 L lineer pozitif operator olsun. Bu durumda

|L(f;z) < L(|f];z)

esitsizligi gercgeklenir.

Gergekten; Vit € [a, b] icin

—[f@OI<f @) <|f @)

esitsizligi saglanir.
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L operatoriiniin monoton olma ¢zelliginden

—L(|fl;2) < L(f;2) < L(|f|;)

yazilabilir. Dolayisiyla
IL(fiz)| < L(fl;2)

elde edilir.

Tanim 2.5.4 L : X — Y lineer doniisiim olsun. Eger Vf € X icin

1L (52l < Clfllx

olacak gekilde C' > 0 sayis1 varsa L operatoriine sinurly lineer operatér adi verilir.

Bu C sabitlerinin en kiigiigiine L operatérinin normu denir.

IL] = mt{C = [ (f;2)ly < Ol fllx}

seklinde gosterilir.

L lineer operatorii igin

L(f;x
iflczo 1 llx
LI = sup |IL(f;2)lly
£l x=1

esitlikleri saglanir.

X =0C,(R) ve Y = B, (R) oldugunu kabul edelim. Bu durumda

ILll,—5, = sup [[L(f;)]],
I£1l,=1
< sup L<m'p;x>
I£1,=1 P p
< L (ps ),
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olur. Diger yandan ||p||, =1 oldugu i¢in

1Ll —p, = sup IL(fi)l],
I71l,=1

> L (s 2)l,
yazilabilir. Bu iki esitsizlikten
ILlle, .5, = IL(p:2)l, (2.5.1)

elde edilir. Bu esitlik, C, dan B, ya doniisiim yapan lineer operatorlerin siirh
oldugunu gosterir. Ciinkii p € C, icin L (p;z) € B, olur. Operatériin normunun

tanimindan sinirl lineer operatorler icin

1L (fs )l < ILIH A
esitsizligi gegerlidir. Ozel durumda L : C, — B, oldugunda
Iz (sl < 12, _, 151,
olup, (2.5.1) ifadesinden
ILCFso)ll, < (1L Gos )], L1,
esitsizligi saglanir.

Korovkin (1953) tarafindan [a, b] aralig iizerinde tanimh reel degerli siirekli f fonksi-
yonuna lineer pozitif operatorler dizisi ile yaklagim yapilabilecegi asagidaki teorem

ile ifade ve ispat edilmigtir.
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Teorem 2.5.1 (Korovkin 1953): (L,) lineer pozitif operatorler dizisi, [a, b]

araliginda n — oo iken

L,(Lz) = 1 (2.5.2)
L,(tx) = x (2.5.3)
L, (tz) = a° (2.5.4)

kogullarim gercekliyorsa, [a,b] araligr iizerinde siirekli ve tiim reel eksende smirh

herhangi bir f fonksiyonu i¢in n — oo iken a < x < b olmak iizere

L (f;2)= f ()

gerceklenir.

Ispat: f fonksiyonu reel eksende simrh oldugundan Vz € R icin
|f (@) <M (2.5.5)

olacak gekilde M > 0 sayis1 vardir.

f € C (a,b) oldugundan her € > 0 igin |t — z| < 6 olmak iizere her t € R ve = € [a, b]
icin

[f () = f() <e (2.5.6)

esitsizligini gergekleyen en az bir § > 0 sayisi vardir. Diger yandan |t — z| > § i¢in

(t —)°

2M

saglanir. (2.5.5),(2.5.6) esitsizlikleri ve ti¢gen egitsizligi kullamlarak Ve > 0 igin

2M

(- )’ +e (2.5.7)

[f () = f(2)] <

bulunur.
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Lineer pozitif operatorlerin 6zelliklerinden

1L (f52) = [ (@l o@apy = Mn (F (@) = F(2);2) + (@) (Ln (152) = Dl gap

< Lo (f @) = (@) 52) [l ogap
+ [ fllcan 1En (152) = Ll oo
< NLa (1f () = F(@)]52) |l o)

[ llogap 1Ln (L2) = Lo

esitsizligi yazilabilir. Bu esitsizligin ikinci terimi (2.5.2) ifadesinden dolay: sifira

yakinsar. Yani n — oo iken

HfHC(a,b) Ly (L;2) — 1”0((1,1)) < én

esitsizligini saglayan e, — 0 dizisi vardir. Bu durumda

1L (F32) = F (@)l ey < M (1 () = F (@) 2) | ay + En (2.5.8)

gergeklenir. (2.5.8) egitsizliginin sagindaki ilk terimi gozoniine alalim. (2.5.7) esitsiz-

ligi ve lineer pozitif operatorlerin dzellikleri kullanilarak

Lo(f 0~ F@lio) < L (% - i)

= el,(L;z)+ %Ln ((t— z)?; x)

= e+ (5 + 25—]\2/[962) [Ln(1;z) — 1] + 25—]\2/[ (L, (t*2) — 27
ol (52) 2]

elde edilir.
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e+ 5a® = g(v) ve 45w = h () olsun. Va € [0, 0] i¢in

g(z) < sup |g(z)| =bveh(x) < sup |h(z)|=c
x€[a,b] z€[a,b]

olmak {izere

La(F ()~ F @) < et bl (o)~ 1+ 2 (L (#52) o7

+c Ly (t;7) — 7]
[ Lo (IF (&) = £ (@)]52) | o)

IN

e+ 0[|Ln (L) — Ul ogan

2M
"’? ”Ln (t2?$) - xQHC(a,b) +e|[Ln (t7) = xHC(a,b)
elde edilir. (2.5.2), (2.5.3) ve (2.5.4) ifadelerinden dolay1

Tim L (1 (8) = £ @)]:2) |y = 0

olur. Bu durumda (2.5.8) ifadesinin

i Ly, (f () 52) = f (@)l o = O

n—oo

oldugu goriiliir. Bu da ispati tamamlar.

1962 yilinda Baskakov, [a, b] aralig: iizerinde siirekli ve My, f fonksiyonuna bagh bir
sabit olmak tizere

@) < My (1+2?) (2.5.9)

kosulunu saglayan f fonksiyonu icin Korovkin Teoremi’nin gerceklendigini ispat-
lamigtir. Gergekten; f € C'[a,b] oldugundan her € > 0 i¢in her ¢t € R ve x € [a, D]
i¢in |t — z| < 0 oldugunda

()= f(z) <e

esitsizligini gercekleyen en az bir § > 0 sayist vardir.
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|t — x| > ¢ oldugunda Vz € [a,b] igin f fonksiyonu (2.5.9) kogulunu sagladigindan

|[f () = [ (2)]

VAN

My (14 2%) + My (1+1%)
= M2+t +2?)

= M;(2+(t—z+2)’+2°

= My (2+ (t—2)* + 22 (t — ) + 227)

< My <2 & _521,)2 +(t—2)’ + 2= _5:6)2 + 02— %) x)Q)

52
2 2r 247
= Mf(t—x)2(52+1+ 5x+5—‘€)

IA

2 2z 212
My (t — ) (6 + 1+ sup — + sup x)

xz€|a,b| z€|a,b| 62

seklinde yazilabilir. Bu esitsizlikte

2 2z 222
c= My +1+4+ sup — + sup —
6 z€[a,b] z€[a,b] 6

alinirsa

[f (1) = f (@) S et —a)’

elde edilir. Bu durumda Vz € [a,b] ve Vt € R i¢in

[f ()~ f (@) Setelt—a)

yazilabilir. Ayrica

Lo (If (1) = f(@)[;2) < Lo(e+e(t—2)";2)
= elL,(L;z)+c {Ln (t2; :13) —2zL, (t;2) + 22L, (1;x)}
= e[L,(Lz) =1 +e+c{[L, (*;z) — 2°]

— 2z [L, (t;x) — x| + 2* [Ln (1;2) — 1]}

esitsizligi saglanir.
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k=c sup |—2z| ve | = ¢ sup |z?| olmak iizere
z€[a,b] z€la,b]

Ly (1f () = f (2)] ;x)HC(a,b) < et (e+ D) 1Ln (L) — 1HC(a,b) + k|| Ly () — 37HC(a,b)

+c HLn (%) - 952“0(@71))
esitsizligi saglanir. (2.5.2), (2.5.3) ve (2.5.4) ifadelerinden dolay1
T (1L (1 () = £ @)]:0) oy = O
olur. Bu durumda (2.5.8) esitsizliginden istenen
7}220 Ly (fi2) = f (JU)HC(a,b) =0

elde edilir. O halde Korovkin teoremi saglanmis olur.
Simdi de sinirsiz bolgelerde yaklagimi arastiralim.

Smursiz bolgelerde tammlanmig C, (R) € C (R) uzaymmda keyfi L, lineer pozitif

operatorler yardimiyla yaklagimin gerceklenmedigini agagidaki teorem ile verelim.

Teorem 2.5.2 p(z) =1+ ®?(z), lim ® (z)= +oo olmak iizere

|z|—00

L,:C,(R)— C,(R) tanimh bir lineer pozitif operatorler dizisi olsun. Bu dizi

lim || L, (1;2) = 1], = 0 (2.5.10)
lim || Ly, (®,2) - @, = 0 (2.5.11)
lim L, (9*%2) -2*|| = 0 (2.5.12)

kosullarini saglar, fakat

T 1L, 5], > 0

ifadesini gergekleyen f* € C, (R) fonksiyonu bulunur (Gadjiev ve bikli 1999, Ibikli
2003).
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Ispat: Genelligi bozmadan ® (0) = 0 olsun.

@i, ) = o o+ ) =2 () +

2 (x)

7ty @2

notasyonunu kullanalim. (L,) operatorler dizisi

F@)+290 (@, f) ; 0<z<n

4p(n)
Lo (f;z) = f(a:)—l—é—lll(x;(l),f) . x>n
f@) = gmf(@) 5 <0

ile tanimlansin.

(Ly,) lineer porzitif operatorler dizisidir. Gergekten, Va € R icin f (z) > 0 olmasi
kosuluyla L, (f;x) > 0’dir ve Vfi, fo € C, (R) ve Vay, a2 € Ricin 0 < z < n olmak

p(z)
4p (n)

= afi(z) + a14pp(<32)l (z: 9, f1)

p(x) . .
oy
= a1L, (f1;2) + asLy (fo; 2)

Ly (arfi +asfa;x) = (arfi +asfs) (z) + I(x;®,a1f1 + axfz)

8

+azfa (7) + as

olarak yazilabilir.

x > n olmak iizere

Lu(nfi+aafia) = (aufi+af)(@)+ 71 @ 0,0 0+ af)

= i)+l (@, )+ ol () + gl (59, 1)

= &1Ln(f1; ﬁU) + a2Ln <f27 fl:)

olarak yazilabilir.
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z < 0 olmak iizere

Lo (arfi +azafa;2) = (aufi +asfe) (x) — (arf1 + azfa) (v)

1
2p(n)
1
) (n)fl (z) + agfo (z) — ag
= aiL, (fi;2) + a2l (fo; @)

fa ()

= afi(r) —a

2p(n)

olarak yazilabilir. Bu durumda Va € R igin (L,) operatorler dizisinin lineer oldugu

goriiliir.

L,’nin Cp (R) den C'p (R) ye bir doniigiim oldugunu gosterelim. Bunun igin L,, (p; z) <
Mp (z) olacak sekilde M > 0 sayisiin varhgini gostermek yeterlidir.

0 <z <n igin,

Lipin) = plo)+ ok [ e 1) = 20+ g P4 2)
= plx)+ 4’;(2) {@f(x(i)n (®® (z+1)+1) —2(° (z) + 1)
P° (z) 2
+m(@ (l’+2)+1):|
B plx) [ @*(2) ®? ()
= p(x)+ 1p (1) {(1)2 @+1) + 32 @+2) 2] (2.5.13)

olarak yazilabilir. ® fonksiyonu monoton artan oldugundan

®* ()
D) =]

olup, bu esitsizlik (2.5.13) ifadesinde kullamlirsa

Ln(p;x) < p ()

esitsizligi elde edilir.
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xr > n igin

¢? ()

1 2 (z)
4 (@2 (x+1)

Ly (p;x) = p () + (@12

p(x+1)—=2p(zx) + p(z+2)

olmak iizere bu ifadede p (z) fonksiyonu yerine yazilip, ® fonksiyonunun artanlhgi

kullanilirsa

Ln (f;2) < p(2)

ifadesi elde edilir.

r <0 i¢in
Lo (i) = p (o) - ok = 22 )
olup,
g 2p(n) —1 .
2p(n)
oldugundan

ifadesi elde edilir.

Bu durumda Vz € R i¢in L, (f;2) < p(z) ifadesi saglamir. (L,) lineer pozitif

operatorler dizisinin C, (R) den C, (R) ye bir déniistim oldugu ispatlanmig olur.

(Ly) lineer pozitif operatorler dizisinin Teorem 2.5.2nin kogullarini gergekledigini

gosterelim.

0 <2 < nigin,

Lo (liz) = p(z) {

* (z) 2 (x) }

4(n e+ T REt
| L (1; ) — 1 P ()
() ¢2x+1‘ ‘@%x+2)+2}

bulunur.
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® fonksiyonunun monoton artanligindan

1
p(n)

|Ln (1;$)

_1| <
p(z)

olarak yazilabilir. Buradan p (n) = 1 + ®2 (n) olmak iizere

| Ln (1;2) — 1 1
sup
o<e<n P (2) 1+ ®%(n)
lim sup | Ln (L) = 1] < lim L =0
n—000<a<n P (2) n—ool + &2 (n)

olup,

elde edilir.

T > n icin
1[ @2 () 2 ()
L, Liz)=14-|—5———-24+ ———"—
(1) +4[¢2(x+1) T2
Co) 2 2
L K L PO
o (@) @ [P+ TP Ery
olup, ¢ fonksiyonunun monoton artanlhigindan
p(z) p(z)
olarak yazilabilir. Buradan
sup < sup
x>n p () w>n P (T)
B 1
p(n)
B 1
14 ®2(n)
L,(l;z)—1 1
lim SUpM < lim—+—=0
R e T+ 02 (1)

olup,
lim ||L, (1;2)—1|| =0
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elde edilir.

r <0 icin
1
L,(Lz) = 1-
2p (n)
p(z) 2p (n)
|Ln (1; ZE) — 1| 1
sup
=<0 p(2) 2p (n)
olarak yazilabilir. Buradan
lim sup| (1) | < lim
nooo <o p(x) n—002p ()

olup,
lim [|L, (1;2) — 1], =0

elde edilir. Bu durumda Vz € R igin (2.5.10) kogulu gergeklenir.

0<z<nicn

L, (®;2) = & (x)+ p(z) qu)?(x) 90 () + ?? () }

4p(n) | @ (z +1) O (x+2)
Dl p(z) [ ®(z) ) P (x)
Ln(®i2) =@ @)l < 005 G man) T2 >’+|<I>(:c+2>l]
|L, (®;2) — @ (x)] 1 [ @ (2) M
o (2) = L) _|<1>(:c+1)|+2’®<x>’+|<1>(:r+2)l]
I S P ® (z) P (z)
~ 4p(n) |(I)( )](‘@<x+l)‘+‘®(w+2)’+2>}
o |2@)
- pn)

bulunur.
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Buradan

oldugundan

elde edilir.

x > n igin

| L (B;2) — @ ()]
| L (B57) — @ ()]

| ()]

0<z<n p () = eatn p(n)
_ ()]
p(n)
, Ly, (;2) — @ ()] : @ (n)]
AL T @) = M arerm) "
Tim || Ly, (®;2) = @ (2)]|, = 0
L,(®;z) = <I>(ac)+}l [(I;I()x—(f)l) —2<I>(x)+q)q()x—(f)2)]

()

IN

olup,

oldugundan

elde edilir.

IN

p () 4p (z)

AN

i|<1>(x>| H‘P(er 1)’ e ‘Jgf?)ﬂ

o)

H@i%‘* *'@mz)

L, (¥;2) - @ (2) 1 ()
B ) = W
o)
p(n)
L (@) -@)] . |(n)
SR @ T e )
lim 1L, (%:2) — ® (@)]], = 0
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r <0 icin

L, (®;z2) = ®(x)— 2% (n)CI) (x)
Lo@o-o@| 1|1
@ - sl W
|® ()]
= 2p (n)
Ly (P52) — @ ()]
W S 2wt
|[© (n)|
2p (n)
olup,
L) e @) _ o)
SRR SR m
oldugundan

T |12, (@52) = @ (@)], = 0

elde edilir. Bu durumda Vz € R igin (2.5.11) kosulu gergeklenir.

0<z<nicn

L, (8% ) — 82 (1) = 4’; (52) {q)f’(x(?l)qﬂ(ﬁl)—z@?(x)
+—®2®<x(i)2) B (x + 2)}
~_ pl(x) 2 () — 292 (2
= 1) [20? (z) — 29% (2)]
= 0

olup,
lim ||L, (9% 2) — ®*(2)|| =0

n—00 P

elde edilir.

39



r > n icin,

L, (®*z) —®*(z) = i %@2 (z +1) — 202 (z)
P? (2) 2
m@ (x +2)
1 2 2
= 2 [2@ (x) — 2P (x)}
= 0
olup,
nhj& HLn (@% ) — @* (x)”p =0
elde edilir.
r <0 i¢in
2 2 L
L, (®*z) — ®*(z) = ~5, () ()
Lo (@5n) =@ _ 11 g
p(z) p(x)| 2p(n)
®? (x)
= p(n)
L@ -] )
w0 p@) v<0 20 (n)
% (0)
= 20
olup,

lim HLn (@% ) — @ (w)H =0

n—00 p

elde edilir. Bu durumda Vz € R igin (2.5.12) kosulu gergeklenir.
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(Ly,) operatorler dizisinin lineer pozitif oldugu ve (2.5.10) , (2.5.11) , (2.5.12) kosullarini
sagladigr gosterilmistir. Burada (L, ) operatorler dizisi yardimiyla yaklagimi gercek-

lemeyen C, (R) uzayima ait olan f* fonksiyonu bulunur.
f*(x) = ®* (x) cos T
fonksiyonunu gozoniine alalim.

[/ (@) = |@*(2)] - |cosmal

< p(x)

oldugundan f* € C, (R) olur.

0<z<nicn

Li(rio) - 50 = OB p )=o)+ Oy (a4 )
- 4pp((z)) [@2(1)(1(?1)@)2 (z+1)cosm (z + 1)
— 202 () cos T + %@2 (r+2)cosm (x + 2)]
- 4[;) ((fl)) [®2 () (cos T cos ™ — sin e sin ) — 287 () cos T
+®? (2) (cos mx cos 2 — sin 7 sin 277)]
- 4‘; ((f”n)) [—®2 () cos mx — 282 (z) cos 7 + D2 (x) cos m]
- L ((”;)) (82 (2) cos ma]

olup

elde edilir.
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Buradan

sup Ly, (f*52) — f* (2)] ~ sw ®? () |cos |
0<a<n p(x) 0<e<n  2p(n)
P2 (n)
= %% m)
®? (n)

oldugundan

Jm N (F75) = F @), = Jim 57 ) = 2

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.
Lemma 2.5.1 Eger L,, : C, (R) — B, (R) lineer pozitif operatorler dizisi
lim ||L, (®";2) — @ (2)[|, =0; v=0,1,2

ifadesini saglarsa f € C, (R) i¢in herhangi bir sonlu [a, b] araliginda

Tim [ Ly (f;2) = fllcgay =0

gergeklenir (Haciyev ve Hacisalihoglu 1995).

Asagidaki teorem, C¥ (R) C C, (R) uzaymda keyfi (L) lineer pozitif operatorler

dizisi ile yaklagimin miimkiin oldugunu gosterir.

Teorem 2.5.3 L,, : C, (R) — B, (R) lineer pozitif operatorler dizisi

lim [|L, (®";2) — @ (2)[|, =0; v=0,1,2 (2.5.14)

n—oo

ifadesini saglarsa keyfi f € C¥ (R) igin

Tim [|Lof = ]|, =0 (2.5.15)
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gerceklenir (Gadjiev 1974, Haciyev ve Hacisalihoglu 1995).

Ispat: Bu teoremi C? (R) uzay: igin ispatlamak yeterlidir. Bunun igin (2.5.15)
ifadesinin C’S (R) den alinan keyfi bir fonksiyon i¢in gecerli oldugunu kabul edelim
ve f € le (R) herhangi bir fonksiyon olsun. Bu durumda Cg (R) uzaymin tanimina
gore

F(x) = f(x) = kep(x)

fonksiyonu C7 (R) uzayma aittir. Buradan

f(x) = F(2) + kep ()

olmak iizere

[ Lnf = fll, < | LnF = F, + kg [| Lup — pl],

egitsizligi saglanir. Bu esitsizlikte birinci terim F' € C’S (R) oldugundan sifira yakin-

sar. Ikinci terim ise (2.5.14) kosulundan dolay1 sifira yakmsar. Bu durumda
lim [[L,f — £, =0
olur. Dolayisiyla ispati C’S (R) uzayi i¢in yapmak yeterlidir.

0 0 o
f € C)(R) olsun. 7 (R) uzaymin tanimi geregince

A
jel—o0 p (1)

olur. O halde her ¢ > 0 igin |z| > 2, olmak iizere

f (@) <ep(2)

esitsizligini gercekleyen en az bir mé) noktasi bulunabilir.
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Ayrica

lim p(x) = o0

n—oo

oldugundan her ¢ > 0 igin |z| > 2, iken

P($)>g

esitsizligi gergekleyen en az bir :178 noktas1 vardir.

Eger

l "
—oo<xr<oo

olarak belirlenirse tiim |x| > z¢ i¢in

7 @) < 2p(@) ve pr) > -

kosullar1 gerceklenir.

Kabul edelim ki z; > z( olsun.

flx) s |z < g
g(x) =< dogrusal ; x € [—x1,—x0] U |20, 71
0 ; x| > 1y

seklinde stirekli bir g fonksiyonu tanimlayalim.

ILnf = fll, = Lo (f;2) = f = Lo (g;2) + Ln (g;2) — g +4l|,
< | Ln (f52) = Lo (g:2)||, + 1 Ln (g5 2) — gl (2.5.16)
+1f =gl

olarak yazilabilir. (2.5.16) esitsizliginin sag tarafindaki ifadeleri ayr1 ayr1 inceleyelim.

L, : C,(R) — C,(R) doniistim yapan bir operatér dizisi oldugundan simirhdir.
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Ayrica (L,,) operatorler dizisi lineer oldugundan

Lo (f;2) = L (g;2)ll, = [ILa (f = g3 2],
< NLn (g5 2)l, ILf = gll, (2.5.17)

N

saglanir. (2.5.17) egitsizliginin sagindaki ifadeleri gtzoniine alalim.

IZn(pzo)l, = |[Ln (1+ %),
L0 (50)+ L (%50) 41+ 8 () - 1 - & (@),
< Lo (L) = 1|, + || Ln (2% 2) — @2 (2)]|, + |1+ @* (2)]],
(

= |[Ln(L2) = 1], + || Lo (2% 2) — 2% ()|, + |10,
seklinde yazilabilir. (2.5.14) ve [[p||, = 1 ifadesi gozoniine alinarak Ve > 0 igin

ILa(piz)l, < ete+1

= 241
yazilabilir. € keyfi oldugundan € = 1 segilebilir. O halde
L (p;2)]|, <3 (2.5.18)

elde edilir. Bu da (L,) lineer pozitif operatorler dizisinin diizgiin simirh oldugunu

gosterir.

E = [—x1, —x0) U [zg, 1] olmak iizere g fonksiyonunun tanimi geregince

I =gl = sup T 0L
c o M@ @l V@ -g@, @) )
|| <zo p(l‘) z€E P CL’) |z >z1 p 1;)
o @—T@I @@, @)=
|z|<z0o P 33) z€F P :C) |o|>21 p(;(j
@@, )
S TP B A
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£()] + |9 ()] (@)
< %E{ o () }+§§Lp@>
¢ @ le@l 1)

p p
z€FE P(w) z€E p(:l?) |z|>z1 IO(I)

yazilabilir.
E C x| >z ve |z| >z C|z| > 29

oldugundan

|/ () |g ()] |/ (@)

If—gl, < sup + sup + su
P wzzo P(T) 2k P(T) oz P (T)
s o MO lo@)
wl>z0 P(T)  zeE p(2)
olup,
G (z0) = max |9 (z)| = max {f (zo), —f (x0)}
denirse
|/ (@)
f—gll <2 sup —— + G (xg)sup
1=l =2 s ) T O

elde edilir. f € C) (R) oldugundan

o @

|z|>x0 p(.T)
gergeklenir. Ayrica Ve > 0 igin

1
<e
p(z)
oldugundan G (xg), € na bagh olmak iizere
1 - €
p(x) G l(xo)

olarak yazilabilir.

If=gll, < 2e+G(x0)-

46



elde edilir. (2.5.18) ve (2.5.19) ifadeleri (2.5.17) esitsizliginde yerine yazilirsa
ILn (f52) = Ln (g:2)]l,, < 92

bulunur. ¢ fonksiyonun tanimi geregince

| L (g;7) — g (v)]

1Ln (g;2) =g ()], = sup

zeR p (l’)
Ln ; - Ln ;
|z|<zq p(f)?) |z|>z1 P l‘)
olur. Esitsizligin sag tarafindaki ilk ifade lemma 2.5.1’ den n — oo icin
sup L G0 9@ (2.5.21)
|z|<z1 p(z)
gerceklenir.
Simdi de egitsizligin sag tarafindaki ikinci ifadeyi ele alalim.
Ln ? Ln Y
sup L@l o La (9l )
|z|>z1 P (l’) |z|>x1 1Y (.T)
Ly, <sgp 9] ;w)
< sup
|z|>x1 P (l‘)
Ly, (1; )
= G (mp) sup
|z|>z1 P ("L‘)
L,(L;z)+1—-1
= G (xp) sup
|z|>z1 P (I)
|Ln (1§ CU) — 1| 1
< Glrg) sup E DT ) sup
|z >z p(z) ja)>a1 P ()
L (1;2) — 1 £
< G (z9) sup ————— + G (xp)
| L (1;2) — 1
= G(xg) sup ———— +¢
|:B‘>:E1 p ($)

elde edilir.
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(2.5.14) ifadesinden dolay1 her € > 0 i¢in

L,(l;x)—1
sup o (L) = 1] <e (2.5.22)
|z|>z1 P (.T)
saglanir.
(2.5.20), (2.5.21) ve (2.5.22) ifadelerinden
Tim L, (g:2) — g (2)], = 0 (2.5.23)

bulunur.
(2.5.18), (2.5.19) ve (2.5.20) ifadeleri kullanilarak

1Luf = £, < I2a(F =g )l + I La (%) = gll, + llg — £1,
< 1 =gl IZall, + La (g5) = gll, + llg = I,
= 11 = gll, (Iall, + 1) + I1Za (g:2) = g1l
< 3e(3+1)+e¢

= 13¢

elde edilir. Bu da (2.5.15) ifadesinin gergeklendigini gosterir.
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3. BERNSTEIN-CHLODOWSKY POLINOMLARI ILE YAKLASIM

Chlodowsky (1937) tarafindan simirsiz bir aralik iizerinde Bernstein polinomlar
genellesgtirilmis ve bu polinomlarin baz yaklagim 6zellikleri aragtirilmigtir. Bernstein-
Chlodowsky polinomlar: olarak adlandirilan bu polinomlarin, Lorentz (1953) Gad-
jiev (1995, 1998), Gadjiev vd. (1999), Ibikli (2001), ve bunun gibi birgok kaynakta

tanimi ve yaklagim ozellikleri verilmistir.

Tamim 3.1 (b,,) dizisi
bn

lim b, =occ ve lim — =0

n—oo n—oo M,

kosullarin1 saglayan monoton artan reel terimli pozitif bir say1 dizisi olmak iizere

B DT e

0<x<b,icin

seklinde tanimli polinomlara Bernstein-Chlodowsky polinomlary ad1 verilir.
Bu polinomlar dizisinin yakinsakligini aragtiralim.

f(t) =1 olmak tizere

n k n—=k
Co(Liz)=Y ¢ (bﬁ) (1—bﬁ> =1 (3.2)
k:O n n

seklindedir.
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f (t) =t olmak iizere

X k T n—k
JE— 1__
k=0

B Zi:b”(k —(?)!_(:L)!_ Al (%)k (1—%) "

seklindedir.

f(t) = t? olmak {izere
G f5e) = ,520(%%)% <é>’“<1—%>”"“
- Sttt (2 (8)
L O
Gl 711)!_(;)!_ gl ()
ey e ) ()
= Z i) )

n )i (k —(721)!_(721)!_ Al (%)M (p%)w b
)

seklindedir.
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Korovkin teoreminin sartlarini saglayip saglamadigina bakarsak; Korovkin teoremi-
nin birinci ve ikinci kogullar1 saglanir. Fakat n — oo i¢in fiiciincii kogulu saglamaz.
Dolayisiyla Korovkin teoremi gerceklenmez. Gergektende, sinirsiz aralik iizerinde
f(z) = 2* € C(0,00) fonksiyonuna (3.1) polinomlar dizisi ile yaklagim miimkiin

degildir. Ciinkii (3.4) ifadesi gozoniine alindiginda

(bn — )
|G (t%;2) _:B2“C’(O7bn) T oy, * + T T z?
b2
T i
olup,
lim [|C, (%5 2) =27y, = 00

elde edilir. Bu ise yakinsamanin gergeklenmedigini gosterir.

Agagidaki teoremler ile sinirsiz aralik iizerinde tanimlanmig fonksiyon uzaylarinda

(3.1) polinomlar dizisi ile yaklagim kosullar1 ortaya koyulmugtur.

Teorem 3.1 Vf € C (0, 00) fonksiyonu

lim f(z) =k < o0

Tr—00

olma kogulunu ve (b,,) dizisi
2

lim - =0 (3.5)

n—oo M,

kogulunu saglasin. Bu durumda

Jm G (f52) = f @)l = 0

gerceklenir.

Ispat: k ¢ = 0 olmas1 durumunda teoremin ispatin1 yapmak yeterlidir. Bu durumda

lim f(x) = 0 olur. Yani; her ¢ > 0 i¢in # > =z iken |f (z)| < ¢ esitsizligini

r—00
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gercekleyen en az bir xy noktas1 vardir.

f(l') ) OSxSxO
lineer ; x0§x§x0+%
0 ) $2$0+%

seklinde siirekli bir g fonksiyonu tanimlayalim. Bu durumda ¢ fonksiyonunun tanimi

geregince

sup | f (z) — g (2)|

0<2<b,

IN

sup |f(x) —g(x)|+ sup |f () —g(2)|

Osz<zo zo<z<z0+3
+ sup [f(z)—g (2
z>w0+3
sup |f(z) —g(z)[+ sup |f(z)]
zo<z<z0+3 e>z0+1
sup |f(2)[+ sup [g(2)|+ sup |f(z)]
10S1§$0+% zogmgzo-s-% 332104_%

olarak yazilabilir. Bu esitsizlikte

max

-TOSa?SZ'O"F%

oldugundan

elde edilir. Bu durumda

sup |G, (f32) — f ()]

0<z<bn

IN

IN

lg ()| = [f (wo)| ve lim f(z)=0

r—00

sup |f(z)—g(z)|<et+e4+e=3¢

0<z<by,

sup |Cy, (f;2) — Cy (g;2) + Cp (g5 @)

0<z<bn

—9(x) +g(z) - f(2)|

sup |Cy, (f —g;2)|+ sup |C, (g57) — g ()]

0<z<bn 0<z<bn

+ sup g (z) - f(2)|

0<2<by,

sup Cn( sup !f—g|;93)+ sup |Cy (g;2) — g ()]

0<z<bn 0<t<bn 0<z<bn

+ sup |g(x) = f(2)|

0<z<by,
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sup |Cy, (f;7) = f(2)] < 3eC, (L;w)+ sup |C(g;7) — g ()| + 3¢
0<z<by, 0<z<by,
< 6e+ sup [Ch(g;2) —g(z)]
0<z<b,
olup,
lim sup |C,(f;2) = f ()| <6e+ lim sup [C,(g;7) — g ()] (3.6)
=00 0<x<by, =00 0<x<b,

yazilabilir. (3.6) esitsizliginde yer alan

lim sup |C,(g;2)— g(x)|

=00 0<z<by,

ifadesini gozoniine alalim.

g fonksiyonu [z + 1,b,] arahgnda sifir oldugundan smurhdir. Yani; |g (z)] < M
kogulunu saglayan M > 0 sayis1 vardir. Ayrica kapal ve sinirh [O,xg + %} aralig
iizerinde g fonksiyonu diizgiin siireklidir. O halde diizgiin siireklilik tanimi geregince;

her £ > 0 igin |%b, — x| < § iken z € [0,b,] i¢in

P(Sm)—g@)

gergekleyen en az bir ¢ = § (¢) > 0 sayis1 vardir.

<e (3.7)

|%bn — :L" > 0 oldugunda g fonksiyonu sinirli oldugundan

F(§m>—9@>

<2M

gerceklenir. Ayrica

Ep —2)? Ep _2)?
yazilabileceginden
2M (%bn — a:)2

(3.8)



elde edilir. (3.7) ve (3.8) esitsizliklerinden

gerceklenir. Buradan

1Cn (g52) — g (2)]

;=0 b b
n - k - n—k
k
— g(x)e, | — 1-— —)
oo (i) (-
< i Eb —g(z)| =z k 1- = "
o k=0 g n " g " bn bn
2M k 2 z\" z\""
< i By — L (I I
<o B0 ) al) (3)
oM 2 [k’ z\" z\" "
= — =b, | &= 1— =
w5 le) ) ()
2M 2k z\" e\ oM
ot S Sp (2) (12 e
# S C”<bn) < bn> T
2M by, —
= g+—2[a:2+x( z) 2952—1—3:2}
] n
2M z (b, — x)
== I _—
5 n
olup,
2M z (b, — x)
Chn (g;) — < —
Ogsggbn\ (9:2) — g (2)] e+ max —5——
< ey 2M b2
= c 62 4n
elde edilir. (b,,) dizisi (3.5) kosulunu sagladigindan
: . 2M b2
lim sup |C,(g;z)—g(z)] < e+ lim — -2

=00 0<z<by,

olur.

o4



Bu ifade (3.6) ifadesinde gozoniine alinirsa

lim sup |C,(f;2)— f(x)]=0

n—00 0<z<b,

bulunur. Bu da ispati tamamlar.

seklinde taniml operatorler dizisine Teorem 2.5.3 uygulanirsa asagidaki teorem elde

edilir.
Teorem 3.2 p(z) = 1+ 2* olmak iizere Vf € C%(R) icin

Tim [|C,(f:2) — f(@)]], =0 (3.9)

gerceklenir.
Ispat: (3.2),(3.3) ve (3.4) ifadeleri Teorem 2.5.3’ iin kogullarin saglamalidir.
0 <z <b, igin (3.2) esitligi kullamlarak

[Ln (L) =1, = sup

elde edilir ve buradan

lim [|Z, (152) —1]|, = 0

bulunur.
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(3.3) esitligi kullanilarak

|Cy (8 2) —
L,(t;x)—x = sup ————
£ (8::2) =], 0§x§>n p(z)

|z — x|

= sup 5
0<z<b, 1+

= 0

elde edilir ve buradan

lim ||L, (t;z) —zf|,= 0

bulunur. (3.4) esitligi kullanilarak

Cn t2' 2
HLn (t2;m) _x2H —  sup |Cn (%5 2) —2°
P 0<2<b p(x)
:L’Q—i-w(b” x) LUQ
= su
ogxgyn 1+ 22
1
< — sup (b, —x)
n o<z<s,
on

bulunur. Bernstein-Chlodowsky polinomlarmin tanimminda kullanilan (b,) pozitif

say1 dizisi lim %: 0 olma kosulunu sagladigindan

n—o0

lim ||Ln (tz;x) —x2Hp: 0

n—o0

elde edilir. Bu durumda Teorem 2.5.3 geregince;
Jim (| Lo/ f]], = 0
saglanir. (L,) lineer pozitif operatérler dizisinin tanimindan
lim [C,f — £1l, =0

gerceklenir. Bu da ispati tamamlar.
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Teorem 3.3 f fonksiyonu [0, c0) araliginda
@) < My (142 (3.10)

kosulunu saglayan siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda keyfi A > 0 ve = € [0, A]
icin,

’aﬂﬁ@—f@NS&Mm( %)

esitsizligi saglanir.

Burada My, f fonksiyonuna bagli, 12, n’den bagimsiz bir sabittir. wi, 4 ise f fonksiy-

onunun [0, 1 4+ A] araligindaki siireklilik modiiliidiir.
Ispat: A >0 ve z € [0, A] icin agagidaki iki nokta ctimlesini tanmlayalim.

E':{k:ﬁbnzlJrA}
n

E”:{k:ﬁbngHA}
n

(3.2) esitliginden dolay1

Cn (f;2) = f(2)] =

20 () s () ()

n

(]

bulunur.
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I’ ifadesini hesaplayalim. f fonksiyonu [0, oo) araliginda siirekli bir fonksiyon oldugun-

dan Ry > 1 sayisi vardir dyle ki x € [0, A] i¢in

|f ()] < Ry

esitsizligi saglanir. (3.10) ifadesi geregince Ry > 1 sayist vardir dyle ki

() <[+ ()

gerceklenir.

Bu iki egitsizlik kullanilirsa

(En) -

< |r(En)|+1r@

()]

elde edilir. Burada R3 = max {R;, Ry} seklinde alinmigtar.

< R3

k€ E verc|0,A]igin

'Ebn —z|>1
n
olup bundan dolay1
k [k 2 )
f ﬁbn —f(z)] £ Rs ﬁbn—x (4 + 4z + 2?)
_k 2 2
S R3 _bn_x (A+2)
n
L .
= Ry|—-b,—7 (3.12)
_n -

elde edilir. Burada R, = Rs (A + 2)* dir.
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(3.2),(3.3) ve (3.4) ifadeleri kullanilirsa

= B, (t*;x) — 22B, (t;x) + 2*B,, (1; 1)

=1 +x(" ) _ 222 4 g2
_ ()
(3.13)
bulunur. (3.12) ve (3.13) den yararlanarak
2 T k T n—k
remy (nee) 4 (5) ()
b —
= R4l’( - x>
n
Ab,
< R4—"
n
elde edilir. R5 = R4A denildigi taktirde
) by,
I < Ry (3.14)
n

olur.

Simdi de I” ifadesini hesaplayalim.

w (f;0) tammindan goriiliiyor ki f fonksiyonu [0, A] araliginda simirh oldugundan
her z,t € [0, A] igin
1f (&) = f@)| Sw(fs]t—a])
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gerceklenir. Ogzellik 2.2.4” den

[f () = f ()]

IN

W<f;|t—ﬂflg)

[“;“+4}Mﬁ®

IN

elde edilir. (3.15) ifadesi kullanilirsa

F(En)- e

n

rey

X k T n—k
k E— —_—
4 () (=)

(3.15)

keE"
n L i X k X n—k
< ZWHA fi Ebn —r el 1—b—
k:() n n
n Ebn — T k T n—k
< ) }"5—‘ + 1) wiya(f;60)ch (b_> (l_b_>
k‘ZO n n n
1 n k i o k T n—k
< wiga (f;00) 5—2 ﬁbn—x ey 1_b_ +1

bulunur. Burada J,, n’ ye bagh bir dizidir. Simdi bu §,, dizisini uygun bigimde

bulalim. Son ifadeye Cauchy-Schwartz-Bunyakovsky esitsizligi uygulanir ve (3.13)

esitligi kullanilirsa

"

Y

elde edilir.
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z € [0,4] i¢in z (b, — z) < b, A dir. Ozel olarak 6, = /2 ahmrsa

1" < Wwisa (\/%) \/1%%—1-1
— wis (@) (1+v4) (3.16)

elde edilir. (3.14) ve (3.16) ifadelerinin (3.11) ifadesinde yerine yazilmasiyla,

A

R¢ = max {Rg,, 14 \/Z}
olmak tizere

Cn (f52) — f(2)] < R5%"+w1+,4< %") (1+\/Z)

bn, by,
< Rg {WHA ( —> +—}
n n
bn

bulunur. lim 22 = 0 oldugundan, yeterince biiyiik n’ler igin %" < ,/%" dir. Ayrica,

n—oo

0, dizisi sifira yakinsayan bir dizi oldugundan
w (f;0n) = Cron

saglanir. Burada C/, f fonksiyonuna bagh sabit sayidir. Buna gore

[bp by,
Cy géqu( E)

1
e 1 —_—
R Re( +Cf)

yazilabilir. Bundan dolay1

olmak iizere

Co (Fi2) = £ (@)] < Rena ( %)

elde edilir ve ispat tamamlanir.
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4. BAZI KONVOLUSYON TiPLi OPERATORLER iLE YAKLASIM

f fonksiyonu r-kez tiirevlenebilir ve r-inci tiirevi siirekli ise bu durumda tiirev 6zellik-
lerinin de kullanilabilecegi Taylor polinomlar: géz 6niine alinabilir. Bu durumda iki
operatoriin konvoliisyonu olan, Bernstein-Taylor polinomlar: ve Chlodowsky-Taylor

polinomlar1 tanimlanabilir.

Bu boliimde Bernstein-Taylor ve Chlodowsky-Taylor polinomlarinin f fonksiyonuna

yaklagim ve yaklasim hiz incelenecektir.
4.1 Bernstein-Taylor Polinomlariyla Yaklagsim

G.H. Kirov (1992) tarafindan Bernstein-Taylor polinomlar1 agagidaki gibi tanimlan-

mugtir.

Tamm 4.1.1 z € [0, 1] olmak iizere

k

nm =31 () A (411)

seklinde tanimlanan polinomlara Bernstein Polinomlar: adi verilir.

Burada ¢f (z) = (})2* (1 - )" dur.

f fonksiyonu C' [0, 1] uzayinda r-kez tiirevlenebilir ve r-inci tiirevi siirekli olmak iizere

"6 (¢ .
TT@):Z"E ,(>(x—c)z (4.1.2)

7!
i=0

seklinde tamimlanan polinoma C'[0, 1] uzayinda f fonksiyonu igin r-inci derecede

Taylor Polinomu adi verilir.
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(4.1.1) ve (4.1.2) operatorlerinin konvoliisyonu olan

(fia
e
3 26 (ff—g)l‘ﬂfz(f)

operatoriine Bernstein-Taylor Polinomu denir.

By, (f;)

I
*

/\
slwv

SW

:IIM

<

B
II

r = (0 alinirsa

Buo(f;z) = ; f (%) Cflxk (1-— x)”*k
0

k=

elde edilir. Bu ise Bernstein polinomudur. Yani

gerceklenir.

(4.1.3)

Simdi Bernstein-Taylor polinomunun f fonksiyonuna yaklagimini incelerken kul-

lanacagimiz bazi lemmalar verelim. (Hrushikesh N. Mhaskar, Devidas V. Pai, Fun-

damentals of Theory, Lorentz, Bernstein Polynomials ve Natanson, Constructive

Function Theory.)

Lemma 4.1.1

olmak {izere

Sugr () = ) (k= na)" ¢, ()

k=0

seklinde tanimlansin. Her = € R icin asagidaki ifadeler gegerlidir.

a) Sn,O (.Z’) =1
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b) Sp1(z) =0

¢) Sna () = na (1 — )

d) Spr1 (@) =2 (1= 2) [S,, (2) +nrSp, (2)] 57 21

e) Sna(z) =3n*X% —2nX2 4+ nX (1 -22)*; X :=2 (1 —x)

ispat

a) r =0 icin

k=0
olup, (2.4.2) ifadesinden
Sn70 (ZE) =1
bulunur.
b) r =1 igin

= D _ken(@) —ned (@) (4.1.5)
k=0 k=0
n N n n' N _—
= 1 _—
>k (@) ™ =)
k=1 k=1

= nx Z oF | (2) (4.1.6)

k=0
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dir. (2.4.2) ve (4.1.6) ifadelerini (4.1.5) de kullanilirsa
Sn,l (ZE) =0

elde edilir.

c) r =2 igin

n

Sna (@) = Y (k—nz) ) (2)

= Y {k? — 2kna + (n2)’} ¢k (x)
= Y Rk (2) — 200 Y kek (2) + (n2)? S o ()

2k _ - 2 n! k n—k

" n—1)! o1 ek
— nx;k<k —(1)!(71)— k>!a: (1—2)

— kzzo (k+1) (7(1”__111! k)!g;k (1— )" *

n—1 n—1
N ACEETOIAC
k=0 k=0
(2.4.2) ve (4.1.6) ifadelerinden
Z K2k (2) = (nx)® — na? 4 na
k=1
bulunur. (2.4.2) , (4.1.6) ve (4.1.8) ifadeleri (4.1.7) de yerlerine yazilirsa
Sno2(z) =nz (1 —2x)

elde edilir.
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d) Indirgeme formiilii;

k) — ¢ (@) o
(h @) = 22 (k= (119
dir. .
S (2) =) (k= nx)" oy ()

ifadesinin = degiskenine gore tiirevi

n n

(Sur () = —nr > (k—nz) " gk (2) + > (k —na)" (¢ (2))

k=0 k=0

!/

dir. (4.1.9) egitliginden

bulunur. Buradan
Snpi1 (7)) =z (1 — ) S;’L,r () +nrSy.—1 (2)
elde edilir.
e) (a), (b), (c) ve (d) siklarindan
Sns(r) =nX (1—2x)

Spa (z) = 3n2X? — 2nX? + nX (1 — 2z)°

elde edilir.
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Lemma 4.1.2 A, ; (x) n’den bagimsiz polinomlar olmak iizere (4.1.4) ifadesindeki

fonksiyon
Snr (z) = A ()0’ (4.1.10)

bi¢iminde gosterilebilir.
Ispat: Tiimevarim yontemi kullamlirsa;

r =1 icin

Sna (z) = A1 (x)

dir. Ay (z) =0 alnirsa r = 1 i¢in (4.1.10) ifadesi gerceklenir.

r =1t i¢in
[I5]]
x) = Z A (x)n

ifadesi gerceklensin.

r=1t+1i¢gin

Spie1 () = x(1-2) [s;,,n () + ntSpss (a:)]

I [15H1]
= z(l—2) . A;’i(x)ni+nt Z A (x)n

—
SIS

dir.

=1

(1]
nt+1 Z AtJrlz

oldugu dikkate alinirsa

gerceklenir. Bu da ispati tamamlar.
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Snr (v) fonksiyonlarma x ve n’ ye gore bir polinom gibi bakabiliriz. S,,, (x) n’ ye

gore H s H—inci dereceden bir polinomdur. Buna gore = € [0, 1] noktalar1 igin

T

[Sur ()] < K () ml ] (4.1.11)
esitsizligini saglayacak sekilde K (r) sayisi vardir.
Teorem 4.1.1 f € C"[0,1] (r =0,1,2,...) ise [0, 1] aralig iizerinde

lim B, (f;z) = f(z)

n—oo

diizgiin olarak gergeklenir.
Ispat: B,, (f;z) lineer pozitif bir operatordiir.

Simdi Korovkin teoreminin kosullarini aragtiralim.

B, (L;2) = Z‘Pﬁ (z) =1
k=0

By, (tiz) = En: 21: f(i)l.!(g) (w - %) on ()
k=0 =0
- :0 [g +1 (x - S)] o (2)
— o (2)



n — oo i¢in

||Bn,r (15 x) - 1“0[0,1} =0
| B (t;2) — xHC[O,l] =0
HBn,T (t27$) - m2”0[0,1] =0

saglanir. Korovkin teoremine gore f € C7[0, 1] i¢in

HBn,r (f7 :E) - f (x)Hc[oJ} =0

gerceklenir. Bu da ispati tamamlar.

Teorem 4.1.2 (Popoviciu) B, (f;z) Bernstein polinomu olmak iizere [0, 1] ar-

aliginda siirekli f fonksiyonu i¢in

[NIES

Ba(fi2) T @)] < Sy (n°

)

dir.

Teorem 4.1.3 r =0,1,2,... igin f € C"[0,1] ve x € [0, 1] olmak iizere

[N

HBn,T (f,ﬂf) - f (x>||c[0,1] < K(T) n_gwf(r) <n_ ) (4112)

gergeklenir (Kirov 1992).
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Ispat: r = 0icin B, (f;z) = B, (f;z) dir. Dolayisiyla Teorem 4.1.2” den

| Bno (f;2) = f (x)”c[o,l] <

—W

2

3 .
r(n

NI

)

oldugunu gosterebiliriz. Yani r = 0 igin (4.1.12) ifadesi gergeklenir.

Simdi de r = 1,2, 3, ... i¢in ispatim1 yapalim.

(2.4.2) ifadesinden

~ 7 (5) AN
1@ =B i) = [f@ k@ -5 e (o= 1) A
n no T f) (k N
- [r@a@-3r (B
yazilabilir.
Modified Taylor formiilii uygulanirsa
/@) = Buy (52)
_ N 23 k'
N k=0 =0 Z' (l’_g)
(x_%)n / r=1 | ¢(r) k (r) k %
e fam o [0 (B ta=2y) - 10 a0
0
PHR (a-2)
" (a:— k

elde edilir.
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Ucgen esitsizliginden

dir. Lemma 2.2.3’ den

1 @) = Bas (fi2)] < ‘(‘j - ﬁ)‘! Ja-o e (¢

elde edilir. Lemma 2.2.5’ den

t K t Rl -t}
W p(r T — — = W T——|n"2n
£ . Q) .
kl 1 1
< tlx——|n2+1 wf(r)<n 2)
n

esitsizligi bulunur. Bu esitsizlik (4.1.13) ifadesinde kullanilirsa

(@) = Bur (fi2)] < Z{go:z () 'f;l:;,
k=0
X /(1 —t)ril (t x —S n: + 1) W) (n_%> dt
0
S| iy (n#) == n%/lt(l £ dt
B (r—1 7 n
k=0 0

—1 —T—l - T
= Wi (n 2){(r+1)'n 2Z|k3—nx| Lok (1)
’ k=0
1 —r - r k
+ o Z\k—nx! o, ()
k=0
bulunur.
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1

PSS | - r
¢n,r (fL‘) - (’f’—|— 1)‘TL 2 Z|k_n$| i (10:, (‘T)
) k=0

1 o .
—i-ﬁn Z|k—nm| o ()
k=0

denilirse

VI

£ (@) = Bug (f0)] < 0, (@) wpr (n7F) (4.1.14)

olur.

Cauchy-Schwartz-Bunyakovsky esitsizligi ve (2.4.2) ifadesinden

Sk —na ek @) = S k= a0k (@) (9 (2)?

1 1

{Z [k — nar 2T o (96)} {Z ©n (w)}
= {Zn: [k — nar 2T O (96)}

IA

elde edilir.

(4.1.4) ifadesi kullanilirsa

N

D Ik —na|h @l () < {Sarpa ()}

elde edilir. Benzer sekilde

[NIES

Dk —nal gy (@) < {8 (2)}

bulunur.
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Diger taraftan (4.1.11)" den

N

{Sorpa ()}2 < /A (2r +2)nr+1 (4.1.15)

(NI

{Sor (2)}2 < JA(2r)nr (4.1.16)

elde edilir. Dolayisiyla (4.1.15) ve (4.1.6) ifadelerinden

1/1n7r(ac)§n_2r{ ! A(27‘—|—2)+% A(27’)}

(r+1)

bulunur.

K (r)= !\/A<2T+2)+% A(2r)

(r+1)
denilirse

Yo (€) <07 K (1)

elde edilir. Bu egitsizlik (4.1.14) ifadesinde kullanihrsa

|f (&) = Boy (f52)] <07 K (r)wjo (n—%>

bulunur ve ispat tamamlanir.
4.2 Chlodowsky-Taylor Polinomlariyla Yaklagim

A. Izgi, 1. Biiyiikyazici, E. Ibikli (2009) tarafindan Chlodowsky-Taylor polinomlar:

asagidaki gibi tamimlanmigtir.

Tanim 4.2.1 (b,,) dizisi

b
lim b, = 0o ve lim — =0

n—o0 n—oo M

kosullarii saglayan monoton artan reel terimli pozitif bir say1 dizisi olmak iizere

0<z<b, icin

Cn(f;z)= ki:o f <§bn> o () (4.2.1)
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seklinde taniml polinomlara Chlodowsky polinomlar: adi verilir. Burada

o (v) = (Z)iUk (1-— aﬁ)nfk dir.

f fonksiyonu C (0, 00) uzayinda r-kez tiirevlenebilir ve r-inci tiirevi siirekli olmak

lizere

") (¢ .
T, () := Z fl—'() (z —¢) (4.2.2)

seklinde tanimlanan polinoma C' (0, 00) uzayinda f fonksiyonu igin r-inci derecede

Taylor Polinomu denir.

(4.2.1) ve (4.2.2) nin konvoliisyonu olan

Cor (f;2) + = (CoxT,)(f;7)

= Xn:Tr <f; gbn>2§0i ()
k=0
n o) (kp, i

= Z Z % <:U - %bn) o (1) (4.2.3)
k=0 i=0 '

polinomuna Chlodowsky-Taylor Polinomu denir.
Chr (f; ) lineer pozitif operatordiir.
Bu polinomlar dizisinin yakinsakligini aragtiralim.

f(z)=11i¢in

Crr (1;7) = kZi;ng <bﬁ) ~1 (4.2.4)

n

seklindedir.
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f(z) =z igin

L) (kp koY
Cop (ti7) = ZZ%(“#’L) o (b£>

seklindedir.

f (z) = 2? igin

2 n 2 (ky kY T
Cus (t32) = ZZ%("“#’”) & (b_)

I
S
)

seklindedir.
Buradan da n — oo igin
|G (1;2) = 1], = 0
|Cor (t522) — 2|, = 0
[Co (£%52) = 2*|| =0
elde edilir.

Teorem 2.5.3, C,, (f;x) Chlodowsky-Taylor polinomlari i¢in uygulanirsa agagidaki

teoremi verebiliriz.
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Teorem 4.2.1 C,,, : C, (R) — B, (R) lineer pozitif operatorler dizisi
[Cnyr (1) — 1||p =0
|G (62) = ]|, =0
|Crr (#%52) —2?]|, = 0

kogullarini sagliyorsa keyfi f € Cl’f (R) i¢in

|Cre (f32) = f ()|, = 0

gerceklenir.

Teorem 4.2.2 f € C (0,00) ve f € C¥(R) olmak iizere herhangi bir A € R*

sayist ve x € [0, A] icin

b\ ? b
[Cor (F:5) = @)ty < D1 (4) (2) re (f(’"); _)

n

egitsizligi saglanir. Burada D,, A ve r’ ye bagh bir sabittir.

ispat:

1

Iy, = /(1 —u)"! [f(” <§bn +u (x — %bn)) - f(”(gbn)} du
0

diyelim. Modified Taylor formiilii ve (2.4.2) esitliginden

’Cn,r (f,l‘) - f (LC)|

ZZM(@“—%’?)@ (;) —kn f () ok (5)

k=0 =0
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elde edilir.
Simdi A > 0 ve = € [0, A] i¢in agagidaki iki nokta ciimlesini tanmimlayalim.

ElZ{k‘:Ebn21+A}
n

n

Yukaridaki esitsizlikten

Cur (f52) — f (2)] < Z'x kb} |9""<bi>

!as 'fb | o
> e ()
= Ju ( ) + Jn2 ({C) (425)

elde edilir.
Jn1 (z) ifadesini ele alalim.

f e C% (R) oldugundan D; > 1 sayisi vardir dyle ki
FO(t) < Dip(t) (4.2.6)
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dir. Ayrica k € E; ve z € [0, 4] i¢in

T — ﬁbn >1 (4.2.7)
dir. (4.2.6) ve (4.2.7) ifadelerinden
‘f(”< by +u (az %)) — 1ok,
n n
< |0 (B (o= B )|+ |10 E
n n
< D1p< b+u<x E bn)
n

) oo
o oo )+ ]

< 2Dy (14 4%) (v’ —u+1) (x—ﬁbn

S| 3|

S
\_/

elde edilir. Dy = 2D; (1 + A?) denilirse

‘f(r) (Sbn +u (a: - Sb")) - f(T)<§bn> =

elde edilir. Dolayisiyla

o — 20|’

e < 3ot () B
< Ja=a s (S (e E0) ) - ot
x/l(l—u)r_ng (w —ut1) <x—§bn)2du

1

3

IN
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1
/ (1—uw)"" (w?—u+1)du
,0

k 7‘+2 T
Jn < — 2, k[ &
r? 4+ 2r + 2 — kot T
= Dy— E —b, k(2
o & o <bn)
olur. Dy, = ”(+27";r2 D, denilirse
- A x

elde edilir.

€ [0,b,] igin 7 = 0,1, 2... olmak {izere

T ()= (%bn - m) ok (%) (4.2.9)

polinomu tanimlansin. (4.1.4) ifadesinden

LAY Y A AN S
s (i) = X () #(5)

= Z_Z nr (2)
elde edilir. (4.1.11) ifadesinden
" i () nll3]
Ty (v) < K (r)nllz (4.2.10)

bulunur. Buradan asagidaki ifadeleri verebiliriz.

Thor (z) < CL A" (%") ;0<ae <A<, (4.2.11)
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n
Tn,27‘ (l;) S Mr <b_n) : 0<z S bn
[ ()] n

burada C,, K, ve M, r’ ye bagh sabitlerdir.

(4.2.12)

(4.2.13)

(4.2.8) esitsizliginde, Cauchy-Schwartz-Bunyakovsky ve (4.2.11) esitsizlikleri kul-

lanilirsa

n Lk 2r+4 n x
In1 (QU) < D2,r Z ('T - ﬁbn> Z QOTIZ <b—>

ke FEq n

- DQ,T Tn,2(7‘—|—1) (l’)

r+1

S DQ,T V Cfr—i—l‘Ar—"_1 (b_n>
n

bulunur. D! (A) = Dg,+/C, 11 A1 denilirse

elde edilir.

Lemma 2.2.7” den ¢ > 0 sayis1 vardir dyle ki

b, b,
WitA <f(r); g) >c e

elde edilir.
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(4.2.14)

(4.2.15)

(4.2.16)



Simdi de J,2 () ifadesini ele alalim.

oz (1) = Z ‘w kb { |1y | o (%)

keE>

Z()%

x/l(1—u)’“ L (kb +u(

IA

Lemma 2.2.3’ den

“ z— Ep,|"
haw) < ook (L) Emabl
k=0 " '

1
></ (1—u) " wisa (f(’");

0

dir. Lemma 2.2.5’ den

k
U (1 — —b,
n

Jua (z) < Zson( n) fl),wHA (f(r %)

X [ (1—w)" (1+ Eu(m—
= WitA (f(r); b—n>
n

—~ [ ‘x—%bn‘r n _E
< () T e (- )

k=0 "
- |$ anr k(®
_ % -l Pn (a)
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k
—bn>> du
n

)

. Ebn)> OIS

Jau




dir. (4.2.10) ve (4.2.11) ifadelerinden

by,
Wi4+4 (f(r); —>
n
1 / /—
X {F Tn 21‘ 7” I 1 n2('r+1 }
by,
Wi4+4 (f(r); —)
n
1 b\ 1 /b b\
il T’AT n - . Ar+1 [ 2
Y7 ¢ (n> +(T+1)! n\/CJrl <n)

bulunur. D (A) = (1) VOt Crn V ATt denilirse

(r+1)!

D) < 0L (4) (%) (f(’”); b—“) (42.17)

Jng (Z’)

IN

IN

n

elde edilir.

(4.2.16) ve (4.2.17) esitsizlikleri (4.2.5) ifadesinde kullanilirsa
Dy(4) (bi)? o [
|Crr (f52) = f(2)] < = (g> WitA (f( ) _>

" bn % (7") bn
+Dr (A) g Wi4+A4 f ) E

bulunur. D, (A) = M + D, (A) denilirse

Cur (F52) = @] < D, (4) (%) (f(”; b—")

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.
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Teorem 4.2.3 f € C" (0,00) ve ) € Ck (R) igin

G (f32) — f ()] b\ ? o [bn
R T (%) Q<f " 5>

2€[0,b] [p

gerceklenir. Burada D,., r’ ye bagh bir sabittir.

Ispat: Teorem 4.2.2° nin ispatinda

I (%b tu <a: - %b)) 105,

1

< -

0

olmak iizere

n k T
B

mg&fﬂﬁ—fﬂﬂ|SE:_GiTﬁrL¢A¢Z<%)

oldugu gosterildi. Lemma 2.3.7" den

‘f”) (Zb fu (:c - %b)) 10,

(4.2.18)

(4.2.19)

< 2 (1+ M) (146 (144 (1—|—u2 (x— Sbn)2> Q (7 0)

elde edilir. Bu esitsizlik (4.2.18) ifadesinde kullanihirsa

15| < 2(142%) (1+82)Q(f7;9)

1

(2= 2bn) 1 6 (2~ 4ba)” }

5 r+2 srrr 0 (r+2) (r+3)
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bulunur. Bu da (4.2.19) ifadesinde kullanilirsa
bn, 5 . |bn
(Cor (fi0) = f@)] < 2( 142 ) (L+27) Q| f754/
n ki |7
k(2 |z — bl 1
XZ@" <bn) (r—1)! {T
k=0
< k )2 2 (z —£p,) 1
+|lz—=b, +
n r(r+1)(r+2) [b, TH+1

6(x— %bn)3
Var 1) +2)(+3)

_|_

elde edilir. Cauchy-Schwartz-Bunyakovsky esitsizligi ve (4.2.9) esitliginden

Cor (f2) = f(2)] < 2(1+%> (1+x2)9(f(’"); b—")

n

X {%\/ Thor (x) + ﬁ\/%\/ﬂﬂ(ml) (z)

2 6

e 01+ g T 0

elde edilir. (4.2.13) esitsizliginden

Cor (fi2) = f(2)] < 2<1+%"> (1+w2)ﬂ(f(r); b—”)

n
L /4 [ bn "
1 b, (r11)/4 b, (r+1)/2
e

r+1 n

2 (r+2)/4 by, (re2)/2
b gy Vi (14a) P ()

(r+2 n

6 2\ (r+3)/4 bn (r8)/2
TV s (147 "

n
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bulunur. % < 1 oldugundan

r/2
Cur (f52) = @) < 4(1+2%)0 (fw; ﬁ) (1) ()

n
1 1 6
X{F\/MrﬂL— Mr+1+—\/Mr+3}

(r+ 1)! (r+3)!

denilirse,

n n

r/2
’C’mr (f7x) — f (:B)‘ < 4]\/[; (b_”) (1 + mz)(r+7)/4Q (f(r); b_”>

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.
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