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ÖZET

Yüksek Lisans Tezi

CHLODOWSKY-TAYLOR POL·INOMLARIYLA YAKLAŞIM

Seyide ATAK

Ankara Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dal¬

Dan¬̧sman: Prof. Dr. Ertan ·IB·IKL·I

Bu tezde Chlodowsky ve Taylor operatörlerinin konvolüsyonu olan Chlodowsky-

Taylor operatörünün yaklaş¬m özellikleri ve yaklaş¬m h¬z¬incelenmi̧stir.

Bu tez dört bölümden oluşmaktad¬r.

·Ilk bölüm giri̧s k¬sm¬na ayr¬lm¬̧st¬r.

·Ikinci bölümde, bu tez için gerekli olan temel tan¬m ve teoremler verilmi̧stir. Ayr¬ca

a¼g¬rl¬kl¬ uzaylardaki süreklilik modülü ve lineer pozitif operatörler tan¬t¬l¬p temel

özellikleri incelenmi̧stir. Korovkin teoremi ve Baskakov teoremi ispatlar¬yla birlikte

verilmi̧stir. Son olarak s¬n¬rs¬z bölgelerde klasik Korovkin teoremlerinin kullan¬la-

mayaca¼g¬gösterilmi̧s ve bu durumda yak¬nsakl¬k teoreminin nas¬l olmas¬gerektigi

araşt¬r¬lm¬̧st¬r. Bu teoremi verebilmek için A.Hac¬yev taraf¬ndan ispatlanan baz¬ön-

ermeler ve ispatlar¬verilmi̧stir.

Üçüncü bölümde, Bernstein-Chlodowsky polinomlar¬n¬n yaklaş¬m özellikleri ve yak-

laş¬m h¬z¬incelenmi̧stir.

Son bölümde ise, baz¬konvolüsyon tipli operatörlerin yaklaş¬m özellikleri ve yaklaş¬m

h¬zlar¬incelenmi̧stir.

Ocak 2012,88 sayfa

Anahtar Kelimeler : Chlodowsky-Taylor polinomlar¬, Korovkin teoremi, lineer

pozitif operatörler, yak¬nsakl¬k h¬z¬, süreklilik modülü, a¼g¬rl¬kl¬uzay.
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ABSTRACT

Master Thesis

CONVERGENCE BY CHLODOWSKY-TAYLOR POLYNOMIALS

Seyide ATAK

Ankara University

Graduate School of Natural And Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Ertan ·IB·IKL·I

In this thesis, the approximation properties and the speed of approximation of

Chlodowsky-Taylor operator which is the convolution of Taylor and Chlodowsky

operators are examined.

This thesis consists of four chapters.

The �rst chapter is devoted to introduction.

In the second chapter, the fundamental de�nitions and theorems has been given,

which are necessary for this thesis. Furthermore, modulus of continuity in weighted

spaces and linear positive operators are introduced. Also their some basic properties

are obtained. Korovkin theorem and Baskakov theorem are given with their proofs

and it is shown that the classical Korovkin theorems can not be used in unbounded

regions and how convergence theorem should be in this case is investigated. Some

propositions and proofs of A. Hac¬yev are given in order to give this theorem.

In the third chapter, the approximation properties and the speed of approximation

of Bernstein-Chlodowsky polynomials are examined.

In the last chapter, the approximation properties and the speed of approximation of

some convolution type operators are examined.

January 2012, 88 pages

Key Words: Chlodowsky-Taylor polynomials, Korovkin theorem, linear positive

operators, speed of approximation, modulus of continuity, weighted spaces.
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S·IMGELER D·IZ·IN·I

N do¼gal say¬lar kümesi

R reel say¬lar kümesi

B(D) D kümesi üzerinde tan¬ml¬ve s¬n¬rl¬fonksiyonlar¬n uzay¬

C(D) D kümesi üzerinde tan¬ml¬ve sürekli fonksiyonlar¬n uzay¬

C(r)(D) D kümesi üzerinde tan¬ml¬ve r. mertebeden türevi sürekli

fonksiyonlar¬n uzay¬

B�(D) B(D) uzay¬n¬n a¼g¬rl¬kl¬fonksiyon uzay¬

C�(D) C(D) uzay¬n¬n a¼g¬rl¬kl¬fonksiyon uzay¬

Ck� (D) C�(D) uzay¬n¬n bir alt uzay¬

k:kC(D) C(D) uzay¬nda tan¬ml¬norm

k:k� a¼g¬rl¬kl¬uzayda tan¬ml¬norm

fn � f fn dizisi f fonksiyonuna düzgün yak¬nsar

ckn n�nin k�l¬kombinasyonu, yani ckn =

0@ n

k

1A = n!
k!(n�k)!

!(�) = !(f ; �) reel de¼gerli s¬n¬rl¬f fonksiyonunun süreklilik modülü


f (�) = 
(f ; �) reel de¼gerli s¬n¬rl¬f fonksiyonunun a¼g¬rl¬kl¬uzaylardaki

süreklilik modülü

L(f ;x) L operatörünün f fonksiyonuna uygulanmas¬

v



1.G·IR·IŞ

Yaklaş¬mlar teorisi, verilen bir uzaydaki bir fonksiyona iyi özellikleri olan ayn¬uzaya

ait fonksiyonlar ailesi ile yaklaş¬m yap¬l¬p yap¬lamayaca¼g¬n¬araşt¬r¬r.

Yaklaş¬mlar teorisinin temel teoremi olarak nitelendirilen teorem, kapal¬ve s¬n¬rl¬

[a; b] aral¬¼g¬üzerinde tan¬ml¬reel de¼gerli sürekli bir f fonksiyonu için her " > 0 ve

her x 2 [a; b] olmak üzere

jPn (x)� f (x)j < "

olacak şekilde bir Pn (x) polinomunun varl¬¼g¬, ilk kez 1885 y¬l¬ndaWeierstrass taraf¬n-

dan ifade ve ispat edilmi̧stir.

Fakat bu polinomun katsay¬lar¬n¬n ne olaca¼g¬belirtilmemi̧stir.

Bernstein (1912) taraf¬ndan [0; 1] aral¬¼g¬üzerinde tan¬ml¬reel de¼gerli sürekli bir f

fonksiyonuna yaklaşan polinomlar¬n tipi hakk¬nda bir teorem ispatlanm¬̧st¬r.

Pn (x) = Bn (f ;x) =
nX
k=0

f

�
k

n

�
cknx

k (1� x)n�k ; 0 � x � 1

tipinde polinomlar dizisi tan¬mlam¬̧s ve bu polinomlar dizisi için key� " > 0 ve-

rildi¼ginde her x 2 [0; 1] ve her n � n0 için

jBn (f ;x)� f (x)j < "

eşitsizli¼ginin sa¼gland¬¼g¬n¬göstermi̧stir.

Bu polinomlar key� s¬n¬rl¬aral¬k için de tan¬mlanabilir.

·Ilk defa Chlodowsky (1937) taraf¬ndan [0;1) aral¬¼g¬üzerinde Bernstein polinomlar¬

genelleştirilmi̧s ve bu polinomlar¬n yaklaş¬m özellikleri araşt¬r¬lm¬̧st¬r.
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Bernstein-Chlodowsky polinomlar dizisi olarak adland¬r¬lan bu polinomlar dizisi (bn)

lim
n!1

bn =1 ve lim
n!1

bn
n
= 0

şartlar¬n¬sa¼glayan, monoton artan reel terimli pozitif say¬dizisi olmak üzere

Cn (f ;x) =
nX
k=0

f

�
k

n
bn

�
ckn

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
; 0 � x � bn

şeklinde tan¬ml¬d¬r.

H. Bohman (1951) taraf¬ndan toplam şeklindeki lineer pozitif operatörler dizisinin

[0; 1] aral¬¼g¬nda sürekli f(x) fonksiyonuna yaklaşmas¬problemi incelenmi̧stir.

H. Bohman göstermi̧stir ki x 2 [0; 1] ; 0 � �k;n � 1 oldu¼gunda

Ln (f ;x) =
nX
k=0

f (�k;n)Pn;k (x) ; Pn;k (x) � 0

pozitif operatörler dizisinin n ! 1 iken [0; 1] aral¬¼g¬nda f fonksiyonuna düzgün

yak¬nsak olabilmesi için gerek ve yeter koşullar¬üç tanedir. Bunlar;

Ln (1; x) � 1

Ln (t;x) � x

Ln
�
t2;x

�
� x2

şeklinde ifade edilir.

Aşikard¬r ki Bohman�¬n araşt¬rd¬¼g¬operatörlerin de¼geri f fonksiyonunun [0; 1]

aral¬¼g¬n¬n d¬̧s¬ndaki de¼gerlerinden ba¼g¬ms¬zd¬r.

P. P. Korovkin (1953) genel bir teorem ispatlam¬̧st¬r ve göstermi̧stir ki Bohman�

¬n koşullar¬ genel halde de gerçeklenir. Korovkin Teoremi olarak adland¬r¬lan bu

teorem aşa¼g¬da ifade edilmi̧stir:
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(Ln) lineer pozitif operatörler dizisi [a; b] aral¬¼g¬nda n!1 iken

Ln (1; x) � 1

Ln (t;x) � x

Ln
�
t2;x

�
� x2

koşullar¬n¬gerçekliyorsa [a; b] aral¬¼g¬nda sürekli ve tüm reel eksende s¬n¬rl¬herhangi

bir f fonksiyonu için

Ln (f ;x)� f (x) ; a � x � b

olur.

Baskakov (1962) [a; b] aral¬¼g¬üzerinde sürekli ve Mf , f fonksiyonuna ba¼gl¬bir sabit

olmak üzere

jf (x)j �Mf

�
1 + x2

�
koşulunu sa¼glayan f fonksiyonu için Korovkin teoreminin gerçeklendi¼gini ispat-

lam¬̧st¬r.

G. H. Kirov (1992) taraf¬ndan Bernstein-Taylor polinomlar¬, r = 0; 1; 2; ::: olmak

üzere f 2 Cr [0; 1] ve x 2 [0; 1] için

Bn;r (f ;x) =
nX
k=0

rX
i=0

f (i)
�
k
n

�
i!

�
x� k

n

�i
cknx

k (1� x)n�k

şeklinde tan¬mlanm¬̧s ve bu polinomlar¬n yaklaş¬m özellikleri incelenmi̧stir.

A.·Izgi, ·I.Büyükyaz¬c¬, E.·Ibikli (2009) taraf¬ndan Chlodowsky-Taylor polinomlar¬,

f 2 Cr [0;1), (r = 0; 1; 2; :::) ve x 2 [0; bn] için

Cn;r (f ;x) =
nX
k=0

rX
i=0

f (i)
�
k
n
bn
�

i!

�
x� k

n
bn

�i
ckn

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k

şeklinde tan¬mlanm¬̧s ve bu polinomlar¬n yaklaş¬m özellikleri incelenmi̧stir.
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Burada (bn) ;

lim
n!1

bn =1 ve lim
n!1

bn
n
= 0

şartlar¬n¬sa¼glayan monoton artan reel terimli pozitif say¬dizisidir.

Chlodowsky polinomlar¬n¬n bir fonksiyona yaklaş¬m¬için aranan temel koşul o fonk-

siyonun sürekli olmas¬d¬r. Di¼ger yandan f fonksiyonu r-kez türevlenebilir ve r-inci

türevi sürekli ise bu durumda türev özelliklerinin de kullan¬labilece¼gi Taylor poli-

nomlar¬göz önüne al¬nabilir. E¼ger bir f fonksiyonu r-kez türevlenebilir ve r-inci

türevi sürekli ise f fonksiyonuna Chlodowsky-Taylor polinomlar dizisi ile yaklaş¬la-

bilir. Görülecektir ki bu yaklaş¬m Chlodowsky polinomlar dizisinden daha h¬zl¬d¬r.

Bu tezde iki operatörün konvolüsyonu olan Chlodowsky-Taylor polinomlar dizisinin

f fonksiyonuna yaklaş¬m¬ve yaklaş¬m h¬z¬incelenecektir. Bu bize farkl¬operatörlerin

birleştirilmesiyle daha h¬zl¬bir yaklaş¬m¬n elde edilebilece¼gini göstermektedir.
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2. TANIM VE ÖNB·ILG·I

Bu bölümde çal¬̧sma için gerekli baz¬tan¬m ve teoremler verilecektir.

2.1 Baz¬Fonksiyon Uzaylar¬

Bu kesimde baz¬fonksiyon s¬n¬�ar¬n¬n tan¬mlar¬n¬verelim.

[a; b] aral¬¼g¬üzerinde tan¬ml¬ve s¬n¬rl¬fonksiyonlar uzay¬

B [a; b] = ff jf : [a; b]! R tan¬ml¬ve 8x 2 [a; b] için jf (x)j <1g

şeklinde tan¬mlan¬r.

[a; b] aral¬¼g¬üzerinde tan¬ml¬ve sürekli fonksiyonlar uzay¬

C [a; b] = ff jf : [a; b]! R tan¬ml¬ve 8x 2 [a; b] için sürekli g

ile gösterilir ve C[a; b] üzerindeki norm

kfkC[a;b] = max
a�x�b

jf(x)j

şeklinde tan¬mlan¬r.

B� (R) =
�
f : 8x 2R için jf (x)j �M f� (x)

	
C� (R) =

�
f 2 C (R) : 8x 2R için jf (x)j �M f� (x)

	
ile s¬ras¬yla B (R) ve C (R) uzaylar¬n¬n a¼g¬rl¬kl¬ fonksiyon uzaylar¬tan¬mlanabilir.

Burada Mf , f fonksiyonuna ba¼gl¬bir sabit ve � (x)= 1 + �2 (x) olup, �, (�1;1)

aral¬¼g¬nda sürekli, artan ve

lim
jxj!1

� (x)= �1

koşulunu sa¼glayan bir fonksiyondur. � fonksiyonuna ise a¼g¬rl¬k fonksiyonu denir.
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B� (R) ve C� (R) uzaylar¬üzerinde norm

kfk�= sup
�1<x<1

jf (x)j
� (x)

şeklinde tan¬mlan¬r.

C� (R) uzay¬n¬n baz¬alt uzaylar¬; kf , f fonksiyonuna ba¼gl¬bir sabit olmak üzere

Ck� (R) =

�
f 2 C� (R) : limjxj!1

f (x)

� (x)
= kf<1

�
C0� (R) =

�
f 2 C� (R) : limjxj!1

f (x)

� (x)
= 0

�

ile tan¬mlan¬r.

Tan¬m 2.1.1 (Cauchy-Schwartz Eşitsizli¼gi)

8 (x1; x2; :::; xn) ; (y1; y2; :::; yn) 2 Rn için

nX
k=1

jxkykj �
 

nX
k=1

jxkj2
! 1

2
 

nX
k=1

jykj2
! 1

2

eşitsizli¼gi gerçeklenir (Natanson 1964).

Tan¬m 2.1.2 (Taylor Formülü) Bir f fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬ ve

(n+ 1) kez sürekli türevlenebilir olsun. Bu durumda Taylor formülü x0 2 [a; b]

ve her x 2 [a; b] için

Rn+1 (x) =
1

n!

xZ
x0

(x� t)n f (n+1) (t) dt

olmak üzere

f (x) =
nX
k=0

f (k) (x0)

k!
(x� x0)

k +Rn+1 (x)

şeklinde tan¬ml¬d¬r (Musayev vd. 2003).
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Tan¬m 2.1.3 Taylor formülünde kaŗs¬laş¬lan ve en fazla n-inci dereceden olan

Tn (x) :=
nX
k=0

f (k) (x0)

k!
(x� x0)

k

şeklindeki tam rasyonel fonksiyona x0 noktas¬nda f fonksiyonunun n-inci basamak-

tan Taylor polinomu ad¬verilir (Musayev 2003).

Tan¬m 2.1.4 (Modi�ed Taylor Formülü)Modi�ed Taylor formülü aşa¼g¬daki gibi

verilebilir.

f (x) =

nX
k=0

f (k) (x0)

k!
(x� x0)

k

+
(x� x0)

n

(n� 1)!

1Z
0

(1� t)n�1
�
f (n) (x0 + t(x� x0))� f (n)(x0)

�
dt

2.2 Süreklilik Modülü

Tan¬m 2.2.1 Boş olmayan I � R s¬n¬rl¬aral¬¼g¬verilmi̧s olsun.

d (I) = sup fjx� yj : x; y 2 Ig

büyüklü¼güne I kümesinin çap¬denir.

Tan¬m 2.2.2 I � R s¬n¬rl¬bir aral¬k, f : I ! R fonksiyonu I üzerinde s¬n¬rl¬olsun.

d = d (I), I kümesinin çap¬olmak üzere ! : (0; d]! [0;1);

!f (�) = ! (f ; �) = sup fjf (x1)� f (x2)j : x1; x2 2 I; jx1 � x2j � �g

fonksiyonuna f fonksiyonunun I üzerindeki süreklilik modülü denir.

Süreklilik modülünün baz¬önemli özellikleri aşa¼g¬da verilmi̧stir. Bu özelliklerin ifade

ve ispat¬nda Korovkin (1960) ve Natanson (1964) kaynaklar¬ndan yararlan¬lm¬̧st¬r.
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Lemma 2.2.1 � > 0 için !f (�) � 0 d¬r.

Tan¬m 2.2.2 den ispat¬aç¬kt¬r.

Lemma 2.2.2 !f (�) monoton artand¬r.

·Ispat: 8�1; �2 2 (0; d], �1 < �2 için

fjf (x1)� f (x2)j : x1; x2 2 I; jx1 � x2j � �1g

� fjf (x1)� f (x2)j : x1; x2 2 I; jx1 � x2j � �2g

oldu¼gundan

!f (�1) = sup fjf (x1)� f (x2)j : x1; x2 2 I; jx1 � x2j � �1g

� sup fjf (x1)� f (x2)j : x1; x2 2 I; jx1 � x2j � �2g

= !f (�2)

gerçeklenir.

Lemma 2.2.3 f , I aral¬¼g¬nda sürekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda her x1; x2 2 I

için

jf (x1)� f (x2)j � !f (jx1 � x2j)

gerçeklenir.

Tan¬m 2.2.2 den ispat¬aç¬kt¬r.

Lemma 2.2.4 n 2 N olmak üzere

!f (n�) � n!f (�)

gerçeklenir.
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·Ispat: Süreklilik modülünün tan¬m¬ndan !f (n�) = sup
x1;x22I

jx1�x2j�n�

jf (x1)� f (x2)j ol-

mak üzere x1 = x2 + nh denirse

!f (n�) = sup
x22I
jhj��

jf (x2 + nh)� f (x2)j

= sup
x22I
jhj��

�����
n�1X
k=0

[f (x2 + (k + 1)h)� f (x2 + kh)]

�����
�

n�1X
k=0

sup
x22I
jhj��

jf (x2 + (k + 1)h)� f (x2 + kh)j

olarak yaz¬labilir. Tan¬m 2.2.2�den toplama ba¼gl¬ifade !f (�) olur. Toplam¬n say¬s¬

n tane oldu¼gu için istenen eşitsizlik elde edilir.

Lemma 2.2.5 � pozitif reel say¬olmak üzere

!f (��) � (�+ 1)!f (�)

gerçeklenir.

·Ispat: [j�j] ile � say¬s¬n¬n tam k¬sm¬n¬gösterelim. Bu durumda

[j�j] � � < [j�j] + 1

eşitsizli¼gi geçerlidir. ! (f ; �) n¬nmonoton artan olma özelli¼gi ve Lemma 2.2.4 gere¼gince

!f (��) � !f (([j�j] + 1) �)

� ([j�j] + 1)!f (�)

� (�+ 1)!f (�)

eşitsizli¼gi elde edilir.
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Lemma 2.2.6 f , I aral¬¼g¬nda sürekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda

lim
�!0

!f (�) = 0

gerçeklenir.

·Ispat: f sürekli oldu¼gundan her " > 0 için jx1 � x2j < � oldu¼gunda

jf (x1)� f (x2)j < "

sup jf (x1)� f (x2)j < "

eşitsizli¼gini sa¼glayan en az bir � > 0 say¬s¬var olup, !f (�) n¬n tan¬m¬ndan !f (�) < "

olur. Lemma 2.2.2�den � < � için

!f (�) < "

yaz¬labilir. Bu da ispat¬tamamlar.

Lemma 2.2.7 (�n) s¬f¬ra yak¬nsayan bir dizi ve cf , f fonsiyonuna ba¼gl¬sabit bir

say¬olmak üzere

!f (�n) � cf�n

gerçeklenir.

·Ispat: Lemma 2.2.5�den yararlan¬larak

!f (1) = !f

�
1

�n
�n

�
�

�
1 +

1

�n

�
!f (�n)

=

�
�n + 1

�n

�
!f (�n)

eşitsizli¼gi yaz¬labilir.

10



(�n) yak¬nsak dizi oldu¼gundan �n + 1 � c olacak biçimde bir c sabiti vard¬r. Yani

!f (1) �
c

�n
!f (�n)

eşitsizli¼gi elde edilir. cf =
!f (1)

c
denirse

!f (�n) � cf�n

bulunur. Bu da istenen ifadeyi verir.

2.3 A¼g¬rl¬kl¬Uzaylardaki Süreklilik Modülü

S¬n¬rs¬z aral¬kta � ! 0 iken !f (�) süreklilik modülü s¬f¬ra yak¬nsamad¬¼g¬ndan bu ara-

l¬kta � ! 0 iken s¬f¬ra yak¬nsayan 
f (�) a¼g¬rl¬kl¬süreklilik modülü tan¬mlanm¬̧st¬r

(N. I. Ashieser 1947).

Tan¬m 2.3.1 � fonksiyonu a¼g¬rl¬k fonksiyonu olmak üzere


f (�) = sup

�
jf (x+ h)� f (x)j

� (h) � (x)
: x 2 [0;1); jhj � �; f 2 Ck� (R)

�

şeklinde tan¬ml¬
f (�) fonksiyonuna f fonksiyonunun Ck� (R) uzay¬nda süreklilik

modülü denir.

A¼g¬rl¬kl¬uzaylardaki süreklilik modülünün baz¬önemli özellikleri aşa¼g¬da verilmi̧stir.

Lemma 2.3.1 � > 0 için 
f (�) � 0 d¬r.

Tan¬mdan ispat¬aç¬kt¬r.
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Lemma 2.3.2 
f (�) monoton artand¬r.

·Ispat: 8�1; �2 2 [0,1) olmak üzere �1 < �2 için�
jf (x+ h)� f (x)j

� (h) � (x)
: x 2 [0;1); jhj � �1

�
�

�
jf (x+ h)� f (x)j

� (h) � (x)
: x 2 [0;1); jhj � �2

�

oldu¼gundan


f (�1) = sup

�
jf (x+ h)� f (x)j

� (h) � (x)
: x 2 [0;1); jhj � �1

�
� sup

�
jf (x+ h)� f (x)j

� (h) � (x)
: x 2 [0;1); jhj � �2

�
= 
f (�2)

gerçeklenir.

Lemma 2.3.3 Her m 2 N için


f (m�) � 2m(1 + �2)
f (�)

gerçeklenir.

·Ispat:


f (�) = sup
x�0
jhj��

jf(x+ h)� f(x)j
(1 + x2)(1 + h2)

ifadesinde x+ h = t denilirse


f (�) = sup
x�0

jt�xj��

jf(t)� f(x)j
(1 + x2)(1 + (t� x)2)

elde edilir.
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Dolay¬s¬yla


f (m�) = sup
x�0

jt�xj�m�

jf(t)� f(x)j
(1 + x2)(1 + (t� x)2)

bulunur.

jt� xj � m�

�m� � t� x � m�

t = x+mh seçilirse jhj � � olup


f (m�) = sup
x�0

jt�xj�m�

jf(t)� f(x)j
(1 + x2)(1 + (t� x)2)

(2.3.1)

yaz¬labilir. Di¼ger yandan,

jf(x+mh)� f(x)j =
�����
mX
k=1

f(x+ kh)� f(x+ (k � 1)h)
�����

�
mX
k=1

jf(x+ kh)� f(x+ (k � 1)h)j

=
mX
k=1

jf(x+ kh)� f(x+ (k � 1)h)j
(1 + h2)

�
1 + (x+ (k � 1)h)2

�
�
�
1 + h2

� �
1 + (x+ (k � 1)h)2

�
d¬r. Eşitsizli¼gin her iki taraf¬(1 + x2) (1 + (mh)2) ifadesi ile bölünürse,

jf(x+mh)� f(x)j
(1 + x2) (1 + (mh)2)

�
mX
k=1

jf(x+ kh)� f(x+ (k � 1)h)j
(1 + h2)

�
1 + (x+ (k � 1)h)2

�
�
(1 + h2)

�
1 + (x+ (k � 1)h)2

�
(1 + x2) (1 + (mh)2)

elde edilir. Her iki taraf¬n jhj � � üzerinden supremumu al¬n¬rsa sol taraf (2:3:1)

eşitli¼ginden 
f (m�) ifadesine eşit olup,


f (m�) � 
f (�)
�
1 + �2

� mX
k=1

�
1 + (x+ (k � 1)h)2

�
(1 + x2) (1 + (mh)2)

(2.3.2)
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elde edilir. Di¼ger yandan,

1 + (x+ (k � 1)h)2 � 1 + 2
�
x2 + ((k � 1)h)2

�
� 1 + 2

�
x2 + ((k � 1)h)2

�
+ 1

= 2
�
1 + x2 + ((k � 1)h)2

�
d¬r. k � 1 � m oldu¼gundan

1 + (x+ (k � 1)h)2 � 2(1 + x2 + (mh)2)

� 2(1 + x2 + (mh)2 + x2 (mh)2)

= 2(1 + x2)
�
1 + (mh)2

�
yaz¬labilir. Yani �

1 + (x+ (k � 1)h)2
�

(1 + x2) (1 + (mh)2)
� 2

dir. Bu eşitsizli¼gin (2:3:2) ifadesinde kullan¬lmas¬yla


f (m�) � 2m(1 + �2)
f (�)

elde edilir.

Lemma 2.3.4 Her � 2 R+ için


f (��) � 2 (1 + �) (1 + �2)
f (�)

gerçeklenir.

·Ispat: � 2 R+ say¬s¬n¬n tam k¬sm¬n¬[j�j] ile gösterilirse

[j�j] � � � 1 + [j�j]

eşitsizliklerinin geçerli oldu¼gu aç¬kt¬r.
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Lemma 2.3.2�den


f (��) � 
f ((1 + [j�j]) �)

elde edilir. 1 + [j�j] 2 N oldu¼gundan Lemma 2.3.3 gere¼gince


f (��) � 
f ((1 + [j�j]) �) � 2 (1 + [j�j]) (1 + �2)
f (�)

olur. Di¼ger taraftan 1 + [j�j] � 1 + � oldu¼gu göz önüne al¬n¬rsa


f (��) � 2 (1 + �) (1 + �2)
f (�)

elde edilir.

Lemma 2.3.5 Her f 2 Ck� (R) için

lim
�!0


f (�) = 0

gerçeklenir.

·Ispat: f 2 Ck� (R) oldu¼gundan f fonksiyonu [0;1) aral¬¼g¬nda sürekli ve

lim
x!1

f (x)

� (x)
= kf <1 (2.3.3)

d¬r. (2:3:3) ifadesinden her " > 0 için öyle bir x0 bulunur ki tüm x > x0 noktalar¬

ve her h reel say¬s¬için����f (x)� (x)
� kf

���� < "

2
;

����f (x+ h)

� (x+ h)
� kf

���� < "

2
(2.3.4)

sa¼glan¬r.
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O halde


f (�) = sup
x�0
jhj��

jf(x+ h)� f(x)j
� (x+ h)

= sup
x�0
jhj��

jf(x+ h)� f(x) + � (x+ h) kf � � (x+ h) kf j
� (x+ h)

� sup
x�0
jhj��

jf(x+ h)� � (x+ h) kf j
� (x+ h)

+ sup
x�0
jhj��

jf (x)� � (x+ h) kf j
� (x+ h)

= sup
x�0
jhj��

����f(x+ h)

� (x+ h)
� kf

����+ sup
x�0
jhj��

����f (x)� (x)

� (x)

� (x+ h)
� kf

����
elde edilir. � a¼g¬rl¬k fonksiyonu monoton artan oldu¼gundan �(x)

�(x+h)
� 1 olup


f (�) � sup
x�0
jhj��

����f(x+ h)

� (x+ h)
� kf

����+ sup
x�0
jhj��

����f (x)� (x)
� kf

����
yaz¬labilir. Burada (2:3:4) ifadesi kullan¬l¬rsa


f (�) <
"

2
+
"

2
= "

elde edilir. Bu da ispat¬tamamlar.

Lemma 2.3.6 Her f 2 Ck� (R) ve x; t 2 [0;1) için

jf (t)� f (x)j �
�
1 + x2

� �
1 + (t� x)2

�

f (jt� xj)

eşitsizli¼gi gerçeklenir.

·Ispat: 
f (�) ifadesinde � = jt� xj seçilirse


f (jt� xj) = sup
x�0
jhj��

jf (t)� f (x)j
(1 + x2)

�
1 + (t� x)2

� � jf (t)� f (x)j
(1 + x2)

�
1 + (t� x)2

�
yaz¬labilir.
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Buradan
jf (t)� f (x)j

(1 + x2)
�
1 + (t� x)2

� � 
f (jt� xj)

oldu¼gu görülür. Böylece

jf (t)� f (x)j �
�
1 + x2

� �
1 + (t� x)2

�

f (jt� xj)

eşitsizli¼gi elde edilir. Bu da ispat¬tamamlar.

Lemma 2.3.7 Her f 2 Ck� (R) ve x; t 2 [0;1) için

jf (t)� f (x)j � 2
�
jt� xj
�

+ 1

��
1 + x2

� �
1 + (t� x)2

� �
1 + �2

�

f (�)

eşitsizli¼gi gerçeklenir.

·Ispat: Lemma 2.3.6�dan

jf (t)� f (x)j �
�
1 + x2

� �
1 + (t� x)2

�

f (

jt� xj
�

�) (2.3.5)

yaz¬labilir.

Ayr¬ca jt�xj
�
2 R+ olup Lemma 2.3.4�den


f (
jt� xj
�

�) � 2
�
jt� xj
�

+ 1

��
1 + �2

�

f (�)

bulunur. Bu eşitsizli¼gin (2:3:5) ifadesinde kullan¬lmas¬yla

jf (t)� f (x)j � 2
�
jt� xj
�

+ 1

��
1 + x2

� �
1 + (t� x)2

� �
1 + �2

�

f (�)

elde edilir. Bu da ispat¬tamamlar.
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2.4 Sonlu Aral¬kta Sürekli Fonksiyonlara Polinomlar ·Ile Yaklaş¬m

Weierstrass (1885), kapal¬ve s¬n¬rl¬ [a; b] aral¬¼g¬üzerinde tan¬ml¬, reel de¼gerli her

sürekli f fonksiyonuna polinomlar ile yaklaş¬labilece¼gini aşa¼g¬daki teorem ile ifade

etmi̧stir.

Teorem 2.4.1 (Weierstrass) f fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬nda sürekli ise her " > 0

için [a; b] aral¬¼g¬üzerinde

jP (x)� f (x)j< "

eşitsizli¼gini gerçekleyen en az bir P (x) polinomu vard¬r.

Bernstein (1912) taraf¬ndan [0; 1] aral¬¼g¬üzerinde Weierstrass teoremini gerçekleyen

polinomlar¬n tipi ile ilgili bir teorem ispatlanm¬̧st¬r. Bernstein polinomlar¬olarak

adland¬r¬lan bu polinomlar¬n tipleri ve yaklaş¬m özellikleri, Campiti et al. (1994),

Bleimann et al. (1980), Groetsch et al. (1973), Martinez (1989) gibi birçok makalede

araşt¬r¬lm¬̧st¬r.

Tan¬m 2.4.1 f : [0; 1]! R tan¬ml¬, sürekli bir fonksiyon olsun.

Bn (f ;x)=
nX
k=0

f

�
k

n

�
cknx

k (1� x)n�k

ile tan¬ml¬polinomlara Bernstein polinomlar¬ad¬verilir.

Bn : C (0;1)! C (0;1) bir dönüşüm oldu¼gu aç¬kt¬r. Burada

ckn =

�
n

k

�
=

n!

k! (n� k) !
(2.4.1)

şeklindedir. Her belirli n do¼gal say¬s¬için Bn (f ;x), n: mertebeden bir polinomdur.
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Bu polinomlar¬n temel yap¬s¬; a ve b pozitif say¬lar ve n bir do¼gal say¬olmak üzere

(a+ b)n=
nX
k=0

ckna
kbn�k

Binom formülüne ba¼gl¬d¬r. Bu formülde x 2 [0; 1] olmak üzere a = x ve b = 1 � x

al¬n¬rsa
nX
k=0

cknx
k (1� x)n�k = 1 (2.4.2)

eşitli¼gi elde edilir.

Lemma 2.4.1 8x 2 [0; 1] için

nX
k=0

(k � nx)2 cknx
k (1� x)n�k = nx (1� x)

gerçeklenir (Natanson 1964).

Lemma 2.4.2 x 2 [0; 1] ve � > 0 olsun.

�n =

�
k :

����kn�x
���� � �; k = 0; 1; :::; n

�

olmak üzere X
k2�n

cknx
k (1� x)n�k � 1

4n�2

eşitsizli¼gi gerçeklenir.

·Ispat: k 2 �n için����kn�x
���� � � =)

�� k
n
�x
��

�
� 1 =) (k � nx)2

n2�2
� 1

oldu¼gundan

X
k2�n

cknx
k (1� x)n�k �

X
k2�n

(k � nx)2

n2�2
cknx

k (1� x)n�k
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� 1

n2�2

nX
k=0

(k � nx)2 cknx
k (1� x)n�k

eşitsizli¼gi yaz¬labilir. Lemma 2.4.1 kullan¬larak

X
k2�n

cknx
k (1� x)n�k � 1

n2�2
nx (1� x)

elde edilir. Buradan

X
k2�n

cknx
k (1� x)n�k � 1

n2�2
max
x2[0;1]

nx (1� x)

=
1

4n�2
(2.4.3)

olur. Bu da istenen eşitsizliktir.

Teorem 2.4.2 [0; 1] aral¬¼g¬üzerinde f fonksiyonu sürekli ise

lim
n!1

Bn (f ;x) = f (x)

bu aral¬kta düzgün olarak gerçeklenir.

·Ispat: f : [0; 1]! R fonksiyonu [0; 1] aral¬¼g¬üzerinde sürekli oldu¼gundan s¬n¬rl¬d¬r.

Yani; [0; 1] aral¬¼g¬üzerinde

jf (x)j �M

olacak şekilde M > 0 say¬s¬vard¬r.

Kapal¬ ve s¬n¬rl¬ aral¬k üzerinde sürekli bir fonksiyon, bu aral¬k üzerinde düzgün

süreklidir. Yani; 8" > 0 için jx1 � x2j< � olmak üzere 8x1, x2 2 [0; 1] için

jf (x1)� f (x2)j<
"

2

eşitsizli¼gini gerçekleyen en az bir � = � (") > 0 say¬s¬vard¬r.
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(2:4:2) eşitli¼ginin her iki yan¬f(x) ile çarp¬l¬rsa

f(x) =
nX
k=0

f(x)cknx
k(1� x)n�k

olur. Bn (f ;x)� f (x) fark¬gözönüne al¬n¬rsa

Bn (f ;x)� f (x) =

nX
k=0

f

�
k

n

�
cknx

k (1� x)n�k �
nX
k=0

f(x)cknx
k (1� x)n�k

=
nX
k=0

�
f

�
k

n

�
� f (x)

�
cknx

k (1� x)n�k

eşitli¼gi yaz¬labilir. k = 0; 1; :::; n indis kümesi

�n =

�
k :

����kn�x
����< �

�
�n =

�
k :

����kn�x
���� � �

�

olacak şekilde iki s¬n¬fa ayr¬ls¬n. Bu durumda

Bn (f ;x)� f (x) =
X
k2�n

�
f

�
k

n

�
� f (x)

�
cknx

k (1� x)n�k

+
X
k2�n

�
f

�
k

n

�
� f (x)

�
cknx

k (1� x)n�k

olup,

jBn(f ;x)� f(x)j =
�����X
k2�n

�
f

�
k

n

�
� f (x)

�
cknx

k (1� x)n�k

+
X
k2�n

�
f

�
k

n

�
� f (x)

�
cknx

k (1� x)n�k

�����
olarak yaz¬labilir. Üçgen eşitsizli¼gi kullan¬larak

jBn (f ;x)�f (x)j �
X
k2�n

����f �kn
�
� f (x)

���� cknxk (1� x)n�k (2.4.4)

+
X
k2�n

����f �kn
�
� f (x)

���� cknxk (1� x)n�k
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elde edilir. f fonksiyonu sürekli oldu¼gundan k 2 �n için����f �kn
�
� f (x)

����<"2
eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. f fonksiyonu s¬n¬rl¬oldu¼gundan k 2 �n için����f �kn

�
� f (x)

�����2M
eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. Bulunan bu iki eşitsizlik (2:4:4) ifadesinde kullan¬l¬rsa

jBn (f ;x)�f (x)j �
"

2

X
k2�n

cknx
k(1� x)n�k+2M

X
k2�n

cknx
k (1� x)n�k

� "

2

nX
k=0

cknx
k (1� x)n�k+2M

X
k2�n

ckn (1� x)n�k

=
"

2
+ 2M

X
k2�n

cknx
k (1� x)n�k (2.4.5)

eşitsizli¼gi elde edilir.

(2:4:5) eşitsizli¼ginin sa¼g taraf¬ndaki toplam ifadesi, Lemma 2.4.2�de verilen (2:4:3)

eşitsizli¼gini gerçekler. Bu durumda

jBn (f ;x)�f (x)j �
"

2
+

M

2n�2

elde edilir. Yeterince büyük n de¼gerleri için

M

2n�2
<
"

2

olup, 8" > 0 say¬s¬için istenen

jBn (f ;x)�f (x)j<
"

2
+
"

2
= "

ifadesi gerçeklenir.
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Key� [a; b] aral¬¼g¬üzerinde de Bernstein polinomlar¬Weierstrass Teoremi�ni gerçek-

ler. Bunu aşa¼g¬daki teorem ile ifade edelim.

Teorem 2.4.3 f 2 C (a; b) ise [a; b] aral¬¼g¬üzerinde

lim
n!1

Bn (f ;x) = f (x)

düzgün olarak gerçeklenir.

·Ispat: f fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬üzerinde sürekli olsun. [0; 1] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬,

sürekli

' (y)= f (a+ y (b� a))

fonksiyonu ve

� (y)=
nX
k=0

cky
k

polinomu gözönüne al¬ns¬n. Teorem 2.4.2 gere¼gince; 8y 2 [0; 1] için�����f (a+ y (b� a))�
nX
k=0

cky
k

�����< "

koşulunun sa¼glanmas¬gerekir. 8x 2 [a; b] için x�a
b�a kesri [0; 1] aral¬¼g¬ndad¬r. Bu kesir

yukar¬da y yerine yaz¬l¬rsa�����f
�
a+

x� a

b� a
(b� a)

�
�

nX
k=0

ck

�
x� a

b� a

�k�����<"
olur. Buradan �����f (x)�

nX
k=0

ck

�
x� a

b� a

�k�����<"
olup, bu da

P (x)=

nX
k=0

ck

�
x� a

b� a

�k
polinomunun f fonksiyonuna olan yak¬nsakl¬¼g¬d¬r. Böylelikle istenilen elde edilmi̧s

olur.
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2.5 Lineer Pozitif Operatörler ve Yaklaş¬m Özellikleri

Lineer pozitif operatörlerin tan¬m¬ve baz¬önemli özellikleri verilim (P. P. Korovkin

1960).

Tan¬m 2.5.1 X ve Y fonksiyon uzaylar¬olsun. L : X ! Y bir dönüşüm olmak

üzere 8f 2 X fonksiyonuna kaŗs¬l¬k gelen bir g 2 Y fonksiyonu varsa, L

g (x) = L (f ;x)

şeklinde bir operatördür, denir. L operatörünün tan¬m bölgesi X = D (L), de¼ger

kümesi ise R (L) olmak üzere

L (f ;x) = L (f (t) ; x)

ile gösterilir.

Tan¬m 2.5.2 X lineer bir uzay olsun. 8f; g 2 X için, a; b 2 R ve af + bg 2 X

olmak üzere L operatörü

L (af + bg;x) = aL (f ;x) + bL (g;x)

koşulunu gerçekliyor ise L operatörüne lineer operatör ad¬verilir.

c 6= 0 için L lineer bir operatör oldu¼gundan

L (0; x) = L (c:0;x) = cL (0; x)

olarak yaz¬labilir. Buradan

L (0; x) = 0

oldu¼gu görülür.
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Lineer operatörler s¬n¬f¬n¬n çok önemli bir alt s¬n¬f¬lineer pozitif operatörlerdir.

Tan¬m 2.5.3 X+ = ff 2 X : f � 0g, Y + = fg 2 Y : g � 0g olsun. E¼ger X uza-

y¬nda tan¬mlanm¬̧s L lineer operatörü X+ kümesindeki herhangi bir f fonksiyonunu

pozitif fonksiyona dönüştürüyorsa o taktirde bu lineer operatöre lineer pozitif ope-

ratör denir. L lineer operatörü için f � 0 oldu¼gunda L (f ;x) � 0 gerçeklenir.

Şimdi lineer pozitif operatörlerin önemli baz¬özelliklerini verelim.

Özellik 2.5.1 Lineer pozitif operatörler monotondur.

Gerçekten; 8x 2 R için f (x) � g (x) ise f (x) � g (x) � 0 d¬r. L operatörü pozitif

oldu¼gundan

L (f � g;x) � 0

olur ve L operatörünün lineerlik özelli¼ginden

L (f ;x)� L (g;x) � 0

elde edilir. Bu da ispat¬tamamlar.

Özellik 2.5.2 L lineer pozitif operatör olsun. Bu durumda

jL (f ;x)j � L (jf j ;x)

eşitsizli¼gi gerçeklenir.

Gerçekten; 8t 2 [a; b] için

� jf (t)j � f (t) � jf (t)j

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.
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L operatörünün monoton olma özelli¼ginden

�L (jf j ;x) � L (f ;x) � L (jf j ;x)

yaz¬labilir. Dolay¬s¬yla

jL (f ;x)j � L (jf j ;x)

elde edilir.

Tan¬m 2.5.4 L : X ! Y lineer dönüşüm olsun. E¼ger 8f 2 X için

kL (f ;x)kY � C kfkX

olacak şekilde C > 0 say¬s¬varsa L operatörüne s¬n¬rl¬ lineer operatör ad¬verilir.

Bu C sabitlerinin en küçü¼güne L operatörünün normu denir.

kLk = inf fC : kL (f ;x)kY � C kfkXg

şeklinde gösterilir.

L lineer operatörü için

kLk = sup
kfkX 6=0

kL (f ;x)kY
kfkX

kLk = sup
kfkX=1

kL (f ;x)kY

eşitlikleri sa¼glan¬r.

X = C� (R) ve Y = B� (R) oldu¼gunu kabul edelim. Bu durumda

kLkC�!B� = sup
kfk�=1

kL (f ;x)k�

� sup
kfk�=1

L� jf j� � �;x
�

�

� kL (�;x)k�
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olur. Di¼ger yandan k�k� = 1 oldu¼gu için

kLkC�!B� = sup
kfk�=1

kL (f ;x)k�

� kL (�;x)k�

yaz¬labilir. Bu iki eşitsizlikten

kLkC�!B� = kL (�;x)k� (2.5.1)

elde edilir. Bu eşitlik, C� dan B� ya dönüşüm yapan lineer operatörlerin s¬n¬rl¬

oldu¼gunu gösterir. Çünkü � 2 C� için L (�;x) 2 B� olur. Operatörün normunun

tan¬m¬ndan s¬n¬rl¬lineer operatörler için

kL (f ;x)k � kLk kfk

eşitsizli¼gi geçerlidir. Özel durumda L : C� ! B� oldu¼gunda

kL (f ;x)k� � kLkC�!B�
kfk�

olup, (2:5:1) ifadesinden

kL (f ;x)k� � kL (�;x)k� kfk�

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

Korovkin (1953) taraf¬ndan [a; b] aral¬¼g¬üzerinde tan¬ml¬reel de¼gerli sürekli f fonksi-

yonuna lineer pozitif operatörler dizisi ile yaklaş¬m yap¬labilece¼gi aşa¼g¬daki teorem

ile ifade ve ispat edilmi̧stir.
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Teorem 2.5.1 (Korovkin 1953): (Ln) lineer pozitif operatörler dizisi, [a; b]

aral¬¼g¬nda n!1 iken

Ln (1; x) � 1 (2.5.2)

Ln (t;x) � x (2.5.3)

Ln
�
t2;x

�
� x2 (2.5.4)

koşullar¬n¬ gerçekliyorsa, [a; b] aral¬¼g¬ üzerinde sürekli ve tüm reel eksende s¬n¬rl¬

herhangi bir f fonksiyonu için n!1 iken a � x � b olmak üzere

Ln (f ;x)� f (x)

gerçeklenir.

·Ispat: f fonksiyonu reel eksende s¬n¬rl¬oldu¼gundan 8x 2 R için

jf (x)j �M (2.5.5)

olacak şekilde M > 0 say¬s¬vard¬r.

f 2 C (a; b) oldu¼gundan her " > 0 için jt� xj < � olmak üzere her t 2 R ve x 2 [a; b]

için

jf (t)� f (x)j < " (2.5.6)

eşitsizli¼gini gerçekleyen en az bir � > 0 say¬s¬vard¬r. Di¼ger yandan jt� xj � � için

(t� x)2

�2
� 1 =) 2M

�2
(t� x)2 � 2M

sa¼glan¬r. (2:5:5) ; (2:5:6) eşitsizlikleri ve üçgen eşitsizli¼gi kullan¬larak 8" > 0 için

jf (t)� f (x)j < 2M

�2
(t� x)2 + " (2.5.7)

bulunur.
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Lineer pozitif operatörlerin özelliklerinden

kLn (f ;x)� f (x)kC(a;b) = kLn (f (t)� f (x) ; x) + f (x) (Ln (1; x)� 1)kC(a;b)

� kLn (f (t)� f (x) ; x)kC(a;b)

+ kfkC(a;b) kLn (1; x)� 1kC(a;b)

� kLn (jf (t)� f (x)j ;x)kC(a;b)

+ kfkC(a;b) kLn (1; x)� 1kC(a;b)

eşitsizli¼gi yaz¬labilir. Bu eşitsizli¼gin ikinci terimi (2:5:2) ifadesinden dolay¬ s¬f¬ra

yak¬nsar. Yani n!1 iken

kfkC(a;b) kLn (1; x)� 1kC(a;b) � "n

eşitsizli¼gini sa¼glayan "n ! 0 dizisi vard¬r. Bu durumda

kLn (f ;x)� f (x)kC(a;b) � kLn (jf (t)� f (x)j ;x)kC(a;b) + "n (2.5.8)

gerçeklenir. (2:5:8) eşitsizli¼ginin sa¼g¬ndaki ilk terimi gözönüne alal¬m. (2:5:7) eşitsiz-

li¼gi ve lineer pozitif operatörlerin özellikleri kullan¬larak

Ln (jf (t)� f (x)j ;x) � Ln

�
2M

�2
(t� x)2 + ";x

�
= "Ln (1; x) +

2M

�2
Ln
�
(t� x)2 ;x

�
= "Ln (1; x) +

2M

�2
�
Ln
�
t2;x

�
� 2xLn (t;x) + x2Ln (1; x)

�
� " [Ln (1; x)� 1] + "+

2M

�2
��
Ln
�
t2;x

�
� x2

�
� 2x [Ln (t;x)� x] + x2 [Ln (1; x)� 1]

	
= "+

�
"+

2M

�2
x2
�
[Ln (1; x)� 1] + 2M

�2
�
Ln
�
t2;x

�
� x2

�
�4M
�2

x [Ln (t;x)� x]

elde edilir.
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"+ 2M
�2
x2 = g (x) ve �4M

�2
x = h (x) olsun. 8x 2 [a; b] için

g (x) � sup
x2[a;b]

jg (x)j = b ve h (x) � sup
x2[a;b]

jh (x)j = c

olmak üzere

Ln (jf (t)� f (x)j ;x) � "+ b [Ln (1; x)� 1] +
2M

�2
�
Ln
�
t2;x

�
� x2

�
+c [Ln (t;x)� x]

kLn (jf (t)� f (x)j ;x)kC(a;b) � "+ b kLn (1; x)� 1kC(a;b)

+
2M

�2
Ln �t2;x�� x2


C(a;b)

+ c kLn (t;x)� xkC(a;b)

elde edilir. (2:5:2), (2:5:3) ve (2:5:4) ifadelerinden dolay¬

lim
n!1

kLn (jf (t)� f (x)j ;x)kC[a;b] = 0

olur. Bu durumda (2:5:8) ifadesinin

lim
n!1

kLn (f (t) ; x)� f (x)kC[a;b] = 0

oldu¼gu görülür. Bu da ispat¬tamamlar.

1962 y¬l¬nda Baskakov, [a; b] aral¬¼g¬üzerinde sürekli veMf , f fonksiyonuna ba¼gl¬bir

sabit olmak üzere

jf (x)j �Mf

�
1 + x2

�
(2.5.9)

koşulunu sa¼glayan f fonksiyonu için Korovkin Teoremi�nin gerçeklendi¼gini ispat-

lam¬̧st¬r. Gerçekten; f 2 C [a; b] oldu¼gundan her " > 0 için her t 2 R ve x 2 [a; b]

için jt� xj < � oldu¼gunda

jf (t)� f (x)j < "

eşitsizli¼gini gerçekleyen en az bir � > 0 say¬s¬vard¬r.
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jt� xj � � oldu¼gunda 8x 2 [a; b] için f fonksiyonu (2:5:9) koşulunu sa¼glad¬¼g¬ndan

jf (t)� f (x)j � Mf

�
1 + x2

�
+Mf

�
1 + t2

�
= Mf

�
2 + t2 + x2

�
= Mf

�
2 + (t� x+ x)2 + x2

�
= Mf

�
2 + (t� x)2 + 2x (t� x) + 2x2

�
� Mf

 
2
(t� x)2

�2
+ (t� x)2 + 2x

(t� x)2

�
+ 2x2

(t� x)2

�2

!

= Mf (t� x)2
�
2

�2
+ 1 +

2x

�
+
2x2

�2

�
� Mf (t� x)2

 
2

�2
+ 1 + sup

x2[a;b]

2x

�
+ sup
x2[a;b]

2x2

�2

!

şeklinde yaz¬labilir. Bu eşitsizlikte

c =Mf

 
2

�2
+ 1 + sup

x2[a;b]

2x

�
+ sup
x2[a;b]

2x2

�2

!

al¬n¬rsa

jf (t)� f (x)j � c (t� x)2

elde edilir. Bu durumda 8x 2 [a; b] ve 8t 2 R için

jf (t)� f (x)j � "+ c (t� x)2

yaz¬labilir. Ayr¬ca

Ln (jf (t)� f (x)j ;x) � Ln
�
"+ c (t� x)2 ;x

�
= "Ln (1; x) + c

�
Ln
�
t2;x

�
� 2xLn (t;x) + x2Ln (1; x)

	
= " [Ln (1; x)� 1] + "+ c

��
Ln
�
t2;x

�
� x2

�
� 2x [Ln (t;x)� x] + x2 [Ln (1; x)� 1]

	
eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.
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k = c sup
x2[a;b]

j�2xj ve l = c sup
x2[a;b]

jx2j olmak üzere

kLn (jf (t)� f (x)j ;x)kC(a;b) � "+ ("+ l) kLn (1; x)� 1kC(a;b) + k kLn (t;x)� xkC(a;b)

+c
Ln �t2;x�� x2


C(a;b)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. (2:5:2), (2:5:3) ve (2:5:4) ifadelerinden dolay¬

lim
n!1

kLn (jf (t)� f (x)j ;x)kC(a;b) = 0

olur. Bu durumda (2:5:8) eşitsizli¼ginden istenen

lim
n!1

kLn (f ;x)� f (x)kC(a;b) = 0

elde edilir. O halde Korovkin teoremi sa¼glanm¬̧s olur.

Şimdi de s¬n¬rs¬z bölgelerde yaklaş¬m¬araşt¬ral¬m.

S¬n¬rs¬z bölgelerde tan¬mlanm¬̧s C� (R) � C (R) uzay¬nda key� Ln lineer pozitif

operatörler yard¬m¬yla yaklaş¬m¬n gerçeklenmedi¼gini aşa¼g¬daki teorem ile verelim.

Teorem 2.5.2 � (x) = 1 + �2 (x) ; lim
jxj!1

� (x)= �1 olmak üzere

Ln : C� (R)! C� (R) tan¬ml¬bir lineer pozitif operatörler dizisi olsun. Bu dizi

lim
n!1

kLn (1; x)� 1k� = 0 (2.5.10)

lim
n!1

kLn (�; x)� �k� = 0 (2.5.11)

lim
n!1

Ln ��2;x���2� = 0 (2.5.12)

koşullar¬n¬sa¼glar, fakat

lim
n!1

kLnf ��f �k�> 0

ifadesini gerçekleyen f � 2 C� (R) fonksiyonu bulunur (Gadjiev ve ·Ibikli 1999, ·Ibikli

2003).
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·Ispat: Genelli¼gi bozmadan � (0) = 0 olsun.

l (x; �; f) =
�2 (x)

�2 (x+ 1)
f (x+ 1)� 2f (x) + �2 (x)

�2 (x+ 2)
f (x+ 2)

notasyonunu kullanal¬m. (Ln) operatörler dizisi

Ln (f ;x) =

8>>><>>>:
f (x) + �(x)

4�(n)
l (x; �; f) ; 0 � x � n

f (x) + 1
4
l (x; �; f) ; x � n

f (x)� 1
2�(n)

f (x) ; x � 0

ile tan¬mlans¬n.

(Ln) lineer pozitif operatörler dizisidir. Gerçekten, 8x 2 R için f (x) � 0 olmas¬

koşuluyla Ln (f ;x) � 0�d¬r ve 8f1; f2 2 C� (R) ve 8a1; a2 2 R için 0 � x � n olmak

üzere,

Ln (a1f1 + a2f2;x) = (a1f1 + a2f2) (x) +
� (x)

4� (n)
l(x; �; a1f1 + a2f2)

= a1f1 (x) + a1
� (x)

4� (n)
l (x; �; f1)

+a2f2 (x) + a2
� (x)

4� (n)
l (x; �; f2)

= a1Ln (f1;x) + a2Ln (f2;x)

olarak yaz¬labilir.

x � n olmak üzere

Ln (a1f1 + a2f2;x) = (a1f1 + a2f2)(x) +
1

4
l (x; �; a1f1 + a2f2)

= a1f1 (x) + a1
1

4
l (x; �; f1) + a2f2 (x) + a2

1

4
l (x; �; f2)

= a1Ln(f1;x) + a2Ln (f2;x)

olarak yaz¬labilir.

33



x � 0 olmak üzere

Ln (a1f1 + a2f2;x) = (a1f1 + a2f2) (x)�
1

2�(n)
(a1f1 + a2f2) (x)

= a1f1 (x)� a1
1

2� (n)
f1 (x) + a2f2 (x)� a2

1

2� (n)
f2 (x)

= a1Ln (f1;x) + a2Ln (f2;x)

olarak yaz¬labilir. Bu durumda 8x 2 R için (Ln) operatörler dizisinin lineer oldu¼gu

görülür.

Ln�ninC� (R) denC� (R) ye bir dönüşüm oldu¼gunu gösterelim. Bunun için Ln (�;x) �

M� (x) olacak şekilde M > 0 say¬s¬n¬n varl¬¼g¬n¬göstermek yeterlidir.

0 � x � n için,

Ln(�;x) = � (x) +
� (x)

4� (n)

�
�2 (x)

�2 (x+ 1)
�(x+ 1)� 2� (x) + �2 (x)

�2(x+ 2)
� (x+ 2)

�
= � (x) +

� (x)

4� (n)

�
�2 (x)

�2 (x+ 1)

�
�2 (x+ 1) + 1

�
� 2(�2 (x) + 1)

+
�2 (x)

�2 (x+ 2)

�
�2 (x+ 2) + 1

��
= � (x) +

� (x)

4� (n)

�
�2 (x)

�2 (x+ 1)
+

�2 (x)

�2 (x+ 2)
� 2
�

(2.5.13)

olarak yaz¬labilir. � fonksiyonu monoton artan oldu¼gundan

�2 (x)

�2 (x+ 1)
� 1

olup, bu eşitsizlik (2:5:13) ifadesinde kullan¬l¬rsa

Ln(�;x) � � (x)

eşitsizli¼gi elde edilir.
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x � n için

Ln (�;x) = � (x) +
1

4

�
�2 (x)

�2 (x+ 1)
� (x+ 1)� 2� (x) + �2 (x)

�2 (x+ 2)
� (x+ 2)

�

olmak üzere bu ifadede � (x) fonksiyonu yerine yaz¬l¬p, � fonksiyonunun artanl¬¼g¬

kullan¬l¬rsa

Ln (f ;x) � � (x)

ifadesi elde edilir.

x � 0 için

Ln (�;x) = � (x)� � (x)

2� (n)
=
2� (n)� 1
2� (n)

� (x)

olup,
2� (n)� 1
2� (n)

� 1

oldu¼gundan

Ln (�;x) � � (x)

ifadesi elde edilir.

Bu durumda 8x 2 R için Ln (f ;x) � � (x) ifadesi sa¼glan¬r. (Ln) lineer pozitif

operatörler dizisinin C� (R) den C� (R) ye bir dönüşüm oldu¼gu ispatlanm¬̧s olur.

(Ln) lineer pozitif operatörler dizisinin Teorem 2.5.2�nin koşullar¬n¬gerçekledi¼gini

gösterelim.

0 � x � n için,

Ln (1; x) = 1 +
� (x)

4� (n)

�
�2 (x)

�2 (x+ 1)
� 2 + �2 (x)

�2 (x+ 2)

�
jLn (1; x)� 1j

� (x)
� 1

4� (n)

����� �2 (x)

�2 (x+ 1)

����+ ���� �2 (x)

�2 (x+ 2)

����+ 2�

bulunur.
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� fonksiyonunun monoton artanl¬¼g¬ndan

jLn (1; x)� 1j
� (x)

� 1

� (n)

olarak yaz¬labilir. Buradan � (n) = 1 + �2 (n) olmak üzere

sup
0�x�n

jLn (1; x)� 1j
� (x)

� 1

1 + �2 (n)

lim
n!1

sup
0�x�n

jLn (1; x)� 1j
� (x)

� lim
n!1

1

1 + �2 (n)
= 0

olup,

lim
n!1

kLn (1; x)� 1k� = 0

elde edilir.

x � n için

Ln (1; x) = 1 +
1

4

�
�2 (x)

�2 (x+ 1)
� 2 + �2 (x)

�2 (x+ 2)

�
jLn (1; x)� 1j

� (x)
� 1

4� (x)

�
�2 (x)

�2 (x+ 1)
+ 2 +

�2 (x)

�2 (x+ 2)

�
olup, � fonksiyonunun monoton artanl¬¼g¬ndan

jLn (1; x)� 1j
� (x)

� 1

� (x)

olarak yaz¬labilir. Buradan

sup
x�n

jLn (1; x)� 1j
� (x)

� sup
x�n

1

� (x)

=
1

� (n)

=
1

1 + �2 (n)

lim
n!1

sup
x�n

jLn (1; x)� 1j
� (x)

� lim
n!1

1

1 + �2 (n)
= 0

olup,

lim
n!1

kLn (1; x)� 1k� = 0
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elde edilir.

x � 0 için

Ln (1; x) = 1� 1

2� (n)

jLn (1; x)� 1j
� (x)

� 1

2� (n)

sup
x�0

jLn (1; x)� 1j
� (x)

� 1

2� (n)

olarak yaz¬labilir. Buradan

lim
n!1

sup
x�0

jLn (1; x)� 1j
� (x)

� lim
n!1

1

2� (n)
= 0

olup,

lim
n!1

kLn (1; x)� 1k� = 0

elde edilir. Bu durumda 8x 2 R için (2:5:10) koşulu gerçeklenir.

0 � x � n için

Ln (�;x) = � (x) +
� (x)

4� (n)

�
�2 (x)

� (x+ 1)
� 2� (x) + �2 (x)

� (x+ 2)

�
jLn (�;x)� � (x)j �

� (x)

4� (n)

�
�2 (x)

j� (x+ 1)j + 2 j� (x)j+
�2 (x)

j� (x+ 2)j

�
jLn (�;x)� � (x)j

� (x)
� 1

4� (n)

�
�2 (x)

j� (x+ 1)j + 2 j� (x)j+
�2 (x)

j� (x+ 2)j

�
=

1

4� (n)

�
j� (x)j

����� � (x)

� (x+ 1)

����+ ���� � (x)

� (x+ 2)

����+ 2��
� j� (x)j

� (n)

bulunur.
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Buradan

sup
0�x�n

jLn (�;x)� � (x)j
� (x)

� sup
0�x�n

j� (x)j
� (n)

=
j� (n)j
� (n)

lim
n!1

sup
0�x�n

jLn (�;x)� � (x)j
� (x)

� lim
n!1

j� (n)j
(1 + �2 (n))

= 0

oldu¼gundan

lim
n!1

kLn (�;x)� � (x)k� = 0

elde edilir.

x � n için

Ln (�;x) = � (x) +
1

4

�
�2 (x)

� (x+ 1)
� 2� (x) + �2 (x)

� (x+ 2)

�
jLn (�;x)� � (x)j �

1

4
j� (x)j

����� � (x)

� (x+ 1)

����+ 2 + ���� � (x)

� (x+ 2)

�����
jLn (�;x)� � (x)j

� (x)
� j� (x)j

4� (x)

����� � (x)

� (x+ 1)

����+ 2 + ���� � (x)

� (x+ 2)

�����
� j� (x)j

� (x)

olup,

sup
x�n

jLn (�;x)� � (x)j
� (x)

� sup
x�n

j� (x)j
� (x)

=
j� (n)j
� (n)

lim
n!1

sup
x�n

jLn (�;x)� � (x)j
� (x)

� lim
n!1

j� (n)j
� (n)

= 0

oldu¼gundan

lim
n!1

kLn (�;x)� � (x)k� = 0

elde edilir.
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x � 0 için

Ln (�;x) = � (x)� 1

2� (n)
� (x)

jLn (�;x)� � (x)j
� (x)

=
1

� (x)

����� 1

2� (n)
� (x)

����
� j� (x)j

2� (n)

sup
x�n

jLn (�;x)� � (x)j
� (x)

� sup
x�n

1

2� (n)
j� (n)j

� j� (n)j
2� (n)

olup,

lim
n!1

sup
x�n

jLn (�;x)� � (x)j
� (x)

� lim
n!1

j� (n)j
2� (n)

= 0

oldu¼gundan

lim
n!1

kLn (�;x)� � (x)k� = 0

elde edilir. Bu durumda 8x 2 R için (2:5:11) koşulu gerçeklenir.

0 � x � n için

Ln
�
�2;x

�
� �2 (x) =

� (x)

4� (n)

�
�2 (x)

�2 (x+ 1)
�2 (x+ 1)� 2�2 (x)

+
�2 (x)

�2 (x+ 2)
�2 (x+ 2)

�
=

� (x)

4� (n)

�
2�2 (x)� 2�2 (x)

�
= 0

olup,

lim
n!1

Ln ��2;x�� �2 (x)� = 0
elde edilir.
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x � n için,

Ln
�
�2;x

�
� �2 (x) =

1

4

�
�2 (x)

�2 (x+ 1)
�2 (x+ 1)� 2�2 (x)

+
�2 (x)

�2 (x+ 2)
�2 (x+ 2)

�
=

1

4

�
2�2 (x)� 2�2 (x)

�
= 0

olup,

lim
n!1

Ln ��2;x�� �2 (x)� = 0
elde edilir.

x � 0 için

Ln
�
�2;x

�
� �2 (x) = � 1

2� (n)
�2 (x)

jLn (�2;x)� �2 (x)j
� (x)

=
1

� (x)

����� 1

2� (n)
�2 (x)

����
� �2 (x)

� (n)

sup
x�0

jLn(�2;x)� �2 (x)j
� (x)

= sup
x�0

�2 (x)

2� (n)

� �2 (0)

2� (n)

= 0

olup,

lim
n!1

Ln ��2;x�� �2 (x)� = 0
elde edilir. Bu durumda 8x 2 R için (2:5:12) koşulu gerçeklenir.
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(Ln) operatörler dizisinin lineer pozitif oldu¼gu ve (2:5:10) ; (2:5:11) ; (2:5:12) koşullar¬n¬

sa¼glad¬¼g¬gösterilmi̧stir. Burada (Ln) operatörler dizisi yard¬m¬yla yaklaş¬m¬gerçek-

lemeyen C� (R) uzay¬na ait olan f � fonksiyonu bulunur.

f � (x) = �2 (x) cos �x

fonksiyonunu gözönüne alal¬m.

jf � (x)j =
���2 (x)�� � jcos�xj

� � (x)

oldu¼gundan f � 2 C� (R) olur.

0 � x � n için

Ln (f
�;x)� f � (x) =

� (x)

4� (n)

�
�2 (x)

�2 (x+ 1)
f � (x+ 1)� 2f � (x) + �2 (x)

�2 (x+ 2)
f � (x+ 2)

�
=

� (x)

4� (n)

�
�2 (x)

�2 (x+ 1)
�2 (x+ 1) cos � (x+ 1)

� 2�2 (x) cos �x+ �2 (x)

�2 (x+ 2)
�2 (x+ 2) cos � (x+ 2)

�
=

� (x)

4� (n)

�
�2 (x) (cos �x cos � � sin �x sin �)� 2�2 (x) cos �x

+�2 (x) (cos �x cos 2� � sin �x sin 2�)
�

=
� (x)

4� (n)

�
��2 (x) cos �x� 2�2 (x) cos �x+ �2 (x) cos �x

�
=

� (x)

2� (n)

�
��2 (x) cos �x

�
olup

jLn (f �;x)� f � (x)j
� (x)

=
�2 (x) jcos �xj

2� (n)

elde edilir.
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Buradan

sup
0�x�n

jLn (f �;x)� f � (x)j
� (x)

= sup
0�x�n

�2 (x) jcos �xj
2� (n)

� �2 (n)

2� (n)

=
�2 (n)

2 (1 + �2 (n))

oldu¼gundan

lim
n!1

kLn (f �;x)� f � (x)k� � lim
n!1

�2 (n)

2 (1 + �2 (n))
=
1

2

elde edilir. Bu da ispat¬tamamlar.

Lemma 2.5.1 E¼ger Ln : C� (R)! B� (R) lineer pozitif operatörler dizisi

lim
n!1

kLn (�� ;x)� �� (x)k� = 0; � = 0; 1; 2

ifadesini sa¼glarsa f 2 C� (R) için herhangi bir sonlu [a; b] aral¬¼g¬nda

lim
n!1

kLn (f ;x)� fkC(a;b) = 0

gerçeklenir (Haciyev ve Hac¬saliho¼glu 1995).

Aşa¼g¬daki teorem, Ck� (R) � C� (R) uzay¬nda key� (Ln) lineer pozitif operatörler

dizisi ile yaklaş¬m¬n mümkün oldu¼gunu gösterir.

Teorem 2.5.3 Ln : C� (R)! B� (R) lineer pozitif operatörler dizisi

lim
n!1

kLn (�� ;x)� �� (x)k� = 0; � = 0; 1; 2 (2.5.14)

ifadesini sa¼glarsa key� f 2 Ck� (R) için

lim
n!1

kLnf � fk� = 0 (2.5.15)
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gerçeklenir (Gadjiev 1974, Haciyev ve Hac¬saliho¼glu 1995).

·Ispat: Bu teoremi C0� (R) uzay¬ için ispatlamak yeterlidir. Bunun için (2:5:15)

ifadesinin C0� (R) den al¬nan key� bir fonksiyon için geçerli oldu¼gunu kabul edelim

ve f 2 Ck� (R) herhangi bir fonksiyon olsun. Bu durumda C0� (R) uzay¬n¬n tan¬m¬na

göre

F (x) = f (x)� kf� (x)

fonksiyonu C0� (R) uzay¬na aittir. Buradan

f (x) = F (x) + kf� (x)

olmak üzere

kLnf � fk� � kLnF � Fk� + kf kLn�� �k�

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. Bu eşitsizlikte birinci terim F 2 C0� (R) oldu¼gundan s¬f¬ra yak¬n-

sar. ·Ikinci terim ise (2:5:14) koşulundan dolay¬s¬f¬ra yak¬nsar. Bu durumda

lim
n!1

kLnf � fk� = 0

olur. Dolay¬s¬yla ispat¬C0� (R) uzay¬için yapmak yeterlidir.

f 2 C0� (R) olsun. C0� (R) uzay¬n¬n tan¬m¬gere¼gince

lim
jxj!1

f (x)

� (x)
= kf = 0

olur. O halde her " > 0 için jxj > x
0
0 olmak üzere

jf (x)j < "� (x)

eşitsizli¼gini gerçekleyen en az bir x
0
0 noktas¬bulunabilir.
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Ayr¬ca

lim
n!1

� (x) =1

oldu¼gundan her " > 0 için jxj > x
00
0 iken

� (x) >
1

"

eşitsizli¼gi gerçekleyen en az bir x
00
0 noktas¬vard¬r.

E¼ger

x0 = max
�1<x<1

n
x
0

0; x
00

0

o
olarak belirlenirse tüm jxj > x0 için

jf (x)j < "� (x) ve � (x) >
1

"

koşullar¬gerçeklenir.

Kabul edelim ki x1 > x0 olsun.

g (x) =

8>>><>>>:
f (x) ; jxj � x0

do�grusal ; x 2 [�x1;�x0] [ [x0; x1]

0 ; jxj > x1

şeklinde sürekli bir g fonksiyonu tan¬mlayal¬m.

kLnf � fk� = kLn (f ;x)� f � Ln (g;x) + Ln (g;x)� g + gk�

� kLn (f ;x)� Ln (g;x)k� + kLn (g;x)� gk� (2.5.16)

+ kf � gk�

olarak yaz¬labilir. (2:5:16) eşitsizli¼ginin sa¼g taraf¬ndaki ifadeleri ayr¬ayr¬inceleyelim.

Ln : C� (R) ! C� (R) dönüşüm yapan bir operatör dizisi oldu¼gundan s¬n¬rl¬d¬r.
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Ayr¬ca (Ln) operatörler dizisi lineer oldu¼gundan

kLn (f ;x)� Ln (g;x)k� = kLn (f � g;x)k�

� kLn (�;x)k� kf � gk� (2.5.17)

sa¼glan¬r. (2:5:17) eşitsizli¼ginin sa¼g¬ndaki ifadeleri gözönüne alal¬m.

kLn (�;x)k� =
Ln �1 + �2;x��

=
Ln (1; x) + Ln

�
�2;x

�
+ 1 + �2 (x)� 1� �2 (x)


�

� kLn (1; x)� 1k� +
Ln ��2;x�� �2 (x)� + 1 + �2 (x)�

= kLn (1; x)� 1k� +
Ln ��2;x�� �2 (x)� + k�k�

şeklinde yaz¬labilir. (2:5:14) ve k�k� = 1 ifadesi gözönüne al¬narak 8" > 0 için

kLn (�;x)k� < "+ "+ 1

= 2"+ 1

yaz¬labilir. " key� oldu¼gundan " = 1 seçilebilir. O halde

kLn (�;x)k� < 3 (2.5.18)

elde edilir. Bu da (Ln) lineer pozitif operatörler dizisinin düzgün s¬n¬rl¬oldu¼gunu

gösterir.

E = [�x1;�x0] [ [x0; x1] olmak üzere g fonksiyonunun tan¬m¬gere¼gince

kf � gk� = sup
x2R

jf (x)� g (x)j
� (x)

� sup
jxj�x0

jf (x)� g (x)j
� (x)

+ sup
x2E

jf (x)� g (x)j
� (x)

+ sup
jxj>x1

jf (x)� g (x)j
� (x)

= sup
jxj�x0

jf (x)� f (x)j
� (x)

+ sup
x2E

jf (x)� g (x)j
� (x)

+ sup
jxj>x1

jf (x)� 0j
� (x)

= sup
x2E

jf (x)� g (x)j
� (x)

+ sup
jxj>x1

jf(x)j
� (x)
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� sup
x2E

�
jf(x)j+ jg (x)j

� (x)

�
+ sup
jxj>x1

jf(x)j
� (x)

� sup
x2E

jf(x)j
� (x)

+ sup
x2E

jg (x)j
� (x)

+ sup
jxj>x1

jf(x)j
� (x)

yaz¬labilir.

E � jxj � x0 ve jxj > x1 � jxj � x0

oldu¼gundan

kf � gk� � sup
jxj�x0

jf(x)j
� (x)

+ sup
x2E

jg (x)j
� (x)

+ sup
jxj�x0

jf(x)j
� (x)

= 2 sup
jxj�x0

jf(x)j
� (x)

+ sup
x2E

jg (x)j
� (x)

olup,

G (x0) = max
x2E

jg (x)j = max ff (x0) ;�f (x0)g

denirse

kf � gk� � 2 sup
jxj�x0

jf(x)j
� (x)

+G (x0) sup
x2E

1

� (x)

elde edilir. f 2 C0� (R) oldu¼gundan

sup
jxj�x0

jf(x)j
� (x)

< "

gerçeklenir. Ayr¬ca 8" > 0 için
1

� (x)
< "

oldu¼gundan G (x0), " na ba¼gl¬olmak üzere

1

� (x)
<

"

G (x0)

olarak yaz¬labilir.

kf � gk� � 2"+G (x0) �
"

G (x0)

= 3" (2.5.19)

46



elde edilir. (2:5:18) ve (2:5:19) ifadeleri (2:5:17) eşitsizli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa

kLn (f ;x)� Ln (g;x)k� � 9"

bulunur. g fonksiyonun tan¬m¬gere¼gince

kLn (g;x)� g (x)k� = sup
x2R

jLn (g;x)� g (x)j
� (x)

� sup
jxj�x1

jLn (g;x)� g (x)j
� (x)

+ sup
jxj>x1

jLn (g;x)j
� (x)

(2.5.20)

olur. Eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬ndaki ilk ifade lemma 2.5.1�den n!1 için

sup
jxj�x1

jLn (g;x)� g (x)j
� (x)

! 0 (2.5.21)

gerçeklenir.

Şimdi de eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬ndaki ikinci ifadeyi ele alal¬m.

sup
jxj>x1

jLn (g;x)j
� (x)

� sup
jxj>x1

Ln (jgj ;x)
� (x)

� sup
jxj>x1

Ln

�
sup
t
jgj ;x

�
� (x)

= G (x0) sup
jxj>x1

Ln (1; x)

� (x)

= G (x0) sup
jxj>x1

Ln (1; x) + 1� 1
� (x)

� G (x0) sup
jxj>x1

jLn (1; x)� 1j
� (x)

+G (x0) sup
jxj>x1

1

� (x)

< G (x0) sup
jxj>x1

jLn (1; x)� 1j
� (x)

+G (x0)
"

� (x)

= G (x0) sup
jxj>x1

jLn (1; x)� 1j
� (x)

+ "

elde edilir.
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(2:5:14) ifadesinden dolay¬her " > 0 için

sup
jxj>x1

jLn (1; x)� 1j
� (x)

< " (2.5.22)

sa¼glan¬r.

(2:5:20), (2:5:21) ve (2:5:22) ifadelerinden

lim
n!1

kLn (g;x)� g (x)k� = 0 (2.5.23)

bulunur.

(2:5:18), (2:5:19) ve (2:5:20) ifadeleri kullan¬larak

kLnf � fk� � kLn (f � g;x)k� + kLn (g;x)� gk� + kg � fk�

� kf � gk� � kLnk� + kLn (g;x)� gk� + kg � fk�

= kf � gk�
�
kLnk� + 1

�
+ kLn (g;x)� gk�

< 3" (3 + 1) + "

= 13"

elde edilir. Bu da (2:5:15) ifadesinin gerçeklendi¼gini gösterir.
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3. BERNSTEIN-CHLODOWSKY POL·INOMLARI ·ILE YAKLAŞIM

Chlodowsky (1937) taraf¬ndan s¬n¬rs¬z bir aral¬k üzerinde Bernstein polinomlar¬

genelleştirilmi̧s ve bu polinomlar¬n baz¬yaklaş¬m özellikleri araşt¬r¬lm¬̧st¬r. Bernstein-

Chlodowsky polinomlar¬olarak adland¬r¬lan bu polinomlar¬n, Lorentz (1953) Gad-

jiev (1995, 1998), Gadjiev vd. (1999), ·Ibikli (2001), ve bunun gibi birçok kaynakta

tan¬m¬ve yaklaş¬m özellikleri verilmi̧stir.

Tan¬m 3.1 (bn) dizisi

lim
n!1

bn =1 ve lim
n!1

bn
n
= 0

koşullar¬n¬sa¼glayan monoton artan reel terimli pozitif bir say¬dizisi olmak üzere

0 � x � bn için

Cn (f ;x)=
nX
k=0

f

�
k

n
bn

�
ckn

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
(3.1)

şeklinde tan¬ml¬polinomlara Bernstein-Chlodowsky polinomlar¬ ad¬verilir.

Bu polinomlar dizisinin yak¬nsakl¬¼g¬n¬araşt¬ral¬m.

f (t) = 1 olmak üzere

Cn (1; x) =

nX
k=0

ckn

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
= 1 (3.2)

şeklindedir.
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f (t) = t olmak üzere

Cn (t;x) =

nX
k=0

k

n
bnc

k
n

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
=

nX
k=1

bn
(n� 1)!

(k � 1)! (n� k)!

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
= x

n�1X
k=0

ckn�1

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k�1
= x (3.3)

şeklindedir.

f (t) = t2 olmak üzere

Cn
�
t2;x

�
=

nX
k=0

�
k

n
bn

�2
ckn

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
=

nX
k=1

b2n
k

n

(n� 1)!
(k � 1)! (n� k)!

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
= x

nX
k=1

k

n
bn

(n� 1)!
(k � 1)! (n� k)!

�
x

bn

�k�1�
1� x

bn

�n�k
=

bn
n
x

nX
k=2

(k � 1) (n� 1)!
(k � 1)! (n� k)!

�
x

bn

�k�1�
1� x

bn

�n�k
+
bn
n
x

nX
k=1

(n� 1)!
(k � 1)! (n� k)!

�
x

bn

�k�1�
1� x

bn

�n�k
=

x2

n

nX
k=2

(n� 1)!
(k � 2)! (n� k)!

�
x

bn

�k�2�
1� x

bn

�n�k
+
bn
n
x
n�1X
k=0

ckn�1

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k�1
= x2

�
n� 1
n

� nX
k=2

(n� 2)!
(k � 2)! (n� k)!

�
x

bn

�k�2�
1� x

bn

�n�k
+
bn
n
x

= x2
�
n� 1
n

� n�2X
k=0

ckn�2

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k�2
+
bn
n
x

= x2 + x
(bn � x)

n
(3.4)

şeklindedir.
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Korovkin teoreminin şartlar¬n¬sa¼glay¬p sa¼glamad¬¼g¬na bakarsak; Korovkin teoremi-

nin birinci ve ikinci koşullar¬sa¼glan¬r. Fakat n ! 1 için üçüncü koşulu sa¼glamaz.

Dolay¬s¬yla Korovkin teoremi gerçeklenmez. Gerçektende, s¬n¬rs¬z aral¬k üzerinde

f (x) = x2 2 C (0;1) fonksiyonuna (3:1) polinomlar dizisi ile yaklaş¬m mümkün

de¼gildir. Çünkü (3:4) ifadesi gözönüne al¬nd¬¼g¬nda

Cn �t2;x��x2C(0;bn) = max
0�x�bn

����x2 + x
(bn � x)

n
� x2

����
=

b2n
4n

olup,

lim
n!1

Cn �t2;x��x2C(0;bn) =1
elde edilir. Bu ise yak¬nsaman¬n gerçeklenmedi¼gini gösterir.

Aşa¼g¬daki teoremler ile s¬n¬rs¬z aral¬k üzerinde tan¬mlanm¬̧s fonksiyon uzaylar¬nda

(3:1) polinomlar dizisi ile yaklaş¬m koşullar¬ortaya koyulmuştur.

Teorem 3.1 8f 2 C (0;1) fonksiyonu

lim
x!1

f (x) = kf <1

olma koşulunu ve (bn) dizisi

lim
n!1

b2n
n
= 0 (3.5)

koşulunu sa¼glas¬n. Bu durumda

lim
n!1

kCn (f ;x)� f (x)kC(0;bn) = 0

gerçeklenir.

·Ispat: kf = 0 olmas¬durumunda teoremin ispat¬n¬yapmak yeterlidir. Bu durumda

lim
x!1

f (x) = 0 olur. Yani; her " > 0 için x � x0 iken jf (x)j < " eşitsizli¼gini
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gerçekleyen en az bir x0 noktas¬vard¬r.

g (x) =

8>>><>>>:
f (x) ; 0 � x � x0

lineer ; x0 � x � x0 +
1
2

0 ; x � x0 +
1
2

şeklinde sürekli bir g fonksiyonu tan¬mlayal¬m. Bu durumda g fonksiyonunun tan¬m¬

gere¼gince

sup
0�x�bn

jf (x)� g (x)j � sup
0�x�x0

jf (x)� g (x)j+ sup
x0�x�x0+ 1

2

jf (x)� g (x)j

+ sup
x�x0+ 1

2

jf (x)� g (x)j

= sup
x0�x�x0+ 1

2

jf (x)� g (x)j+ sup
x�x0+ 1

2

jf (x)j

� sup
x0�x�x0+ 1

2

jf (x)j+ sup
x0�x�x0+ 1

2

jg (x)j+ sup
x�x0+ 1

2

jf (x)j

olarak yaz¬labilir. Bu eşitsizlikte

max
x0�x�x0+ 1

2

jg (x)j = jf (x0)j ve lim
x!1

f (x) = 0

oldu¼gundan

sup
0�x�bn

jf (x)� g (x)j < "+ "+ " = 3"

elde edilir. Bu durumda

sup
0�x�bn

jCn (f ;x)� f (x)j = sup
0�x�bn

jCn (f ;x)� Cn (g;x) + Cn (g;x)

�g (x) + g (x)� f (x)j

� sup
0�x�bn

jCn (f � g;x)j+ sup
0�x�bn

jCn (g;x)� g (x)j

+ sup
0�x�bn

jg (x)� f (x)j

� sup
0�x�bn

Cn

�
sup
0�t�bn

jf � gj ;x
�
+ sup
0�x�bn

jCn (g;x)� g (x)j

+ sup
0�x�bn

jg (x)� f (x)j
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sup
0�x�bn

jCn (f ;x)� f (x)j � 3"Cn (1; x) + sup
0�x�bn

jCn (g;x)� g (x)j+ 3"

� 6"+ sup
0�x�bn

jCn (g;x)� g (x)j

olup,

lim
n!1

sup
0�x�bn

jCn (f ;x)� f (x)j � 6"+ lim
n!1

sup
0�x�bn

jCn (g;x)� g (x)j (3.6)

yaz¬labilir. (3:6) eşitsizli¼ginde yer alan

lim
n!1

sup
0�x�bn

jCn (g;x)� g (x)j

ifadesini gözönüne alal¬m.

g fonksiyonu
�
x0 +

1
2
; bn
�
aral¬¼g¬nda s¬f¬r oldu¼gundan s¬n¬rl¬d¬r. Yani; jg (x)j � M

koşulunu sa¼glayan M > 0 say¬s¬vard¬r. Ayr¬ca kapal¬ve s¬n¬rl¬
�
0; x0 +

1
2

�
aral¬¼g¬

üzerinde g fonksiyonu düzgün süreklidir. O halde düzgün süreklilik tan¬m¬gere¼gince;

her " > 0 için
�� k
n
bn � x

�� < � iken x 2 [0; bn] için����g�knbn
�
� g (x)

���� < " (3.7)

gerçekleyen en az bir � = � (") > 0 say¬s¬vard¬r.

�� k
n
bn � x

�� � � oldu¼gunda g fonksiyonu s¬n¬rl¬oldu¼gundan����g�knbn
�
� g (x)

���� � 2M
gerçeklenir. Ayr¬ca

�
k
n
bn � x

�2
�2

� 1 =)
2M

�
k
n
bn � x

�2
�2

� 2M

yaz¬labilece¼ginden ����g�knbn
�
� g (x)

���� � 2M
�
k
n
bn � x

�2
�2

(3.8)
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elde edilir. (3:7) ve (3:8) eşitsizliklerinden

����g�knbn
�
� g (x)

���� � "+
2M

�
k
n
bn � x

�2
�2

gerçeklenir. Buradan

jCn (g;x)� g (x)j =
����� nPk=0 g

�
k

n
bn

�
ckn

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
�

nP
k=0

g (x) ckn

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k�����
�

nP
k=0

����g�knbn
�
� g (x)

���� ckn� x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
� "+

2M

�2

nP
k=0

�
k

n
bn � x

�2
ckn

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
= "+

2M

�2

nP
k=0

�
k

n
bn

�2
ckn

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
�2x2M

�2

nP
k=0

k

n
bnc

k
n

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
+
2M

�2
x2

= "+
2M

�2

�
x2 +

x (bn � x)

n
� 2x2 + x2

�
= "+

2M

�2
x (bn � x)

n

olup,

sup
0�x�bn

jCn (g;x)� g (x)j � "+ max
0�x�bn

2M

�2
x (bn � x)

n

� "+
2M

�2
b2n
4n

elde edilir. (bn) dizisi (3:5) koşulunu sa¼glad¬¼g¬ndan

lim
n!1

sup
0�x�bn

jCn (g;x)� g (x)j � "+ lim
n!1

2M

�2
b2n
4n

= 0

olur.

54



Bu ifade (3:6) ifadesinde gözönüne al¬n¬rsa

lim
n!1

sup
0�x�bn

jCn (f ;x)� f (x)j = 0

bulunur. Bu da ispat¬tamamlar.

Ln (f ;x) =

8<: Cn(f ;x) ; 0 � x � bn

f (x) ; x =2 [0; bn]

şeklinde tan¬ml¬operatörler dizisine Teorem 2.5.3 uygulan¬rsa aşa¼g¬daki teorem elde

edilir.

Teorem 3.2 � (x) = 1 + x2 olmak üzere 8f 2 Ck� (R) için

lim
n!1

kCn(f ;x)� f(x)k� = 0 (3.9)

gerçeklenir.

·Ispat: (3:2) ; (3:3) ve (3:4) ifadeleri Teorem 2.5.3�ün koşullar¬n¬sa¼glamal¬d¬r.

0 � x � bn için (3:2) eşitli¼gi kullan¬larak

kLn (1; x)�1k� = sup
0�x�bn

jCn (1; x)�1j
� (x)

= sup
0�x�bn

j1� 1j
� (x)

= 0

elde edilir ve buradan

lim
n!1

kLn (1; x)�1k�= 0

bulunur.
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(3:3) eşitli¼gi kullan¬larak

kLn (t;x)�xk� = sup
0�x�bn

jCn (t;x)�xj
� (x)

= sup
0�x�bn

jx� xj
1 + x2

= 0

elde edilir ve buradan

lim
n!1

kLn (t;x)�xk�= 0

bulunur. (3:4) eşitli¼gi kullan¬larak

Ln �t2;x��x2� = sup
0�x�bn

jCn (t2;x)�x2j
� (x)

= sup
0�x�bn

���x2+x(bn�x)
n

�x2
���

1 + x2

� 1

n
sup

0�x�bn
(bn � x)

=
bn
n

bulunur. Bernstein-Chlodowsky polinomlar¬n¬n tan¬m¬nda kullan¬lan (bn) pozitif

say¬dizisi lim
n!1

bn
n
= 0 olma koşulunu sa¼glad¬¼g¬ndan

lim
n!1

Ln �t2;x��x2�= 0
elde edilir. Bu durumda Teorem 2.5.3 gere¼gince;

lim
n!1

kLnf�fk� = 0

sa¼glan¬r. (Ln) lineer pozitif operatörler dizisinin tan¬m¬ndan

lim
n!1

kCnf � fk� = 0

gerçeklenir. Bu da ispat¬tamamlar.
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Teorem 3.3 f fonksiyonu [0;1) aral¬¼g¬nda

jf (x)j �Mf

�
1 + x2

�
(3.10)

koşulunu sa¼glayan sürekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda key�A > 0 ve x 2 [0; A]

için,

jCn (f ;x)� f (x)j � R!1+A

 r
bn
n

!
eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

BuradaMf , f fonksiyonuna ba¼gl¬, R, n�den ba¼g¬ms¬z bir sabittir. !1+A ise f fonksiy-

onunun [0; 1 + A] aral¬¼g¬ndaki süreklilik modülüdür.

·Ispat: A > 0 ve x 2 [0; A] için aşa¼g¬daki iki nokta cümlesini tan¬mlayal¬m.

E
0
=

�
k :

k

n
bn � 1 + A

�

E
00
=

�
k :

k

n
bn � 1 + A

�
(3:2) eşitli¼ginden dolay¬

jCn (f ;x)� f (x)j =
�����
nX
k=0

�
f

�
k

n
bn

�
� f (x)

�
ckn

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k�����
�

nX
k2E0

����f �knbn
�
� f (x)

���� ckn� x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
+

nX
k2E00

����f �knbn
�
� f (x)

���� ckn� x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
= I

0
+ I

00
(3.11)

bulunur.
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I
0
ifadesini hesaplayal¬m. f fonksiyonu [0;1) aral¬¼g¬nda sürekli bir fonksiyon oldu¼gun-

dan R1 � 1 say¬s¬vard¬r öyle ki x 2 [0; A] için

jf (x)j � R1

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. (3:10) ifadesi gere¼gince R2 � 1 say¬s¬vard¬r öyle ki

����f �knbn
����� � R2

"
1 +

�
k

n
bn

�2#

gerçeklenir.

Bu iki eşitsizlik kullan¬l¬rsa����f �knbn
�
� f (x)

���� �
����f �knbn

�����+ jf (x)j
� R3

"
2 +

�
k

n
bn

�2#

elde edilir. Burada R3 = max fR1; R2g şeklinde al¬nm¬̧st¬r.

k 2 E 0
ve x 2 [0; A] için ����knbn � x

���� � 1
olup bundan dolay¬����f �knbn

�
� f (x)

���� � R3

�
k

n
bn � x

�2 �
4 + 4x+ x2

�
� R3

�
k

n
bn � x

�2
(A+ 2)2

= R4

�
k

n
bn � x

�2
(3.12)

elde edilir. Burada R4 = R3 (A+ 2)
2 dir.
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(3:2) ; (3:3) ve (3:4) ifadeleri kullan¬l¬rsa

nX
k=0

�
k
n
bn � x

�2
ckn

�
x
bn

�k �
1� x

bn

�n�k

=
nX
k=0

h�
k
n
bn � x

�2
=
�
k
n
bn
�2 � 2x k

n
bn + x2

i
ckn

�
x
bn

�k �
1� x

bn

�n�k

= Bn (t
2;x)� 2xBn (t;x) + x2Bn (1; x)

= x2 + x (bn�x)
n

� 2x2 + x2

= x (bn�x)
n

(3.13)

bulunur. (3:12) ve (3:13) den yararlanarak

I
0 � R4

nX
k=0

�
k

n
bn � x

�2
ckn

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
= R4x

(bn � x)

n

� R4
Abn
n

elde edilir. R5 = R4A denildi¼gi taktirde

I
0 � R5

bn
n

(3.14)

olur.

Şimdi de I
00
ifadesini hesaplayal¬m.

! (f ; �) tan¬m¬ndan görülüyor ki f fonksiyonu [0; A] aral¬¼g¬nda s¬n¬rl¬oldu¼gundan

her x; t 2 [0; A] için

jf (t)� f (x)j � ! (f ; jt� xj)
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gerçeklenir. Özellik 2.2.4�den

jf (t)� f (x)j � !

�
f ; jt� xj �

�

�
�

�
jt� xj
�

+ 1

�
! (f ; �) (3.15)

elde edilir. (3:15) ifadesi kullan¬l¬rsa

I
00
=

nX
k2E00

����f �knbn
�
� f (x)

���� ckn� x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
�

nX
k=0

!1+A

�
f ;

����knbn � x

����� ckn� x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
�

nX
k=0

 �� k
n
bn � x

��
�n

+ 1

!
!1+A (f ; �n) c

k
n

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
� !1+A (f ; �n)

(
1

�n

nX
k=0

����knbn � x

���� ckn� x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
+ 1

)

bulunur. Burada �n, n�ye ba¼gl¬bir dizidir. Şimdi bu �n dizisini uygun biçimde

bulal¬m. Son ifadeye Cauchy-Schwartz-Bunyakovsky eşitsizli¼gi uygulan¬r ve (3:13)

eşitli¼gi kullan¬l¬rsa

I
00 � !1+A (f ; �n)

�

8<: 1

�n

vuut nX
k=0

����knbn � x

����2 ckn� x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k

�

vuut nX
k=0

ckn

�
x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
+ 1

9=;
= !1+A (f ; �n)

8<: 1

�n

vuut nX
k=0

����knbn � x

����2 ckn� x

bn

�k �
1� x

bn

�n�k
+ 1

9=;
= !1+A (�n)

(
1

�n

p
x (bn � x)p

n
+ 1

)

elde edilir.
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x 2 [0; A] için x (bn � x) � bnA d¬r. Özel olarak �n =
q

bn
n
al¬n¬rsa

I
00 � !1+A

 r
bn
n

!8<: 1q
bn
n

p
bnAp
n
+ 1

9=;
= !1+A

 r
bn
n

!�
1 +

p
A
�

(3.16)

elde edilir. (3:14) ve (3:16) ifadelerinin (3:11) ifadesinde yerine yaz¬lmas¬yla,

R6 = max
n
R5; 1 +

p
A
o

olmak üzere

jCn (f ;x)� f (x)j � R5
bn
n
+ !1+A

 r
bn
n

!�
1 +

p
A
�

� R6

(
!1+A

 r
bn
n

!
+
bn
n

)

bulunur. lim
n!1

bn
n
= 0 oldu¼gundan, yeterince büyük n�ler için bn

n
�
q

bn
n
dir. Ayr¬ca,

�n dizisi s¬f¬ra yak¬nsayan bir dizi oldu¼gundan

! (f ; �n) � Cf�n

sa¼glan¬r. Burada Cf , f fonksiyonuna ba¼gl¬sabit say¬d¬r. Buna göre

Cf

r
bn
n
� !1+A

 r
bn
n

!

yaz¬labilir. Bundan dolay¬

R = R6

�
1 +

1

Cf

�
olmak üzere

jCn (f ;x)� f (x)j � R!1+A

 r
bn
n

!
elde edilir ve ispat tamamlan¬r.
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4. BAZI KONVOLÜSYON T·IPL·I OPERATÖRLER ·ILE YAKLAŞIM

f fonksiyonu r-kez türevlenebilir ve r-inci türevi sürekli ise bu durumda türev özellik-

lerinin de kullan¬labilece¼gi Taylor polinomlar¬göz önüne al¬nabilir. Bu durumda iki

operatörün konvolüsyonu olan, Bernstein-Taylor polinomlar¬ve Chlodowsky-Taylor

polinomlar¬tan¬mlanabilir.

Bu bölümde Bernstein-Taylor ve Chlodowsky-Taylor polinomlar¬n¬n f fonksiyonuna

yaklaş¬m ve yaklaş¬m h¬z¬incelenecektir.

4.1 Bernstein-Taylor Polinomlar¬yla Yaklaş¬m

G.H. Kirov (1992) taraf¬ndan Bernstein-Taylor polinomlar¬aşa¼g¬daki gibi tan¬mlan-

m¬̧st¬r.

Tan¬m 4.1.1 x 2 [0; 1] olmak üzere

Bn (f ;x) =
nX
k=0

f

�
k

n

�
'kn (x) (4.1.1)

şeklinde tan¬mlanan polinomlara Bernstein Polinomlar¬ad¬verilir.

Burada 'kn (x) =
�
n
k

�
xk (1� x)n�k d¬r.

f fonksiyonu C [0; 1] uzay¬nda r-kez türevlenebilir ve r-inci türevi sürekli olmak üzere

Tr (x) =

rX
i=0

f (i) (c)

i!
(x� c)i (4.1.2)

şeklinde tan¬mlanan polinoma C [0; 1] uzay¬nda f fonksiyonu için r-inci derecede

Taylor Polinomu ad¬verilir.
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(4:1:1) ve (4:1:2) operatörlerinin konvolüsyonu olan

Bn;r (f ;x) : = (Bn � Tr) (f ;x)

=
nX
k=0

Tr

�
f ;
k

n

�i
'kn (x)

=

nX
k=0

rX
i=0

f (i)
�
k
n

�
i!

�
x� k

n

�i
'kn (x) (4.1.3)

operatörüne Bernstein-Taylor Polinomu denir.

r = 0 al¬n¬rsa

Bn;0 (f ;x) =
nX
k=0

f

�
k

n

�
cknx

k (1� x)n�k

elde edilir. Bu ise Bernstein polinomudur. Yani

Bn;0 (f ;x) = Bn (f ;x)

gerçeklenir.

Şimdi Bernstein-Taylor polinomunun f fonksiyonuna yaklaş¬m¬n¬ incelerken kul-

lanaca¼g¬m¬z baz¬lemmalar verelim. (Hrushikesh N. Mhaskar, Devidas V. Pai, Fun-

damentals of Theory, Lorentz, Bernstein Polynomials ve Natanson, Constructive

Function Theory.)

Lemma 4.1.1

'kn (x) = cknx
k (1� x)n�k

olmak üzere

Sn;r (x) =

nX
k=0

(k � nx)r 'kn (x) (4.1.4)

şeklinde tan¬mlans¬n. Her x 2 R için aşa¼g¬daki ifadeler geçerlidir.

a) Sn;0 (x) = 1
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b) Sn;1 (x) = 0

c) Sn;2 (x) = nx (1� x)

d) Sn;r+1 (x) = x (1� x)
�
S
0
n;r (x) + nrSn;r�1 (x)

�
; r � 1

e) Sn;4 (x) = 3n2X2 � 2nX2 + nX (1� 2x)2 ; X := x (1� x)

·Ispat

a) r = 0 için

Sn;0 (x) =
nX
k=0

'kn (x)

olup, (2:4:2) ifadesinden

Sn;0 (x) = 1

bulunur.

b) r = 1 için

Sn;1 (x) =
nX
k=0

(k � nx)'kn (x)

=

nX
k=0

k'kn (x)� nx

nX
k=0

'kn (x) (4.1.5)

nX
k=1

k'kn (x) =
nX
k=1

k
n!

k! (n� k)!
xk (1� x)n�k

= nx

nX
k=1

(n� 1)!
(k � 1)! (n� k)!

xk�1 (1� x)n�k

= nx

n�1X
k=0

(n� 1)!
k! (n� 1� k)!

xk (1� x)n�1�k

= nx

nX
k=0

'kn�1 (x) (4.1.6)
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d¬r. (2:4:2) ve (4:1:6) ifadelerini (4:1:5) de kullan¬l¬rsa

Sn;1 (x) = 0

elde edilir.

c) r = 2 için

Sn;2 (x) =

nX
k=0

(k � nx)2 'kn (x)

=

nX
k=0

�
k2 � 2knx+ (nx)2

	
'kn (x)

=

nX
k=0

k2'kn (x)� 2nx
nX
k=0

k'kn (x) + (nx)
2

nX
k=0

'kn (x) (4.1.7)

nX
k=1

k2'kn (x) =
nX
k=1

k2
n!

k! (n� k)!
xk (1� x)n�k

= nx
nX
k=1

k
(n� 1)!

(k � 1)! (n� k)!
xk�1 (1� x)n�k

= nx
n�1X
k=0

(k + 1)
(n� 1)!

k! (n� 1� k)!
xk (1� x)n�1�k

= nx
n�1X
k=0

k'kn (x) + nx
n�1X
k=0

'kn (x)

(2:4:2) ve (4:1:6) ifadelerinden

nX
k=1

k2'kn (x) = (nx)
2 � nx2 + nx (4.1.8)

bulunur. (2:4:2) , (4:1:6) ve (4:1:8) ifadeleri (4:1:7) de yerlerine yaz¬l¬rsa

Sn;2 (x) = nx (1� x)

elde edilir.
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d) ·Indirgeme formülü;

'kn (x) =
n!

k! (n� k)!
xk (1� x)n�k

ifadesinin x de¼gi̧skenine göre türevi

�
'kn (x)

�0
=

'kn (x)

x (1� x)
(k � nx) (4.1.9)

d¬r.

Sn;r (x) =
nX
k=0

(k � nx)r 'kn (x)

ifadesinin x de¼gi̧skenine göre türevi

(Sn;r (x))
0
= �nr

nX
k=0

(k � nx)r�1 'kn (x) +
nX
k=0

(k � nx)r
�
'kn (x)

�0
d¬r. (4:1:9) eşitli¼ginden

(Sn;r (x))
0
= �nrSn;r�1 (x) +

1

x (1� x)
Sn;r+1 (x)

bulunur. Buradan

Sn;r+1 (x) = x (1� x)
h
S
0

n;r (x) + nrSn;r�1 (x)
i

elde edilir.

e) (a), (b), (c) ve (d) ş¬klar¬ndan

Sn;3 (x) = nX (1� 2x)

Sn;4 (x) = 3n
2X2 � 2nX2 + nX (1� 2x)2

elde edilir.
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Lemma 4.1.2 Ar;i (x) n�den ba¼g¬ms¬z polinomlar olmak üzere (4:1:4) ifadesindeki

fonksiyon

Sn;r (x) =

[j r2 j]X
i=0

Ar;i (x)n
i (4.1.10)

biçiminde gösterilebilir.

·Ispat: Tümevar¬m yöntemi kullan¬l¬rsa;

r = 1 için

Sn;1 (x) = A1;0 (x)

d¬r. A1;0 (x) = 0 al¬n¬rsa r = 1 için (4:1:10) ifadesi gerçeklenir.

r = t için

Sn;t (x) =

[j t2 j]X
i=0

At;i (x)n
i

ifadesi gerçeklensin.

r = t+ 1 için

Sn;t+1 (x) = x (1� x)
h
S
0

t;r (x) + ntSn;t�1 (x)
i

= x (1� x)

264[j t2 j]X
i=0

A
0

t;i (x)n
i + nt

[j t�12 j]X
i=0

At�1;i (x)n
i

375
d¬r.

1 +

�����t� 12
����� = �����t+ 12

�����
oldu¼gu dikkate al¬n¬rsa

Sn;t+1 (x) =

[j t+12 j]X
i=0

At+1;i (x)n
i

gerçeklenir. Bu da ispat¬tamamlar.
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Sn;r (x) fonksiyonlar¬na x ve n�ye göre bir polinom gibi bakabiliriz. Sn;r (x) n�ye

göre
��� r
2

���-inci dereceden bir polinomdur. Buna göre x 2 [0; 1] noktalar¬için
jSn;r (x)j � K (r)n[j

r
2 j] (4.1.11)

eşitsizli¼gini sa¼glayacak şekilde K (r) say¬s¬vard¬r.

Teorem 4.1.1 f 2 Cr[0; 1] (r = 0; 1; 2; :::) ise [0; 1] aral¬¼g¬üzerinde

lim
n!1

Bn;r (f ;x) = f (x)

düzgün olarak gerçeklenir.

·Ispat: Bn;r (f ;x) lineer pozitif bir operatördür.

Şimdi Korovkin teoreminin koşullar¬n¬araşt¬ral¬m.

Bn;r (1; x) =
nX
k=0

'kn (x) = 1

Bn;r (t;x) =
nX
k=0

1X
i=0

f (i)
�
k
n

�
i!

�
x� k

n

�i
'kn (x)

=
nX
k=0

�
k

n
+ 1

�
x� k

n

��
'kn (x)

= x
nX
k=0

'kn (x)

= x
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Bn;r
�
t2;x

�
=

nX
k=0

2X
i=0

f (i)
�
k
n

�
i!

�
x� k

n

�i
'kn (x)

=

nX
k=0

(�
k

n

�2
+
2

1!

�
k

n

��
x� k

n

�
+
2

2!

�
x� k

n

�2)
'kn (x)

= x2
nX
k=0

'kn (x)

= x2

n!1 için

kBn;r (1; x)� 1kC[0;1] � 0

kBn;r (t;x)� xkC[0;1] � 0Bn;r �t2;x�� x2

C[0;1]

� 0

sa¼glan¬r. Korovkin teoremine göre f 2 Cr[0; 1] için

kBn;r (f ;x)� f (x)kC[0;1] � 0

gerçeklenir. Bu da ispat¬tamamlar.

Teorem 4.1.2 (Popoviciu) Bn (f ;x) Bernstein polinomu olmak üzere [0; 1] ar-

al¬¼g¬nda sürekli f fonksiyonu için

jBn (f ;x)� f (x)j � 3

2
!f

�
n�

1
2

�
d¬r.

Teorem 4.1.3 r = 0; 1; 2; ::: için f 2 Cr [0; 1] ve x 2 [0; 1] olmak üzere

kBn;r (f ;x)� f (x)kC[0;1] � K (r)n�
r
2!f (r)

�
n�

1
2

�
(4.1.12)

gerçeklenir (Kirov 1992).
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·Ispat: r = 0 için Bn;0 (f ;x) = Bn (f ;x) d¬r. Dolay¬s¬yla Teorem 4.1.2�den

kBn;0 (f ;x)� f (x)kC[0;1] �
3

2
!f

�
n�

1
2

�
oldu¼gunu gösterebiliriz. Yani r = 0 için (4:1:12) ifadesi gerçeklenir.

Şimdi de r = 1; 2; 3; ::: için ispat¬n¬yapal¬m.

(2:4:2) ifadesinden

jf (x)�Bn;r (f ;x)j =
�����f (x)

nX
k=0

'kn (x)�
nX
k=0

rX
i=0

f (i)
�
k
n

�
i!

�
x� k

n

�i
'kn (x)

�����
=

�����
nX
k=0

f (x)'kn (x)�
nX
k=0

rX
i=0

f (i)
�
k
n

�
i!

�
x� k

n

�i
'kn (x)

�����
yaz¬labilir.

Modi�ed Taylor formülü uygulan¬rsa

jf (x)�Bn;r (f ;x)j

=

�����
nX
k=0

(
rX
i=0

f (i)
�
k
n

�
i!

�
x� k

n

�i

+

�
x� k

n

�n
(r � 1)!

1Z
0

(1� t)r�1
�
f (r)

�
k

n
+ t(x� k

n
)

�
� f (r)(

k

n
)

�
dt

9=;'kn (x)

�
nX
k=0

rX
i=0

f (i)
�
k
n

�
i!

�
x� k

n

�i
'kn (x)

�����
=

������
nX
k=0

�
x� k

n

�r
(r � 1)!

1Z
0

(1� t)r�1
�
f (r)

�
k

n
+ t(x� k

n
)

�
� f (r)(

k

n
)

�
dt'kn (x)

������
elde edilir.
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Üçgen eşitsizli¼ginden

jf (x)�Bn;r (f ;x)j �
nX
k=0

(
'kn (x)

��x� k
n

��r
(r � 1)!

�
1Z
0

(1� t)r�1
����f (r)�kn + t(x� k

n
)

�
� f (r)(

k

n
)

���� dt
9=;

d¬r. Lemma 2.2.3�den

jf (x)�Bn;r (f ;x)j �
nX
k=0

��x� k
n

��r
(r � 1)!

1Z
0

(1� t)r�1 !f (r)

�
t

����x� k

n

����� dt'kn (x) (4.1.13)
elde edilir. Lemma 2.2.5�den

!f (r)

�
t

����x� k

n

����� = !f (r)

�
t

����x� k

n

����n� 1
2n

1
2

�
�

�
t

����x� k

n

����n 1
2 + 1

�
!f (r)

�
n�

1
2

�
eşitsizli¼gi bulunur. Bu eşitsizlik (4:1:13) ifadesinde kullan¬l¬rsa

jf (x)�Bn;r (f ;x)j �
nX
k=0

(
'kn (x)

��x� k
n

��r
(r � 1)!

�
1Z
0

(1� t)r�1
�
t

����x� k

n

����n 1
2 + 1

�
!f (r)

�
n�

1
2

�
dt

9=;
=

nX
k=0

��x� k
n

��r
(r � 1)! !f (r)

�
n�

1
2

�8<:
����x� k

n

����n 1
2

1Z
0

t (1� t)r�1 dt

+

1Z
0

(1� t)r�1 dt

9=;'kn (x)

= !f (r)
�
n�

1
2

�( 1

(r + 1)!
n�r�

1
2

nX
k=0

jk � nxjr+1 'kn (x)

+
1

r!
n�r

nX
k=0

jk � nxjr 'kn (x)
)

bulunur.
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 n;r (x) =
1

(r + 1)!
n�r�

1
2

nX
k=0

jk � nxjr+1 'kn (x)

+
1

r!
n�r

nX
k=0

jk � nxjr 'kn (x)

denilirse

jf (x)�Bn;r (f ;x)j �  n;r (x)!f (r)
�
n�

1
2

�
(4.1.14)

olur.

Cauchy-Schwartz-Bunyakovsky eşitsizli¼gi ve (2:4:2) ifadesinden

nX
k=0

jk � nxjr+1 'kn (x) =
nX
k=0

jk � nxjr+1
�
'kn (x)

� 1
2
�
'kn (x)

� 1
2

�
(

nX
k=0

jk � nxj2(r+1) 'kn (x)
) 1

2
(

nX
k=0

'kn (x)

) 1
2

=

(
nX
k=0

jk � nxj2(r+1) 'kn (x)
) 1

2

elde edilir.

(4:1:4) ifadesi kullan¬l¬rsa

nX
k=0

jk � nxjr+1 'kn (x) � fS2r+2 (x)g
1
2

elde edilir. Benzer şekilde

nX
k=0

jk � nxjr 'kn (x) � fS2r (x)g
1
2

bulunur.
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Di¼ger taraftan (4:1:11)�den

fS2r+2 (x)g
1
2 �

p
A (2r + 2)nr+1 (4.1.15)

fS2r (x)g
1
2 �

p
A (2r)nr (4.1.16)

elde edilir. Dolay¬s¬yla (4:1:15) ve (4:1:6) ifadelerinden

 n;r (x) � n
�r
2

�
1

(r + 1)!

p
A (2r + 2) +

1

r!

p
A (2r)

�

bulunur.

K (r) =
1

(r + 1)!

p
A (2r + 2) +

1

r!

p
A (2r)

denilirse

 n;r (x) � n
�r
2 K (r)

elde edilir. Bu eşitsizlik (4:1:14) ifadesinde kullan¬l¬rsa

jf (x)�Bn;r (f ;x)j � n
�r
2 K (r)!f (r)

�
n�

1
2

�
bulunur ve ispat tamamlan¬r.

4.2 Chlodowsky-Taylor Polinomlar¬yla Yaklaş¬m

A. ·Izgi, ·I. Büyükyaz¬c¬, E. ·Ibikli (2009) taraf¬ndan Chlodowsky-Taylor polinomlar¬

aşa¼g¬daki gibi tan¬mlanm¬̧st¬r.

Tan¬m 4.2.1 (bn) dizisi

lim
n!1

bn =1 ve lim
n!1

bn
n
= 0

koşullar¬n¬sa¼glayan monoton artan reel terimli pozitif bir say¬dizisi olmak üzere

0 � x � bn için

Cn (f ;x)=

nX
k=0

f

�
k

n
bn

�
'kn (x) (4.2.1)
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şeklinde tan¬ml¬polinomlara Chlodowsky polinomlar¬ ad¬verilir. Burada

'kn (x) =
�
n
k

�
xk (1� x)n�k d¬r.

f fonksiyonu C (0;1) uzay¬nda r-kez türevlenebilir ve r-inci türevi sürekli olmak

üzere

Tr (x) :=
rX
i=0

f (i) (c)

i!
(x� c)i (4.2.2)

şeklinde tan¬mlanan polinoma C (0;1) uzay¬nda f fonksiyonu için r-inci derecede

Taylor Polinomu denir.

(4:2:1) ve (4:2:2) nin konvolüsyonu olan

Cn;r (f ;x) : = (Cn � Tr) (f ;x)

=
nX
k=0

Tr

�
f ;
k

n
bn

�i
'kn (x)

=
nX
k=0

rX
i=0

f (i)
�
k
n
bn
�

i!

�
x� k

n
bn

�i
'kn (x) (4.2.3)

polinomuna Chlodowsky-Taylor Polinomu denir.

Cn;r (f ;x) lineer pozitif operatördür.

Bu polinomlar dizisinin yak¬nsakl¬¼g¬n¬araşt¬ral¬m.

f (x) = 1 için

Cn;r (1; x) =

nX
k=0

'kn

�
x

bn

�
= 1 (4.2.4)

şeklindedir.
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f (x) = x için

Cn;r (t;x) =
nX
k=0

1X
i=0

f (i)
�
k
n
bn
�

i!

�
x� k

n
bn

�i
'kn

�
x

bn

�
=

nX
k=0

�
k

n
bn +

�
x� k

n
bn

��
'kn

�
x

bn

�
= x

nX
k=0

'kn

�
x

bn

�
= x

şeklindedir.

f (x) = x2 için

Cn;r
�
t2;x

�
=

nX
k=0

2X
i=0

f (i)
�
k
n
bn
�

i!

�
x� k

n
bn

�i
'kn

�
x

bn

�

=
nX
k=0

(�
k
n
bn
�2

0!
+
2

1!

k

n
bn

�
x� k

n
bn

�
+
2

2!

�
x� k

n
bn

�2)
'kn

�
x

bn

�
= x2

nX
k=0

'kn

�
x

bn

�
= x2

şeklindedir.

Buradan da n!1 için

kCn;r (1; x)� 1k� � 0

kCn;r (t;x)� xk� � 0Cn;r �t2;x�� x2

�
� 0

elde edilir.

Teorem 2.5.3, Cn;r (f ;x) Chlodowsky-Taylor polinomlar¬için uygulan¬rsa aşa¼g¬daki

teoremi verebiliriz.
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Teorem 4.2.1 Cn;r : C� (R)! B� (R) lineer pozitif operatörler dizisi

kCn;r (1; x)� 1k� � 0

kCn;r (t;x)� xk� � 0Cn;r �t2;x�� x2

�
� 0

koşullar¬n¬sa¼gl¬yorsa key� f 2 Ck� (R) için

kCn;r (f ;x)� f (x)k� � 0

gerçeklenir.

Teorem 4.2.2 f 2 C(r) (0;1) ve f (r) 2 Ck� (R) olmak üzere herhangi bir A 2 R+

say¬s¬ve x 2 [0; A] için

kCn;r (f ;x)� f (x)kC[0;A] � Dr (A)

�
bn
n

� r
2

!1+A

 
f (r);

r
bn
n

!

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. Burada Dr, A ve r�ye ba¼gl¬bir sabittir.

·Ispat:

Ikn;r =

1Z
0

(1� u)r�1
�
f (r)

�
k

n
bn + u

�
x� k

n
bn

��
� f (r)(

k

n
bn)

�
du

diyelim. Modi�ed Taylor formülü ve (2:4:2) eşitli¼ginden

jCn;r (f ;x)� f (x)j

=

�����
nX
k=0

rX
i=0

f (i)
�
k
n
bn
�

i!

�
x� k

n
bn

�i
'kn

�
x

bn

�
�

nX
k=0

f (x)'kn

�
x

bn

������
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jCn;r (f ;x)� f (x)j

=

�����
nX
k=0

rX
i=0

f (i)
�
k
n
bn
�

i!

�
x� k

n
bn

�i
'kn

�
x

bn

�

�
nX
k=0

'kn

�
x

bn

�( rX
i=0

f (i)
�
k
n
bn
�

i!

�
x� k

n
bn

�i
+

�
x� k

n
bn
�r

(r � 1)! Ikn;r

)�����
=

�����
nX
k=0

�
x� k

n
bn
�r

(r � 1)! Ikn;r'
k
n

�
x

bn

������
�

nX
k=0

��x� k
n
bn
��r

(r � 1)!
��Ikn;r��'kn� x

bn

�

elde edilir.

Şimdi A > 0 ve x 2 [0; A] için aşa¼g¬daki iki nokta cümlesini tan¬mlayal¬m.

E1 =

�
k :

k

n
bn � 1 + A

�

E2 =

�
k :

k

n
bn � 1 + A

�
Yukar¬daki eşitsizlikten

jCn;r (f ;x)� f (x)j �
nX

k2E1

��x� k
n
bn
��r

(r � 1)!
��Ikn;r��'kn� x

bn

�

+
nX

k2E2

��x� k
n
bn
��r

(r � 1)!
��Ikn;r��'kn� x

bn

�
= Jn1 (x) + Jn2 (x) (4.2.5)

elde edilir.

Jn1 (x) ifadesini ele alal¬m.

f (r) 2 Ck� (R) oldu¼gundan D1 � 1 say¬s¬vard¬r öyle ki

f (r) (t) � D1� (t) (4.2.6)
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dir. Ayr¬ca k 2 E1 ve x 2 [0; A] için����x� k

n
bn

���� � 1 (4.2.7)

dir. (4:2:6) ve (4:2:7) ifadelerinden����f (r)�knbn + u

�
x� k

n
bn

��
� f (r)(

k

n
bn)

����
�

����f (r)�knbn + u

�
x� k

n
bn

������+ ����f (r)(knbn)
����

� D1�

�
k

n
bn + u

�
x� k

n
bn

��
+D1�

�
k

n
bn

�
= D1

(
2 +

�
k

n
bn + u

�
x� k

n
bn

��2
+

�
k

n
bn

�2)

� 2D1

�
1 + A2

� �
u2 � u+ 1

��
x� k

n
bn

�2
elde edilir. D2 = 2D1 (1 + A

2) denilirse

����f (r)�knbn + u

�
x� k

n
bn

��
� f (r)(

k

n
bn)

���� � D2

�
u2 � u+ 1

��
x� k

n
bn

�2
elde edilir. Dolay¬s¬yla

Jn1 (x) �
nX
k=0

'kn

�
x

bn

� ��x� k
n
bn
��r

(r � 1)!

�
1Z
0

(1� u)r�1
����f (r)�knbn + u

�
x� k

n
bn

��
� f (r)(

k

n
bn)

���� du
�

nX
k=0

'kn

�
x

bn

� ��x� k
n
bn
��r

(r � 1)!

�
1Z
0

(1� u)r�1D2

�
u2 � u+ 1

��
x� k

n
bn

�2
du
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Jn1 (x) � D2

1Z
0

(1� u)r�1 (u2 � u+ 1) du

(r � 1)!

nX
k=0

����x� k

n
bn

����r+2 'kn� x

bn

�
= D2

r2 + 2r + 2

(r + 2)!

nX
k=0

����x� k

n
bn

����r+2 'kn� x

bn

�

olur. D2;r =
r2+2r+2
(r+2)!

D2 denilirse

Jn1 (x) � D2;r

nX
k=0

����x� k

n
bn

����r+2 'kn� x

bn

�
(4.2.8)

elde edilir.

x 2 [0; bn] için r = 0; 1; 2::: olmak üzere

Tn;r (x) =
nX
k=0

�
k

n
bn � x

�r
'kn

�
x

bn

�
(4.2.9)

polinomu tan¬mlans¬n. (4:1:4) ifadesinden

Sn;r

�
x

bn

�
=

nX
k=0

�
k � n

x

bn

�r
'kn

�
x

bn

�
=

nr

brn

nX
k=0

�
k

n
bn � x

�r
'kn

�
x

bn

�
=

nr

brn
Tn;r (x)

elde edilir. (4:1:11) ifadesinden

Tn;r (x) �
brn
nr
K (r)n[j

r
2 j] (4.2.10)

bulunur. Buradan aşa¼g¬daki ifadeleri verebiliriz.

Tn;2r (x) � CrA
r

�
bn
n

�r
; 0 � x � A < bn (4.2.11)
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Tn;2r (x) � Kr

�
b2n
n

�r
; 0 � x � bn (4.2.12)

Tn;2r (x)

[� (x)]
r
2

�Mr

�
bn
n

�r
; 0 � x � bn (4.2.13)

burada Cr, Kr ve Mr r�ye ba¼gl¬sabitlerdir.

(4:2:8) eşitsizli¼ginde, Cauchy-Schwartz-Bunyakovsky ve (4:2:11) eşitsizlikleri kul-

lan¬l¬rsa

Jn1 (x) � D2;r

vuut nX
k2E1

�
x� k

n
bn

�2r+4vuut nX
k2E1

'kn

�
x

bn

�
= D2;r

q
Tn;2(r+1) (x)

� D2;r

p
Cr+1Ar+1

�
bn
n

� r+1
2

bulunur. D0
r (A) = D2;r

p
Cr+1Ar+1 denilirse

Jn1 (x) � D0
r (A)

�
bn
n

� r+1
2

(4.2.14)

elde edilir.

Lemma 2.2.7�den c > 0 say¬s¬vard¬r öyle ki

!1+A

 
f (r);

r
bn
n

!
� c

r
bn
n

(4.2.15)

yeterince büyük n�ler için sa¼glan¬r. (4:2:14) ve (4:2:15) eşitsizliklerinden

Jn1 (x) �
D0
r (A)

c

�
bn
n

� r
2

!1+A

 
f (r);

r
bn
n

!
(4.2.16)

elde edilir.
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Şimdi de Jn2 (x) ifadesini ele alal¬m.

Jn2 (x) =
nX

k2E2

��x� k
n
bn
��r

(r � 1)!
��Ikn;r��'kn� x

bn

�

�
nX
k=0

'kn

�
x

bn

� ��x� k
n
bn
��r

(r � 1)!

�
1Z
0

(1� u)r�1
����f (r)�knbn + u

�
x� k

n
bn

��
� f (r)(

k

n
bn)

���� du
Lemma 2.2.3�den

Jn2 (x) �
nX
k=0

'kn

�
x

bn

� ��x� k
n
bn
��r

(r � 1)!

�
1Z
0

(1� u)r�1 !1+A

�
f (r);

����u�1� k

n
bn

������ du
d¬r. Lemma 2.2.5�den

Jn2 (x) �
nX
k=0

'kn

�
x

bn

� ��x� k
n
bn
��r

(r � 1)! !1+A

 
f (r);

r
bn
n

!

�
1Z
0

(1� u)r�1
�
1 +

r
n

bn
u

�
x� k

n
bn

��
du

= !1+A

 
f (r);

r
bn
n

!

�
nX
k=0

'kn

�
x

bn

� ��x� k
n
bn
��r

(r � 1)!

�r
n

bn

�
1� k

n
bn

�
1

r (r + 1)
� 1
r

�

= !1+A

 
f (r);

r
bn
n

!

�
(

nX
k=0

��x� k
n
bn
��r

r!

r
n

bn

�
1� k

n
bn

�
1

(r + 1)
'kn

�
x

bn

�

�
nX
k=0

��x� k
n
bn
��r

r!
'kn

�
x

bn

�)
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d¬r. (4:2:10) ve (4:2:11) ifadelerinden

Jn2 (x) � !1+A

 
f (r);

r
bn
n

!

�
(
1

r!

q
Tn;2r (x) +

1

(r + 1)!

r
bn
n

q
Tn;2(r+1) (x)

)

� !1+A

 
f (r);

r
bn
n

!

�

8<: 1r!
s
CrAr

�
bn
n

�r
+

1

(r + 1)!

r
bn
n

s
Cr+1Ar+1

�
bn
n

�r+19=;
bulunur. D

00
r (A) =

(r+1)
p
Cr+
p
Cr+1

(r+1)!

p
Ar+1 denilirse

Jn2 (x) � D
00

r (A)

�
bn
n

� r
2

!1+A

 
f (r);

r
bn
n

!
(4.2.17)

elde edilir.

(4:2:16) ve (4:2:17) eşitsizlikleri (4:2:5) ifadesinde kullan¬l¬rsa

jCn;r (f ;x)� f (x)j � D0
r (A)

c

�
bn
n

� r
2

!1+A

 
f (r);

r
bn
n

!

+D
00

r (A)

�
bn
n

� r
2

!1+A

 
f (r);

r
bn
n

!

bulunur. Dr (A) =
D0
r(A)
c
+D

00
r (A) denilirse

jCn;r (f ;x)� f (x)j � Dr (A)

�
bn
n

� r
2

!1+A

 
f (r);

r
bn
n

!

elde edilir. Bu da ispat¬tamamlar.

82



Teorem 4.2.3 f 2 C(r) (0;1) ve f (r) 2 Ck� (R) için

sup
x2[0;bn]

jCn;r (f ;x)� f (x)j
[� (x)](r+7)=4

� Dr

�
bn
n

� r
2




 
f (r);

r
bn
n

!

gerçeklenir. Burada Dr, r�ye ba¼gl¬bir sabittir.

·Ispat: Teorem 4.2.2�nin ispat¬nda

��Ikn;r�� � 1Z
0

(1� u)r�1
����f (r)�knbn + u

�
x� k

n
bn

��
� f (r)(

k

n
bn)

���� du (4.2.18)

olmak üzere

jCn;r (f ;x)� f (x)j �
nX
k=0

��x� k
n
bn
��r

(r � 1)!
��Ikn;r��'kn� x

bn

�
(4.2.19)

oldu¼gu gösterildi. Lemma 2.3.7�den����f (r)�knbn + u

�
x� k

n
bn

��
� f (r)(

k

n
bn)

����
� 2

 
1 +

u
�
x� k

n
bn
�

�

!�
1 + �2

� �
1 + x2

� 
1 + u2

�
x� k

n
bn

�2!


�
f (r); �

�
elde edilir. Bu eşitsizlik (4:2:18) ifadesinde kullan¬l¬rsa

��Ikn;r�� � 2
�
1 + x2

� �
1 + �2

�


�
f (r); �

�
�

1Z
0

(1� u)r�1
 
1 +

u
�
x� k

n
bn
�

�

! 
1 + u2

�
x� k

n
bn

�2!
du

= 2
�
1 + x2

� �
1 + �2

�


�
f (r); �

�
�
(
1

r
+

�
x� k

n
bn

�2
2

r (r + 2)

+

�
x� k

n
bn
�

�

1

r + 2
+

6
�
x� k

n
bn
�3

�r (r + 1) (r + 2) (r + 3)

)
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bulunur. Bu da (4:2:19) ifadesinde kullan¬l¬rsa

jCn;r (f ;x)� f (x)j � 2

�
1 +

bn
n

��
1 + x2

�



 
f (r);

r
bn
n

!

�
nX
k=0

'kn

�
x

bn

� ��x� k
n
bn
��r

(r � 1)!

�
1

r

+

�
x� k

n
bn

�2
2

r (r + 1) (r + 2)
+

�
x� k

n
bn
�q

bn
n

1

r + 1

+
6
�
x� k

n
bn
�3q

bn
n
r (r + 1) (r + 2) (r + 3)

9=;
elde edilir. Cauchy-Schwartz-Bunyakovsky eşitsizli¼gi ve (4:2:9) eşitli¼ginden

jCn;r (f ;x)� f (x)j � 2

�
1 +

bn
n

��
1 + x2

�



 
f (r);

r
bn
n

!

�
(
1

r!

q
Tn;2r (x) +

1

(r + 1)!

r
bn
n

q
Tn;2(r+1) (x)

+
2

(r + 2)!

q
Tn;2(r+2) (x) +

6

(r + 3)!

q
Tn;2(r+3) (x)

�

elde edilir. (4:2:13) eşitsizli¼ginden

jCn;r (f ;x)� f (x)j � 2

�
1 +

bn
n

��
1 + x2

�



 
f (r);

r
bn
n

!

�
(
1

r!

p
Mr

�
1 + x2

�r=4�bn
n

�r=2
+

1

(r + 1)!

r
bn
n

p
Mr+1

�
1 + x2

�(r+1)=4�bn
n

�(r+1)=2
+

2

(r + 2)!

p
Mr+2

�
1 + x2

�(r+2)=4�bn
n

�(r+2)=2
+

6

(r + 3)!

p
Mr+3

�
1 + x2

�(r+3)=4�bn
n

�(r+3)=2)
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bulunur. bn
n
� 1 oldu¼gundan

jCn;r (f ;x)� f (x)j � 4
�
1 + x2

�



 
f (r);

r
bn
n

!�
1 + x2

�(r+3)=4�bn
n

�r=2
�
�
1

r!

p
Mr +

1

(r + 1)!

p
Mr+1 +

6

(r + 3)!

p
Mr+3

�

d¬r. M
0
r =

P3
i=0

i!
p
Mr+i

(r+i)!
denilirse,

jCn;r (f ;x)� f (x)j � 4M 0

r

�
bn
n

�r=2 �
1 + x2

�(r+7)=4



 
f (r);

r
bn
n

!

elde edilir. Bu da ispat¬tamamlar.
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