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Bu tez beg boliimden olugmaktadir.
Ik boliim giris kismina ayrilmis ve tez hakkinda genel bilgilere yer verilmistir.
Ikinci boliimde, tezde gerekli olan bazi kavramlar ve 6zellikler ifade edilmistir.

Uciincii boliimde, Bernstein taban fonksiyonlar1 yardimiyla olusturulan Bézier egri-
lerinin tanimi ve 6zellikleri ile birlikte bu egrileri keyfi olarak bolmeye yarayan Castel-
jau algoritmasi verilmistir. Ayrica bu boliimde Bernstein taban fonksiyonlarinin
Bézier egrilerinin sekli tizerindeki etkisi ¢érnekler tizerinde gosterilmistir. Sonrasinda,
g-Bernstein taban fonksiyonu kullanilarak tanimlanan ¢-Bézier egrileri ve 6zellikleri
verilmigtir. Bu egriler icin ¢-Casteljau algoritmasi ifade edilmis ve ¢ parametresi

degisiminin ¢-Bézier egrisi {izerindeki etkisi 6rnek tizerinde incelenmigtir.

Dordiincii boliimde, oldukca énemli 6zelliklere sahip olan g-tomurcuk fonksiyonu ve
ozelliklerine yer verilip ¢-Bézier egrileri ve g-tomurcuk fonksiyonu arasindaki yakin
iliski incelenmistir. Sonrasinda ¢-Bernstein taban fonksiyonuna ait bazi 6zdeglikler

g-tomurcuk fonksiyonundan yararlanilarak ispat edilmistir.

Besinci boliimde, sahip oldugu kontrol (Bézier) noktalar1 ile Bézier egrilerinin genel
olarak uygulama alanlarindaki éneminden ve bu egrilerin ¢ parametresinden nasil

etkilendigine iliskin sonuclardan bahsedilmigtir.
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Anahtar Kelimeler: ¢-analiz, ¢-tomurcuk fonksiyonu, ¢-Bernstein taban fonksi-

yonlari, ¢g-Bézier egrisi, Marsden ¢zdesligi, Casteljau algoritmasi.
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This thesis consists of five chapters.

The first chapter is devoted to the introduction and general information about the

thesis is given.

In the second chapter some notions and properties which are needed in the thesis

are explained.

In the third chapter, given the general definition of Bézier curves and their properties
are examined. Also, the effects on the shape of the Bézier curves by Bernstein basis
functions are illustrated. Then, g-Bezier curves have been defined using ¢-Bernstein
basis and their properties have been given. ¢-Casteljau algorithms are expressed and

the effects on the shape of the ¢-Bézier curves by shape parameter ¢ illustrated.

In the fourth chapter, ¢-blossom is defined and its properties are studied. Then,
the relationship between the ¢-Bézier curves and g-blossom is given. Moreover some
identities and conclusions which are obtained for ¢-Bernstein basis functions are

proved with help of the ¢-blossom.

In the fifth chapter, with possessing control (Bézier) points, the importance of Bézier
curves in application areas and conclusions about how Bézier curves are affected by

q parameter have mentioned.
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1. GIRIS

Yaklagimlar teorisinin temel teoremi olarak bilinen, kapali ve sinirli aralikta verilen
siirekli f fonksiyonuna yaklagan polinomun varligi Alman matematikgi (Weierstrass
1885) tarafindan ispat edilmigtir. Rus matematik¢i (Bernstein 1912), ileride kendi
ismiyle anilan bu polinomun varliginin yanisira yapisini da gosteren toplam bigimin-
deki polinomlar dizisini tanimlamig ve bu polinomlar giiniimiizde en c¢ok calisilan,
iizerine en ¢ok makale ve kitap yazilan, bir¢ok dalda onemli uygulamalara sahip

yaklagimlar teorisinin araclarindan biri olmustur.

Bernstein polinomlarinin yapisi; x ve y pozitif sayilar ve n bir dogal say1 olmak iizere
n — (n k, n—k
€T =
=3 (7)o
k=0
binom formiiliinde x =t ve y =1 —t, t € [0, 1] secildiginde olugan

1= Zn: (Z)t’“ (1—t)"*

k=0

birim a¢ilmia dayanir. Bernstein polinomu, f € C'[0,1] ve f fonksiyonunun ¢ = —
n

noktalarinda tanimli rasyonel degerleri icin

Bn(f;t)zzn:f(%> (Z)t’“(l—t)”_k, 0<t<1, neN
k=0

ile tanimlanir.

B,: C[0,1] — C]0,1]
f— Bal(fit)
operatorii siirekli ve pozitif f fonksiyonunu pozitif bir polinoma doniistiirdiigii,

a,f € Rve fi, fo € C[0,1] olmak iizere

By, (afy + Bfait) = aB, (fi1;t) + BB (f2;t)



esitligini sagladigindan lineer pozitif operatordiir.

Bernstein polinomlar dizisi i¢in keyfi € > 0 sayis1 verildiginde V ¢ € [0, 1] ve
V n > ng icin

|[Bn (f51) = f ()] <

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlik

Tim 1Bn (fit) = f (D)l =0

ifadesine denktir.

Bernstein polinomlar1 bircok alanda ¢nemli uygulamalara sahip olup bunlardan
birisi de bilgisayar destekli geometrik tasarim (computer aided geometric design)
larda oldukg¢a 6neme sahip olan Bézier egrilerinin Bernstein taban fonksiyonlar1 kul-

lanilarak olusturulmasidir.

Bézier egrilerini olugturmada kullanilacak algoritmalar ilk kez Citroén’de galigan
fizik¢i ve matematikgi (Casteljau 1959) tarafindan yazilmig ve Fransiz miihendis
(Bézier 1970) tarafindan Renault marka otomobillerin tasariminda kullanilmak iizere

geligtirilmistir.

Casteljau algoritmasi ile bir Bézier egrisini alt bolgelere ayirma iiriin tasarimlarinda
onemli bir uygulamadir. Ciinkii algoritma ile olusan yeni kontrol ¢okgenleri ardigik
olarak istenilen Bézier egrisine dogru yaklagir. Bézier egrilerinin sahip oldugu bu
ozellikler onlar1 egri ve yiizey tasariminda kullanigh hale getirmektedir. Bu ozel
egriler giiniimiizde otomobil, ugak govde ve kanadi modelleme ¢alismalarinda, font-
larin tasariminda ve daha bircok alanda kullanilmaktadir. Bir Bézier egrisinin
kontrol ¢okgeni iizerinde yapilan degisiklik dogrudan egri tizerinde etkiye sahip
olup, kontrol noktalarinin kullanimi sayesinde énceden ulagilabilecek sonuclar tah-

min edilebilmektedir.



Bézier egrilerinin temelini olusturan Bernstein polinomlarinin, son yillarda oldukca
ilgi toplayan ve bir¢ok aragtirmaci tarafindan ¢aligilan ¢ (kuantum) tamsayilaria

dayali genellemesini ilk kez (Lupag 1987) tanimlamigtir.

Lupasg, Bernstein polinomlarinin Boliim 2.2’de tanmimlanacak olan ¢ tamsayilarina

dayali genellemesini f € C'[0,1] ve R,,, : C'[0,1] — C'[0, 1] olmak iizere

_ A\ k1, \ [n gHE=1 24k (1 gy
Rog(f) = Ru(f,q;t) = £ Of (m) Mq(l —t4qt) .. (I—t+q 1)

seklinde tanimlamigtir.

(Phillips 1996) Bernstein polinomlarinin ¢ tamsayilarima dayal farkl bir genellemesini

feCl0,1] ve B,,:C[0,1] = C[0, 1] olmak tizere

. K1, [n] "
Bua ) = B sty =301 (0 ) [1] # TL @ -0
k=0 q =0

[n] q s

ile tanimlamig ve bu polinomlarin yaklagim 6zelliklerini incelemistir.

(Orug ve Phillips 2003),

s =[] ¢ I1 =) k=0
q s=0
g-Bernstein taban fonksiyonlarini kullanarak ¢-Bézier egrilerini ve bu egriler icin

derece yiikseltme ve indirgeme bagintisi olugturmuslardir.

Bu tezde genel olarak Bézier egrisini olusturmada kullanilan Casteljau algoritmasi
ile olugan diigiimlerin ifadesinde ve Bézier egrisinin kontrol noktalarini belirtmede
kullanilan tomurcuk fonksiyonunun, ¢-Bézier egrisi icin ¢-tomurcuk fonksiyonuna

genigletilmesi incelenecektir.



Birinci boliim giris kismina ayrilmig olup ikinci boliimde Bernstein taban fonksi-
yonlar1 tanitiip genel 6zellikleri verilecektir. Ayrica yine bu béliimde g-analiz ile
ilgili temel kavramlar ifade edilip ardindan ¢-Bernstein taban fonksiyonu ve genel

ozellikleri verilecektir.

Uciincii boliimde Bernstein taban fonksiyonlar: yardimiyla olusturulan Bézier egri-
leri ve bu egrilere ait genel 6zelliklerle beraber keyfi bir Bézier egrisini alt araliklarda
tanimli Bézier egrilerine bolmeye yarayan Casteljau algoritmasi ifade edilecektir.
Bernstein taban fonksiyonlarinin tanimli olduklar: aralikta "tek ekstremum" degere
sahip olmasi Bézier egrilerinin kontrol noktalar: ile iligkilendirilecek ve bu duru-
mun Bézier egrisi iizerindeki etkisi incelenecektir. Sonrasinda serbest sekil verilmig
yiizeylere (free form surface) g-Bernstein taban fonksiyonlar: yardimiyla daha iyi bir
yaklagim yapmay1 amagclayan ¢g-Bézier egrileri tanimlanacak ve Bézier egrilerindekine
benzer olarak egrileri tanimh oldugu araligin alt araliklarinda bolmeye yarayan ve
boylelikle sonucunda farkl ¢g-Bézier egrileri elde edilen ¢g-Casteljau algoritmas: ifade
edilecektir. Bézier egrilerine yeni bir bakig getiren ¢ parametresinin ¢-Bézier egri-
leri iizerindeki etkisi ve ¢ parametresi degisiminin egri iizerindeki sekil degisikligi

incelenecektir.

Dordiincii boliimde belirli 6zelliklere sahip 6zel bir fonksiyon olan ¢-tomurcuk fonksi-
yonunun tanmmu ve ozelliklerine yer verilecektir (¢ = 1 alindiginda klasik tomurcuk
fonksiyonu elde edilir). Ayrica bu 6zel fonksiyon ¢-Bézier egrileri ile iligkilendiri-

lerek q-Casteljau algoritmasindaki diigiimler ve Py, k = 0, ..., n kontrol noktalar: bu
fonksiyon yardimiyla ifade edilecektir. Yine bu béliimde herhangi bir P (¢) polino-
munun g-tomurcuk fonksiyonu ile ifadesi verilip ardindan ¢-Bernstein taban fonksi-

yonlarina ait bazi egitliklerin ispat1 bu fonksiyon yardimiyla yapilacaktir.

Son boliim ise tartigma ve sonug kismina ayrilmigtir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde ¢alisma boyunca yararlanilacak ve ileride Bézier egrilerini tanimlamada

temel tegkil edecek olan bazi tanimlar, onermeler ve ozellikler ifade edilecektir.

Tamim 2.1 (Polinom) m € N ve ¢y, c,...,¢y ler de ¢, # 0 olmak iizere sabit
sayilar olsun.

P(2) = cpt™ 4 1™t .+ 12+ co
seklinde tanimlanan P : R — R fonksiyonuna polinom denir (Szegd 1967).

Tanim 2.2 (Polinomun derecesi) m € N ve ¢, c1,...,cp,, ler de ¢, # 0 olmak

iizere sabit sayilar olsun.
P(2) = cpt™ 4 1™t .+ 12+ co

seklinde tanimlanan P : R — R fonksiyonundaki m dogal sayisina polinomun dere-

cesi denir (Szegd 1967).

Tanmim 2.3 (Afin kombinasyon) k = 0, ...,n olmak iizere V ¢, sabiti ve P, nok-
tast icin ch = 1 olacak sekilde chPk toplaminin her kombinasyonuna afin

k=0 k=0
kombinasyon denir (Goldman 2002).

Tanim 2.4 (Vektér uzayr) R iizerinde bir V' ciimlesi, V 7, ¢, Z € V ve o, f € R

skalarlar1 icin toplama ve skalar ile carpma islemleriyle birlikte;

HZ+yeV

2) T+y=y+7

3T+ (+2)=@+y)+7

4) # 4 0 = & olacak sekilde bir 0 € V vardr.

5) (Z+ (=) = 0 olacak sekilde bir tek (—Z) € V vardur.
6) aZ €V



aksiyomlarimi sagliyorsa V’ye bir reel vektor uzay: denir (Halmos 1974).
Ornek 2.1 n -inci dereceden polinom uzay1 o" bir vektor uzayidar.

Onerme 2.1 (Tek terimliler i¢in Descartes isaret kurals) n -inci dereceden

bir P (t) = Z at® polinomunun (0, 00) araligindaki koklerinin sayis1 N (N < n)
k=0
ve ag, k =0, ..., n katsayilarinin isaret degisim sayisi s (aq, ..., a,) olmak iizere

N < s(ag,...,a,)
dir (Goldman 2002).
2.1 Bernstein Taban Fonksiyonlar1 ve Ozellikleri
2.1.1 Bernstein taban fonksiyonlari

Tanim 2.1.1 (Bernstein polinomu) f € C'[0,1] olmak iizere f fonksiyonunun

n -inci dereceden Bernstein polinomu
Bn(f~t):2n:f kY (7 t1—-t)""* tel0,1, neN (2.1)
) k:O n k ) Y Y
ile tamimlanir (Bernstein 1912).

Tanim 2.1.2 (Bernstein taban fonksiyonlar:) (2.1) ifadesindeki

BI (t) = (Z)tk(l—t)"k, telo,1], 0<k<n



fonksiyonlarina n -inci dereceden Bernstein taban fonksiyonlar: denir.

— B3(®
—— B3 (D)
— Bi(t)
— Bi()

Sekil 2.1 3 -iincii dereceden Bernstein taban fonksiyonlar:

Not 2.1.1 B} (t), k =0, ...,n Bernstein taban fonksiyonlar: igin

k<0veyak>n = B}(t)
k=n=0 = B} (t)

0
1
dir.

Tanim 2.1.3 ([a,b] araligindaki Bernstein taban fonksiyonlar:) [a,b] aralig

tizerinde taniml Bernstein taban fonksiyonlar:

Bt ) = () 0 L2

ile tanimlanir.
2.1.2 Bernstein taban fonksiyonlarinin 6zellikleri

Teorem 2.1.1 n -inci dereceden Bernstein taban fonksiyonlar1 agagidaki ozelliklere

sahiptir.



(1) Simetri:

B,y (1—1)= B ()

(i1) Indirgeme bagintisi: n- inci dereceden Bernstein taban fonksiyonlar: (n — 1)
-inci dereceden iki Bernstein taban fonksiyonu cinsinden yazilabilir. Boylece n -inci

dereceden k -inc1 Bernstein taban fonksiyonu
By (t) = (1—1) By~ (t) + By (t)
seklinde ifade edilir.

(1ii) Negatif olmama: V t € [0, 1] igin

n

B (t) = <k)t’“ 1-t)""*>0

dir.
(iv) Birimin pargalanmasi: V t € [0,1] i¢in

d Br(t)=1
k=0
dir.

(v) Derece yiikseltme: Derecesi n -den kiigiik olan Bernstein taban fonksiyonlar:

n -inci dereceden Bernstein taban fonksiyonlarinin lineer kombinasyonu olarak

n—=k k+1

B =B 0+ B ()

seklinde ifade edilir.

Ozel olarak Bernstein taban fonksiyonlar: icin

_ k+1Bn+1

(1 (2.2)



ve

S n—k+1_ .,

(1= By () = "B 0 (23)

egitlikleri gegerli olup bu esitlikler ileride Bézier egrilerinin seklini degistirmeden

derecesini yiikseltmede kullanilacaktir.

(vi) Kuvvet baz {tk; k=0,.., n} ile iligki: n -inci dereceden polinom uzayinin

bir bazi olan n -inci dereceden Bernstein taban fonksiyonlar: ve kuvvet baz arasinda

B (1) = Zn: (—1)/* <”) (;) B, k=0,..n

= J

ve

esitlikleri saglanir.

Ozel olarak (2.4) esitliginde k = 0 alinirsa

1:%3;1@)

ifadesi Bernstein taban fonksiyonlarinin birimin parcalanmasi 6zelligini verir.

k = 1 durumunda ise
J pn
t=) —Bj (t)
j=1

elde edilir.

(vii) Tek ekstremuma sahip olma: B} (t), k =0,..,n, t € [0,1] Bernstein
k

taban fonksiyonlar: ¢ = — noktasinda bir tek ekstremuma sahiptir. Ayrica t, € [0, 1]
n

degeri icin
By (t) < . < By () < Bg(t) 2 By () = . = B (L)

esitsizligi gergeklenecek sekilde bir & indisi vardir.



i B2 (1)
Oy Bf ®
— B}()
— B}(®)

Sekil 2.2 Tek ekstremuma sahip olma

Sekil 2.2’de goriildiigii gibi [0, 1] araliginin alt araliklarinda Bernstein taban fonksi-
yonlari i¢in
By (t) < o < By () < By (t) 2 By (6) = .o = By (&)

esitsizligi gergeklenir.

Bernstein taban fonksiyonlarinin sagladigi bu ozelligin bir sonucu olarak ileride
tanimlayacagimiz k indisine karsilik gelen Py, k =0, ...,n kontrol noktasinin ¢ = ¢,
noktasinda Bézier egrisi iizerindeki etkisinin diger kontrol noktalarindan daha fazla

oldugunu bir 6rnek iizerinde gosterecegiz.

(viii) Alt ve st swinarlar: Bernstein taban fonksiyonlarimin n -inci dereceden

polinom uzay1 i¢in baz olusturdugu goz oniine alinirsa

Vitel01] ve P(t) = ickB,? (1)
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icin

min ¢, < P () < max ¢
0<k<n 0<k<n

esitsizligi gergeklenir.
(iz) Ug nokta degerleri:

Pty =3 B} (1)

polinomunun [0, 1] araliginin ug noktalarinda aldigi degerler
P(0)=cyve P(1)=c,

dir.

(x) Azalan salimam 6zelligi: t € [0,1] igin

P(t) =3 By (1)

polinomunun pozitif reel koklerinin sayisi NV, Bernstein taban fonksiyonu katsayilarinin

(ck, k=0,...,n) isaret degisim sayis1 s (co, ..., ¢,) den kiigiiktiir. Boylece
N < s(cgy.esCp)

gerceklenir.

(xi) Yeniden parametrelendirme formiili: t — rt ve t — a(l1—1t) + bt

doniigiimleri sirasiyla [0, 1] araligim [0, 7] ve [a, b] araliklarina doniigtiirmek iizere;

11



ve

k

Bi(a(1—t)+0bt) = Y d""¥'Bf(t)
i=0
{ZZ a—b+1)a : k()( >(_a>m_j Bfn(t)}
j=k m=j ) J tm
k=0,...n
(2.5)
esitlikleri gerceklenir.
Ispat. (i) Simetri:
n n—k ,n—(n—
e = (1 a0t
. n n—k ,k
C () amar
_ n\ i _ p\n—k
= (k t" (1 —1t)
= By ()

(i1) Indirgeme bagintise:

Q-8B () +tB (1) = (1-1) (" . 1>t’“ (1 gk
R I e
- <n b 1)* A-o""+ (Z _ i)t’f -t
- (V) G
- Qo

= B (1)

12



(i11) Negatif olmama: VYt € [0,1] igin

B (t) = (Z) (1 — )"

oldugu aciktir.

(1v) Birimin parcalanmas:: Binom agilmindan

v -+ =3 (F)Ea- o

k=0
= > Bl
k=0

dir. Diger bir ispat yontemi olarak

Y B =Y B )

esitliginin gosterilmesi yeterlidir. Ciinkii

n n—1 1
ICAUES DESIURE o
1=0 =0 =0

dir. Gergekten indirgeme bagintisi uygulandiginda,

S Bt = Yo

=0

- <1—t>{§Bfl (t

1=0

o () + By (t) =

)+ BE (1)

+ {Z B (t) + BY! (t)}

=1
k—1
= (1-t)) B '(t
1=0
k—1

= B

1=0

13

t) B~ (1) + BT (t)]

}

k-1
)+t> BITH(1)

1



olup istenilen elde edilir.

(v) Derece yiikseltme: Ispat icin oncelikle

LB;L (t) + ﬁBl‘H (t) = ﬁ i
i+1 i

()
7
oldugunu gosterelim.

B0 Bl (1) = (L 0 (1 gy

= £(1=0)""1—t)+1]
= ¢ (1—t)" !

1
o ()

n—1
7
Simdi bu egitligi kullanarak keyfi bir Bernstein taban fonksiyonunu daha yiiksek

dereceden Bernstein taban fonksiyonlar: cinsinden yazalim.

(n — 1) -inci dereceden 7 -inci Bernstein taban fonksiyonu igin

s = (")t 0
G
_ ”;1 %B?(t)—f‘%BzH(t)
COl )

n—1 1+ 1
= B (t —B? (¢
n z()+ n z+1<)

esitligi elde edilir.
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Bu ozellik genellestirilirse;
V k < ni¢in k -inc1 dereceden Bernstein taban fonksiyonu n -inci dereceden Bernstein

taban fonksiyonu cinsinden yazilir.

Simdi (2.2) ve (2.3) ifadelerini ispatlayalim.

tBr(t) = t(ﬁ)ti(l—t)”_i
(A
_ (”> FHL (1 — 1))

]

()()
) 1+1) . (4
£l — ¢ (n+1)—(i+1)
n+1 ( )
1+ 1
()
;Bﬂ*‘l (t)
1+ 1
141
B (t
n 4+ 1 i+1 ()

ve

a-nprw = (7)ea-og

?

Or
(] = gy
(")

(),
Tnr 1N PH()

nt1

(1)

esitlikleri elde edilir.
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(vi) Kuvvet baze {t*; k=0,..,n} ile iliski:

B (t) = <Z) t* (1 —t)"" ifadesinde

binom ac¢ilimi kullanilirsa

By (t) = (Z) t’fik (n ; k) (=1)'¢

elde edilir.
Simdi

esitligini tiimevarim yontemi ile ispatlayalim.

k = 0 igin Z B} (t) = 1 olup agik¢a bu esitlik Bernstein taban fonksiyonlarmimn
j=0
birim agilima sahip olmasidir.

th1 = . ﬁB}L(zﬁ)

= ()
E—1

esitligi dogru olsun. £ i¢in dogru oldugunu gosterelim.

k — 1 igin

16



(2.2) ifadesi kullanilirsa

tk

elde edilir.

Ozel olarak k = 1 igin

elde edilir.
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(vii) Tek ekstremuma sahip olma: [0,1] aralig) {izerinde B (t) = (1 —1t)" ve
B (t) = t" olup Bernstein taban fonksiyonlar1 monotondur. Ciinkii B! (¢), [0, 1] a-
raliginda monoton artarken By (t) de [0, 1] araliginda monoton azalandir. Bu yiizden

bu iki Bernstein taban fonksiyonunun bir maksimum degeri olacaktir.

Simdi B} (t), k = 1,...,n — 1 Bernstein taban fonksiyonlarinin maksimum degerini

aragtiralim. Bunun igin

B (t) = (Z) (1 — )

Bernstein taban fonksiyonunun ¢ degigkenine gore tiirevi alinirsa

dBft(t) - k:( )tk L1 =) — (o — k) (Z)tk(l—t)"kl
_ (Z)tk LA = )" k(1 —t) — (n— k)]
— (Z)tk L1 =) (k — nt)
olup e
dt

k
denkleminin tek ¢oziimii V ¢ € (0,1) igin t = — dir.
n
Simdi sabit bir ¢, degeri icin
By (t.) < ... < By (t) < By (t) > By, (t) > ... > DBy (t)

esitsizligi gergeklenecek sekilde bir £ indisinin var oldugunu gosterelim. Bunun icin n

tizerinden tiimevarim yontemini uygularsak n = 0 ve n = 1 igin esitsizlik dogrudur.

Kabul edelim ki bu esitsizlik (n — 1) -inci dereceden Bernstein taban fonksiyonlari

icin dogru olsun. Yani

Byt (t) < o <BYl () <By () =B () > o =B (t) (2.6)

— n
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saglansin. n -inci dereceden Bernstein taban fonksiyonlari i¢in gecerli olan
By (t) = (1—t) By~ (t) + By (t)

indirgeme bagmtis1 By (¢) fonksiyonunun By~ (¢) ve By~] (t) fonksiyonlarinm kon-
veks kombinasyonu oldugunu, yani By (t) fonksiyonunun B} (t) ve Bj'~} (t) fonksi-
yonlarinin arasinda yer aldigini sdyler. Bu bagint1 ile birlikte (n — 1) -inci dereceden

Bernstein taban fonksiyonlar: i¢in (2.6) esitsizligi de kullanilirsa

By (t.) < By ' () ... < BT (t) < B (t) < Byt () = By (t) > By (t)

esitsizligi elde edilir. Buradan
By (t) < - < By () < Bg(t) 2 By () = . = B (L)

olacak sekilde bir &k indisi mevcuttur.

(viii) Alt ve dist stmarlar: B} (t), k =0, ...,n Bernstein taban fonksiyonlarinin
n -inci dereceden polinom uzay1 " i¢in baz olusturdugu g6z oniinde bulundurulursa

k =0,...,n icin ¢; sabit katsayilar1 gostermek iizere

P(t)=3 By ()

yazilir.
min ¢, < P () < max ¢
0<k<n 0<k<n
ve
d Br(t)=1
k=0
oldugundan

n

min ¢ < Z By (t) = P (t) < max ¢

0<k<n ~ 0<k<n
k=0

19



esitsizligi gergeklenir.

(iz) Ug¢ nokta degerleri:

P (1)

aciliminda ¢

bulunur.

(x) Azalan

t (u)

n

> B ()

k=0
n ne
ck(k)tk (1—t)" "

co(l—t)"+ecnt(1—t)"""+ ...+ cn_1<

D

k=0

"1 =) + cpt”
n—l) ( ) +c
=0vet=1i¢in

P(0)=cove P(1l)=¢,

salinym ozelligi:

t€(0,1) = u e (0,00)

u doniistimii (0, 1) araliginda tamimh P (¢) polinomunu (0, co) araliginda
u

n

tamimh @ (u) fonksiyonuna doniistiiriic. P (¢ (u)) = » B} (t(u)) olmak iizere
k=0
Q(u) = P(t(u))
- p(Y >
1+u
& u
— 14+u
B Xn: . n u k 1 n—k
- =\ T +u) \T+u
()
— k ’Vl
—~ "\k (1+u)
= (1+u)"iau ar ="
= RUS, k=Gl



elde edilir.
Acgik olarak ¢ ve aj katsayilari aym isaretli olup @ (u) nun (0,00) araligindaki

kokleri ile P (t) polinomunun (0, 1) araligindaki kokleri iligkilidir. Gergekten

N O

-0 1= :@(ﬁ)

esitliginde

doniisiimii uygulanirsa

elde edilir.
Boylece P (t) = Z ¢ B (t) polinomunun (0, 1) araligindaki koklerinin sayis1 N ise
k=0

cx M} (u) polinomunun (0, co) araligindaki koklerinin sayist da N olur.

Tek terimliler i¢in Descartes isaret kural uygulanirsa
N < s(cgy.esCp)
oldugu goriiliir.
(xi) Yeniden parametrelendirme formdilii:
By (rt) = (Z) (1 —rt)" ™" (rt)"

ifadesinde 1 —rt yerine (1 — )+ (1 — ) ¢ yazahp (1 — rt)" " ifadesinin binom agilimi

kullanilirsa,
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By (rt)

I
N N
> 3 & 3
N—— ~—
M1 =
o —
P
S N
<. | +
5 —~
N—— —
— |
—~
= =
~—
| =
= 3
~— |
~ ol
~ ?
—~ ~
— ~—
=
~
~—
7
N
d
<
o
~
N

[
Il
o

Il
o,
HMs
Bl
/‘\/‘\Q/‘\
~ ~— N

(] TNk (1 ik i (1 — )
_]Z_;k j) (1—r)yY "¢ (1—1)
= J; i (1 =)k (?)tj (1—t)""
= D _Bi(r) B} (t)

=k

elde edilir. Benzer islemler

n

B (a(1—t)+bt) = <k) (I—a(@—t)—bt)" (a1 —1t)+bt)"

ifadesi i¢in uygulanirsa (2.5) esitligi elde edilir.

Onerme 2.1.1 n -inci dereceden Bernstein taban fonksiyonlar: n -inci dereceden

polinom uzay1 ©" i¢in baz olugturur.

ispat. By (t), 0 < k < n fonksiyonlar1 o™ uzaym gererler. Bu durum Bernstein
taban fonksiyonlarimin {1,¢, 2, ...,t"} kuvvet baz1 cinsinden yazilmasindan goriiliir.

By (t), 0 < k < n fonksiyonlar: lineer bagimsizdir. Gergekten ¢, ¢y, ..., ¢, sabitleri

coBy (t) + By (t) + ...+ ¢, B (t) =0

esitliginin saglanmasi B} (t), 0 < k < n fonksiyonlarmin kuvvet baz cinsinden
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yazildig1 ve kuvvet bazinin lineer bagimsiz oldugu goz oniine alindiginda
Ch = 0

= ()C) -

(2

1t =20,...,n icin V ¢; = 0 olmas ile miimkiindiir.

Bernstein taban fonksiyonlar: germe ve lineer bagimsizlik 6zelliklerini sagladigindan

©" polinom uzayi i¢in bir baz olusturur.

2.2 g-Analizde Temel Kavramlar

Bu boliimde ilk kez (Lupag 1987) tarafindan yaklagimlar teorisine uygulanan ve son
yillarda klasik analizde var olan bir¢ok tanim ve teoremin genellestirilmesi iizerine

galigilan g-analiz (kuantum analiz) in kisaca temel tanim ve kavramlar1 verilecektir.

Tanim 2.2.1 (g-tamsayist) ¢ € RT olmak iizere negatif olmayan bir k& tam-

sayisinin ¢q genellemesi

1—¢~
, qF1
[kl,=4q 14 7
k, g=1

seklindedir (Kac ve Cheung 2002). Bu tamim & herhangi bir reel say1 olacak gekilde

genigletilirse [k] g ifadesine ¢ reel sayisi denir. Tamim geregi N,, ¢ tamsayilar kiimesi
Ny = {0,1,1+q,1+q+q2,...}

seklinde yazilabilir. Acik olarak ¢ = 1 durumunda N, kiimesi negatif olmayan
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tamsayilar kiimesini ifade eder.

Tanim 2.2.2 (g-faktoriyel) Bir k tamsayisinin g-faktoriyeli

K], [k —1],...[1],, k=12,

1, k=0

Kl =4

q
seklinde tanimlanir (Kac ve Cheung 2002).

Tanim 2.2.3 (g-binom katsayist) [Z] g binom katsayis1 acithmi n > k > 0

q
olmak iizere

ile tanmimlanir (Kac ve Cheung 2002).

Onerme 2.2.1 (Pascal 6zdeslikleri) 1 < k < n — 1 olmak tizere
n n— 1] k [n — 1]
= +q (2.7)
[/J . [kz —1], ko1,

Hita A R ) &

esitlikleri gerceklenir (Kac ve Cheung 2002).

ve

Ispat. 1 <k <n—1icn

[n]q = 14+qg+..+q¢"1
= I4+g+.. 4+ )+ Q+g+..+¢"F

= [k, +4"[n— K],

24



olup

m B [, -1,
K, ~ Wk, Kk
= 1],! (1K), + o [n — K],
- (k]! [n — K],
_ [n—1],! 4 [n—1],!

dir.

Bu da bize (2.7) esitligini verir. Simdi (2.8) egitliginin saglandigim gosterelim.

g-binom katsayisinin simetri 6zelligi kullanilirsa

mq - ;nﬁk]q

elde edilir.
2.3 ¢-Bernstein Taban Fonksiyonlar1 ve Ozellikleri

Tanim 2.3.1 (g-Bernstein polinomu) Bernstein polinomlarimin ¢ tamsayilaria

dayal genellemesi (Phillips 1996) tarafindan f € C'[0, 1] olmak iizere
B (f-t)—zn:f @ " tknﬁl(l— °t), te0,1], neN (2.9)
n,q 9 - prd [n]q ]f . o q 9 9 9 .

s

seklinde tanimlanmigtir (Orug ve Phillips 2003).
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Tamim 2.3.2 (g-Bernstein taban fonksiyonlari) (2.9) ifadesindeki

—k—1
I @=¢t), tefo1], 0<k<n

s=0

n

By (t;q) = m qtk

fonksiyonlarina ¢-Bernstein taban fonksiyonlar1 denir.

Bernstein taban fonksiyonlarinin ¢ tipli genellemesindeki amag; ¢ nun segimiyle farkl

yaklagimlar yapabilen Bézier egrileri elde etmek olacaktir.

Onerme 2.3.1 [0, 1] araligindaki ¢-Bernstein taban fonksiyonlari

n—k—1
Bia)=|"| ¢ J[ t—g¢t), tel01], 0<k<n
k q s=0
olmak iizere ¢ = —1, n ¢ift ve k tek olma durumunda n -inci dereceden polinom

uzay1 i¢in baz olusturmaz (Simeonov vd. 2010).

Ispat. ¢ = —1, n cift ve k tek olma durumu icin [Z] g-binom katsayilar1 sifirdir.

Gergekten !

k (1—=¢") (1 —g1)...(1—9q)

acillminda n = 2m; k =2m + 1; m = 0, 1, ... oldugu dikkate alinirsa

m (=g (-¢" .. (I—g""")

m _ (=M (—¢m) .. (1-q")
ki, (1 —¢> ) (1 —¢*)...(1—q)
=0

bulunur. Bu durumun bir sonucu olarak; B} (t;q), t € [0,1], 0 < k < n taban

fonksiyonlari n -inci dereceden polinom uzay1 i¢in baz olusturmaz.

Sonug 2.3.1 ¢-Bézier egrilerini olugturmada ¢ = —1 durumunda B} (t;q) # 0

olmasi icin n sayis1 tek say1 olarak alimmalidir.
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Tanim 2.3.3 ([a,b] araligindaki q-Bernstein taban fonksiyonlar) Keyfi bir

la, b] araligindaki ¢-Bernstein taban fonksiyonlar:

i—1 n—i—1

(t —aq’) H (b—tg’)
By (t;[a,b] 5 ) = m R
q

i=0,..n (2.10)

|
—

Z (b~ ag?)

.
Il
=)

ile tammlamir. Burada b —ag’ # 0 (1 < j <n—1) ve n > 0 gift sayis1 igin ¢ # —1
dir (Simeonov vd. 2010).

Simdi [a,b] arahgindaki ¢-Bernstein taban fonksiyonlar:1 igin bazi ¢zel durumlar

inceleyelim. (2.10) esitliginde;

i) a =0 ve b =1 alindiginda B} (¢;[a,b];q), [0,1] arahgindaki g-Bernstein taban

fonksiyonuna indirgenir.

i1) Keyfi a < 1 ve b = 1 alindiginda Lewanowicz ve Wozny tarafindan galigilan
g-Bernstein taban fonksiyonlar: elde edilir (Lewanowicz ve Wozny 2004). Bu fonksi-

yonlar g,w € R, g # 1, w # 1,¢7Y, ...,¢" ™" ve u = w + (1 — w) t olmak iizere

B} (u; w|q) =

n .
|t (wthq), t:q), ;, t=0,..,n
(w;q), Hq ( )i (t9)

dir. Bu taban fonksiyonlarinin bir diger formu da

1 1—1 ' n—i—1
B (t;w|lq) = w0 m [[t-wd) J] 1-td*), 0<quw<1
D q j=0 k=0
n—1
(wiq), = |](1—dw)
j=0

seklindedir.

B} (t;q) = m qt" (t;q), ;= m qti i (1—¢it)

J=0
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w=a<1veb=1alndigmmda B} (t; a| q) = B} (t; [a, b] ; ¢) bulunur.

i1i) b = aq" alindiginda B (t; [a, b] ; ¢) diigiimleri a, aq, ..., ag"™ olan n -inci dereceden

Lagrange taban fonksiyonlarina indirgenir.

Diigtimleri ¢y, ..., t, olan n -inci dereceden Lagrange taban fonksiyonlar:

|
LZ (t ’t07 ,tn) - %, k= O, ., n
B

ik

seklindedir. b = aq™ icin

i—1 n—i—1
(t —aq’) (ag™ —tg?)
B} (t;]a,aq"];q) = m = — =0 . i=0,..,n
q .
(ag™ — ag?)
7=0

egitliginde g-binom katsayisinin agik ifadesi

Gt i PGt
b, T @ DT DD

kullamlirsa L} (¢ |a, aq, ...,aq") , k = 0, ...,n Lagrange taban fonksiyonlar1 bulunur.

iv) ¢ = 1 alindiginda [a, b] arahgindaki

ey T
7

R e L

standart Bernstein taban fonksiyonlar1 elde edilir ve bu fonksiyonlar icin

() ey ()

k=0

esitligi gerceklenir.
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V) t=qh,a=q% b= q_Tﬁ ve ¢ — 1i¢in [a, b] tizerindeki ¢ parametreli g-Bernstein
taban fonksiyonlar1 [« 3] iizerindeki x parametreli h-Bernstein taban fonksiyon-

larina doéniisiir (Simeonov vd. 2010).

th (1—qJ h+%) H q_Tﬁ <1—q3_%+§)
— lim= 7=
q—1 n—1 s 3
qh (1 — qj_h+ﬁ)
7=0
i—1 n—i—1
. _a,z _z B
ey ey om0 T o)
= lim Tim 2= =0
qg—1 (q%)n qg—1 n—1 " B
(-
=0
1—1 n—i—1
[T —q7+7) <1 - qrﬁ%)
Jj=0 j=0

j=0
1 T 48y
) IO S L | MRl S
nl 11
- : n—1 ’
i [ [ [~ 3+ 2)] o7+
q—>1j:0
I h-ot Jngr&iln_i_l ih—z+8\ I~ 484
. _1\¢ (jh—atz L th 1\ jh—z z10_
]:0(1}3}( D' (55) ¢ g( 1" lim (£52) g
B n—1
i n (jh—a+p —a B 4
j:oélﬂ( D" )@
il n—i—1
H(]h_a+$)+ H (jh — 2 + )
_ J=0 =0
- n—1
(jh —a+5)
7=0

olup istenilen elde edilir.
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Onerme 2.3.2 ¢ > 0 sayisi icin
B} (ct; [ca, cb 5 q) = B (t;]a,b]; q)

dir.

Ispat. B! (t;[a,b];q), ¢-Bernstein taban fonksiyonu tammindan

i—1 n—i—1
ANl —ag)c H (b—tg)

" n =0 =0
B} (ct;[ca,cb];q) = H -
1 n—

! | ] (b—ag’)
J=0

= B! (t;[a,0];q)

elde edilir.

Uyar1 2.3.1 ¢ > 0 i¢in
Bi'(t+c;[c+a,c+b];q) # B (t;]a,b];q)

dir.

Onerme 2.3.3 (Indirgeme bagintisi) g-Bernstein taban fonksiyonlar: icin agag-

daki egitlikler saglanir.

Bl'(t;q) = (1—t¢" " ") B ' (t;q) +tq" "B (t;9)

Bl'(t;q) = ¢ (1—tg" ") B (t;q) +tB5 (tq)

ispat.

ve



taban fonksiyonlar1 agilimlar: ve

H e R
H BRI

Pascal 6zdeglikleri dikkate alinirsa istenilen elde edilir.

ve

Onerme 2.3.4 ([a,b] iizerindeki indirgeme bagintis) [a,b] arahgindaki

g-Bernstein taban fonksiyonlar igin asagidaki egitlikler saglanir.

b— tgn—i-t - o t—ag? .
B (8 [, 1] 0) = (L) B (t]a,b]: q)+q" (—q) B (1[0, 8] )

b— aqn~ b—agn!
ve
n i b— tqn—z—l n—1 t— aqi_l n—1
B (t;[a,b];9) = q B ag T B (t;]a, b5 q) + b g B (t;]a, b5 )

Ispat. Onerme 2.3.3 ispatina benzer olarak

e n—1| j=o =0
B 1<t;[a,b];q>=[ | ] _
q

(b — ag?)
j=0
ve
1—2 n—i—1
[T ad) (b —tq)
— 17 = i
B (t;[a,b]59) = {T.L J = T
(e n-
! (b—aq’)
=0

taban fonksiyonlar1 agilimlar: ve
n n—1 neilm—1
= . +q 1
i], i, i —
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Pascal ozdeglikleri dikkate alinirsa istenilen bagintilar elde edilir.
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3. BEZIiER ve ¢-BEZIER EGRILERI

Bu boliimde Bézier egrileri, ozellikleri ve bu egrileri olugturmada kullanilacak olan
Casteljau algoritmasi verilip onceki boliimde verilen Bernstein taban fonksiyon-
larinin tek ekstremuma sahip olmasi ¢zelliginin Bézier egrileri {izerinde nasil bir
etkiye sahip oldugu bir ¢rnek iizerinde gosterilecektir. Ardindan g¢-Bézier egrileri,
genel ozellikleri ve ¢ parametresinin bu egriler iizerindeki etkisi orneklerle ince-

lenecektir.

n -inci dereceden bir Bézier egrisini kendisini tanimlayacak olan P, € R%2, k=0, ...,n
kontrol noktalarinin olusturdugu kontrol cokgeni belirler. Bu ¢okgenin sadece ilk ve
son koseleri egri iizerinde bulunup diger koseler egrinin derecesini dolayisiyla gseklini

belirlemeye yardimci olurlar.
3.1 Bézier Egrileri

Tanim 3.1.1 (Bir Bézier egrisinin parametrik denklemi) n -inci dereceden

bir Bézier egrisi, Py, = (z1,yx) € R? k= 0,...,n kontrol (Bézier) noktalar ve

By (t) = (Z)t’“(l—t)”’“, tel0,1], k=0,...,n

Bernstein taban fonksiyonlar1 olmak tizere
P(t) = (x(1),y(t) = > _PiB; (¢)
k=0
parametrik denklemi ile tanimlanir. Burada

w(t) =Y mBi(t), y(t)=) B ()

dir.
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3
3| =

k
Not 3.1.1 z;, = — olmak iizere x (t) =

By (t) =t oldugundan
n

k=0

Py = (zk,yx) € R? kontrol noktalarina sahip n- inci dereceden Bézier egrisi
P(t)y=y(t)=> wBi()

k=0

polinom egrisidir.

Tanim 3.1.2 (Lineer Bézier egrisi) P, ve Py kontrol noktalar: verildiginde bu

iki noktay1 birlegtiren dogru parcasi lineer Bézier egrisidir.

Py

Sekil 3.1 Lineer bir Bézier egrisi

Tanim 3.1.3 (Kuadratik Bézier egrisi) Py — Py ve P; — Py noktalarinin olus-

turdugu lineer Bézier egrilerinin birlestirilmesiyle olugan egridir.

P(t) = (1-t)[(1—-t)Po+tPq]+t[(1—1t)Py+tPy]

= (1-1)Qo+1tQ
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Sekil 3.2 Kuadratik bir Bézier egrisi

Tamim 3.1.4 (Kiibik Bézier egrisi) Po — P;, P; — Py ve Py — P3 noktalarina

ait lineer Bézier egrilerinin birlegmesiyle olusan egridir.

P(t) = 1-8)[1-1)Qo+tQi]+1[(1-1)Q1+1tQq]
= (1-1)Ro+tRy

Py

Sekil 3.3 Kiibik bir Bézier egrisi

Tanim 3.1.5 (Keyfi araliklar iizerinde tanymly Bézier egrileri)

P(a) =Py ve P(b) =P,

olacak sekildeki ¢ € [a,b] icin [a,b] arahgindaki Bézier egrisi, Py = (73, y1) € R?,
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k =0, ...,n kontrol noktalar1 ve [a, b] arahgindaki Bernstein taban fonksiyonu

Br () = (Z) (5:2>n_k (Z:Z)k telab], 0<k<n

olmak {izere

Pt = G000 - R () () (120

parametrik denklemi ile tanimlanir. Burada

0= () (0 () o= En () (20 ()

dir.

=1 =G
1=\ 2 =5

2, p— 2 3 3

P1:(%'1) 12_(§’1) "

0.8

0.6

0.4

0.2

Fy = (0,0)

Py = (0,0) P; = (1L.0)

Py =(2,0)

Sekil 3.4 [0,1] ve [0,2] araliklarindaki kiibik Bézier egrileri

Simdi bir 6rnek ile kontrol noktas: degisiminin kuadratik bir Bézier egrisi iizerindeki

etkisini inceleyelim.

Ornek 3.1.1 Kontrol noktalar

11

Py=(0,1), Py = (5,5), P, =(1,1)
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olan Bézier egrisinin P, kontrol noktasini sirayla degistirelim.

Kontrol noktalar:

15
(071)7 P, = 575)7 P2:<
ve

olan kuadratik Bézier egrileri sekil 3.5’te verilmigtir.

2.5 P,
! P, =(01)
P, = (1/2,1/2)
P, = (1/2,1)
. N i
) Py Py P =(1/2,2)
P, = (1/2,5/2)
P, =(1,1/2
&Mo \j_ ( }
K . P, =(1,2)
<><> &
1.5- 5 o P, = (1,1)
& 0u:v"-‘D &
K OO o [=]
OD DO
; 3
3
'Pl
P i P,
0000000
D0y
'Pl
0.5+ Py
0 02 04 06 08 1

Sekil 3.5 P, kontrol noktas1 degigimi
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Sekil 3.5 te goriildiigii gibi kontrol noktalarinin herhangi birisi veya birkac tizerinde

yapilan bir degisiklik Bézier egrisi iizerinde dogrudan bir etkiye sahiptir.

Ornek 3.1.2 Kuadratik Bézier egrilerinin kontrol noktalarinim degigimi yardimuyla

bir "m" harfi fontunun elde edilmesi sekil 3.6’da verilmigtir.

Py =(-22) P, =P, =(2,0) B =(2.2) P, = (—22) B =(22)

P, =(-22) B =(22) =022

B = (0.1/2)

P, =(-2.0) P, =(2.0)

Sekil 3.6 Kontrol noktas1 degisimi
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Ornek 3.1.3 Kontrol noktalar

Py, = (0, -2), Py = (1/6,2) Py = (2/6, —2)
P, = (3/6,2),Py=(4/6,—2),Ps=(5/6,2),Pg = (1, —2)

olarak belirlenen [0, 1] araligindaki 6 -inc1 dereceden Bézier egrisi

P) = (@@),y()
= (t,—2+ 24t — 120t — 480t* — 128¢° + 3841° + 320t”)

ve x ekseni etrafinda donmesi ile olugan donel cisim sekil 3.7’de verilmigtir.

-054

s

Sekil 3.7 Bézier egrisi ve donel cisim

P3 noktasi yerine (3/6, —2) noktasi alindiginda olugan Bézier egrisi ve donel cisim,

P(t)=(z(t),y(t) = (t,—2+ 24t + 240¢> + 144¢° — 120t — 48t°)
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Sekil 3.8 P3 kontrol noktas1 degigimi

P, ve P4 noktalar1 yerine sirasiyla (2/6,2) ve (4/6,2) noktalar1 aindiginda olugan

Bézier egrisi ve donel cisim

P (t) = (z(t),y(t) = (t, =2+ 24t 4 80¢* — 60" — 81° + 241> — 60¢°)

0,2 04 06 08410
'

Sekil 3.9 P, ve Py kontrol noktasi degigimi

sirastyla sekil 3.8-3.9’da gosterilmigtir.

Yukarida elde edilen Bézier egrilerinin y ekseni etrafinda dénmesi ile olusan donel
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cisimler gekil 3.10’da gosterilmistir.

Sekil 3.10 y ekseni etrafinda donme

3.2 Casteljau Algoritmasi ve Derece Yiikseltme

Casteljau algoritmas: herhangi bir [to, t5] araliginda tanmimlh bir Bézier egrisini, bir-
lesimleri bu egriyi verecek sekilde [to, t1] ve [t1, o] araliklarinda tammh Bézier egri-
lerine nasil bolecegimizi ifade eder. Bu algoritma ile, boliinmiis Bézier egrisinin
tamiml oldugu araligin alt araliklarinda yeni Bézier egrileri elde edilir. Boylece

istenilen egriye boliinmeler ile yaklagilmig olur.

Derece yiikseltme ise egrinin seklini degistirmeden kontrol noktasi sayisini artirip,

boylelikle egri iizerinde daha ¢ok kontrol etme imkani saglar.

Tanim 3.2.1 (Casteljau algoritmasi) [ty, t2] arahigindaki bir Bézier egrisini [to, t1]

ve [t1,ts] araliklarinda tamimli Bézier egrilerine bslmek igin kullanilan Casteljau

ty —t
! 0 olmak iizere

algoritmasy T =
2 — o

Pl=(1-7)P/ ' +7PL, j=1..,n i=0,...,n—j

7

ile verilir.
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Sonug 3.2.1 Casteljau algoritmasina gore [to, t;] araligindaki Bézier egrisi i¢in sol
kontrol noktalar1 P}, i = 0, ...,n ve [t;, 1] araligindaki Bézier egrisi icin sag kontrol

noktalar1 P!~ i = 0, ...,n dir.

Ornek 3.2.1 [—1,1] araliginda tamimh kiibik Bézier egrisinin kontrol noktalarini

11 1 1
o) Pa= (1), Py= (1,2
2727 2 s 3 3

P0:<_1a_1)7 P1: 9’ 9

olarak belirleyelim. Bu egriyi [—1,0] ve [0, 1] araliklarinda tanimh iki kiibik Bézier
egrisine bolmek icin uygulanan algoritma sonucu boliinmiis sol ve sag Bézier egri-

leri ve olusan noktalarin degisimiyle egri iizerindeki sekil degisikligi sekil 3.11’de

gosterilmigtir.
By =(~1,-1) 1 pe—(-2.2
11 PP e i
P = (=33 : 3 1
2 =gz
P - (2)
PP —(1,—-D
P}
1
Pe
3.
0.

Sekil 3.11 Algoritma ile olugan yeni kontrol noktalar: ve bu noktalar yardimiyla

egri tizerindeki degisim
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Sonug 3.2.2 Casteljau algoritmas: ile Bézier egrisinin ardisik olarak boliinmesi sonu-

cunda olusan kontrol ¢okgenlerinin egriye dogru yaklastig1 gortiliir.

n iterasyon sayisini gostermek iizere n = 1, n = 3 ve n = 5 i¢in olusan 2" tane

Bézier egrisi ve kontrol ¢okgenleri gekil 3.12’de gosterilmigtir.

Sekil 3.12 Boliinmiig Bézier egrileri ve gokgenleri (Simeonov vd. 2010)

Tanim 3.2.2 (Derece yiikseltme) n -inci dereceden bir Bézier egrisi verildiginde
ona denk olan (n + 1) -inci dereceden Bézier egrisi igin kontrol noktalarimin he-

saplanmasi islemine derece yiikseltme denir.

Boylece n -inci dereceden bir Bézier egrisi (n + 1) -inci dereceden bir Bézier egrisi

olarak ifade edilebilir.

P(t), n -inci dereceden bir Bézier egrisi olmak iizere derece yiikseltme formiilii (2.2)

ve (2.3) esitlikleri kullanilarak su sekilde elde edilir:
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P(t) = [(1—1t)+t|P(¢)

— [(1—1)+1] Zn:PkB,:‘ (1)

k=0
k+1 k+1
— ZPk [—n Bk+1(t)+n+1Bkj}()1

n+1

n—k+1 k+1
— —P Bn+1t —P Bn+1t
kz_; n+ 1 k2K <)+n—|—1 kk+1<)
S [(n+1—k)Pr+kPr 1] s
— n —+
n+1

= SRt
k=0

O halde P}, k = 0,...,n derecesi yiikseltilmis Bézier egrisinin kontrol noktalar1

olmak {izere

k
n+1

Pz = OékPk,1 + (1 — ak) Pk, A —
ile belirlenir.
Ornek 3.2.2 Kontrol noktalar1 Py, &k = 0,1,2,3 olan kiibik bir Bézier egrisinin

derecesi yiikseltildiginde yeni P}, k& = 0,1,2,3,4 kontrol noktalar1 énceki kontrol

noktalar1 cinsinden

P; = Py=(-2-1)
Pl = iPO + zpl = 411(_2’ —1) + % (-1,2) = (“» Z)
P: — %Pl + %PQ _ %(—1,2) + % (1,2) = (0,2)

P; = §P2+iP3_%(1 2)+i(1,—1)_ 1,5)

PZ = P3:<1,—1)

seklinde yazilir. Ayrica P3* = (2,2) diizlemde farkh bir nokta olmak iizere 4 kontrol

noktasi ile belirlenmis kiibik Bézier egrisinin derecesi yiikseltilerek 5 kontrol noktasi
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ile belirlenmis 4 -tincii dereceden Bézier egrisi olarak ifade edilmesi ve P3* kontrol
noktasi ile egrinin sekil degisikligi sekil 3.13’de gosterilmigtir.
P

Py P, Py

7

Py

Po Py i Pypy

Sekil 3.13 Derece yiikseltme ve P3* kontrol noktas: degisimi

Simdi Bernstein taban fonksiyonlariin tek ekstremuma sahip olmasinin Bézier egrisi

iizerindeki etkisini inceleyelim.

Ornek 3.2.3 t € [0, 1] olmak iizere 3 -iincii dereceden Bernstein taban fonksiyonlar:

sirasiyla

By(t) = (1-t)°
Bi(t) = 3t(1—1t)?
Bi(t) = 3t*(1—1)
Bi(t) = ¢

seklindedir. Sekil 2.2 ye gore 0.37 < t < 0.5 araligindaki Bernstein taban fonksi-
yonlar1 igin

Bg (t) < BY (t) > B3 (t) > B3 (t)

siralamasi yapilir. Buna gore B (t) diger taban fonksiyonlar1 arasimda maksimum

degeri alan fonksiyon oldugundan 3- {incii dereceden Bernstein taban fonksiyonlar:
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ile olusturulan kiibik Bézier egrisi iizerinde P kontrol noktas: etkisi en fazla olacak-

tir.

Kontrol noktalar:

1 2
POZ(Oa]-)v Pl = (574)7 P2: (573)7 P3: (171)

olan Bézier egrisi

P(t)=3t"—12* +9t+1, te]0,1]

P, kontrol noktas1 degistirilirse kontrol noktalar:

1 2
POZ(Oal)v PT: (576)7 P2: (573>7 P3: (171)

olan Bézier egrisi

P (t) = 9t® — 24¢* +- 15t + 1

P, kontrol noktasi degistirilirse kontrol noktalari

1 2
PO:(Oa1)7 P1: (§74)7 P;: <§75)7 P3: (171)

olan Bézier egrisi

P?(t) = —3t> —6t> + 9t + 1

dir.

P, P! ve P? egrilerinin grafikleri sekil 3.14’te verilmistir.
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Py = (0, 1) 11
0 02 04 06 08 1

PH(t)

3.59

P2(1)

2.5

P()

159

-]

0 02 04 06 08

Sekil 3.14 P, P!, ve P? Bézier egrileri
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Pty
PZ()

Pz = (1,1}



Sekil 3.14°e gore t = 0.4 noktasinda egri iizerinde P; kontrol noktasi degisimi ile

olusan etki Py kontrol noktas: degisiminden fazladir.
P'(0.4) = 3.74 > 3.50 = P?(0.4)
3.3 g-Bézier Egrileri

Bu boliimde g-Bézier egrileri tanimlanacak ve ¢ parametresi degisiminin ¢-Bézier

egrilerinin geklini nasil degistirecegi incelenecektir.

Tanim 3.3.1 (g-Bézier egrisinin parametrik denklemi) n -inci dereceden bir

q-Bézier egrisi Py, = (z1,yx) € R%, k= 0,...,n kontrol (Bézier) noktalar1 ve

n—k—1

By (t;q) = {Z] th H (1-¢°t), t€|0,1], k=0,....,n

q s=0

g-Bernstein taban fonksiyonlar: olmak iizere
P(t)=(z(t),y(t) =Y PiB;(tq)
k=0
parametrik denklemi ile tanimlanir. Burada
w(t) =Y @By (tq), y(t) =Y uBf (tq)
k=0 k=0
dir.
Tanim 3.3.2 (Keyfi araliklar iizerinde tanymly q-Bézier egrileri)
P(a)=PyveP(b) =P,

olacak gekildeki ¢ € [a, b] i¢in [a, b] arahgindaki g-Bézier egrisi Py, k = 0, ..., n kontrol
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noktalar1 ve [a, b] araligindaki ¢-Bernstein taban fonksiyonu

k—1 —k—
H (t —ag’) H (b—tg’)
B a0 =[] k=0
! (b — ag’)
7=0

olmak tizere

Pl (1) = (@ (8),y(t) = D PuBy (t:[a,0]59)
k=0

parametrik denklemi ile tamimlanir. Burada

t) = xBy (t[a,b39), y(t) =Y uBy (t]ab];q)

k=0

dir.

. 1 5
Ornek 3.2.4 ¢ = gvea=y degerlerinin, [0, 1] ve [0, 3] araliklarinda tanimh kontrol

noktalar: sirasiyla

ve

9 11
P0:(27_]-)7 P1: (171)7 P2: (Zal)a P3:<3a0)

olan g-Bézier egrilerine etkisi gekil 3.15te verilmistir.
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p=3510 P=01/D

[X]

08

[ %2

06
P =(0,1/5) P =11/

o 02 0 o6 o8 1

[] 0z 04 0.6 L X} 1

Sekil 3.15 [0,1] ve [2, 3] araliklarinda tanimh ¢-Bézier egrileri

3.3.1 ¢g-Casteljau algoritmas1 ve ¢ parametresi degisimi

Tanim 3.3.3 (g-Casteljau algoritmasi) [0,1] arahgindaki P (t) ¢-Bézier egrisi
icin ¢-Casteljau algoritmasi

Pi(t) = (1—tg" ) B0 +1g" R (1)

ve

PF(t)=q" (1 —tq" ") PE (¢) + tPE (1)
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1=0,...n—k;, k=0,...n

seklinde ifade edilir. Dikkat edilirse ilk algoritmadaki tiim diigiimler PF (¢),

1=20,....,n—k; k=0,..,n kendisinden 6nce gelen diigiimlerin afin kombinasyonu

durumundadar.
'13[‘)3
2N
1—t t
~/ \
P P?
2N 2N

Sekil 3.16 [0, 1] tizerindeki birinci ¢-Casteljau algoritmasi (n = 3) (Simeonov vd.
2010)

p3
70
1—-¢ ¢
I
Pﬂz Pl‘2
VB e

1—=tq ¢+ qll—i}) &
7 5,/ \?l
P! P 2
AR AR A
1-tq? ¢t q—tg)t q*QA-0pt
B Wmon N \as
Pl]ﬂ P10 PZU P3

Sekil 3.17 [0,1] tizerindeki ikinci g¢-Casteljau algoritmasi (n = 3) (Simeonov vd.
2010)
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Tanim 3.3.4 ([a,b] tizerindeki g-Casteljau algoritmasi) Keyfi [a, D]

araligindaki g-Bézier egrisi i¢in ¢-Casteljau algoritmasi
PY(t) = P/(t)=P, i=0,..n

B _ 4n—k—i ~ . — i ~
P = (L) B () P

b— aq™F

ve

ile ifade edilir.

p3
b—t/l UKE—R

b= bEr:r.
n iﬁ A
2 2
By P
b*!:q;l Rizfa bq{t;\tiaq
b —ag ﬁ b =i b —aqg
Vs \"1/1 \Al
M
Pnlk Pl& ;DE
b*tqz/‘ t—a bq_;ﬁq: t—aq qu—fqz\—;_aqi
b—ag? b—aq? b —ag® b—agq® b—ag? —agq
,\/1 S Vi IIQ‘. R \AU
0 50 PO P.

Sekil 3.18 [a,b] iizerindeki ikinci ¢-Casteljau algoritmasi (n = 3) (Simeonov vd.

2010)

Simdi ¢ parametresi degisiminin ¢-Bézier egrisi iizerinde nasil sekil degisikligi olus-

turacagim bir ornek ile gosterelim.
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Ornek 3.3.1 ¢ =1, 3/4, 1/3 ve 1/2 degerlerinin kontrol noktalar:
PQ = (O, ].)7 P1 = (1/2,2) ve Pg = (1,1)

ile verilen ¢-Bézier egrisine etkisi sekil 3.19’da verilmistir.

()

il 5
5
7 =1 3/
14 <5 2 r 12
7%
3

Py =(0,1)

0 02 o1 (13 08 1
q= 1/2

q:3/4 oooooo q=1/3

qg=1

Sekil 3.19 0 < ¢ < 1 i¢in ¢ parametresi degisimi

0 < g < 1icin, q degeri arttikca kuadratik Bézier egrileri ¢ = 1 degeri igin verilen

Bézier egrisine dogru yaklagsmaktadir.

q = 2, 3, 4 degerlerinin kontrol noktalari

Py = (0,1), P, = (1/2,2) ve Py = (1,1)

ile verilen g-Bézier egrisine etkisi sekil 3.20’de verilmistir.
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24

0%

22 &

18

R A

16
14 P,=(L1)

12

L1} 02 04 (1 08 1

q=3

2 2oeevoe =4
Sekil 3.20 ¢ > 1 igin ¢ parametresi degisimi

q > 1ic¢in, g degeri arttikca olusan kuadratik Bézier egrileri ¢ = 1 degeri i¢in verilen

Bézier egrisinden uzaklagmaktadir.
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4. ¢-TOMURCUK FONKSiYONU

Bu boliimde g-tomurcuk fonksiyonu tanitilarak, polinomlarin ¢-tomurcuk fonksi-

yonunun ifadesi verilecektir. Sonrasinda g-Bézier egrilerinin sahip oldugu bircok

ozellik ve ¢g-Casteljau algoritmasi g-tomurcuk fonksiyonu yardimiyla ifade edilip

g-Bernstein taban fonksiyonlar: icin bilinen baz egitlikler g-tomurcuk fonksiyonun-

dan yararlanilarak ispat edilecektir.

Tanim 4.1 (g-Tomurcuk fonksiyonu) n -inci dereceden bir P (t) polinomunun

simetrik, ¢ok lineer ve ¢-diagonal 6zelligine sahip ¢ok degiskenli p (uq,us, ..., upn; q)

fonksiyonuna bu polinomun ¢-tomurcuk fonksiyonu denir.

q = 1 i¢in klasik tomurcuk fonksiyonu elde edilir (Simeonov vd. 2010).
4.1 g-Tomurcuk Fonksiyonu ve Aksiyomlari

1. (Simetri)

o ifadesi, {1,...,n} kiimesinin her tiirlii permiitasyonu olmak iizere

p(ula 7un7Q) =D (ua(l)v aua(n)7Q)

olup ¢-tomurcuk fonksiyonunun degeri degiskenlerin siralanisi ile degigmez.
2. (Cok lineerlik)

up = (1 — @) vg + awy, k=1,...,n olmak iizere

p(ug, ..., (1 —a)vg + awy, ..., up; q) = (1 — @) p (U, ..o, Vg, oo, Up)Fap (Ug, ...y Wi, ...

dir.
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3. (g-Diagonal)

up = tg" 1, k=1,...,nicn
P(t)=p (t,tq, ...,tq”_l;q)

dir (Simeonov vd. 2010).

Ornek 4.1.1 {1,123} kiibik polinomlari icin g-tomurcuk fonksiyonlar:

P(t):1:> p(“lau27u3;Q):1
Pt)=t= P(U17U2,U3;Q):%
P(t) == p(u,us,ug;q) = “etustuon
P(t):t3:> p(u17u27u3;Q):%

seklindedir. Tomurcuk fonksiyonunun elde edilmesi Onerme 4.1.1° de verilecektir.

Goriildiigii gibi bu fonksiyonlar simetrik, ¢ok lineer ve ¢g-diagonal 6zelliklerine sahip-

tir.
Bu sonuglar kullanarak V P (t) = ast®+ast®+ a;t + ag seklindeki kiibik polinomlarin
g-tomurcuk fonksiyonu V ¢ # 0 igin

p (1, 2, us; ) = @ U1 U2U3 UU2 + UTUZ + U2U3 " Uy + us + us
1, W2, U3, = a3 1
¢ q(1+q+q?) 14+q+ ¢

seklindedir.

Benzer olarak V t*, k = 0,...,n icin de g-tomurcuk fonksiyonu bulunarak lineer-
lik uygulandiginda n -inci dereceden keyfi bir polinomun g-tomurcuk fonksiyonuna

ulagilir
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Tanim 4.1.1 (Elementer Simetrik Fonksiyon) {1, ...,n} kiimesinin her {41, ..., i; }
alt kiimesi icin

Pn,k (ulu ) un) = Z Ujy - Usy,

1<i1<...<i<n
fonksiyonuna n degiskenli & -inc1 elementer simetrik fonksiyon denir (Simeonov vd.

2010).

Onerme 4.1.1 M} (t) =t*, k =0,...,n polinomunun g-tomurcuk fonksiyonu

(pn,k (17 q, '-'7qn71) 7é 0

seklindedir.

Ispat. m} (ui, ..., un; q) nin M} () nin g-tomurcuk fonksiyonu olabilmesi i¢in

g-tomurcuk fonksiyonu aksiyomlarini saglamasi gerekir.

my (U1, ..., Un; q) simetriktir. Ciinkii, @, , (w1, ..., u,) elementer simetrik fonksiyonu
O (1,4, ...,q" ") sabiti ile boliinmiistiir.
my, (U1, ..., Un; q) gok lineerdir. o, ; (u1,...,u,) elementer simetrik fonksiyonu k-nci

dereceden homojendir. Yani

(pn,k (tula ceey tun) = Z tuil tulk

1<ii<...<ip<n

k E

1< <. < <n

= tkgpmk (Upy ey Up,)

egitligi saglanir. Ayrica

n—1.

_ Spnk(tatQJSq 7Q)
my (t,tq,....tq" ' q) = —
g (pn,k (17Qa"'7qn_1;Q)

o (g, 0" )
(pn,k (17 q, - qn_l; q)
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olup ¢-diagonal 6zelligi saglanir.

Bu 6nerme ileride keyfi bir polinomun ¢-tomurcuk fonksiyonunun varligi gésterilirken

kullanilacaktir.

Lemma 4.1.1” den sonra bir polinomun g¢-tomurcuk fonksiyonunun var olmasi ic¢in

(Pnr (1,q,..,q" 5 q) #0) g tizerine baz kisitlamalar getirecegiz.

Lemma 4.1.1 ¢, simetrik fonksiyonu i¢in

k=1 [N
o (L.¢, " H0) =q 2 H k=1,..n
q

esitligi saglanir.
Ispat. Bu esitligi n iizerinden tiimevarim yontemiyle gosterelim.
n =1 i¢in

ve

olup esitlik saglanir.

Esitlik n i¢in dogru olsun. Yani

onr (LG 5q) =q 7 [Z]
q
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esitligi saglansin. Simdi

n k(-1 |m + 1
Onirir (1,q 0" q) =q 2 i
q

esitliginin saglandigini gosterelim. Bunun igin

i1 (U1, ooy Ung1) = Qg (ULs oy Un) + Uny 10y 5y (U1, ..., Uup) esitligini ve g-binom

katsayilar1 i¢in Pascal 6zdegliklerini uygulayalim.

()On+1,k (17 q..., qn) = (pn,k (17 q, ..., qn—l) + qngpn,kfl (L g -y qn_l)

_ seen N e Ge=1)e=2) [ 70
= g L ) qq E—1 )

k1) | |M nkil| T
- 4 e
{kq k—1],

B k(k;l) n+1

esitligi elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

Sonug 4.1.1

@n,k<1aq7---,qn_l)20<:> i)g=0ven>1, k>1
i1) ¢ = —1 ve n ¢ift, k tek

oldugundan g¢-tomurcuk fonksiyonunun tanimli olabilmesi i¢in ¢ iizerine su kisitla-
malar1 getirecegiz:
YV q € R i¢in

V' n>1ig¢n , q#0

YV n > 1 ¢ift saysi1 igin, ¢ # —1

(Simeonov vd. 2010).

Teorem 4.1.1 (q-Tomurcuk fonksiyonunun varlgs ve tekligi) n -inci derece-

den her polinomun kendisine indirgenebilen bir tek g-tomurcuk fonksiyonu vardir.
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Ispat. Onerme 4.1.1 ile ¢ iizerindeki standart kisitlamalar altinda M (t) = t*,

k=0,...,n icin g-tomurcuk fonksiyonunun oldugunu gostermistik.

Her polinom M} (t) = t*, k=0, ...,n fonksiyonlarmn lineer kombinasyonu olarak
yazilabildiginden ve bu fonksiyonlarin ¢-tomurcuk fonksiyonlarinin toplami yine
g-tomurcuk fonksiyonu oldugundan, ¢ iizerindeki standart kisitlamalar altinda her

polinomun ¢-tomurcuk fonksiyonunun var oldugu kolaylikla goriiliir.
Simdi g-tomurcuk fonksiyonunun bir tek oldugunu gosterelim.

Kabul edelim ki n -inci dereceden bir P (¢) polinomunun p (w1, ..., up; q) ve r (ug, ..., Uy; q)

olmak iizere iki farkli g-tomurcuk fonksiyonu olsun.

n -inci dereceden her simetrik, ¢ok lineer polinomun n -inci dereceden n + 1 tane

elementer simetrik fonksiyon cinsinden bir tek gosterimi vardir. Buna gore
ag, ..., ap ve by, ..., b, sabitler olmak iizere

Pty tin; @) = Y apyy (U, .., tini Q)
k=0

ve

r (ula ceey Unj; q) = Z bkgpn,k (ula ceey Unj; q)
k=0

esitlikleri yazilir. Burada, g-tomurcuk fonksiyonunun g¢-diagonal 6zelligini uygu-

lanirsa;
u; =tg" 1, i =1,...,n icin

P(t) = Zak(pn,k (tat%'-';tqnil;q)
k=0

= Z aktk@mk (L q, .. qn_l; C])
k=0
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ve
P (t) = Z bkspn,k (ta tQ7 ) tqn_l; Q)
k=0

- Z bktkspn,k (17 q, .., qn_l; q)
k=0

olup £k =0, ...,n i¢in a; = by dir. Dolayisiyla

p (u17 ceey Unpy Q) =T (ula oy Uy q)
esitligi elde edilir. Bu da P (¢) polinomunun g¢-tomurcuk fonksiyonunun bir tek
oldugunu gosterir.

Sonug 4.1.2 P (t) = Z at* polinomunun g-tomurcuk fonksiyonu
k=0

Ot (U ey Un; )

a
k(k—1) | T
k=0 q 2 |:k:|
q

ile tanimhdir.

4.2 g-Bézier Egrilerinin Baz1 Ozelliklerinin g-Tomurcuk Fonksiyonu Yardimiyla

Elde Edilmesi

Teorem 4.2.1 P (t) polinomu, g-tomurcuk fonksiyonu p (uq, ..., u,; ¢) olan n -inci
dereceden bir polinom olsun. Bu durumda ¢ € [0, 1] olmak iizere P (¢) polinomu
P, =p(0,..,0,1,q,....,¢" % q), i = 0,...,n kontrol noktalar1 ile ¢-Casteljau algorit-

masi ile olusturulur.
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Ispat. P (t) n -inci dereceden bir polinom ve p (us, ..., un; q) da P (t) polinomunun

g-tomurcuk fonksiyonu olsun.

P,=P(t)=p(0,...,0,1,q,....¢" Y q), i = 0,...,n almip birinci ¢-Casteljau algorit-

mas1 uygulandiginda
Py (t)=Y_ PB!(tq)
=0

g-Bézier egrisi elde edilir. Diger yandan k iizerinden tiimevarimla ve g¢-tomurcuk

fonksiyonunun ¢ok lineerlik 6zelligi kullanilarak algoritmadaki ﬁ’f (t) diigiimleri

PF (t)=p (O, 0,1, .t Lt q) , 1=0,...n—k; k=0,...,n

7

dir. Ozel durumda

bulunur. Bunu £ iizerinden tiimevarim yardimiyla gosterelim.
k= 0icin P°(t) = p(0,...,0,1,q, ...,¢""'; q) oldugu aciktir.

PE(t) =p (0, 0,1, gt R Lt q) olsun. Simdi

‘p’bk_‘—l <t> = p (07 et 07 17 Q7 A qz_17 tqn_k_17 "'7tqn_1; q)

esitliginin saglandigimi gosterelim.

g-Casteljau algoritmasindan
BEFL(1) = (1 — 1" ) PE(0) 4+ 1"+ Bl (1)

yazilir. Hipotezden PF (t) ve PF*! (t) fonksiyonlarimm g-tomurcuk fonksiyonu deger-

leri yerine yazilirsa

P = (1=t ") p(0,..,0,1,¢, ... ¢t ", td" 5 q)

_I_tqn_k:_l_lp (O’ M 07 1’ Q7 R qZ’ tqn_k7 R tqn_l; q)
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elde edilir. Bu egitlikte ¢-tomurcuk fonksiyonunun simetri ve ¢ok lineerlik tzellikleri

kullanilirsa

R,kJrl (t) = p (07 ) 07 17 Q7 ) q2717 tqniki]-’ "'7tqn71; Q)

elde edilir.

ve

esitliklerinden ispat tamamlanir.

Teorem 4.2.2 [a, b] tizerindeki P (t) polinomu g-tomurcuk fonksiyonu p (u1, ..., un; q)

olan n -inci dereceden bir polinom olsun. Bu durumda
:Zp(aq",...,aq"’l,b,bq,...,b )B”( :a,b];q)

dir.

Ispat. Ispati n iizerinden tiimevarim ile gosterelim.

i—1 —i—

H t—ag’) H (b —tg)

B (t;]a,b];q) = m = - = i=0,.,n; j=1,...n—1
' (b—ag’)

|
—

.
Il
o

ifadesinde ¢ < n oldugundan n = 0 i¢in yalnizca ¢ = 0 durumu stz konusudur.

By (t;]a,0] 5 q) =

olup P (t) =1 dir.
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P(t) = Zp (aqt,...,aq™ 1, b,bq, ...,bg" s q) B (t; [a,b] ; q) esitligin > 1 olmak iizere
=0
derecesi en ¢ok n— 1 olan polinomlar igin dogru olsun. P (t) polinomu n -inci derece-

den bir polinom olmak iizere ¢-Casteljau algoritmas ile

ol =i=1 _ ok

b — agk

lq

PR () = (1 — ags) PP (8) + axa PRy (1) g, =

(]

PE() = p (ad*", . aq™ " b, bg, . bg' s tg™ D tg" D)

7

ifadesinde o (k) = k almirsa

tqk:—i o aqk

Qpj = ————
g b — agk

)

olup
Pk (t) = p (aqk—‘rl? R aqn_17 b’ bq7 R bql_l7 t’ tq’ M tqk_l; Q)

bulunur. ¢ =0 ve £k = n — 1 durumunda
Py(t)=P(t)=(1—an10) Py (t) + an_r0P " (t)
olup

Py t(t) = p(ag" 't tq, ... tq" % q)

PPty = p(bt tq,....tq" % q)

dir. Ayrica Py (t) ve P~ ' (t) fonksiyonlarmin g-tomurcuk fonksiyonlar: sirastyla

po (U1, osttn_139) = p(ag" " ur, .o, Upo15q)

y4i (Uh --~7Un71;Q) = p(b, Uy, ---7Un71;Q)

= tg"~ 1 dir. Dikkat edilmelidir ki bu fonksiyonlar g-tomurcuk fonksiyonu aksi-

yomlarini saglar.
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Kabulden

n—1

P(t)=> plaq,...aq""",b,bq,....bg" " q) BI " (t;[a,b] ; q)

=0

oldugunu biliyoruz. [a, b] tizerindeki P~ (t) ve [aq, bq] iizerindeki P]""* (¢) polinom-

lar1 icin
n—1
Pyt = > plag/,...,aq" " b,bg, ...bg Vi q) BI T (£ [a,b] 5 q)

=0
n—1

= > plag" " aq’, ...,aq" % b,bg, ... b’ 5 q) By (£, 0] q)
=0

= > By (Blab]30)
=0

ve
n—1
Pyt = > p(agt, .. aq" b bg, ... be’s q) By~ (£ [ag, bg] 5 q)

=0
n—1

= Y plag" ag™, . .aq" " bq, ... b¢’; q) B (¢;[aq. bq] 5 q)
=0
n—1

= Y PlaBy ! (tag, b))
=0
n—1 "

= Y pPLB! (—;[a,b];q)
=0 g

yazilir. Ayrica
(1= an10(t) By~ (t:]a,b] 1 q) = By (t:[a, 8] 5q)
olup

(1= an10(t) Byt (t;[a,b] 5 q) + an_10 (t) B}~ (2; [a, b]; q) = B} (t;[a,b]; q)

esitligi gerceklenir.
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Sonug 4.2.1 [0, 1] aralig: {izerindeki n -inci dereceden ¢-Bernstein taban fonksi-
yonlar1 ¢ = —1 ve n ¢ift durumu haricinde n -inci dereceden polinomlar i¢in baz

olugturur.

Ispat. Bu sonug ¢ iizerindeki standart kisitlamalar altinda onceki teoremden direkt

olarak goriiliir. Ayrica

n—i—1

II a—g¢t)

s=0

B (o) = |}] ¢

g-Bernstein taban fonksiyonu ifadesinde ¢ = 0 alinirsa
Bl't;0)=t'(1—t)=t' -t i=0,.,n—-1

ve 1 = n alinirsa

B (t;0) ="

polinomlar: bulunur.

Sonug 4.2.2 Keyfi bir [a, b] aralig1 iizerindeki n -inci dereceden ¢-Bernstein taban
fonksiyonlar1 ¢ = —1 ve n ¢ift durumu haricinde n -inci dereceden polinomlar i¢in
baz olusturur.

Ispat. Bu sonuc ¢ nun standart kisitlamalar altinda direkt olarak goriiliir. Ayrica

B! (t; ]a, bl ; q) ifadesinde ¢ = 0 almirsa

(t—a)t" P (b—t)b"
b—a
b pi (ab™ + bl_’)ti _ab’

b—a b—a b—a

B} (t;[a,b];0) =

ti—l

bulunup istenilen elde edilir.

Sonug 4.2.3 [0, 1] araligindaki g-Bézier egrisinin kontrol noktalar1 tektir.
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ispat. P (t), [0, 1] {izerinde tamimli, kontrol noktalar1 P;, i = 0, ..., n ve g-tomurcuk

fonksiyonu p (uq, ..., u,; ¢) olan n -inci dereceden bir ¢-Bézier egrisi olsun.
Kabul edelim ki 3 7 = 4y i¢in P, kontrol noktas: tek olmasimn. Bu durumda

i1 # 19 olmak iizere P; P, ve P,, = P, olacak sekilde P;, ve F;, noktalar1 vardir.

P(t) = ZRB?(t;Q)

= > p(0,.,0,1,¢,..4" s q) B} (;9)
=0

olup
i0—1 n
P(t)=> PB!'(t:q) + PyBp (q)+ Y BB (tq)
i=0 i=ig+1
yazilir.
io—1 n
Z P,B!' (t;q) = A ve Z P,B!' (t;q) = B olmak iizere
i=0 i=ig+1
Py,=P,= P(t)=A+B+ B} (t;q)p(0,..,0,1,q,...,¢";q)
P,=P,= P{t)=A+B+ B} (t:¢)p(0,..,0,1,q,....¢° " q)
esitliginden

BZ) (t,C]) {p <O7 "'7()’ 17Q7 "'aqil_l;Q) -Dp (07 "'707 17(]a "'aqiz_l; Q)} =0

bulunur. Bj! (t;¢) # 0 oldugundan

p (O’ "'707 1?Q7"'7qi1_1;q) :p(()?"'a()a 17Q7"'7qi2_1;q>

olup F;,_F;, elde edilir.

Sonug 4.2.4 [a,b] arahigindaki ¢-Bézier egrisinin kontrol noktalar1 tektir.
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Teorem 4.2.3 P (t), [0, 1] iizerinde n -inci dereceden bir ¢g-Bézier egrisi ve p (uy, ..., uy; q)
da P (t) nin g-tomurcuk fonksiyonu olsun. Bu durumda P () egrisinin kontrol nok-
talari

P.=p (0, ...,0,1,q, ...,qk_l;q) , k=0,...n

dir.

ispat. Teorem 4.2.1’den

n

Pt)=> p(0,..,0,1,q,...¢" ";q) B} (t;q)
k=0

yazilir. Bu esitlikten ve g-Bézier egrisinin kontrol noktalarinin tekliginden
P.=0p (0, 0,1,q,....¢" % q) , k=0,...,n

oldugu gortiliir.

Teorem 4.2.4 P (t), [a, b] lizerinde n -inci dereceden bir g-Bézier egrisi ve p (u1, ..., un; q)
da P (t) nin g-tomurcuk fonksiyonu olsun. Bu durumda P (¢) egrisinin kontrol nok-

talar

P.=p (aqk, naq" b b, ., bqk_l;q) , k=0,...n

dir.
Ispat. Teorem 4.2.2’den
P(t)=> p(ag",...aq" " b,bq,....bg" ' q) B (t;q)
k=0
yazilir. Bu esitlikten ve ¢g-Bézier egrisinin kontrol noktalariin tekliginden
P.=p (aqk, naq™ b b, . bqk_l;q) , k=0,...n
oldugu goriiliir.
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Teorem 4.2.5 P (t), kontrol noktalar1 P;, ¢ = 0,...,n olan [a,b] iizerinde n -inci
dereceden bir ¢-Bézier egrisi olsun. PF, k = 0,..,n; i = 0,...,n — k ¢-Casteljau

algoritmasindaki diigtimler olsun. Bu durumda
: t
PF(t)y=>_ Pi;B (7; [a, b] ;q>
— q
J
dir.

Ispat. k-mc1 dereceden PF (t) polinomunun g-tomurcuk fonksiyonu Q¥ (u1, ..., ux; q)

olsun. PF (t) polinomlar [c,d] araliginda taniml olmak tizere Teorem 4.2.2’den

k
PE(t)=>_QF (g, ....cd" " d.dq, ..., dg’ " q) B} (£ [c. d] ; q)

=0
yazilir.
Qf (ur, o) = p (ag™™, . aq" ™' b,bg, ... g™y, us q)
oldugunu biliyoruz. O halde
k
PF(t)y=> p(ag"™, . aq" " bbg,...bg" g’ ... cq" T d dy, ... dg " q) BY (t; [c.d] 5 q)
=0

dir.
[c,d] = [aq', bq'] segimi yapilirsa

k
‘Pik (t) = Zp (aqk+i7 cey a'qn_17 ba an s bqi_la aqH—j) sty aqi-’_k_l: bqlv qu—la i3} bqi+j_1; q)
7=0

x BY (t; [aq', bq'] ; q)
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-Pi+j =P (aqi+j7 ) aqnilv b7 bQ7 i bqurjil; Q) Olup7

'Plk (t) = Zp (aql—‘r]? R a'ql—‘rk_l? a’qk+z? et aqn_1’ b? bq? R qu_17 qu, qu+1? R bql—"_j_l; Q)

ve N
/
Pf(t)=) Puy;B! (?; [a, ] ;q)
=0

bulunur.

Teorem 4.2.6 P (t) = ZPZB[L (t;q) bir g-Bézier egrisi ve p(uq,...,u,;q) da bu
i=0
polinomun g-tomurcuk fonksiyonu olsun.

Q="

Q¥ (ury oy wpy Ups1) = (1 — 1) QF (wr, ooy up) + U107 QF Ly (u,y vy ) 5

1=0,..,n—k—1k=0,...n—1
ve bu durumda
QF (uy, ...,up) = p (0, 0,1, g ...,uk;q)
1=0,...n—k; k=0,...,nolup 2 =0 ve k£ =n olma durumunda
Qo (U, oy Up) = p (U, ooy Ups q)
dir.
Ispat. Teorem 4.2.1’den

Q?:p(oy-"a()a17q>"'aqi_1;Q)7 izO""’”
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olup teoremin ispatini k iizerinden tiimevarim yardimiyla gosterelim.
QF (uy, ...,up) =p (0, O N O L TR T q)
olsun.
QF™ (uy, ooy gy Upy1) = p (O, o 0,1, g e Uy U q)
esitliginin saglandigimi gosterelim.
Q! (un, oo g wpeg1) = (1= why1q™") QF (wr, ooy Uns @) + wp1q” QL (ua, ooy uk; @)
ifadesinde

Qf—’—l (uh coey U,y uk+1) = (1 - uk—i—lqii)p (07 sy Oa ]-a q,.-- qiil; Q)
+uk+1q_ip (07 sy 07 17 q, - qi_l7 qiu Uty .-y Uk Q)

= p(07 ”'707 17q7 "‘qu_lauh "'7uk7uk+1;Q)

oldugunu gosterelim.
(1 - ukJrlq_i)p (07 (RS qi_17 17 q, .., qi_Qa 07 Uy .eny Uk Q>

+uk+lq_ip (07 "'707 17Qa "'7qi_17qi7u17 7uk7Q) = p(()? "'707 17Q7 "'7qi_17u17 "'aukauk—i-l;Q)

dir. Gergekten g-tomurcuk fonksiyonunun ¢ok lineerlik 6zelliginden

(1 — we1q7") O+ tps1q'q" = up

olup istenilen elde edilir.

Sonug 4.2.5 P (t) = Z P,B! (t; q) , ¢-tomurcuk fonksiyonu p (uy, ..., u,; q) olan
i=0
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n -inci dereceden bir g-Bézier egrisi olsun.

o ifadesi; {1,...,n} kiimesinin her tiirlii permiitasyonu ve P?(t) = P, i = 0,...,n
olsun.

1=0,....n—k—1; k=0,...,n — 1 tammlayalim. Bu durumda
Pk (t> = p (07 ctt 07 17 Q’ ) ql_17 tqo-(l)_17 ) tqa(k)_l; q)

dir. Ozel durumda

Pyt =ptaV 1, tg" ™M)

esitligi saglanir.
Ispat. Teorem 4.2.6’ da uy, = tq°®) !, k = 1, ...,n yazlarak istenilen elde edilir.

Teorem 4.2.7 P (t), g-tomurcuk fonksiyonu p (uy, ..., u,; q) olan n -inci dereceden

bir polinom olsun.

—i k
Up41q~ " — aq

Z':()?‘_"’]’L—k—l,kzo,...,n—lveﬁki: b L
b _a/q

icin

Q? =P (a'qia '”’aqn—l’ b7 bQ7 ) bqi_l; Q) ) 1= Oa ey T

ve ardigik bicimde

Qf—i_l (u17 ) Uk:-i—l) - (1 - 61@,1) Qf (ula 7uk) + ﬁk,iQf—i—l (ulv ) ’LLk)
¢ok lineer fonksiyonlarini tanimlayalim. Bu durumda

k+i

Qf (Up,y.yug) =p (aq e aq" b bg, . by

Uy, ..., Ug; Q)
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i=0,...,n—k k=0,..,ndir Ozl durumda

Qg <u17 7un) = p(ula ceny Uny; Q)

olur.
Ispat. Ispati k iizerinden tiimevarim yardimiyla gosterelim.

QY =pl(aq',...,aq" 1, b,bq,...,bg"t; q) = P; oldugundan k = 0 igin ifade dogrudur.

k icin dogru olsun. Yani

Qf (Ug,y .oyug) =p (aqu, e aq™ b, b, L b L g q)
esitligi saglansin. k + 1 igin

k+1+41
)

Qf“ (Upy ooy Uy Ups1) = P (aq 0G0, b, UG U g, U q)

esitliginin saglandigimi gosterelim.

Q?H (Ur, ooy Up, Up 1) = (1 - Bk,i) QF (uy oy ug) + Bk,iQf—&-l (U, oy ug)

—2 k
_ Ug1q " —aq
Pri= =7

2 - ifadesinde

Qf—i_l (ul,...,uk;uk—l-l) = (]- _5k7i)p(aqk+i7"'7a’qn_17b7 bqv"‘abqiaulw”auk;Q)
+6k,ip (a’qk+i+17 sy aqnila b7 bq7 ooy bqurl, Uty oeny Uk q)

k+1-4i n—1 i )
N T4 L o N Y7 TN o R VR B TS S 1T AR q)

= p(aq

oldugunu gosterelim.

(1 B U1~ — ag”

b k )p(aqurl’aquriqu’.”’aqn17b’ anabqlaulauk’Q>
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—1 k
Ug+14 ~ — aq i o ; .
+wp (ag® T, . ag™ b, bg, .. bg™ ™, - ug q)

k+1+1 —1 ] .
z’”"aqn 7b7bq7'“7bqlaul7"'ukauk+17Q>

=p (aq
egitliginin saglanmasi i¢in tomurcuk fonksiyonunun hangi terimi iizerinden iglem

yapacagimizi belirleyelim. Bunun igin

—i k —1 k
Uk+1q ~ — aq Uk+14 ~ — aq
1—- " = |JA+—— - B=uy
( b— ag* ) b— aq* =

esitliginde A ve B yi belirlemek gerekir.

—1

b—aq¢® = Bqg™' — Aq

bA —aBq" =0
laylikla gosterilebilir.

denklem sisteminden A = a¢**™* ve B = bq’ oldugu ko-

Boylece tomurcuk fonksiyonunun simetri ve c¢ok lineerlik ozelliklerinden istenilen
elde edilir.

Simdi P (t) i¢in n! tane afin invaryant, ardigik algoritma var oldugunu gosterelim.

Sonug 4.2.6 P (t), g-tomurcuk fonksiyonu p (uy, ..., uy,; ¢) olan n -inci dereceden bir

polinom olsun.

o ifadesi; {1,2,...,n} kiimesinin her tiirlii permiitasyonu ve

PY(t)=p (aqi, naq™ b, by, .. byt q) ,1=0,...,n

(2

olsun. Ardigik olarak

PF(t) = (1 — aps) PY (1) + ani Pl (8)
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1=0,..n—k—1,k=0,...n—1

tqo(k+1)—1—i — ag*

i = Qi (t) = Qi (t;05q) = b— agk

tanimlayalim. Bu durumda

Pk (t) = p (a/qk+zﬂ R aqn_17 b7 bq7 R bql_lﬂ tqa(l)_17 R tqa(k)_l; q)

i=0,...,n—k k=0,..,ndir Ozl durumda
Py (t)=p (taV " "M g) = P (1)
dir.

Ispat. Teorem 4.2.7’ de g-tomurcuk fonksiyonu degerlerindeki u; ler yerine tg”()—1

yazilarak istenilen elde edilir.

Lemma 4.2.1 B! (t;q) ¢-Bernstein taban fonksiyonunun g¢-tomurcuk fonksiyonu

b (U1, ..oy Upn;q), ©=0,...,n olmak iizere
b (Uny ooy Un—1,0;q) = 071 (ugy ooy Un_13q), i=0,...,n—1

dir.

Ispat. P (t) = Z P, B! (t; q) bir ¢-Bézier egrisi ve p (uy, ..., u,; ¢) da bu polinomun
i=0
g-tomurcuk fonksiyonu olsun.

Q=P

)

Qf“ (uq, ---,Uk,ukﬂ) = (1 - Uk+1q_i) Qf (Ula ---,uk) + Uk+1q_iQf+1 (Ula --->uk) )

1=0,.n—k—1k=0,...n—1

ve

i Uiy ..., Ug) =P yeeey Yy 7Q7”'7q‘_ y ULy -evy Uk 4
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1=0,...n—k; k=0,...,nolup 7= 0 ve k =n durumunda

Qo (U, .y tn) = p (U, .., tn; q) = P (t)

dir. Teorem 4.2.1'e bagh olarak B} (t;q) ve B!~ '(t;q) polinomlar icin ilk n — 1

baglangi¢ g-tomurcuk fonksiyonu degeri aynidir.

Q=0, j=0,..,n—1, j#iveQ@}=1

Q;H—l (uh coey Uy uk+1) = (1 - uk—‘rlqij) Q? (ula ey uk) + uk-l—lqijQ;?—i-l (uh sy uk) )

i=0,n—k—1,k=0,...n—1
Q? (ula ,Uk) = b? (07 "'a()? 17q7 -'-7qj_1au17 7uk7Q>

j=0,...,n—k; k=0,..nolup B"(tq) ve B"*(t;q) nun g-tomurcuk fonksiyon-
lar1 ardigik algoritma tarafindan olugturulan Qf, j=0,.n—k—1k=0,...n

fonksiyonlar ile cakigir. Ayrica j =0 ve k = n igin de

Qp (U, ooy tty) = O (Ug,y ooy Up3 q)

olur ve

3_1 (Upy ooy Up1) = b?_l (Ugy ooy Un—13q)

yazilir. Bu nedenle Qi ', B! (¢;¢) nun g-tomurcuk fonksiyonu ile aymidir. Diger
yandan B! (t;q) icin de Q¥ (ui, ..., u,) de u, = 0 yazildiginda acik olarak Qf ! elde

edilir.
Qg (ula ey Un—1, un) = (1 - unqo) Q’[r]lil (ula ) unfl) + U’anQ?il (ula ) unfl)

Qg (ul, ey Up—1, Un) = (1 — Un) Qgil (ul, ...,Unfl) + 'LLnQTllil (Ul, ...,un,l)
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ifadesinde u,, = 0 yazilirsa

Qg (ula "'7un—17un) - Qg_l (Ul, ...,un_l)
elde edilir. Yani
b’ln (ul’ coey Un—1, 07 q) = b?_l (ula coey Up—1; q)

dir.

Simdi [a, b] araligindaki keyfi bir g-Bézier egrisini iki ayr1 Bézier egrisine bolmek igin,

sol ve sag parcalama ifadelerini verelim.

Teorem 4.2.8 (Sol g-parcalama) q iizerindeki standart kisitlar altinda x € (a, b)

ve P (t), |a,b] aralig iizerinde n -inci dereceden bir ¢-Bézier egrisi olsun. [a,z| alt

k=i _ gk i "

120}
P (t) + i1

b — agk

Ly = Py (z), k = 0,...,n ¢-Bézier kontrol noktalarii hesaplamak i¢in kullamlan

algoritmadaki diyagramin sol kenarindan elde edilir. Ozel olarak
P(t)=> LyB}(t[a,b];q), t€la,a]
k=0

dir. Burada p (uq, ..., u,;q), P (t) nin g-tomurcuk fonksiyonu olmak iizere

Ly=0p (aqk, wnaq" Y xxg, . gt q) , k=0,...n

ve

k
Ly =Y PiBf(z;[a,b];q), k=0, ..n
=0

dir.
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Ispat. Teorem 4.2.2' den [a,b] araligindaki n -inci dereceden ¢-Bézier egrisinin

kontrol noktalar:
P.=0p (aqk, aq" b bg, ..., bqkil;q) , k=0,...n
idi. Bunu |[a, ] araligina uygularsak
P.=p (aqk, wnaq" Y xg, . gt q) , k=0,...n
bulunur. Ayrica [a,b] igin
PF(t)=p (aqk, enaq™ b, bg, . b g, L g q)

olup

Ly=Pi(x)=p (aqk, aq" g, ...,qu’l;q)

dir. P (t), kontrol noktalar1 P;, i = 0,...,n olan [a,b] {izerinde n -inci dereceden

bir ¢-Bézier egrisi olmak iizere o (k) = k igin

k
/
PF(t)y=> Pi;B} (?; [a, ] ;q>
=0

oldugundan
k

Ly = P} (r) =Y _ P;B! (x;]a,b];q)

J=0

bulunur.

Teorem 4.2.9 (Sag g-parcalama) q iizerindeki standart kisitlar altinda x € (a, b)

ve P (t), [a,b] arahig tizerinde n -inci dereceden bir ¢-Bézier egrisi olsun. [z, b] alt
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secilerek olugturulur. Yani

PE) = p(ad™™, . aq" " b bg, . bg T tg Tt )
b—tg" tq" R —agk

b— agk

Ry = P "(z), k=0,..,n sag kontrol noktalar1 algoritmaya karsilik gelen diya-

gramm sag kenarindan elde edilir. Ozel durumda

P(t)=> RBp(t[x.b];q), tE€ [z,
k=0

ve
Ri=p (bbg, . bg* 2, 2" ), k=0,...n
dir. Ayrica )
By =Y BB (ailabliq), k=0,
j=k
dir.

Ispat. [a,b] aralig icin

BF(t) =p (ag™", ...,aq" 1, b,bq, ...,bg" tq" . g q)

7

oldugundan

P];,Jlik (t) :p<b7 bQ? "'7bqk717tqn717"7tqk;q)

olup [z,b] de
Ry, =P (x) =p(b,bg,...,b¢" " xq" ", .., 2q"; q)

dir.
P(t)=> RBp(t[x,0];q), te€zb]

oldugunu gosterelim.
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n

P(t) = Zp (aq',...,aq" 1, b,bq, ...,bq"1; q) B® (t; [a,b] ; q¢) oldugunu biliyoruz. Bu
i=0
esitlik [x,b] araligr i¢in uygulandiginda

P(t)=> p(zq", ...xq" "' b,bg, ....bg" s q) B! (t;[a,b] ; q) yazhr.
k=0

Ry = Z JDjB;L:,f (x;]a,b];q), k=0,..,n oldugunu gostermek igin
=k

PE@) =p(ag"™, ...;aq" 1, b,bg, .., bg 1"V Lt BT )

ifadesinde o () =1, I=1,..,nicin P*=Prveo()=n+1—1, 1=1,..,nicn

Pik = ]—z’f olsun. Teorem 4.2.5’den

k
t
PE(t) =3 PyBt (q— 0. ;q)
7=0

oldugunu biliyoruz.

P’Lk (t) = p(aqk-i-l’,aqn—l,b’ bq,,bql_l,t,tq,7tqk_l;q)
PI?_k (t) =D (b, bq, ..., bqk_l7 t,tq, ..., tqn—k—l; q)
n—k "
= Pk+jBJn_k (_k:’ [a, b] ) q)
=0 q
ve
PE(t) = p(agd™™, .. aq" " b,bg,....bg' ! tq" ", . tq" )
pl?ik (t) =P (b, bq, ..., bqkil, qu, ...,qunl; q)
= Rk:
dir. Ayrica

P (2d") = p (b,bg, ... b¢" " 2d", ... xq" "5 q)
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Ry, = PPF (24" ZP,W zila,b:q), k=0,..n

bulunur. Bu ise ispat1 tamamlar.
4.3 g-Tomurcuk Fonksiyonu Yardimiyla Elde Edilen Bazi Esitlikler

Bu boliimde ¢-Bernstein taban fonksiyonlar: i¢in bilinen bazi esitlikleri ¢-tomurcuk

fonksiyonu yardimiyla ispatlayacagiz.
Onerme 4.3.1 (Marsden Ozdesligi)

[0, 1] araligindaki g-Bernstein taban fonksiyonlar: i¢in

n (_1)] qj<j;1)B

L

esitligi saglanir (Simeonov vd. 2010).

Ispat. Esitligin sol tarafi P (t) polinomunu gostersin. P (t) polinomunun g-tomurcuk

fonksiyonu

p (g, tin;q) = [ [ (2 — w)

=1

dir. Gergekten ¢-tomurcuk fonksiyonunun g¢-diagonal ¢zelliginden

p(t,tq,...tq" 5q) = P(t)
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elde edilir. Ayrica bu fonksiyon simetrik ve ¢ok lineerdir. Teorem 4.2.1’den

P(t) = H (:17 — tqi_l)

=1

= > PiB}(t;q)
7=0

= Zp(Oa"'aovlaQ7'-'vqj_1;Q)B;L(t;Q)
7=0

yazilir. p(uy, ..., un;q) = (z — u) ... (¢ — u,) oldugundan

j—1
p (Oa e 07 1a q; -y qj_l; Q) = xﬂ—j H (._'L' - ql)
1=0
dir. Buradan
n j—1
P(t) = "I H x— q (t;q)
7=0 =0

ifadesi ¢ nun kuvvetlerine gore carpanlarina ayrildiginda egitligin sag tarafi bulunur.

Burada

7j—1

Zaf" N E=-d) B e = 3 " {e-D@=-g. (=77} B} (Lq)

=0

=Y (1 (=) (¢* =) (¢ — ) (t:0)

3G=1) J
=0 ?
n ) N 1 1
= Z(—l)jﬂq% (1—x) (1——3:) (1—?:1,“)}
. q q
Jj=0 -
x B (t;q)

oldugundan istenilen elde edilir.
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Onerme 4.3.2 [a, b] arahgindaki ¢-Bernstein taban fonksiyonlar: i¢in

—=

3

x—tg! § N )
| | s By (wilog™ 03 5) B7 (0. 850)

: s = 2. (=1)q m

1
1 q

-
I

=

.
Il

esitligi saglanir (Simeonov vd. 2010).

Ispat. Onceki teoreme benzer olarak yapilr.

Onerme 4.3.3 i = 0, ..., n olmak iizere V ' kuvvet baz icin

esitligi gergeklenir (Simeonov vd. 2010).

Ispat. Bu sonug Teorem 4.2.1'den ve MJ (t) = t* tek terimlilerinin g-tomurcuk

fonksiyonu
P (U1, -+ Un)

Spn,k (17 q, .-, qn—l)

my (Ugy oy Up; q) =

-n |n
Pk (1,4, ~-->Q"71) = qk(k2 = L{] ve ayrica V k > 1 i¢in
q

n,i (07 ) 07 17 q, ..., qnil) = Sok,i (17 q, .- qkil)
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olmasindan elde edilir. Gergekten
P(t) = Y PB!(tq)
i=0

= Zp(0770717Q77ql_17Q) B:L (t’ q)
=0

< n,i (07"'a0717Q7"'7qi71;Q) n
- Z 1 i—1. B} (t;q)
i=0 QOMZ( 1 gy -y 4 Jq)

Pri (07 "'707 17Q7 7ql_17Q) n
= 7 B (t;q)

— i(i=1) | T
q

i
= ——1B}' (t;q)

[e=]

k
0 <k <iigin [} = (0 oldugundan
i
q

bulunur.
Onerme 4.3.4 Sabit ve lineer fonksiyonlar icin sirasiyla

i) V q igin

i1) ¢ = —1 ve n ¢ift durumu harig

t:i<a+@(b—a)> By (t;[a,b] 5 q)

= 7],

esitlikleri gergeklenir (Simeonov vd. 2010).
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Ispat. i) P (t) = 1 sabit polinomunun g-tomurcuk fonksiyonu p (uy, ..., u,;q) = 1
P,k <u17 -eey Un; Q)

dir. Gercekten t*, k = 0, ..., n tek terimlilerinin g-tomurcuk fonksiyonu

k(k—1) {n}
q 2
k q

oldugundan k£ = 0 i¢in 4

Boylece sabit fonksiyonun g-tomurcuk fonksiyonu her ¢ degeri i¢in var oldugundan

Teorem 4.2.2 yardimiyla

1 = P()

= Y BB (t]a,8]39)
k=0

= > plag*, ..;aq" " bbg, ..., bg* 5 q) By (5 [a, b] 5 q)
k=0

n

= Y Bi(ta,0];9)

k=0

bulunur.

i1) P (t) =t polinomunun ¢-tomurcuk fonksiyonu

P (U1, -, un)
SOn,l (17 q ..., qnil)
2 U
1<i1<n
7],
Uy + U + ... + Uy

7],

p(ur,...,un;q) =

dir. Teorem 4.2.2 g6z 6niine alindiginda

P(t)=>_ P.By (t;]a,b];q)
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olup P(t) =t veV q# 0 ve q# —1icin B} (t;[a,b];q) ¢-Bernstein taban fonksi-

yonunun katsayisi

P, = p (a'qk7 "'7aqn_17b7 bqv "'7bqk_1;Q>
ag®* + ...+ ag" P +b+bg+ ...+ byt Tt
7],

al(l+q+. .+ +. . +¢ )= (Q+q+..+ )]+ +q+..+¢)

",
a ([l - [4],) + 01K,
",
],

= a+—(b—a)

[,

olup

. .
= Z( +%(b—a)> By (t;[a,b];q)

elde edilir.

Onerme 4.3.5 r — rt doniisiimii [0, 1] araligim [0, r] araligina doniistiirmek tizere

Bernstein taban fonksiyonlari i¢in yeniden parametrelendirme formiilii

By (rt;q) = > _ By (r;q) By (;9)

i=k

dir (Simeonov vd. 2010).

Ispat. I ve G, g-tomurcuk fonksiyonlar: f ve g olan n -inci dereceden polinomlar
olsunlar. Eger

Ft) =G (rt)
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ise bu durumda

f (ula aun7Q) =g (Tub 7Tun7Q)

gerceklenir. Ciinkii f (uq, ..., u,; q) igin saglanan ii¢ tomurcuk fonksiyonu aksiyomu

g (ruy, ..., muy; q) igin de saglanir.

Teorem 4.2.1, Lemma 4.2.1 ve ¢ diagonal 6zelliginden
Bi(rt;q) = Y PBJ(tq)
=0
= Y 0;(0,..,0,r,7q,....rq" "1 q) B (t;q)
=0

dir. Ayrica

n

1q) =

Oni (0,..,0,7,7q, ..., rq1;q)

Qpn,k (17 q, - qn—l)

1

b (0,...,0,7,7q, ....,rq""

=
Il
o

n i—1

Soi,k (T, rq,...,vq 7Q)
k=0 @n,k (1’ q; .- qn—l; Q)

toplami V k£ < ¢ i¢in mevcut oldugundan
Bi(rtiq) = Y b (r.rq,...r¢";q) Bl (t:q)
i=k
= Y Bi(r;q) B (t;q)
i=k

elde edilir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Polinom tipli egriler bir ¢ok alanda uygulamasi olan, 6zellikle bilgisayar destekli
geometrik tasarimlarda siklikla kullanilan egrilerdir. Ilk kez Citroén’de calisan fizikci
ve matematikgi (Casteljau 1959) ve Renault’da ¢alisan Fransiz miihendis (Bézier
1970) in serbest sekil verilmis yiizeyleri matematiksel ifade etme ¢abasiyla baglayan

modelleme siireci giiniimiize kadar devam etmistir.

Ugak ve otomotiv sektoriinde karsimiza gikan serbest sekil verilmig ytiizeylere en
iyi yaklagimin yapilabilmesi konusunda Bernstein polinomlarinin taban fonksiyonu
kullanilarak elde edilen Bézier egrilerinin kontrol noktalari tercih edilir. Ciinkii
bir Bézier egrisi, kendisini tanimlayacak olan kontrol noktalar: ile birebir iligkilidir.
Ik ve son kontrol noktalar: egri tizerinde bulunup diger noktalar egrinin derecesini
belirlemeye yardimci olurlar. Egrinin kontrol noktalarmin herhangi birinde yapilan

bir degisiklik egrinin geneli iizerinde bir etkiye sahiptir.

Oldukca biiyiik bir éneme sahip olan Bézier egrilerinin kontrol noktalarinin belir-
lenmesi siirecinde tomurcuk (blossom) adi verilen bir fonksiyon kullamilmaktadir.
Sahip oldugu ozellikler, bu fonksiyonu Bernstein taban fonksiyonlar: igin esitlikler
elde edilmesinde, bilgisayar destekli geometrik tasarimlarda yer alan algoritmalarda
ve ozel olarak Bézier egrilerini bolmeye yarayan Casteljau algoritmasinda onemli
hale getirmektedir. Bu parcalama igleminde kullanilan her iterasyon egrinin taniml
oldugu araligin orta noktasinda yapildiginda orta nokta parcalanmasi ile olusturulan

kontrol ¢okgenlerinin egriye dogru yaklastig1 goriiliir.

Son yillarda oldukga ilgi toplayan ve bununla ilgili olarak 6nemli sonuclar elde edilen
g tamsayilarina dayali Bernstein polinomlarinmi (Phillips 1996) tanimlamigtir. Bu
polinomlara ait taban fonksiyonlar1 kullanilarak ¢-Bézier egrileri elde edilmis ve egri-
lerin yaklagim ozellikleri algoritmalar yardimiyla ifade edilmistir (Orug ve Phillips
2003). Belirli ozelliklere sahip 6zel bir fonksiyon olan tomurcuk fonksiyonunun ¢

genellemesinin ¢-Bézier egrileri ile olan iligkisi (Simeonov vd. 2010) tarafindan in-
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celenmisgtir.

Programlanmasi oldukca kolay olan bu egriler giiniimiizde fontlarin tasariminda,

otomobil, gemi, ucak govdesi ve kanadi tasariminda kullanim alani bulmaktadir.

Bu tezde Bézier egrilerinin kullanim alanindaki 6nemi ve tasarimcilara kolaylik sagla-
mas1 acisindan, ¢nce Bézier egrileri ve sonrasinda g-Bézier egrileri detayli olarak
incelenmigtir. Bu alanda yapilmig calismalarda elde edilen teoremler, 6nermeler ve
sonuclar verilmistir. Onemli bir teorem olarak her polinomun bir ¢g-Bézier egrisi sek-
linde ifade edilebilecegi verilmistir. Dahasi Bernstein taban fonksiyonlarimin sahip
oldugu "tek ekstremuma sahip olma" 6zelliginin Bézier egrileri ve ¢ parametresi

degisiminin ¢-Bézier egrileri iizerindeki etkisi érnekler verilerek desteklenmistir.

g-analizin 6nemli bir ¢aligma alan1 olmasindan dolayi, bilgisayar destekli geometrik
tasarimlarda yaygin kullanim alani bulan bu egrilerin ¢g-Bernstein taban fonksi-
yonuna dayali olarak yapilan ¢ genellemesi ve bununla ilgili elde edilecek sonuclar

istenilen egri ya da yiizeye yaklagim acgisindan oldukca biiyiik éneme sahiptir.
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