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ÖZET

Yüksek Lisans Tezi

q-TOMURCUK FONKS·IYONU VE q-BEZIER E¼GR·ILER·I

Melike SARAÇ

Ankara Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dal¬

Dan¬̧sman: Doç. Dr. ·Ibrahim BÜYÜKYAZICI

Bu tez beş bölümden oluşmaktad¬r.

·Ilk bölüm giri̧s k¬sm¬na ayr¬lm¬̧s ve tez hakk¬nda genel bilgilere yer verilmi̧stir.

·Ikinci bölümde, tezde gerekli olan baz¬kavramlar ve özellikler ifade edilmi̧stir.

Üçüncü bölümde, Bernstein taban fonksiyonlar¬yard¬m¬yla oluşturulan Bézier e¼gri-

lerinin tan¬m¬ve özellikleri ile birlikte bu e¼grileri key�olarak bölmeye yarayan Castel-

jau algoritmas¬ verilmi̧stir. Ayr¬ca bu bölümde Bernstein taban fonksiyonlar¬n¬n

Bézier e¼grilerinin şekli üzerindeki etkisi örnekler üzerinde gösterilmi̧stir. Sonras¬nda,

q-Bernstein taban fonksiyonu kullan¬larak tan¬mlanan q-Bézier e¼grileri ve özellikleri

verilmi̧stir. Bu e¼griler için q-Casteljau algoritmas¬ ifade edilmi̧s ve q parametresi

de¼gi̧siminin q-Bézier e¼grisi üzerindeki etkisi örnek üzerinde incelenmi̧stir.

Dördüncü bölümde, oldukça önemli özelliklere sahip olan q-tomurcuk fonksiyonu ve

özelliklerine yer verilip q-Bézier e¼grileri ve q-tomurcuk fonksiyonu aras¬ndaki yak¬n

ili̧ski incelenmi̧stir. Sonras¬nda q-Bernstein taban fonksiyonuna ait baz¬özdeşlikler

q-tomurcuk fonksiyonundan yararlan¬larak ispat edilmi̧stir.

Beşinci bölümde, sahip oldu¼gu kontrol (Bézier) noktalar¬ile Bézier e¼grilerinin genel

olarak uygulama alanlar¬ndaki öneminden ve bu e¼grilerin q parametresinden nas¬l

etkilendi¼gine ili̧skin sonuçlardan bahsedilmi̧stir.

Ocak 2015, 93 sayfa

Anahtar Kelimeler: q-analiz, q-tomurcuk fonksiyonu, q-Bernstein taban fonksi-

yonlar¬, q-Bézier e¼grisi, Marsden özdeşli¼gi, Casteljau algoritmas¬.
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ABSTRACT

Master Thesis

q-BLOSSOM AND q-BEZIER CURVES

Melike SARAÇ

Ankara University

Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. ·Ibrahim BÜYÜKYAZICI

This thesis consists of �ve chapters.

The �rst chapter is devoted to the introduction and general information about the

thesis is given.

In the second chapter some notions and properties which are needed in the thesis

are explained.

In the third chapter, given the general de�nition of Bézier curves and their properties

are examined. Also, the e¤ects on the shape of the Bézier curves by Bernstein basis

functions are illustrated. Then, q-Bezier curves have been de�ned using q-Bernstein

basis and their properties have been given. q-Casteljau algorithms are expressed and

the e¤ects on the shape of the q-Bézier curves by shape parameter q illustrated.

In the fourth chapter, q-blossom is de�ned and its properties are studied. Then,

the relationship between the q-Bézier curves and q-blossom is given. Moreover some

identities and conclusions which are obtained for q-Bernstein basis functions are

proved with help of the q-blossom.

In the �fth chapter, with possessing control (Bézier) points, the importance of Bézier

curves in application areas and conclusions about how Bézier curves are a¤ected by

q parameter have mentioned.

January 2015, 93 pages

Key Words: q-analysis, q-blossom, q-Bernstein basis functions, q-Bézier curve,

Marsden�s identity, Casteljau algorithm.
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Bu tez "TÜB·ITAK 2210-A Yurt ·Içi Lisansüstü Burs Program¬" taraf¬ndan destek-

lenmi̧stir.

Melike SARAÇ

Ankara, Ocak 2015

iv



·IÇ·INDEK·ILER

TEZ ONAY SAYFASI

ET·IK .............................................................................................. i

ÖZET............................................................................................... ii

ABSTRACT.................................................................................... iii
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ŞEK·ILLER D·IZ·IN·I......................................................................... vii
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Şekil 3.16 [0; 1] üzerindeki birinci q-de Casteljau algoritmas¬ (n = 3) ... 51
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1. G·IR·IŞ

Yaklaş¬mlar teorisinin temel teoremi olarak bilinen, kapal¬ve s¬n¬rl¬aral¬kta verilen

sürekli f fonksiyonuna yaklaşan polinomun varl¬¼g¬Alman matematikçi (Weierstrass

1885) taraf¬ndan ispat edilmi̧stir. Rus matematikçi (Bernstein 1912), ileride kendi

ismiyle an¬lan bu polinomun varl¬¼g¬n¬n yan¬s¬ra yap¬s¬n¬da gösteren toplam biçimin-

deki polinomlar dizisini tan¬mlam¬̧s ve bu polinomlar günümüzde en çok çal¬̧s¬lan,

üzerine en çok makale ve kitap yaz¬lan, birçok dalda önemli uygulamalara sahip

yaklaş¬mlar teorisinin araçlar¬ndan biri olmuştur.

Bernstein polinomlar¬n¬n yap¬s¬; x ve y pozitif say¬lar ve n bir do¼gal say¬olmak üzere

(x+ y)n =
nX
k=0

�
n

k

�
xkyn�k

binom formülünde x = t ve y = 1� t; t 2 [0; 1] seçildi¼ginde oluşan

1 =
nX
k=0

�
n

k

�
tk (1� t)n�k

birim aç¬l¬m¬na dayan¬r. Bernstein polinomu, f 2 C [0; 1] ve f fonksiyonunun t = k

n
noktalar¬nda tan¬ml¬rasyonel de¼gerleri için

Bn (f ; t) =

nX
k=0

f

�
k

n

��
n

k

�
tk (1� t)n�k ; 0 � t � 1; n 2 N

ile tan¬mlan¬r.
Bn : C [0; 1]! C [0; 1]

f ! Bn (f ; t)

operatörü sürekli ve pozitif f fonksiyonunu pozitif bir polinoma dönüştürdü¼gü,

�; � 2 R ve f1; f2 2 C [0; 1] olmak üzere

Bn (�f1 + �f2; t) = �Bn (f1; t) + �Bn (f2; t)

1



eşitli¼gini sa¼glad¬¼g¬ndan lineer pozitif operatördür.

Bernstein polinomlar dizisi için key� " > 0 say¬s¬verildi¼ginde 8 t 2 [0; 1] ve

8 n � n0 için

jBn (f ; t)� f (t)j < "

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. Bu eşitsizlik

lim
n!1

kBn (f ; t)� f (t)kC[0;1] = 0

ifadesine denktir.

Bernstein polinomlar¬ birçok alanda önemli uygulamalara sahip olup bunlardan

birisi de bilgisayar destekli geometrik tasar¬m (computer aided geometric design)

larda oldukça öneme sahip olan Bézier e¼grilerinin Bernstein taban fonksiyonlar¬kul-

lan¬larak oluşturulmas¬d¬r.

Bézier e¼grilerini oluşturmada kullan¬lacak algoritmalar ilk kez Citro�en�de çal¬̧san

�zikçi ve matematikçi (Casteljau 1959) taraf¬ndan yaz¬lm¬̧s ve Frans¬z mühendis

(Bézier 1970) taraf¬ndan Renault marka otomobillerin tasar¬m¬nda kullan¬lmak üzere

geli̧stirilmi̧stir.

Casteljau algoritmas¬ile bir Bézier e¼grisini alt bölgelere ay¬rma ürün tasar¬mlar¬nda

önemli bir uygulamad¬r. Çünkü algoritma ile oluşan yeni kontrol çokgenleri ard¬̧s¬k

olarak istenilen Bézier e¼grisine do¼gru yaklaş¬r. Bézier e¼grilerinin sahip oldu¼gu bu

özellikler onlar¬ e¼gri ve yüzey tasar¬m¬nda kullan¬̧sl¬ hale getirmektedir. Bu özel

e¼griler günümüzde otomobil, uçak gövde ve kanad¬modelleme çal¬̧smalar¬nda, font-

lar¬n tasar¬m¬nda ve daha birçok alanda kullan¬lmaktad¬r. Bir Bézier e¼grisinin

kontrol çokgeni üzerinde yap¬lan de¼gi̧siklik do¼grudan e¼gri üzerinde etkiye sahip

olup, kontrol noktalar¬n¬n kullan¬m¬sayesinde önceden ulaş¬labilecek sonuçlar tah-

min edilebilmektedir.
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Bézier e¼grilerinin temelini oluşturan Bernstein polinomlar¬n¬n, son y¬llarda oldukça

ilgi toplayan ve birçok araşt¬rmac¬taraf¬ndan çal¬̧s¬lan q (kuantum) tamsay¬lar¬na

dayal¬genellemesini ilk kez (Lupaş 1987) tan¬mlam¬̧st¬r.

Lupaş, Bernstein polinomlar¬n¬n Bölüm 2.2�de tan¬mlanacak olan q tamsay¬lar¬na

dayal¬genellemesini f 2 C [0; 1] ve Rn;q : C [0; 1]! C [0; 1] olmak üzere

Rn;q (f) = Rn (f; q; t) =
nX
k=0

f

 
[k]q
[n]q

!�
n

k

�
q

qk(k�1)=2tk (1� t)n�k

(1� t+ qt) ::: (1� t+ qn�1t)

şeklinde tan¬mlam¬̧st¬r.

(Phillips 1996) Bernstein polinomlar¬n¬n q tamsay¬lar¬na dayal¬farkl¬bir genellemesini

f 2 C [0; 1] ve Bn;q : C [0; 1]! C [0; 1] olmak üzere

Bn;q (f) = Bn (f; q; t) =
nX
k=0

f

 
[k]q
[n]q

!�
n

k

�
q

tk
n�k�1Y
s=0

(1� qst)

ile tan¬mlam¬̧s ve bu polinomlar¬n yaklaş¬m özelliklerini incelemi̧stir.

(Oruç ve Phillips 2003),

Bnk (t; q) =

�
n

k

�
q

tk
n�k�1Y
s=0

(1� qst) ; k = 0; :::; n

q-Bernstein taban fonksiyonlar¬n¬ kullanarak q-Bézier e¼grilerini ve bu e¼griler için

derece yükseltme ve indirgeme ba¼g¬nt¬s¬oluşturmuşlard¬r.

Bu tezde genel olarak Bézier e¼grisini oluşturmada kullan¬lan Casteljau algoritmas¬

ile oluşan dü¼gümlerin ifadesinde ve Bézier e¼grisinin kontrol noktalar¬n¬belirtmede

kullan¬lan tomurcuk fonksiyonunun, q-Bézier e¼grisi için q-tomurcuk fonksiyonuna

geni̧sletilmesi incelenecektir.
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Birinci bölüm giri̧s k¬sm¬na ayr¬lm¬̧s olup ikinci bölümde Bernstein taban fonksi-

yonlar¬tan¬t¬l¬p genel özellikleri verilecektir. Ayr¬ca yine bu bölümde q-analiz ile

ilgili temel kavramlar ifade edilip ard¬ndan q-Bernstein taban fonksiyonu ve genel

özellikleri verilecektir.

Üçüncü bölümde Bernstein taban fonksiyonlar¬yard¬m¬yla oluşturulan Bézier e¼gri-

leri ve bu e¼grilere ait genel özelliklerle beraber key�bir Bézier e¼grisini alt aral¬klarda

tan¬ml¬Bézier e¼grilerine bölmeye yarayan Casteljau algoritmas¬ ifade edilecektir.

Bernstein taban fonksiyonlar¬n¬n tan¬ml¬olduklar¬aral¬kta "tek ekstremum" de¼gere

sahip olmas¬ Bézier e¼grilerinin kontrol noktalar¬ ile ili̧skilendirilecek ve bu duru-

mun Bézier e¼grisi üzerindeki etkisi incelenecektir. Sonras¬nda serbest şekil verilmi̧s

yüzeylere (free form surface) q-Bernstein taban fonksiyonlar¬yard¬m¬yla daha iyi bir

yaklaş¬m yapmay¬amaçlayan q-Bézier e¼grileri tan¬mlanacak ve Bézier e¼grilerindekine

benzer olarak e¼grileri tan¬ml¬oldu¼gu aral¬¼g¬n alt aral¬klar¬nda bölmeye yarayan ve

böylelikle sonucunda farkl¬q-Bézier e¼grileri elde edilen q-Casteljau algoritmas¬ifade

edilecektir. Bézier e¼grilerine yeni bir bak¬̧s getiren q parametresinin q-Bézier e¼gri-

leri üzerindeki etkisi ve q parametresi de¼gi̧siminin e¼gri üzerindeki şekil de¼gi̧sikli¼gi

incelenecektir.

Dördüncü bölümde belirli özelliklere sahip özel bir fonksiyon olan q-tomurcuk fonksi-

yonunun tan¬m¬ve özelliklerine yer verilecektir (q = 1 al¬nd¬¼g¬nda klasik tomurcuk

fonksiyonu elde edilir). Ayr¬ca bu özel fonksiyon q-Bézier e¼grileri ile ili̧skilendiri-

lerek q-Casteljau algoritmas¬ndaki dü¼gümler ve Pk; k = 0; :::; n kontrol noktalar¬bu

fonksiyon yard¬m¬yla ifade edilecektir. Yine bu bölümde herhangi bir P (t) polino-

munun q-tomurcuk fonksiyonu ile ifadesi verilip ard¬ndan q-Bernstein taban fonksi-

yonlar¬na ait baz¬eşitliklerin ispat¬bu fonksiyon yard¬m¬yla yap¬lacakt¬r.

Son bölüm ise tart¬̧sma ve sonuç k¬sm¬na ayr¬lm¬̧st¬r.

4



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu bölümde çal¬̧sma boyunca yararlan¬lacak ve ileride Bézier e¼grilerini tan¬mlamada

temel teşkil edecek olan baz¬tan¬mlar, önermeler ve özellikler ifade edilecektir.

Tan¬m 2.1 (Polinom) m 2 N ve c0; c1; :::; cm ler de cm 6= 0 olmak üzere sabit

say¬lar olsun.

P (x) = cmx
m + cm�1x

m�1 + :::+ c1x+ c0

şeklinde tan¬mlanan P : R! R fonksiyonuna polinom denir (Szegö 1967).

Tan¬m 2.2 (Polinomun derecesi) m 2 N ve c0; c1; :::; cm ler de cm 6= 0 olmak

üzere sabit say¬lar olsun.

P (x) = cmx
m + cm�1x

m�1 + :::+ c1x+ c0

şeklinde tan¬mlanan P : R! R fonksiyonundaki m do¼gal say¬s¬na polinomun dere-

cesi denir (Szegö 1967).

Tan¬m 2.3 (A�n kombinasyon) k = 0; :::; n olmak üzere 8 ck sabiti ve Pk nok-

tas¬ için
nX
k=0

ck = 1 olacak şekilde
nX
k=0

ckPk toplam¬n¬n her kombinasyonuna a�n

kombinasyon denir (Goldman 2002).

Tan¬m 2.4 (Vektör uzay¬) R üzerinde bir V cümlesi, 8 ~x; ~y; ~z 2 V ve �; � 2 R

skalarlar¬için toplama ve skalar ile çarpma i̧slemleriyle birlikte;

1) ~x+ ~y 2 V

2) ~x+ ~y = ~y + ~x

3) ~x+ (~y + ~z) = (~x+ ~y) + ~z

4) ~x+~0 = ~x olacak şekilde bir ~0 2 V vard¬r.

5) (~x+ (�~x)) = ~0 olacak şekilde bir tek (�~x) 2 V vard¬r.

6) �~x 2 V

5



7) � (�~x) = (��) ~x

8) 1~x = ~x

9) � (~x+ ~y) = �~x+ �~y

10) (�+ �) ~x = �~x+ �~x

aksiyomlar¬n¬sa¼gl¬yorsa V �ye bir reel vektör uzay¬denir (Halmos 1974).

Örnek 2.1 n -inci dereceden polinom uzay¬}n bir vektör uzay¬d¬r.

Önerme 2.1 (Tek terimliler için Descartes işaret kural¬) n -inci dereceden

bir P (t) =
nX
k=0

akt
k polinomunun (0;1) aral¬¼g¬ndaki köklerinin say¬s¬N (N � n)

ve ak; k = 0; :::; n katsay¬lar¬n¬n i̧saret de¼gi̧sim say¬s¬s (a0; :::; an) olmak üzere

N � s (a0; :::; an)

dir (Goldman 2002).

2.1 Bernstein Taban Fonksiyonlar¬ve Özellikleri

2.1.1 Bernstein taban fonksiyonlar¬

Tan¬m 2.1.1 (Bernstein polinomu) f 2 C [0; 1] olmak üzere f fonksiyonunun

n -inci dereceden Bernstein polinomu

Bn (f ; t) =

nX
k=0

f

�
k

n

��
n

k

�
tk (1� t)n�k ; t 2 [0; 1] ; n 2 N (2.1)

ile tan¬mlan¬r (Bernstein 1912).

Tan¬m 2.1.2 (Bernstein taban fonksiyonlar¬) (2:1) ifadesindeki

Bnk (t) =

�
n

k

�
tk (1� t)n�k ; t 2 [0; 1] ; 0 � k � n

6



fonksiyonlar¬na n -inci dereceden Bernstein taban fonksiyonlar¬denir.

Şekil 2.1 3 -üncü dereceden Bernstein taban fonksiyonlar¬

Not 2.1.1 Bnk (t) ; k = 0; :::; n Bernstein taban fonksiyonlar¬için

k < 0 veya k > n ) Bnk (t) = 0

k = n = 0 ) Bnk (t) = 1

dir.

Tan¬m 2.1.3 ( [a; b] aral¬¼g¬ndaki Bernstein taban fonksiyonlar¬) [a; b] aral¬¼g¬

üzerinde tan¬ml¬Bernstein taban fonksiyonlar¬

Bnk (t; [a; b]) =

�
n

k

�
(t� a)k (b� t)n�k

(b� a)n ; 0 � k � n; a � t � b

ile tan¬mlan¬r.

2.1.2 Bernstein taban fonksiyonlar¬n¬n özellikleri

Teorem 2.1.1 n -inci dereceden Bernstein taban fonksiyonlar¬aşa¼g¬daki özelliklere

sahiptir.
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(i) Simetri:

Bnn�k (1� t) = Bnk (t)

(ii) ·Indirgeme ba¼g¬nt¬s¬: n- inci dereceden Bernstein taban fonksiyonlar¬(n� 1)

-inci dereceden iki Bernstein taban fonksiyonu cinsinden yaz¬labilir. Böylece n -inci

dereceden k -¬nc¬Bernstein taban fonksiyonu

Bnk (t) = (1� t)Bn�1k (t) + tBn�1k�1 (t)

şeklinde ifade edilir.

(iii) Negatif olmama: 8 t 2 [0; 1] için

Bnk (t) =

�
n

k

�
tk (1� t)n�k � 0

d¬r.

(iv) Birimin parçalanmas¬: 8 t 2 [0; 1] için

nX
k=0

Bnk (t) = 1

dir.

(v) Derece yükseltme: Derecesi n -den küçük olan Bernstein taban fonksiyonlar¬

n -inci dereceden Bernstein taban fonksiyonlar¬n¬n lineer kombinasyonu olarak

Bn�1k (t) =
n� k
n

Bnk (t) +
k + 1

n
Bnk+1 (t)

şeklinde ifade edilir.

Özel olarak Bernstein taban fonksiyonlar¬için

tBnk (t) =
k + 1

n+ 1
Bn+1k+1 (t) (2.2)

8



ve

(1� t)Bnk (t) =
n� k + 1
n+ 1

Bn+1k+1 (t) (2.3)

eşitlikleri geçerli olup bu eşitlikler ileride Bézier e¼grilerinin şeklini de¼gi̧stirmeden

derecesini yükseltmede kullan¬lacakt¬r.

(vi) Kuvvet baz¬
�
tk; k = 0; :::; n

	
ile ilişki: n -inci dereceden polinom uzay¬n¬n

bir baz¬olan n -inci dereceden Bernstein taban fonksiyonlar¬ve kuvvet baz¬aras¬nda

Bnk (t) =
nX
j=k

(�1)j�k
�
n

j

��
j

k

�
tj; k = 0; :::; n

ve

tk =
nX
j=k

�
j

k

�
�
n

k

�Bnj (t) ; k = 0; :::; n (2.4)

eşitlikleri sa¼glan¬r.

Özel olarak (2:4) eşitli¼ginde k = 0 al¬n¬rsa

1 =
nX
j=0

Bnj (t)

ifadesi Bernstein taban fonksiyonlar¬n¬n birimin parçalanmas¬özelli¼gini verir.

k = 1 durumunda ise

t =
nX
j=1

j

n
Bnj (t)

elde edilir.

(vii) Tek ekstremuma sahip olma: Bnk (t), k = 0; :::; n; t 2 [0; 1] Bernstein

taban fonksiyonlar¬t =
k

n
noktas¬nda bir tek ekstremuma sahiptir. Ayr¬ca t� 2 [0; 1]

de¼geri için

Bn0 (t�) � ::: � Bnk�1 (t�) � Bnk (t�) � Bnk+1 (t�) � ::: � Bnn (t�)

eşitsizli¼gi gerçeklenecek şekilde bir k indisi vard¬r.
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Şekil 2.2 Tek ekstremuma sahip olma

Şekil 2.2�de görüldü¼gü gibi [0; 1] aral¬¼g¬n¬n alt aral¬klar¬nda Bernstein taban fonksi-

yonlar¬için

Bn0 (t�) � ::: � Bnk�1 (t�) � Bnk (t�) � Bnk+1 (t�) � ::: � Bnn (t�)

eşitsizli¼gi gerçeklenir.

Bernstein taban fonksiyonlar¬n¬n sa¼glad¬¼g¬ bu özelli¼gin bir sonucu olarak ileride

tan¬mlayaca¼g¬m¬z k indisine kaŗs¬l¬k gelen Pk; k = 0; :::; n kontrol noktas¬n¬n t = t�

noktas¬nda Bézier e¼grisi üzerindeki etkisinin di¼ger kontrol noktalar¬ndan daha fazla

oldu¼gunu bir örnek üzerinde gösterece¼giz.

(viii) Alt ve üst s¬n¬rlar: Bernstein taban fonksiyonlar¬n¬n n -inci dereceden

polinom uzay¬için baz oluşturdu¼gu göz önüne al¬n¬rsa

8 t 2 [0; 1] ve P (t) =
nX
k=0

ckB
n
k (t)
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için

min
0�k�n

ck � P (t) � max
0�k�n

ck

eşitsizli¼gi gerçeklenir.

(ix) Uç nokta de¼gerleri:

P (t) =
nX
k=0

ckB
n
k (t)

polinomunun [0; 1] aral¬¼g¬n¬n uç noktalar¬nda ald¬¼g¬de¼gerler

P (0) = c0 ve P (1) = cn

dir.

(x) Azalan sal¬n¬m özelli¼gi: t 2 [0; 1] için

P (t) =
nX
k=0

ckB
n
k (t)

polinomunun pozitif reel köklerinin say¬s¬N; Bernstein taban fonksiyonu katsay¬lar¬n¬n

(ck; k = 0; :::; n) i̧saret de¼gi̧sim say¬s¬s (c0; :::; cn) den küçüktür. Böylece

N � s (c0; :::; cn)

gerçeklenir.

(xi) Yeniden parametrelendirme formülü: t ! rt ve t ! a (1� t) + bt

dönüşümleri s¬ras¬yla [0; 1] aral¬¼g¬n¬[0; r] ve [a; b] aral¬klar¬na dönüştürmek üzere;

Bnk (rt) =
nX
j=k

Bjk (r)B
n
j (t)
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ve

Bnk (a (1� t) + bt) =

kX
i=0

ak�ibiBki (t)

�
(

nX
j=k

nX
m=j

(a� b+ 1)j�k Bjj�k (t)
(1� t)k

�
m

j

�
(�a)m�j B

n
m (t)

tm

)

k = 0; :::; n

(2.5)

eşitlikleri gerçeklenir.

·Ispat. (i) Simetri:

Bnn�k (1� t) =

�
n

n� k

�
(1� t)n�k tn�(n�k)

=

�
n

n� k

�
(1� t)n�k tk

=

�
n

k

�
tk (1� t)n�k

= Bnk (t)

(ii) ·Indirgeme ba¼g¬nt¬s¬:

(1� t)Bn�1k (t) + tBn�1k�1 (t) = (1� t)
�
n� 1
k

�
tk (1� t)(n�1)�k

+t

�
n� 1
k � 1

�
tk�1 (1� t)(n�1)�(k�1)

=

�
n� 1
k

�
tk (1� t)n�k +

�
n� 1
k � 1

�
tk (1� t)n�k

=

��
n� 1
k

�
+

�
n� 1
k � 1

��
tk (1� t)n�k

=

�
n

k

�
tk (1� t)n�k

= Bnk (t)
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(iii) Negatif olmama: 8 t 2 [0; 1] için

Bnk (t) =

�
n

k

�
tk (1� t)n�k � 0

oldu¼gu aç¬kt¬r.

(iv) Birimin parçalanmas¬: Binom aç¬l¬m¬ndan

1n = [(1� t) + t]n =
nX
k=0

�
n

k

�
tk (1� t)n�k

=
nX
k=0

Bnk (t)

dir. Di¼ger bir ispat yöntemi olarak

kX
i=0

Bki (t) =
k�1X
i=0

Bk�1i (t)

eşitli¼ginin gösterilmesi yeterlidir. Çünkü

nX
i=0

Bni (t) =
n�1X
i=0

Bn�1i (t) = ::: =
1X
i=0

B1i (t) = B
1
0 (t) +B

1
1 (t) = 1

dir. Gerçekten indirgeme ba¼g¬nt¬s¬uyguland¬¼g¬nda,

kX
i=0

Bki (t) =
kX
i=0

�
(1� t)Bk�1i (t) + tBk�1i�1 (t)

�
= (1� t)

(
k�1X
i=0

Bk�1i (t) +Bk�1k (t)

)

+t

(
kX
i=1

Bk�1i�1 (t) +B
k�1
�1 (t)

)

= (1� t)
k�1X
i=0

Bk�1i (t) + t
k�1X
i=0

Bk�1i (t)

=
k�1X
i=0

Bk�1i (t)
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olup istenilen elde edilir.

(v) Derece yükseltme: ·Ispat için öncelikle

1�
n

i

�Bni (t) + 1�
n

i+ 1

�Bni+1 (t) = 1�
n� 1
i

�Bn�1i (t)

oldu¼gunu gösterelim.

1�
n

i

�Bni (t) + 1�
n

i+ 1

�Bni+1 (t) = ti (1� t)n�i + ti+1 (1� t)n�(i+1)

= ti (1� t)n�i�1 [(1� t) + t]

= ti (1� t)n�i�1

=
1�

n� 1
i

�Bn�1i (t)

Şimdi bu eşitli¼gi kullanarak key� bir Bernstein taban fonksiyonunu daha yüksek

dereceden Bernstein taban fonksiyonlar¬cinsinden yazal¬m.

(n� 1) -inci dereceden i -inci Bernstein taban fonksiyonu için

Bn�1i (t) =

�
n� 1
i

�
1�

n� 1
i

�Bn�1i (t)

=

�
n� 1
i

�2664 1�
n

i

�Bni (t) + 1�
n

i+ 1

�Bni+1 (t)
3775

=
n� i
n
Bni (t) +

i+ 1

n
Bni+1 (t)

eşitli¼gi elde edilir.
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Bu özellik genelleştirilirse;

8 k < n için k -¬nc¬dereceden Bernstein taban fonksiyonu n -inci dereceden Bernstein

taban fonksiyonu cinsinden yaz¬l¬r.

Şimdi (2:2) ve (2:3) ifadelerini ispatlayal¬m.

tBni (t) = t

�
n

i

�
ti (1� t)n�i

=

�
n

i

�
ti+1 (1� t)(n+1)�(i+1)

=

�
n

i

��
n+ 1

i+ 1

�
�
n+ 1

i+ 1

� ti+1 (1� t)(n+1)�(i+1)

=

�
n

i

�
�
n+ 1

i+ 1

�Bn+1i+1 (t)

=
i+ 1

n+ 1
Bn+1i+1 (t)

ve

(1� t)Bni (t) =

�
n

i

�
ti (1� t)n�i+1

=

�
n

i

��
n+ 1

i

�
�
n+ 1

i

� ti (1� t)n+1�i

=

�
n

i

�
�
n+ 1

i

�Bn+1i (t)

=
n� i+ 1
n+ 1

Bn+1i (t)

eşitlikleri elde edilir.
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(vi) Kuvvet baz¬
�
tk; k = 0; :::; n

	
ile ilişki:

Bnk (t) =

�
n

k

�
tk (1� t)n�k ifadesinde

(1� t)n�k =
n�kX
i=0

�
n� k
i

�
(�1)i ti

binom aç¬l¬m¬kullan¬l¬rsa

Bnk (t) =

�
n

k

�
tk
n�kX
i=0

�
n� k
i

�
(�1)i ti

=

n�kX
i=0

(�1)i
�
n

k

��
n� k
i

�
ti+k

=
nX
i=k

(�1)i�k
�
n

k

��
n� k
i� k

�
ti

=
nX
i=k

(�1)i�k
�
n

i

��
i

k

�
ti

elde edilir.

Şimdi

tk =
nX
j=k

�
j

k

�
�
n

k

�Bnj (t) ; k = 0; :::; n
eşitli¼gini tümevar¬m yöntemi ile ispatlayal¬m.

k = 0 için
nX
j=0

Bnj (t) = 1 olup aç¬kça bu eşitlik Bernstein taban fonksiyonlar¬n¬n

birim aç¬l¬ma sahip olmas¬d¬r.

k � 1 için

tk�1 =
nX

j=k�1

�
j

k � 1

�
�

n

k � 1

�Bnj (t)
eşitli¼gi do¼gru olsun. k için do¼gru oldu¼gunu gösterelim.
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(2:2) ifadesi kullan¬l¬rsa

tk = ttk�1

= t
nX

j=k�1

�
j

k � 1

�
�

n

k � 1

�Bnj (t)

=

nX
j=k�1

�
j

k � 1

�
�

n

k � 1

� j + 1
n+ 1

Bn+1j+1 (t)

=

n+1X
j=k

�
j � 1
k � 1

�
�

n

k � 1

� j

n+ 1
Bn+1j (t)

=
nX
j=k

�
j

k

�
�
n

k

�Bnj (t)
elde edilir.

Özel olarak k = 1 için

t =
nX
j=1

�
j

1

�
�
n

1

�Bnj (t)
=

nX
j=1

j

n
Bnj (t)

=
Bn1 (t) + 2B

n
2 (t) + :::+ nB

n
n (t)

n

elde edilir.
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(vii) Tek ekstremuma sahip olma: [0; 1] aral¬¼g¬üzerinde Bn0 (t) = (1� t)n ve

Bnn (t) = t
n olup Bernstein taban fonksiyonlar¬monotondur. Çünkü Bnn (t) ; [0; 1] a-

ral¬¼g¬nda monoton artarken Bn0 (t) de [0; 1] aral¬¼g¬nda monoton azaland¬r. Bu yüzden

bu iki Bernstein taban fonksiyonunun bir maksimum de¼geri olacakt¬r.

Şimdi Bnk (t) ; k = 1; :::; n � 1 Bernstein taban fonksiyonlar¬n¬n maksimum de¼gerini

araşt¬ral¬m. Bunun için

Bnk (t) =

�
n

k

�
tk (1� t)n�k

Bernstein taban fonksiyonunun t de¼gi̧skenine göre türevi al¬n¬rsa

dBnk (t)

dt
= k

�
n

k

�
tk�1 (1� t)n�k � (n� k)

�
n

k

�
tk (1� t)n�k�1

=

�
n

k

�
tk�1 (1� t)n�k�1 [k (1� t)� (n� k) t]

=

�
n

k

�
tk�1 (1� t)n�k�1 (k � nt)

olup
dBnk (t)

dt
= 0

denkleminin tek çözümü 8 t 2 (0; 1) için t = k

n
dir.

Şimdi sabit bir t� de¼geri için

Bn0 (t�) � ::: � Bnk�1 (t�) � Bnk (t�) � Bnk+1 (t�) � ::: � Bnn (t�)

eşitsizli¼gi gerçeklenecek şekilde bir k indisinin var oldu¼gunu gösterelim. Bunun için n

üzerinden tümevar¬m yöntemini uygularsak n = 0 ve n = 1 için eşitsizlik do¼grudur.

Kabul edelim ki bu eşitsizlik (n� 1) -inci dereceden Bernstein taban fonksiyonlar¬

için do¼gru olsun. Yani

Bn�10 (t�) � ::: � Bn�1k�1 (t�) � Bn�1k (t�) � Bn�1k+1 (t�) � ::: � Bn�1n (t�) (2.6)
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sa¼glans¬n. n -inci dereceden Bernstein taban fonksiyonlar¬için geçerli olan

Bnk (t) = (1� t)Bn�1k (t) + tBn�1k�1 (t)

indirgeme ba¼g¬nt¬s¬Bnk (t) fonksiyonunun B
n�1
k (t) ve Bn�1k�1 (t) fonksiyonlar¬n¬n kon-

veks kombinasyonu oldu¼gunu, yani Bnk (t) fonksiyonunun B
n�1
k (t) ve Bn�1k�1 (t) fonksi-

yonlar¬n¬n aras¬nda yer ald¬¼g¬n¬söyler. Bu ba¼g¬nt¬ile birlikte (n� 1) -inci dereceden

Bernstein taban fonksiyonlar¬için (2:6) eşitsizli¼gi de kullan¬l¬rsa

Bn0 (t�) � Bn�10 (t�) ::: � Bn�1k�1 (t�) � Bnk (t�) � Bn�1k (t�) � Bnk+1 (t�) � Bn�1k+1 (t�)

� ::: � Bn�1n�1 (t�) � Bnn (t�)

eşitsizli¼gi elde edilir. Buradan

Bn0 (t�) � ::: � Bnk�1 (t�) � Bnk (t�) � Bnk+1 (t�) � ::: � Bnn (t�)

olacak şekilde bir k indisi mevcuttur.

(viii) Alt ve üst s¬n¬rlar: Bnk (t) ; k = 0; :::; n Bernstein taban fonksiyonlar¬n¬n

n -inci dereceden polinom uzay¬}n için baz oluşturdu¼gu göz önünde bulundurulursa

k = 0; :::; n için ck sabit katsay¬lar¬göstermek üzere

P (t) =
nX
k=0

ckB
n
k (t)

yaz¬l¬r.

min
0�k�n

ck � P (t) � max
0�k�n

ck

ve
nX
k=0

Bnk (t) = 1

oldu¼gundan

min
0�k�n

ck �
nX
k=0

ckB
n
k (t) = P (t) � max

0�k�n
ck
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eşitsizli¼gi gerçeklenir.

(ix) Uç nokta de¼gerleri:

P (t) =
nX
k=0

ckB
n
k (t)

=

nX
k=0

ck

�
n

k

�
tk (1� t)n�k

= c0 (1� t)n + c1nt (1� t)n�1 + :::+ cn�1
�

n

n� 1

�
tn�1 (1� t) + cntn

aç¬l¬m¬nda t = 0 ve t = 1 için

P (0) = c0 ve P (1) = cn

bulunur.

(x) Azalan sal¬n¬m özelli¼gi:

t 2 (0; 1)! u 2 (0;1)

t (u) =
u

1 + u
dönüşümü (0; 1) aral¬¼g¬nda tan¬ml¬P (t) polinomunu (0;1) aral¬¼g¬nda

tan¬ml¬Q (u) fonksiyonuna dönüştürür. P (t (u)) =
nX
k=0

ckB
n
k (t (u)) olmak üzere

Q (u) = P (t (u))

= P

�
u

1 + u

�
=

nX
k=0

ckB
n
k

�
u

1 + u

�

=
nX
k=0

ck

�
n

k

��
u

1 + u

�k �
1

1 + u

�n�k
=

nX
k=0

ck

�
n

k

�
uk

(1 + u)n

= (1 + u)�n
nX
k=0

aku
k; ak = ck

�
n

k

�
20



elde edilir.

Aç¬k olarak ck ve ak katsay¬lar¬ ayn¬ i̧saretli olup Q (u) nun (0;1) aral¬¼g¬ndaki

kökleri ile P (t) polinomunun (0; 1) aral¬¼g¬ndaki kökleri ili̧skilidir. Gerçekten

Bnk (t)

(1� t)n =

�
n

k

�
tk (1� t)n�k

(1� t)n =

�
n

k

��
t

1� t

�k
eşitli¼ginde

u =
t

1� t

dönüşümü uygulan¬rsa
Bnk (t)

(1� t)n =
�
n

k

�
uk =Mn

k (u)

elde edilir.

Böylece P (t) =
nX
k=0

ckB
n
k (t) polinomunun (0; 1) aral¬¼g¬ndaki köklerinin say¬s¬N ise

ckM
n
k (u) polinomunun (0;1) aral¬¼g¬ndaki köklerinin say¬s¬da N olur.

Tek terimliler için Descartes i̧saret kural¬uygulan¬rsa

N � s (c0; :::; cn)

oldu¼gu görülür.

(xi) Yeniden parametrelendirme formülü:

Bnk (rt) =

�
n

k

�
(1� rt)n�k (rt)k

ifadesinde 1�rt yerine (1� t)+(1� r) t yaz¬l¬p (1� rt)n�k ifadesinin binom aç¬l¬m¬

kullan¬l¬rsa,
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Bnk (rt) =

�
n

k

�
[(1� t) + (1� r) t]n�k (rt)k

=

�
n

k

� n�kX
j=0

�
n� k
j

�
((1� r) t)j (1� t)n�k�j rktk

=
n�kX
j=0

�
n

k

��
n� k
j

�
(1� r)j tj+krk (1� t)n�k�j

=
nX
j=k

�
n

k

��
n� k
j � k

�
(1� r)j�k tj (1� t)n�j rk

=
nX
j=k

�
j

k

��
n

j

�
rk (1� r)j�k tj (1� t)n�j

=
nX
j=k

�
j

k

�
rk (1� r)j�k

�
n

j

�
tj (1� t)n�j

=
nX
j=k

Bjk (r)B
n
j (t)

elde edilir. Benzer i̧slemler

Bnk (a (1� t) + bt) =
�
n

k

�
(1� a (1� t)� bt)n�k (a (1� t) + bt)k

ifadesi için uygulan¬rsa (2:5) eşitli¼gi elde edilir.

Önerme 2.1.1 n -inci dereceden Bernstein taban fonksiyonlar¬n -inci dereceden

polinom uzay¬}n için baz oluşturur.

·Ispat. Bnk (t) ; 0 � k � n fonksiyonlar¬}n uzay¬n¬gererler. Bu durum Bernstein

taban fonksiyonlar¬n¬n f1; t; t2; :::; tng kuvvet baz¬cinsinden yaz¬lmas¬ndan görülür.

Bnk (t) ; 0 � k � n fonksiyonlar¬lineer ba¼g¬ms¬zd¬r. Gerçekten c0; c1; :::; cn sabitleri

için

c0B
n
0 (t) + c1B

n
1 (t) + :::+ cnB

n
n (t) = 0

eşitli¼ginin sa¼glanmas¬Bnk (t) ; 0 � k � n fonksiyonlar¬n¬n kuvvet baz¬ cinsinden
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yaz¬ld¬¼g¬ve kuvvet baz¬n¬n lineer ba¼g¬ms¬z oldu¼gu göz önüne al¬nd¬¼g¬nda

c0 = 0
1X
i=0

ci

�
n

1

��
1

1

�
= 0

:

:

:
nX
i=0

ci

�
n

n

��
n

n

�
= 0

i = 0; :::; n için 8 ci = 0 olmas¬ile mümkündür.

Bernstein taban fonksiyonlar¬germe ve lineer ba¼g¬ms¬zl¬k özelliklerini sa¼glad¬¼g¬ndan

}n polinom uzay¬için bir baz oluşturur.

2.2 q-Analizde Temel Kavramlar

Bu bölümde ilk kez (Lupaş 1987) taraf¬ndan yaklaş¬mlar teorisine uygulanan ve son

y¬llarda klasik analizde var olan birçok tan¬m ve teoremin genelleştirilmesi üzerine

çal¬̧s¬lan q-analiz (kuantum analiz) in k¬saca temel tan¬m ve kavramlar¬verilecektir.

Tan¬m 2.2.1 (q-tamsay¬s¬) q 2 R+ olmak üzere negatif olmayan bir k tam-

say¬s¬n¬n q genellemesi

[k]q =

8><>:
1� qk
1� q ; q 6= 1

k; q = 1

şeklindedir (Kac ve Cheung 2002). Bu tan¬m k herhangi bir reel say¬olacak şekilde

geni̧sletilirse [k]q ifadesine q reel say¬s¬denir. Tan¬m gere¼gi Nq; q tamsay¬lar kümesi

Nq =
�
0; 1; 1 + q; 1 + q + q2; :::

	
şeklinde yaz¬labilir. Aç¬k olarak q = 1 durumunda Nq kümesi negatif olmayan
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tamsay¬lar kümesini ifade eder.

Tan¬m 2.2.2 (q-faktöriyel) Bir k tamsay¬s¬n¬n q-faktöriyeli

[k]q! =

8<: [k]q [k � 1]q ::: [1]q ; k = 1; 2; :::

1; k = 0

şeklinde tan¬mlan¬r (Kac ve Cheung 2002).

Tan¬m 2.2.3 (q-binom katsay¬s¬)
�
n

k

�
q

q binom katsay¬s¬ aç¬l¬m¬n � k � 0

olmak üzere

�
n

k

�
q

=
[n]q!

[k]q! [n� k]q!
=
[n]q [n� 1]q ::: [n� k + 1]q

[k]q!

ile tan¬mlan¬r (Kac ve Cheung 2002).

Önerme 2.2.1 (Pascal özdeşlikleri) 1 � k � n� 1 olmak üzere

�
n

k

�
q

=

�
n� 1
k � 1

�
q

+ qk
�
n� 1
k

�
q

(2.7)

ve �
n

k

�
q

= qn�k
�
n� 1
k � 1

�
q

+

�
n� 1
k

�
q

(2.8)

eşitlikleri gerçeklenir (Kac ve Cheung 2002).

·Ispat. 1 � k � n� 1 için

[n]q = 1 + q + :::+ qn�1

=
�
1 + q + :::+ qk�1

�
+ qk

�
1 + q + :::+ qn�k�1

�
= [k]q + q

k [n� k]q
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olup

�
n

k

�
q

=
[n]q!

[k]q! [n� k]q!
=
[n� 1]q! [n]q
[k]q! [n� k]q!

=
[n� 1]q!

�
[k]q + q

k [n� k]q
�

[k]q! [n� k]q!

=
[n� 1]q!

[k � 1]q! [n� k]q!
+ qk

[n� 1]q!
[k]q! [n� k � 1]q!

=

�
n� 1
k � 1

�
q

+ qk
�
n� 1
k

�
q

dir.

Bu da bize (2:7) eşitli¼gini verir. Şimdi (2:8) eşitli¼ginin sa¼gland¬¼g¬n¬gösterelim.

q-binom katsay¬s¬n¬n simetri özelli¼gi kullan¬l¬rsa

�
n

k

�
q

=

�
n

n� k

�
q

=

�
n� 1

n� k � 1

�
q

+ qn�k
�
n� 1
n� k

�
q

=

�
n� 1
k

�
q

+ qn�k
�
n� 1
k � 1

�
q

elde edilir.

2.3 q-Bernstein Taban Fonksiyonlar¬ve Özellikleri

Tan¬m 2.3.1 (q-Bernstein polinomu) Bernstein polinomlar¬n¬n q tamsay¬lar¬na

dayal¬genellemesi (Phillips 1996) taraf¬ndan f 2 C [0; 1] olmak üzere

Bn;q (f ; t) =
nX
k=0

f

 
[k]q
[n]q

!�
n

k

�
q

tk
n�k�1Y
s=0

(1� qst) ; t 2 [0; 1] ; n 2 N (2.9)

şeklinde tan¬mlanm¬̧st¬r (Oruç ve Phillips 2003).
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Tan¬m 2.3.2 (q-Bernstein taban fonksiyonlar¬) (2:9) ifadesindeki

Bnk (t; q) =

�
n

k

�
q

tk
n�k�1Y
s=0

(1� qst) ; t 2 [0; 1] ; 0 � k � n

fonksiyonlar¬na q-Bernstein taban fonksiyonlar¬denir.

Bernstein taban fonksiyonlar¬n¬n q tipli genellemesindeki amaç; q nun seçimiyle farkl¬

yaklaş¬mlar yapabilen Bézier e¼grileri elde etmek olacakt¬r.

Önerme 2.3.1 [0; 1] aral¬¼g¬ndaki q-Bernstein taban fonksiyonlar¬

Bnk (t; q) =

�
n

k

�
q

tk
n�k�1Y
s=0

(1� qst) ; t 2 [0; 1] ; 0 � k � n

olmak üzere q = �1; n çift ve k tek olma durumunda n -inci dereceden polinom

uzay¬için baz oluşturmaz (Simeonov vd. 2010).

·Ispat. q = �1; n çift ve k tek olma durumu için
�
n

k

�
q

q-binom katsay¬lar¬s¬f¬rd¬r.

Gerçekten �
n

k

�
q

=
(1� qn) (1� qn�1) :::

�
1� qn�k+1

�
(1� qk) (1� qk�1) ::: (1� q)

aç¬l¬m¬nda n = 2m; k = 2m+ 1; m = 0; 1; ::: oldu¼gu dikkate al¬n¬rsa

�
n

k

�
q

=
(1� q2m) (1� q2m�1) ::: (1� q0)
(1� q2m+1) (1� q2m) ::: (1� q)

= 0

bulunur. Bu durumun bir sonucu olarak; Bnk (t; q) ; t 2 [0; 1] ; 0 � k � n taban

fonksiyonlar¬n -inci dereceden polinom uzay¬için baz oluşturmaz.

Sonuç 2.3.1 q-Bézier e¼grilerini oluşturmada q = �1 durumunda Bnk (t; q) 6= 0

olmas¬için n say¬s¬tek say¬olarak al¬nmal¬d¬r.
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Tan¬m 2.3.3 ( [a; b] aral¬¼g¬ndaki q-Bernstein taban fonksiyonlar¬) Key� bir

[a; b] aral¬¼g¬ndaki q-Bernstein taban fonksiyonlar¬

Bni (t; [a; b] ; q) =

�
n

i

�
q

i�1Y
j=0

(t� aqj)
n�i�1Y
j=0

(b� tqj)

n�1Y
j=0

(b� aqj)
; i = 0; :::; n (2.10)

ile tan¬mlan¬r. Burada b� aqj 6= 0 (1 � j � n� 1) ve n > 0 çift say¬s¬için q 6= �1

dir (Simeonov vd. 2010).

Şimdi [a; b] aral¬¼g¬ndaki q-Bernstein taban fonksiyonlar¬ için baz¬ özel durumlar¬

inceleyelim. (2:10) eşitli¼ginde;

i) a = 0 ve b = 1 al¬nd¬¼g¬nda Bni (t; [a; b] ; q) ; [0; 1] aral¬¼g¬ndaki q-Bernstein taban

fonksiyonuna indirgenir.

ii) Key� a < 1 ve b = 1 al¬nd¬¼g¬nda Lewanowicz ve Wozny taraf¬ndan çal¬̧s¬lan

q-Bernstein taban fonksiyonlar¬elde edilir (Lewanowicz ve Wozny 2004). Bu fonksi-

yonlar q; w 2 R; q 6= 1; w 6= 1; q�1; :::; q1�n ve u = w + (1� w) t olmak üzere

Bni (u; wj q) =
1

(w; q)n

�
n

i

�
q

ti
�
wt�1; q

�
i
(t; q)n�i ; i = 0; :::; n

dir. Bu taban fonksiyonlar¬n¬n bir di¼ger formu da

Bni (t; wj q) =
1

(w; q)n

�
n

i

�
q

i�1Y
j=0

�
t� wqj

� n�i�1Y
k=0

�
1� tqk

�
; 0 � q; w � 1

(w; q)n =
n�1Y
j=0

�
1� qjw

�
şeklindedir.

Bni (t; q) =

�
n

i

�
q

ti (t; q)n�i =

�
n

i

�
q

ti
n�1Y
j=0

(1� qjt)
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w = a < 1 ve b = 1 al¬nd¬¼g¬nda Bni (t; aj q) = Bni (t; [a; b] ; q) bulunur.

iii) b = aqn al¬nd¬¼g¬nda Bni (t; [a; b] ; q) dü¼gümleri a; aq; :::; aq
n olan n -inci dereceden

Lagrange taban fonksiyonlar¬na indirgenir.

Dü¼gümleri t0; :::; tn olan n -inci dereceden Lagrange taban fonksiyonlar¬

Lnk (t jt0; :::; tn ) =

Y
j 6=k

(t� tj)Y
j 6=k

(tk � tj)
; k = 0; :::; n

şeklindedir. b = aqn için

Bni (t; [a; aq
n] ; q) =

�
n

i

�
q

i�1Y
j=0

(t� aqj)
n�i�1Y
j=0

(aqn � tqj)

n�1Y
j=0

(aqn � aqj)
; i = 0; :::; n

eşitli¼ginde q-binom katsay¬s¬n¬n aç¬k ifadesi

�
n

k

�
q

=
(qn � 1) (qn�1 � 1) :::

�
qn�k+1 � 1

�
(qk � 1) (qk�1 � 1) ::: (q � 1)

kullan¬l¬rsa Lnk (t ja; aq; :::; aqn ) ; k = 0; :::; n Lagrange taban fonksiyonlar¬bulunur.

iv) q = 1 al¬nd¬¼g¬nda [a; b] aral¬¼g¬ndaki

Bni (t; [a; b] ; 1) =

�
n

i

�
(t� a)i (b� t)n�i

(b� a)n ; i = 0; :::; n

standart Bernstein taban fonksiyonlar¬elde edilir ve bu fonksiyonlar için

1 =

�
t� a
b� a +

b� t
b� a

�n
=

nX
k=0

�
n

k

�
(t� a)k (b� t)n�k

(b� a)n

eşitli¼gi gerçeklenir.
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v) t = q
�x
h ; a = q

��
h ; b = q

��
h ve q ! 1 için [a; b] üzerindeki t parametreli q-Bernstein

taban fonksiyonlar¬ [�; �] üzerindeki x parametreli h-Bernstein taban fonksiyon-

lar¬na dönüşür (Simeonov vd. 2010).

Gerçekten lim
q!1

Bni

�
q
�x
h ;
h
q
��
h ; q

��
h

i
; q
�

= lim
q!1

i�1Y
j=0

q
�x
h

�
1� qj��

h
+ x
h

� n�i�1Y
j=0

q
��
h

�
1� qj� x

h
+�
h

�
n�1Y
j=0

q
��
h

�
1� qj��

h
+�
h

�

= lim
q!1

�
q
�x
h

�i �
q
��
h

�n�i
�
q
��
h

�n lim
q!1

i�1Y
j=0

�
1� qj��

h
+ x
h

� n�i�1Y
j=0

�
1� qj� x

h
+�
h

�
n�1Y
j=0

�
1� qj��

h
+�
h

�

= lim
q!1
q�i(

x
h
��
h)lim
q!1

i�1Y
j=0

�
1� qj��

h
+ x
h

� n�i�1Y
j=0

�
1� qj� x

h
+�
h

�
n�1Y
j=0

�
1� qj��

h
+�
h

�

=

lim
q!1

i�1Y
j=0

�
�
�
j � �

h
+ x

h

��
qj�

�
h
+ x
h
�1

n�i�1Y
j=0

�
�
�
j � �

h
+ �

h

��
q
j� x

h
+
�
h
�1

lim
q!1

n�1Y
j=0

�
�
�
j � �

h
+ �

h

��
qj�

�
h
+�
h
�1

=

i�1Y
j=0

lim
q!1

(�1)i
�
jh��+x

h

�
q
j��

h
+ x
h
�1

n�i�1Y
j=0

(�1)n�i lim
q!1

�
jh�x+�

h

�
q
j� x

h
+
�
h
�1

n�1Y
j=0

lim
q!1

(�1)n
�
jh��+�

h

�
qj�

�
h
+�
h
�1

=

i�1Y
j=0

(jh� �+ x) +
n�i�1Y
j=0

(jh� x+ �)

n�1Y
j=0

(jh� �+ �)

olup istenilen elde edilir.
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Önerme 2.3.2 c > 0 say¬s¬için

Bni (ct; [ca; cb] ; q) = B
n
i (t; [a; b] ; q)

dir.

·Ispat. Bni (t; [a; b] ; q) ; q-Bernstein taban fonksiyonu tan¬m¬ndan

Bni (ct; [ca; cb] ; q) =

�
n

i

�
q

ci
i�1Y
j=0

(t� aqj) cn�i
n�i�1Y
j=0

(b� tqj)

cn
n�1Y
j=0

(b� aqj)

= Bni (t; [a; b] ; q)

elde edilir.

Uyar¬2.3.1 c > 0 için

Bni (t+ c; [c+ a; c+ b] ; q) 6= Bni (t; [a; b] ; q)

dir.

Önerme 2.3.3 (·Indirgeme ba¼g¬nt¬s¬) q-Bernstein taban fonksiyonlar¬için aşa¼g¬-

daki eşitlikler sa¼glan¬r.

Bni (t; q) =
�
1� tqn�i�1

�
Bn�1i (t; q) + tqn�iBn�1i�1 (t; q)

Bni (t; q) = qi
�
1� tqn�i�1

�
Bn�1i (t; q) + tBn�1i�1 (t; q)

·Ispat.

Bn�1i (t; q) =

�
n� 1
i

�
q

ti
n�i�2Y
s=0

(1� qst)

ve

Bn�1i�1 (t; q) =

�
n� 1
i� 1

�
q

ti�1
n�i�1Y
s=0

(1� qst)
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taban fonksiyonlar¬aç¬l¬mlar¬ve

�
n

i

�
q

=

�
n� 1
i

�
q

+ qn�i
�
n� 1
i� 1

�

ve �
n

i

�
q

=

�
n� 1
i� 1

�
q

+ qi
�
n� 1
i

�
Pascal özdeşlikleri dikkate al¬n¬rsa istenilen elde edilir.

Önerme 2.3.4 ( [a; b] üzerindeki indirgeme ba¼g¬nt¬s¬) [a; b] aral¬¼g¬ndaki

q-Bernstein taban fonksiyonlar¬için aşa¼g¬daki eşitlikler sa¼glan¬r.

Bni (t; [a; b] ; q) =

�
b� tqn�i�1
b� aqn�1

�
Bn�1i (t; [a; b] ; q)+qn�i

�
t� aqi�1
b� aqn�1

�
Bn�1i�1 (t; [a; b] ; q)

ve

Bni (t; [a; b] ; q) = q
i

�
b� tqn�i�1
b� aqn�1

�
Bn�1i (t; [a; b] ; q) +

�
t� aqi�1
b� aqn�1

�
Bn�1i�1 (t; [a; b] ; q)

·Ispat. Önerme 2.3.3 ispat¬na benzer olarak

Bn�1i (t; [a; b] ; q) =

�
n� 1
i

�
q

i�1Y
j=0

(t� aqj)
n�i�2Y
j=0

(b� tqj)

n�2Y
j=0

(b� aqj)

ve

Bn�1i�1 (t; [a; b] ; q) =

�
n� 1
i� 1

�
q

i�2Y
j=0

(t� aqj)
n�i�1Y
j=0

(b� tqj)

n�2Y
j=0

(b� aqj)

taban fonksiyonlar¬aç¬l¬mlar¬ve

�
n

i

�
q

=

�
n� 1
i

�
q

+ qn�i
�
n� 1
i� 1

�
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ve �
n

i

�
q

=

�
n� 1
i� 1

�
q

+ qi
�
n� 1
i

�
Pascal özdeşlikleri dikkate al¬n¬rsa istenilen ba¼g¬nt¬lar elde edilir.
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3. BEZ·IER ve q-BEZ·IER E¼GR·ILER·I

Bu bölümde Bézier e¼grileri, özellikleri ve bu e¼grileri oluşturmada kullan¬lacak olan

Casteljau algoritmas¬ verilip önceki bölümde verilen Bernstein taban fonksiyon-

lar¬n¬n tek ekstremuma sahip olmas¬ özelli¼ginin Bézier e¼grileri üzerinde nas¬l bir

etkiye sahip oldu¼gu bir örnek üzerinde gösterilecektir. Ard¬ndan q-Bézier e¼grileri,

genel özellikleri ve q parametresinin bu e¼griler üzerindeki etkisi örneklerle ince-

lenecektir.

n -inci dereceden bir Bézier e¼grisini kendisini tan¬mlayacak olanPk 2 R2; k = 0; :::; n

kontrol noktalar¬n¬n oluşturdu¼gu kontrol çokgeni belirler. Bu çokgenin sadece ilk ve

son köşeleri e¼gri üzerinde bulunup di¼ger köşeler e¼grinin derecesini dolay¬s¬yla şeklini

belirlemeye yard¬mc¬olurlar.

3.1 Bézier E¼grileri

Tan¬m 3.1.1 (Bir Bézier e¼grisinin parametrik denklemi) n -inci dereceden

bir Bézier e¼grisi, Pk = (xk; yk) 2 R2; k = 0; :::; n kontrol (Bézier) noktalar¬ve

Bnk (t) =

�
n

k

�
tk (1� t)n�k ; t 2 [0; 1] ; k = 0; :::; n

Bernstein taban fonksiyonlar¬olmak üzere

P(t) = (x (t) ; y (t)) =

nX
k=0

PkBnk (t)

parametrik denklemi ile tan¬mlan¬r. Burada

x (t) =

nX
k=0

xkB
n
k (t) ; y (t) =

nX
k=0

ykB
n
k (t)

dir.
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Not 3.1.1 xk =
k

n
olmak üzere x (t) =

nX
k=0

k

n
Bnk (t) = t oldu¼gundan

Pk = (xk; yk) 2 R2 kontrol noktalar¬na sahip n- inci dereceden Bézier e¼grisi

P (t) = y (t) =

nX
k=0

ykB
n
k (t)

polinom e¼grisidir.

Tan¬m 3.1.2 (Lineer Bézier e¼grisi) P0 ve P1 kontrol noktalar¬verildi¼ginde bu

iki noktay¬birleştiren do¼gru parças¬lineer Bézier e¼grisidir.

P (t) = P0 + t (P1 �P0)

= (1� t)P0 + tP1

Şekil 3.1 Lineer bir Bézier e¼grisi

Tan¬m 3.1.3 (Kuadratik Bézier e¼grisi) P0 �P1 ve P1 �P2 noktalar¬n¬n oluş-

turdu¼gu lineer Bézier e¼grilerinin birleştirilmesiyle oluşan e¼gridir.

P (t) = (1� t) [(1� t)P0 + tP1] + t [(1� t)P1 + tP2]

= (1� t)Q0 + tQ1
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Şekil 3.2 Kuadratik bir Bézier e¼grisi

Tan¬m 3.1.4 (Kübik Bézier e¼grisi) P0 � P1; P1 � P2 ve P2 � P3 noktalar¬na

ait lineer Bézier e¼grilerinin birleşmesiyle oluşan e¼gridir.

P (t) = (1� t) [(1� t)Q0 + tQ1] + t [(1� t)Q1 + tQ2]

= (1� t)R0 + tR1

Şekil 3.3 Kübik bir Bézier e¼grisi

Tan¬m 3.1.5 (Key� aral¬klar üzerinde tan¬ml¬Bézier e¼grileri)

P (a) = P0 ve P (b) = Pn

olacak şekildeki t 2 [a; b] için [a; b] aral¬¼g¬ndaki Bézier e¼grisi, Pk = (xk; yk) 2 R2;
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k = 0; :::; n kontrol noktalar¬ve [a; b] aral¬¼g¬ndaki Bernstein taban fonksiyonu

Bnk (t) =

�
n

k

��
b� t
b� a

�n�k �
t� a
b� a

�k
; t 2 [a; b] ; 0 � k � n

olmak üzere

P[a;b] (t) = (x (t) ; y (t)) =
nX
k=0

Pk

�
n

k

��
b� t
b� a

�n�k �
t� a
b� a

�k

parametrik denklemi ile tan¬mlan¬r. Burada

x (t) =
nX
k=0

xk

�
n

k

��
b� t
b� a

�n�k �
t� a
b� a

�k
; y (t) =

nX
k=0

yk

�
n

k

��
b� t
b� a

�n�k �
t� a
b� a

�k

dir.

Şekil 3.4 [0; 1] ve [0; 2] aral¬klar¬ndaki kübik Bézier e¼grileri

Şimdi bir örnek ile kontrol noktas¬de¼gi̧siminin kuadratik bir Bézier e¼grisi üzerindeki

etkisini inceleyelim.

Örnek 3.1.1 Kontrol noktalar¬

P0 = (0; 1) ; P1 =

�
1

2
;
1

2

�
; P2 = (1; 1)
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olan Bézier e¼grisinin P1 kontrol noktas¬n¬s¬rayla de¼gi̧stirelim.

Kontrol noktalar¬

P0 = (0; 1) ; _P1 =

�
1

2
; 1

�
; P2 = (1; 1)

P0 = (0; 1) ; �P1 =

�
1

2
; 2

�
; P2 = (1; 1)

P0 = (0; 1) ;
...
P1 =

�
1

2
;
5

2

�
; P2 = (1; 1)

ve

P0 = (0; 1) ; P̂1 =

�
1;
1

2

�
; P2 = (1; 1)

olan kuadratik Bézier e¼grileri şekil 3.5�te verilmi̧stir.

Şekil 3.5 P1 kontrol noktas¬de¼gi̧simi
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Şekil 3.5�te görüldü¼gü gibi kontrol noktalar¬n¬n herhangi birisi veya birkaç¬üzerinde

yap¬lan bir de¼gi̧siklik Bézier e¼grisi üzerinde do¼grudan bir etkiye sahiptir.

Örnek 3.1.2 Kuadratik Bézier e¼grilerinin kontrol noktalar¬n¬n de¼gi̧simi yard¬m¬yla

bir "m" har� fontunun elde edilmesi şekil 3.6�da verilmi̧stir.

Şekil 3.6 Kontrol noktas¬de¼gi̧simi
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Örnek 3.1.3 Kontrol noktalar¬

P0 = (0;�2) ;P1 = (1=6; 2) ;P2 = (2=6;�2)

P3 = (3=6; 2) ;P4 = (4=6;�2) ;P5 = (5=6; 2) ;P6 = (1;�2)

olarak belirlenen [0; 1] aral¬¼g¬ndaki 6 -¬nc¬dereceden Bézier e¼grisi

P (t) = (x (t) ; y (t))

=
�
t;�2 + 24t� 120t2 � 480t4 � 128t6 + 384t5 + 320t3

�
ve x ekseni etraf¬nda dönmesi ile oluşan dönel cisim şekil 3.7�de verilmi̧stir.

Şekil 3.7 Bézier e¼grisi ve dönel cisim

P3 noktas¬yerine (3=6;�2) noktas¬al¬nd¬¼g¬nda oluşan Bézier e¼grisi ve dönel cisim,

P (t) = (x (t) ; y (t)) =
�
t;�2 + 24t+ 240t3 + 144t5 � 120t2 � 48t6

�
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Şekil 3.8 P3 kontrol noktas¬de¼gi̧simi

P2 ve P4 noktalar¬yerine s¬ras¬yla (2=6; 2) ve (4=6; 2) noktalar¬al¬nd¬¼g¬nda oluşan

Bézier e¼grisi ve dönel cisim

P (t) = (x (t) ; y (t)) =
�
t;�2 + 24t+ 80t3 � 60t4 � 8t6 + 24t5 � 60t2

�

Şekil 3.9 P2 ve P4 kontrol noktas¬de¼gi̧simi

s¬ras¬yla şekil 3.8-3.9�da gösterilmi̧stir.

Yukar¬da elde edilen Bézier e¼grilerinin y ekseni etraf¬nda dönmesi ile oluşan dönel
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cisimler şekil 3.10�da gösterilmi̧stir.

Şekil 3.10 y ekseni etraf¬nda dönme

3.2 Casteljau Algoritmas¬ve Derece Yükseltme

Casteljau algoritmas¬herhangi bir [t0; t2] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬bir Bézier e¼grisini, bir-

leşimleri bu e¼griyi verecek şekilde [t0; t1] ve [t1; t2] aral¬klar¬nda tan¬ml¬Bézier e¼gri-

lerine nas¬l bölece¼gimizi ifade eder. Bu algoritma ile, bölünmüş Bézier e¼grisinin

tan¬ml¬ oldu¼gu aral¬¼g¬n alt aral¬klar¬nda yeni Bézier e¼grileri elde edilir. Böylece

istenilen e¼griye bölünmeler ile yaklaş¬lm¬̧s olur.

Derece yükseltme ise e¼grinin şeklini de¼gi̧stirmeden kontrol noktas¬say¬s¬n¬art¬r¬p,

böylelikle e¼gri üzerinde daha çok kontrol etme imkan¬sa¼glar.

Tan¬m 3.2.1 (Casteljau algoritmas¬) [t0; t2] aral¬¼g¬ndaki bir Bézier e¼grisini [t0; t1]

ve [t1; t2] aral¬klar¬nda tan¬ml¬ Bézier e¼grilerine bölmek için kullan¬lan Casteljau

algoritmas¬ � =
t1 � t0
t2 � t0

olmak üzere

Pji = (1� �)P
j�1
i + �Pj�1i+1 ; j = 1; :::; n; i = 0; :::; n� j

ile verilir.
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Sonuç 3.2.1 Casteljau algoritmas¬na göre [t0; t1] aral¬¼g¬ndaki Bézier e¼grisi için sol

kontrol noktalar¬Pi0; i = 0; :::; n ve [t1; t2] aral¬¼g¬ndaki Bézier e¼grisi için sa¼g kontrol

noktalar¬Pn�ii ; i = 0; :::; n dir.

Örnek 3.2.1 [�1; 1] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬kübik Bézier e¼grisinin kontrol noktalar¬n¬

P0 = (�1;�1) ; P1 =
�
�1
2
;
1

2

�
; P2 =

�
1

2
; 1

�
; P3 =

�
1;�1

2

�

olarak belirleyelim. Bu e¼griyi [�1; 0] ve [0; 1] aral¬klar¬nda tan¬ml¬iki kübik Bézier

e¼grisine bölmek için uygulanan algoritma sonucu bölünmüş sol ve sa¼g Bézier e¼gri-

leri ve oluşan noktalar¬n de¼gi̧simiyle e¼gri üzerindeki şekil de¼gi̧sikli¼gi şekil 3.11�de

gösterilmi̧stir.

Şekil 3.11 Algoritma ile oluşan yeni kontrol noktalar¬ve bu noktalar yard¬m¬yla

e¼gri üzerindeki de¼gi̧sim
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Sonuç 3.2.2 Casteljau algoritmas¬ile Bézier e¼grisinin ard¬̧s¬k olarak bölünmesi sonu-

cunda oluşan kontrol çokgenlerinin e¼griye do¼gru yaklaşt¬¼g¬görülür.

n iterasyon say¬s¬n¬göstermek üzere n = 1; n = 3 ve n = 5 için oluşan 2n tane

Bézier e¼grisi ve kontrol çokgenleri şekil 3.12�de gösterilmi̧stir.

Şekil 3.12 Bölünmüş Bézier e¼grileri ve çokgenleri (Simeonov vd. 2010)

Tan¬m 3.2.2 (Derece yükseltme) n -inci dereceden bir Bézier e¼grisi verildi¼ginde

ona denk olan (n+ 1) -inci dereceden Bézier e¼grisi için kontrol noktalar¬n¬n he-

saplanmas¬i̧slemine derece yükseltme denir.

Böylece n -inci dereceden bir Bézier e¼grisi (n+ 1) -inci dereceden bir Bézier e¼grisi

olarak ifade edilebilir.

P(t), n -inci dereceden bir Bézier e¼grisi olmak üzere derece yükseltme formülü (2:2)

ve (2:3) eşitlikleri kullan¬larak şu şekilde elde edilir:
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P(t) = [(1� t) + t]P(t)

= [(1� t) + t]
nX
k=0

PkBnk (t)

=

nX
k=0

Pk

�
n� k + 1
n+ 1

Bn+1k (t) +
k + 1

n+ 1
Bn+1k+1 (t)

�

=

n+1X
k=0

n� k + 1
n+ 1

PkB
n+1
k (t) +

k + 1

n+ 1
PkB

n+1
k+1 (t)

=
n+1X
k=0

�
(n+ 1� k)Pk + kPk�1

n+ 1

�
Bn+1k (t)

=
n+1X
k=0

P�kB
n+1
k (t)

O halde P�k; k = 0; :::; n derecesi yükseltilmi̧s Bézier e¼grisinin kontrol noktalar¬

olmak üzere

P�k = �kPk�1 + (1� �k)Pk; �k =
k

n+ 1

ile belirlenir.

Örnek 3.2.2 Kontrol noktalar¬Pk; k = 0; 1; 2; 3 olan kübik bir Bézier e¼grisinin

derecesi yükseltildi¼ginde yeni P�k; k = 0; 1; 2; 3; 4 kontrol noktalar¬önceki kontrol

noktalar¬cinsinden

P�0 = P0 = (�2;�1)

P�1 =
1

4
P0 +

3

4
P1 =

1

4
(�2;�1) + 3

4
(�1; 2) =

�
�5
4
;
5

4

�
P�2 =

1

2
P1 +

1

2
P2 =

1

2
(�1; 2) + 1

2
(1; 2) = (0; 2)

P�3 =
3

4
P2 +

1

4
P3 =

3

4
(1; 2) +

1

4
(1;�1) =

�
1;
5

4

�
P�4 = P3 = (1;�1)

şeklinde yaz¬l¬r. Ayr¬ca P��2 = (2; 2) düzlemde farkl¬bir nokta olmak üzere 4 kontrol

noktas¬ile belirlenmi̧s kübik Bézier e¼grisinin derecesi yükseltilerek 5 kontrol noktas¬
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ile belirlenmi̧s 4 -üncü dereceden Bézier e¼grisi olarak ifade edilmesi ve P��2 kontrol

noktas¬ile e¼grinin şekil de¼gi̧sikli¼gi şekil 3.13�de gösterilmi̧stir.

Şekil 3.13 Derece yükseltme ve P��2 kontrol noktas¬de¼gi̧simi

Şimdi Bernstein taban fonksiyonlar¬n¬n tek ekstremuma sahip olmas¬n¬n Bézier e¼grisi

üzerindeki etkisini inceleyelim.

Örnek 3.2.3 t 2 [0; 1] olmak üzere 3 -üncü dereceden Bernstein taban fonksiyonlar¬

s¬ras¬yla

B30 (t) = (1� t)3

B31 (t) = 3t (1� t)2

B32 (t) = 3t2 (1� t)

B33 (t) = t3

şeklindedir. Şekil 2.2�ye göre 0:37 < t < 0:5 aral¬¼g¬ndaki Bernstein taban fonksi-

yonlar¬için

B30 (t) < B
3
1 (t) > B

3
2 (t) > B

3
3 (t)

s¬ralamas¬yap¬l¬r. Buna göre B31 (t) di¼ger taban fonksiyonlar¬aras¬nda maksimum

de¼geri alan fonksiyon oldu¼gundan 3- üncü dereceden Bernstein taban fonksiyonlar¬
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ile oluşturulan kübik Bézier e¼grisi üzerinde P1 kontrol noktas¬etkisi en fazla olacak-

t¬r.

Kontrol noktalar¬

P0 = (0; 1) ; P1 =

�
1

3
; 4

�
; P2 =

�
2

3
; 3

�
; P3 = (1; 1)

olan Bézier e¼grisi

P (t) = 3t3 � 12t2 + 9t+ 1; t 2 [0; 1]

P1 kontrol noktas¬de¼gi̧stirilirse kontrol noktalar¬

P0 = (0; 1) ; P
�
1 =

�
1

3
; 6

�
; P2 =

�
2

3
; 3

�
; P3 = (1; 1)

olan Bézier e¼grisi

P 1 (t) = 9t3 � 24t2 + 15t+ 1

P2 kontrol noktas¬de¼gi̧stirilirse kontrol noktalar¬

P0 = (0; 1) ; P1 =

�
1

3
; 4

�
; P�2 =

�
2

3
; 5

�
; P3 = (1; 1)

olan Bézier e¼grisi

P 2 (t) = �3t3 � 6t2 + 9t+ 1

dir.

P; P 1 ve P 2 e¼grilerinin gra�kleri şekil 3.14�te verilmi̧stir.
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Şekil 3.14 P; P 1; ve P 2 Bézier e¼grileri
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Şekil 3.14�e göre t = 0:4 noktas¬nda e¼gri üzerinde P1 kontrol noktas¬de¼gi̧simi ile

oluşan etki P2 kontrol noktas¬de¼gi̧siminden fazlad¬r.

P 1 (0:4) = 3:74 > 3:50 = P 2 (0:4)

3.3 q-Bézier E¼grileri

Bu bölümde q-Bézier e¼grileri tan¬mlanacak ve q parametresi de¼gi̧siminin q-Bézier

e¼grilerinin şeklini nas¬l de¼gi̧stirece¼gi incelenecektir.

Tan¬m 3.3.1 (q-Bézier e¼grisinin parametrik denklemi) n -inci dereceden bir

q-Bézier e¼grisi Pk = (xk; yk) 2 R2; k = 0; :::; n kontrol (Bézier) noktalar¬ve

Bnk (t; q) =

�
n

k

�
q

tk
n�k�1Y
s=0

(1� qst) ; t 2 [0; 1] ; k = 0; :::; n

q-Bernstein taban fonksiyonlar¬olmak üzere

P (t) = (x (t) ; y (t)) =
nX
k=0

PkB
n
k (t; q)

parametrik denklemi ile tan¬mlan¬r. Burada

x (t) =
nX
k=0

xkB
n
k (t; q) ; y (t) =

nX
k=0

ykB
n
k (t; q)

dir.

Tan¬m 3.3.2 (Key� aral¬klar üzerinde tan¬ml¬q-Bézier e¼grileri)

P (a) = P0 ve P (b) = Pn

olacak şekildeki t 2 [a; b] için [a; b] aral¬¼g¬ndaki q-Bézier e¼grisi Pk; k = 0; :::; n kontrol
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noktalar¬ve [a; b] aral¬¼g¬ndaki q-Bernstein taban fonksiyonu

Bnk (t; [a; b] ; q) =

�
n

k

�
q

k�1Y
j=0

(t� aqj)
n�k�1Y
j=0

(b� tqj)

n�1Y
j=0

(b� aqj)
; k = 0; :::; n

olmak üzere

P[a;b] (t) = (x (t) ; y (t)) =
nX
k=0

PkBnk (t; [a; b] ; q)

parametrik denklemi ile tan¬mlan¬r. Burada

x (t) =
nX
k=0

xkB
n
k (t; [a; b] ; q) ; y (t) =

nX
k=0

ykB
n
k (t; [a; b] ; q)

dir.

Örnek 3.2.4 q =
1

2
ve q =

5

4
de¼gerlerinin, [0; 1] ve [0; 3] aral¬klar¬nda tan¬ml¬kontrol

noktalar¬s¬ras¬yla

P0 =

�
0;
1

2

�
; P1 =

�
1

3
; 1

�
; P2 =

�
1

2
; 1

�
; P3 =

�
1;
1

2

�

ve

P0 = (2;�1) ; P1 =
�
9

4
; 1

�
; P2 =

�
11

4
; 1

�
; P3 = (3; 0)

olan q-Bézier e¼grilerine etkisi şekil 3.15�te verilmi̧stir.
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Şekil 3.15 [0; 1] ve [2; 3] aral¬klar¬nda tan¬ml¬q-Bézier e¼grileri

3.3.1 q-Casteljau algoritmas¬ve q parametresi de¼gi̧simi

Tan¬m 3.3.3 (q-Casteljau algoritmas¬) [0; 1] aral¬¼g¬ndaki P (t) q-Bézier e¼grisi

için q-Casteljau algoritmas¬

~P 0i (t) = P̂ 0i (t) = Pi; i = 0; :::; n

~P ki (t) =
�
1� tqn�k�i

�
~P k�1i (t) + tqn�k�i ~P k�1i+1 (t)

ve

P̂ ki (t) = q
i
�
1� tqn�k�i

�
P̂ k�1i (t) + tP̂ k�1i+1 (t)

50



i = 0; :::; n� k; k = 0; :::; n

~P n0 (t) = P̂
n
0 (t) = P (t)

şeklinde ifade edilir. Dikkat edilirse ilk algoritmadaki tüm dü¼gümler P ki (t) ;

i = 0; :::; n � k; k = 0; :::; n kendisinden önce gelen dü¼gümlerin a�n kombinasyonu

durumundad¬r.

Şekil 3.16 [0; 1] üzerindeki birinci q-Casteljau algoritmas¬ (n = 3) (Simeonov vd.

2010)

Şekil 3.17 [0; 1] üzerindeki ikinci q-Casteljau algoritmas¬ (n = 3) (Simeonov vd.

2010)
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Tan¬m 3.3.4 ( [a; b] üzerindeki q-Casteljau algoritmas¬) Key� [a; b]

aral¬¼g¬ndaki q-Bézier e¼grisi için q-Casteljau algoritmas¬

~P 0i (t) = P̂ 0i (t) = Pi; i = 0; :::; n

~P ki (t) =

�
b� tqn�k�i
b� aqn�k

�
~P k�1i (t) + tqn�k�i

�
t� aqi
b� aqn�k

�
~P k�1i+1 (t)

ve

P̂ ki (t) = q
i

�
b� tqn�k�i
b� aqn�k

�
P̂ k�1i (t) +

�
t� aqi
b� aqn�k

�
P̂ k�1i+1 (t)

i = 0; :::; n� k; k = 0; :::; n

~P n0 (t) = P̂
n
0 (t) = P (t)

ile ifade edilir.

Şekil 3.18 [a; b] üzerindeki ikinci q-Casteljau algoritmas¬ (n = 3) (Simeonov vd.

2010)

Şimdi q parametresi de¼gi̧siminin q-Bézier e¼grisi üzerinde nas¬l şekil de¼gi̧sikli¼gi oluş-

turaca¼g¬n¬bir örnek ile gösterelim.
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Örnek 3.3.1 q = 1; 3=4; 1=3 ve 1=2 de¼gerlerinin kontrol noktalar¬

P0 = (0; 1) ; P1 = (1=2; 2) ve P2 = (1; 1)

ile verilen q-Bézier e¼grisine etkisi şekil 3.19�da verilmi̧stir.

Şekil 3.19 0 < q � 1 için q parametresi de¼gi̧simi

0 < q < 1 için, q de¼geri artt¬kça kuadratik Bézier e¼grileri q = 1 de¼geri için verilen

Bézier e¼grisine do¼gru yaklaşmaktad¬r.

q = 2; 3; 4 de¼gerlerinin kontrol noktalar¬

P0 = (0; 1) ; P1 = (1=2; 2) ve P2 = (1; 1)

ile verilen q-Bézier e¼grisine etkisi şekil 3.20�de verilmi̧stir.
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Şekil 3.20 q � 1 için q parametresi de¼gi̧simi

q > 1 için, q de¼geri artt¬kça oluşan kuadratik Bézier e¼grileri q = 1 de¼geri için verilen

Bézier e¼grisinden uzaklaşmaktad¬r.
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4. q-TOMURCUK FONKS·IYONU

Bu bölümde q-tomurcuk fonksiyonu tan¬t¬larak, polinomlar¬n q-tomurcuk fonksi-

yonunun ifadesi verilecektir. Sonras¬nda q-Bézier e¼grilerinin sahip oldu¼gu birçok

özellik ve q-Casteljau algoritmas¬q-tomurcuk fonksiyonu yard¬m¬yla ifade edilip

q-Bernstein taban fonksiyonlar¬için bilinen baz¬eşitlikler q-tomurcuk fonksiyonun-

dan yararlan¬larak ispat edilecektir.

Tan¬m 4.1 (q-Tomurcuk fonksiyonu) n -inci dereceden bir P (t) polinomunun

simetrik, çok lineer ve q-diagonal özelli¼gine sahip çok de¼gi̧skenli p (u1; u2; :::; un; q)

fonksiyonuna bu polinomun q-tomurcuk fonksiyonu denir.

q = 1 için klasik tomurcuk fonksiyonu elde edilir (Simeonov vd. 2010).

4.1 q-Tomurcuk Fonksiyonu ve Aksiyomlar¬

1. (Simetri)

� ifadesi, f1; :::; ng kümesinin her türlü permütasyonu olmak üzere

p (u1; :::; un; q) = p
�
u�(1); :::; u�(n); q

�
olup q-tomurcuk fonksiyonunun de¼geri de¼gi̧skenlerin s¬ralan¬̧s¬ile de¼gi̧smez.

2. (Çok lineerlik)

uk = (1� �) vk + �wk; k = 1; :::; n olmak üzere

p (u1; :::; (1� �) vk + �wk; :::; un; q) = (1� �) p (u1; :::; vk; :::; un)+�p (u1; :::; wk; :::; un)

dir.
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3. (q-Diagonal)

uk = tq
k�1; k = 1; :::; n için

P (t) = p
�
t; tq; :::; tqn�1; q

�
dir (Simeonov vd. 2010).

Örnek 4.1.1 f1; t; t2; t3g kübik polinomlar¬için q-tomurcuk fonksiyonlar¬

P (t) = 1) p (u1; u2; u3; q) = 1

P (t) = t) p (u1; u2; u3; q) =
u1+u2+u3
1+q+q2

P (t) = t2 ) p (u1; u2; u3; q) =
u1u2+u1u3+u2u3

q(1+q+q2)

P (t) = t3 ) p (u1; u2; u3; q) =
u1u2u3
q3

şeklindedir. Tomurcuk fonksiyonunun elde edilmesi Önerme 4.1.1�de verilecektir.

Görüldü¼gü gibi bu fonksiyonlar simetrik, çok lineer ve q-diagonal özelliklerine sahip-

tir.

Bu sonuçlar¬kullanarak 8 P (t) = a3t3+a2t2+a1t+a0 şeklindeki kübik polinomlar¬n

q-tomurcuk fonksiyonu 8 q 6= 0 için

p (u1; u2; u3; q) = a3
u1u2u3
q3

+ a2
u1u2 + u1u3 + u2u3
q (1 + q + q2)

+ a1
u1 + u2 + u3
1 + q + q2

+ a0

şeklindedir.

Benzer olarak 8 tk; k = 0; :::; n için de q-tomurcuk fonksiyonu bulunarak lineer-

lik uyguland¬¼g¬nda n -inci dereceden key� bir polinomun q-tomurcuk fonksiyonuna

ulaş¬l¬r
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Tan¬m 4.1.1 (Elementer Simetrik Fonksiyon) f1; :::; ng kümesinin her fi1; :::; ikg

alt kümesi için

'n;k (u1; :::; un) =
X

1�i1<:::<ik�n
ui1 :::uik

fonksiyonuna n de¼gi̧skenli k -¬nc¬elementer simetrik fonksiyon denir (Simeonov vd.

2010).

Önerme 4.1.1 Mn
k (t) = t

k; k = 0; :::; n polinomunun q-tomurcuk fonksiyonu

mn
k (u1; :::; un; q) =

'n;k (u1; :::; un)

'n;k (1; q; :::; q
n�1)

; 'n;k
�
1; q; :::; qn�1

�
6= 0

şeklindedir.

·Ispat. mn
k (u1; :::; un; q) nin M

n
k (t) nin q-tomurcuk fonksiyonu olabilmesi için

q-tomurcuk fonksiyonu aksiyomlar¬n¬sa¼glamas¬gerekir.

mn
k (u1; :::; un; q) simetriktir. Çünkü, 'n;k (u1; :::; un) elementer simetrik fonksiyonu

'n;k (1; q; :::; q
n�1) sabiti ile bölünmüştür.

mn
k (u1; :::; un; q) çok lineerdir. 'n;k (u1; :::; un) elementer simetrik fonksiyonu k-¬nc¬

dereceden homojendir. Yani

'n;k (tu1; :::; tun) =
X

1�i1�:::�ik�n
tui1 :::tuik

= tk
X

1�i1�:::�ik�n
ui1 :::uik

= tk'n;k (u1; :::; un)

eşitli¼gi sa¼glan¬r. Ayr¬ca

mn
k (t; tq; :::; tq

n�1; q) =
'n;k (t; tq:::; tq

n�1; q)

'n;k (1; q; :::; q
n�1; q)

=
tk'n;k (1; q; :::; q

n�1; q)

'n;k (1; q; :::; q
n�1; q)
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= tk

=Mn
k (t)

olup q-diagonal özelli¼gi sa¼glan¬r.

Bu önerme ileride key�bir polinomun q-tomurcuk fonksiyonunun varl¬¼g¬gösterilirken

kullan¬lacakt¬r.

Lemma 4.1.1�den sonra bir polinomun q-tomurcuk fonksiyonunun var olmas¬için

('n;k (1; q; :::; q
n�1; q) 6= 0) q üzerine baz¬k¬s¬tlamalar getirece¼giz.

Lemma 4.1.1 'n;k simetrik fonksiyonu için

'n;k
�
1; q; :::; qn�1; q

�
= q

k(k�1)
2

�
n

k

�
q

; k = 1; :::; n

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. Bu eşitli¼gi n üzerinden tümevar¬m yöntemiyle gösterelim.

n = 1 için

'1;k (1) = 1

ve

q
k(k�1)

2

�
1

k

�
q

= 1

olup eşitlik sa¼glan¬r.

Eşitlik n için do¼gru olsun. Yani

'n;k
�
1; q; :::; qn�1; q

�
= q

k(k�1)
2

�
n

k

�
q

58



eşitli¼gi sa¼glans¬n. Şimdi

'n+1;k (1; q; :::; q
n; q) = q

k(k�1)
2

�
n+ 1

k

�
q

eşitli¼ginin sa¼gland¬¼g¬n¬gösterelim. Bunun için

'n+1;k (u1; :::; un+1) = 'n;k (u1; :::; un) + un+1'n;k�1 (u1; :::; un) eşitli¼gini ve q-binom

katsay¬lar¬için Pascal özdeşliklerini uygulayal¬m.

'n+1;k (1; q; :::; q
n) = 'n;k

�
1; q; :::; qn�1

�
+ qn'n;k�1

�
1; q; :::; qn�1

�
= q

k(k�1)
2

�
n

k

�
q

+ qnq
(k�1)(k�2)

2

�
n

k � 1

�
q

= q
k(k�1)

2

(�
n

k

�
q

+ qn�k+1
�
n

k � 1

�
q

)

= q
k(k�1)

2

�
n+ 1

k

�

eşitli¼gi elde edilir. Bu da ispat¬tamamlar.

Sonuç 4.1.1

'n;k (1; q; :::; q
n�1) = 0, i) q = 0 ve n > 1; k > 1

ii) q = �1 ve n çift, k tek

oldu¼gundan q-tomurcuk fonksiyonunun tan¬ml¬olabilmesi için q üzerine şu k¬s¬tla-

malar¬getirece¼giz:

8 q 2 R için
8 n > 1 için , q 6= 0

8 n > 1 çift say¬s¬için, q 6= �1

(Simeonov vd. 2010).

Teorem 4.1.1 (q-Tomurcuk fonksiyonunun varl¬¼g¬ve tekli¼gi) n -inci derece-

den her polinomun kendisine indirgenebilen bir tek q-tomurcuk fonksiyonu vard¬r.
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·Ispat. Önerme 4.1.1 ile q üzerindeki standart k¬s¬tlamalar alt¬nda Mn
k (t) = tk;

k = 0; :::; n için q-tomurcuk fonksiyonunun oldu¼gunu göstermi̧stik.

Her polinom Mn
k (t) = t

k; k = 0; :::; n fonksiyonlar¬n¬n lineer kombinasyonu olarak

yaz¬labildi¼ginden ve bu fonksiyonlar¬n q-tomurcuk fonksiyonlar¬n¬n toplam¬yine

q-tomurcuk fonksiyonu oldu¼gundan, q üzerindeki standart k¬s¬tlamalar alt¬nda her

polinomun q-tomurcuk fonksiyonunun var oldu¼gu kolayl¬kla görülür.

Şimdi q-tomurcuk fonksiyonunun bir tek oldu¼gunu gösterelim.

Kabul edelim ki n -inci dereceden bir P (t) polinomunun p (u1; :::; un; q) ve r (u1; :::; un; q)

olmak üzere iki farkl¬q-tomurcuk fonksiyonu olsun.

n -inci dereceden her simetrik, çok lineer polinomun n -inci dereceden n + 1 tane

elementer simetrik fonksiyon cinsinden bir tek gösterimi vard¬r. Buna göre

a0; :::; an ve b0; :::; bn sabitler olmak üzere

p (u1; :::; un; q) =
nX
k=0

ak'n;k (u1; :::; un; q)

ve

r (u1; :::; un; q) =
nX
k=0

bk'n;k (u1; :::; un; q)

eşitlikleri yaz¬l¬r. Burada, q-tomurcuk fonksiyonunun q-diagonal özelli¼gini uygu-

lan¬rsa;

ui = tq
i�1; i = 1; :::; n için

P (t) =
nX
k=0

ak'n;k
�
t; tq; :::; tqn�1; q

�
=

nX
k=0

akt
k'n;k

�
1; q; :::; qn�1; q

�
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ve

P (t) =

nX
k=0

bk'n;k
�
t; tq; :::; tqn�1; q

�
=

nX
k=0

bkt
k'n;k

�
1; q; :::; qn�1; q

�
olup k = 0; :::; n için ak = bk d¬r. Dolay¬s¬yla

p (u1; :::; un; q) = r (u1; :::; un; q)

eşitli¼gi elde edilir. Bu da P (t) polinomunun q-tomurcuk fonksiyonunun bir tek

oldu¼gunu gösterir.

Sonuç 4.1.2 P (t) =
nX
k=0

akt
k polinomunun q-tomurcuk fonksiyonu

p (u1; :::; un; q) =
nX
k=0

ak
'n;k (u1; :::; un; q)

q
k(k�1)

2

�
n

k

�
q

ile tan¬ml¬d¬r.

4.2 q-Bézier E¼grilerinin Baz¬Özelliklerinin q-Tomurcuk Fonksiyonu Yard¬m¬yla

Elde Edilmesi

Teorem 4.2.1 P (t) polinomu, q-tomurcuk fonksiyonu p (u1; :::; un; q) olan n -inci

dereceden bir polinom olsun. Bu durumda t 2 [0; 1] olmak üzere P (t) polinomu

Pi = p (0; :::; 0; 1; q; :::; q
i�1; q) ; i = 0; :::; n kontrol noktalar¬ile q-Casteljau algorit-

mas¬ile oluşturulur.
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·Ispat. P (t) n -inci dereceden bir polinom ve p (u1; :::; un; q) da P (t) polinomunun

q-tomurcuk fonksiyonu olsun.

Pi = ~P 0i (t) = p (0; :::; 0; 1; q; :::; q
i�1; q) ; i = 0; :::; n al¬n¬p birinci q-Casteljau algorit-

mas¬uyguland¬¼g¬nda

~P n0 (t) =

nX
i=0

PiB
n
i (t; q)

q-Bézier e¼grisi elde edilir. Di¼ger yandan k üzerinden tümevar¬mla ve q-tomurcuk

fonksiyonunun çok lineerlik özelli¼gi kullan¬larak algoritmadaki ~P ki (t) dü¼gümleri

~P ki (t) = p
�
0; :::; 0; 1; q; :::; qi�1; tqn�k; :::; tqn�1; q

�
; i = 0; :::; n� k; k = 0; :::; n

dir. Özel durumda

~P n0 (t) = p
�
t; tq; :::; tqn�1; q

�
= P (t)

bulunur. Bunu k üzerinden tümevar¬m yard¬m¬yla gösterelim.

k = 0 için ~P 0i (t) = p (0; :::; 0; 1; q; :::; q
i�1; q) oldu¼gu aç¬kt¬r.

~P ki (t) = p
�
0; :::; 0; 1; q; :::; qi�1; tqn�k; :::; tqn�1; q

�
olsun. Şimdi

~P k+1i (t) = p
�
0; :::; 0; 1; q; :::; qi�1; tqn�k�1; :::; tqn�1; q

�
eşitli¼ginin sa¼gland¬¼g¬n¬gösterelim.

q-Casteljau algoritmas¬ndan

~P k+1i (t) =
�
1� tqn�k�1�i

�
~P ki (t) + tq

n�k�1�i ~P ki+1 (t)

yaz¬l¬r. Hipotezden ~P ki (t) ve ~P
k+1
i (t) fonksiyonlar¬n¬n q-tomurcuk fonksiyonu de¼ger-

leri yerine yaz¬l¬rsa

~P k+1i (t) =
�
1� tqn�k�1�i

�
p
�
0; :::; 0; 1; q; :::; qi�1; tqn�k; :::; tqn�1; q

�
+tqn�k�1�ip

�
0; :::; 0; 1; q; :::; qi; tqn�k; :::; tqn�1; q

�
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elde edilir. Bu eşitlikte q-tomurcuk fonksiyonunun simetri ve çok lineerlik özellikleri

kullan¬l¬rsa

~P k+1i (t) = p
�
0; :::; 0; 1; q; :::; qi�1; tqn�k�1; :::; tqn�1; q

�
elde edilir.

~P n0 (t) =
nX
i=0

PiB
n
i (t; q)

ve

~P n0 (t) = p
�
t; tq; :::; tqn�1; q

�
= P (t)

eşitliklerinden ispat tamamlan¬r.

Teorem 4.2.2 [a; b] üzerindeki P (t) polinomu q-tomurcuk fonksiyonu p (u1; :::; un; q)

olan n -inci dereceden bir polinom olsun. Bu durumda

P (t) =
nX
i=0

p
�
aqi; :::; aqn�1; b; bq; :::; bqi�1; q

�
Bni (t; [a; b] ; q)

dir.

·Ispat. ·Ispat¬n üzerinden tümevar¬m ile gösterelim.

Bni (t; [a; b] ; q) =

�
n

i

�
q

i�1Y
j=0

(t� aqj)
n�i�1Y
j=0

(b� tqj)

n�1Y
j=0

(b� aqj)
; i = 0; :::; n; j = 1; :::; n� 1

ifadesinde i � n oldu¼gundan n = 0 için yaln¬zca i = 0 durumu söz konusudur.

B00 (t; [a; b] ; q) = 1

olup P (t) = 1 dir.
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P (t) =
nX
i=0

p (aqi; :::; aqn�1; b; bq; :::; bqi�1; q)Bni (t; [a; b] ; q) eşitli¼gi n � 1 olmak üzere

derecesi en çok n�1 olan polinomlar için do¼gru olsun. P (t) polinomu n -inci derece-

den bir polinom olmak üzere q-Casteljau algoritmas¬ile

P k+1i (t) = (1� �k;i)P ki (t) + �k;iP ki+1 (t) ; �k;i =
tq�(k+1)�i�1 � aqk

b� aqk

P ki (t) = p
�
aqk+i; :::; aqn�1; b; bq; :::; bqi�1; tq�(1)�1; :::; tq�(k)�1; q

�
ifadesinde � (k) = k al¬n¬rsa

�k;i =
tqk�i � aqk
b� aqk

olup

P ki (t) = p
�
aqk+i; :::; aqn�1; b; bq; :::; bqi�1; t; tq; :::; tqk�1; q

�
bulunur. i = 0 ve k = n� 1 durumunda

P n0 (t) = P (t) = (1� �n�1;0)P n�10 (t) + �n�1;0P
n�1
1 (t)

olup

P n�10 (t) = p
�
aqn�1; t; tq; :::; tqn�2; q

�
P n�11 (t) = p

�
b; t; tq; :::; tqn�2; q

�
dir. Ayr¬ca P n�10 (t) ve P n�11 (t) fonksiyonlar¬n¬n q-tomurcuk fonksiyonlar¬s¬ras¬yla

p0 (u1; :::; un�1; q) = p
�
aqn�1; u1; :::; un�1; q

�
p1 (u1; :::; un�1; q) = p (b; u1; :::; un�1; q)

,uk = tqk�1 dir. Dikkat edilmelidir ki bu fonksiyonlar q-tomurcuk fonksiyonu aksi-

yomlar¬n¬sa¼glar.

64



Kabulden

P (t) =

n�1X
i=0

p
�
aqi; :::; aqn�1; b; bq; :::; bqi�1; q

�
Bn�1i (t; [a; b] ; q)

oldu¼gunu biliyoruz. [a; b] üzerindeki P n�10 (t) ve [aq; bq] üzerindeki P n�11 (t) polinom-

lar¬için

P n�10 (t) =
n�1X
j=0

p
�
aqj; :::; aqn�1; b; bq; :::; bqj�1; q

�
Bn�1j (t; [a; b] ; q)

=

n�1X
j=0

p
�
aqn�1; aqj; :::; aqn�2; b; bq; :::; bqj�1; q

�
Bn�1j (t; [a; b] ; q)

=
nX
j=0

P 0j B
n�1
j (t; [a; b] ; q)

ve

P n�11 (t) =
n�1X
j=0

p
�
aqj+1; :::; aqn; bq; bq2; :::; bqj; q

�
Bn�1j (t; [aq; bq] ; q)

=
n�1X
j=0

p
�
aqn; aqj+1; :::; aqn�1; bq; :::; bqj; q

�
Bn�1j (t; [aq; bq] ; q)

=
n�1X
j=0

P 0j+1B
n�1
j (t; [aq; bq] ; q)

=
n�1X
j=0

P 0j+1B
n�1
j

�
t

q
; [a; b] ; q

�

yaz¬l¬r. Ayr¬ca

(1� �n�1;0 (t))Bn�10 (t; [a; b] ; q) = Bn0 (t; [a; b] ; q)

olup

(1� �n�1;0 (t))Bn�1j (t; [a; b] ; q) + �n�1;0 (t)B
n�1
j�1

�
t

q
; [a; b] ; q

�
= Bnj (t; [a; b] ; q)

eşitli¼gi gerçeklenir.
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Sonuç 4.2.1 [0; 1] aral¬¼g¬üzerindeki n -inci dereceden q-Bernstein taban fonksi-

yonlar¬q = �1 ve n çift durumu haricinde n -inci dereceden polinomlar için baz

oluşturur.

·Ispat. Bu sonuç q üzerindeki standart k¬s¬tlamalar alt¬nda önceki teoremden direkt

olarak görülür. Ayr¬ca

Bni (t; q) =

�
n

i

�
q

ti
n�i�1Y
s=0

(1� qst)

q-Bernstein taban fonksiyonu ifadesinde q = 0 al¬n¬rsa

Bni (t; 0) = t
i (1� t) = ti � ti+1; i = 0; :::; n� 1

ve i = n al¬n¬rsa

Bnn (t; 0) = t
n

polinomlar¬bulunur.

Sonuç 4.2.2 Key� bir [a; b] aral¬¼g¬üzerindeki n -inci dereceden q-Bernstein taban

fonksiyonlar¬q = �1 ve n çift durumu haricinde n -inci dereceden polinomlar için

baz oluşturur.

·Ispat. Bu sonuç q nun standart k¬s¬tlamalar¬alt¬nda direkt olarak görülür. Ayr¬ca

Bni (t; [a; b] ; q) ifadesinde q = 0 al¬n¬rsa

Bni (t; [a; b] ; 0) =
(t� a) ti�1 (b� t) b�i

b� a

=
�b�i
b� at

i+1 +
(ab�i + b1�i)

b� a ti � ab
1�i

b� at
i�1

bulunup istenilen elde edilir.

Sonuç 4.2.3 [0; 1] aral¬¼g¬ndaki q-Bézier e¼grisinin kontrol noktalar¬tektir.
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·Ispat. P (t) ; [0; 1] üzerinde tan¬ml¬, kontrol noktalar¬Pi; i = 0; :::; n ve q-tomurcuk

fonksiyonu p (u1; :::; un; q) olan n -inci dereceden bir q-Bézier e¼grisi olsun.

Kabul edelim ki 9 i = i0 için Pi0 kontrol noktas¬tek olmas¬n. Bu durumda

i1 6= i2 olmak üzere Pi0 = Pi1 ve Pi0 = Pi2 olacak şekilde Pi1 ve Pi2 noktalar¬vard¬r.

P (t) =

nX
i=0

PiB
n
i (t; q)

=

nX
i=0

p
�
0; :::; 0; 1; q; :::; qi�1; q

�
Bni (t; q)

olup

P (t) =

i0�1X
i=0

PiB
n
i (t; q) + Pi0B

n
i0
(t; q) +

nX
i=i0+1

PiB
n
i (t; q)

yaz¬l¬r.

i0�1X
i=0

PiB
n
i (t; q) = A ve

nX
i=i0+1

PiB
n
i (t; q) = B olmak üzere

Pi0 = Pi1 ) P (t) = A+B +Bni0 (t; q) p (0; :::; 0; 1; q; :::; q
i1�1; q)

Pi0 = Pi2 ) P (t) = A+B +Bni0 (t; q) p (0; :::; 0; 1; q; :::; q
i2�1; q)

eşitli¼ginden

Bni0 (t; q)
�
p
�
0; :::; 0; 1; q; :::; qi1�1; q

�
� p

�
0; :::; 0; 1; q; :::; qi2�1; q

�	
= 0

bulunur. Bni0 (t; q) 6= 0 oldu¼gundan

p
�
0; :::; 0; 1; q; :::; qi1�1; q

�
= p

�
0; :::; 0; 1; q; :::; qi2�1; q

�
olup Pi1=Pi2 elde edilir.

Sonuç 4.2.4 [a; b] aral¬¼g¬ndaki q-Bézier e¼grisinin kontrol noktalar¬tektir.
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Teorem 4.2.3 P (t) ; [0; 1] üzerinde n -inci dereceden bir q-Bézier e¼grisi ve p (u1; :::; un; q)

da P (t) nin q-tomurcuk fonksiyonu olsun. Bu durumda P (t) e¼grisinin kontrol nok-

talar¬

Pk = p
�
0; :::; 0; 1; q; :::; qk�1; q

�
; k = 0; :::; n

dir.

·Ispat. Teorem 4.2.1�den

P (t) =
nX
k=0

p
�
0; :::; 0; 1; q; :::; qk�1; q

�
Bnk (t; q)

yaz¬l¬r. Bu eşitlikten ve q-Bézier e¼grisinin kontrol noktalar¬n¬n tekli¼ginden

Pk = p
�
0; :::; 0; 1; q; :::; qk�1; q

�
; k = 0; :::; n

oldu¼gu görülür.

Teorem 4.2.4 P (t) ; [a; b] üzerinde n -inci dereceden bir q-Bézier e¼grisi ve p (u1; :::; un; q)

da P (t) nin q-tomurcuk fonksiyonu olsun. Bu durumda P (t) e¼grisinin kontrol nok-

talar¬

Pk = p
�
aqk; :::; aqn�1; b; bq; :::; bqk�1; q

�
; k = 0; :::; n

dir.

·Ispat. Teorem 4.2.2�den

P (t) =

nX
k=0

p
�
aqk; :::; aqn�1; b; bq; :::; bqk�1; q

�
Bnk (t; q)

yaz¬l¬r. Bu eşitlikten ve q-Bézier e¼grisinin kontrol noktalar¬n¬n tekli¼ginden

Pk = p
�
aqk; :::; aqn�1; b; bq; :::; bqk�1; q

�
; k = 0; :::; n

oldu¼gu görülür.
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Teorem 4.2.5 P (t) ; kontrol noktalar¬Pi; i = 0; :::; n olan [a; b] üzerinde n -inci

dereceden bir q-Bézier e¼grisi olsun. P ki ; k = 0; :::; n; i = 0; :::; n � k q-Casteljau

algoritmas¬ndaki dü¼gümler olsun. Bu durumda

P ki (t) =
kX
j=0

Pi+jB
k
j

�
t

qi
; [a; b] ; q

�

dir.

·Ispat. k-¬nc¬dereceden P ki (t) polinomunun q-tomurcuk fonksiyonu Q
k
i (u1; :::; uk; q)

olsun. P ki (t) polinomlar¬[c; d] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬olmak üzere Teorem 4.2.2�den

P ki (t) =
kX
j=0

Qki
�
cqj; :::; cqk�1; d; dq; :::; dqj�1; q

�
Bkj (t; [c; d] ; q)

yaz¬l¬r.

Qki (u1; :::; uk) = p
�
aqk+i; :::; aqn�1; b; bq; :::; bqi�1; u1; :::; uk; q

�
oldu¼gunu biliyoruz. O halde

P ki (t) =
kX
j=0

p
�
aqk+i; :::; aqn�1; b; bq; :::; bqi�1; cqj; :::; cqk�1; d; dq; :::; dqj�1; q

�
Bkj (t; [c; d] ; q)

dir.

[c; d] = [aqi; bqi] seçimi yap¬l¬rsa

P ki (t) =
kX
j=0

p
�
aqk+i; :::; aqn�1; b; bq; :::; bqi�1; aqi+j; :::; aqi+k�1; bqi; bqi+1; :::; bqi+j�1; q

�
�Bkj

�
t;
�
aqi; bqi

�
; q
�
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Pi+j = p (aq
i+j; :::; aqn�1; b; bq; :::; bqi+j�1; q) olup,

P ki (t) =
kX
j=0

p
�
aqi+j; :::; aqi+k�1; aqk+i; ::::; aqn�1; b; bq; :::; bqi�1; bqi; bqi+1; :::; bqi+j�1; q

�
�Bkj

�
t

qi
; [a; b] ; q

�

ve

P ki (t) =

kX
j=0

Pi+jB
k
j

�
t

qi
; [a; b] ; q

�
bulunur.

Teorem 4.2.6 P (t) =
nX
i=0

PiB
n
i (t; q) bir q-Bézier e¼grisi ve p (u1; :::; un; q) da bu

polinomun q-tomurcuk fonksiyonu olsun.

Q0i = Pi

Qk+1i (u1; :::; uk; uk+1) = (1� uk+1q�i)Qki (u1; :::; uk) + uk+1q�iQki+1 (u1; :::; uk) ;

i = 0; :::; n� k � 1; k = 0; :::; n� 1

ve bu durumda

Qki (u1; :::; uk) = p
�
0; :::; 0; 1; q; :::; qi�1; u1; :::; uk; q

�
i = 0; :::; n� k; k = 0; :::; n olup i = 0 ve k = n olma durumunda

Qn0 (u1; :::; un) = p (u1; :::; un; q)

dir.

·Ispat. Teorem 4.2.1�den

Q0i = p
�
0; :::; 0; 1; q; :::; qi�1; q

�
; i = 0; :::; n
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olup teoremin ispat¬n¬k üzerinden tümevar¬m yard¬m¬yla gösterelim.

Qki (u1; :::; uk) = p
�
0; :::; 0; 1; q; :::; qi�1; u1; :::; uk; q

�
olsun.

Qk+1i (u1; :::; uk; uk+1) = p
�
0; :::; 0; 1; q; :::; qi�1; u1; :::; uk; uk+1; q

�
eşitli¼ginin sa¼gland¬¼g¬n¬gösterelim.

Qk+1i (u1; :::; uk; uk+1) =
�
1� uk+1q�i

�
Qki (u1; :::; uk; q) + uk+1q

�iQki+1 (u1; :::; uk; q)

ifadesinde

Qk+1i (u1; :::; uk; uk+1) = (1� uk+1q�i) p (0; :::; 0; 1; q; :::; qi�1; q)

+uk+1q
�ip (0; :::; 0; 1; q; :::; qi�1; qi; u1; :::; uk; q)

= p (0; :::; 0; 1; q; :::; qi�1; u1; :::; uk; uk+1; q)

oldu¼gunu gösterelim.

(1� uk+1q�i) p (0; :::; qi�1; 1; q; :::; qi�2; 0; u1; :::; uk; q)

+uk+1q
�ip (0; :::; 0; 1; q; :::; qi�1; qi; u1; :::; uk; q) = p (0; :::; 0; 1; q; :::; q

i�1; u1; :::; uk; uk+1; q)

dir. Gerçekten q-tomurcuk fonksiyonunun çok lineerlik özelli¼ginden

�
1� uk+1q�i

�
0 + uk+1q

�iqi = uk+1

olup istenilen elde edilir.

Sonuç 4.2.5 P (t) =
nX
i=0

PiB
n
i (t; q) ; q-tomurcuk fonksiyonu p (u1; :::; un; q) olan
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n -inci dereceden bir q-Bézier e¼grisi olsun.

� ifadesi; f1; :::; ng kümesinin her türlü permütasyonu ve P 0i (t) = Pi; i = 0; :::; n

olsun.

P k+1i (t) =
�
1� tq�(k+1)�1�i

�
P ki (t) + tq

�(k+1)�1�iP ki+1 (t)

i = 0; :::; n� k � 1; k = 0; :::; n� 1 tan¬mlayal¬m. Bu durumda

P ki (t) = p
�
0; :::; 0; 1; q; :::; qi�1; tq�(1)�1; :::; tq�(k)�1; q

�
dir. Özel durumda

P n0 (t) = p
�
tq�(1)�1; :::; tq�(n)�1; q

�
eşitli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. Teorem 4.2.6�da uk = tq�(k)�1; k = 1; :::; n yaz¬larak istenilen elde edilir.

Teorem 4.2.7 P (t) ; q-tomurcuk fonksiyonu p (u1; :::; un; q) olan n -inci dereceden

bir polinom olsun.

i = 0; :::; n� k � 1, k = 0; :::; n� 1 ve �k;i =
uk+1q

�i � aqk
b� aqk için

Q0i = p
�
aqi; :::; aqn�1; b; bq; :::; bqi�1; q

�
; i = 0; :::; n

ve ard¬̧s¬k biçimde

Qk+1i (u1; :::; uk+1) =
�
1� �k;i

�
Qki (u1; :::; uk) + �k;iQ

k
i+1 (u1; :::; uk)

çok lineer fonksiyonlar¬n¬tan¬mlayal¬m. Bu durumda

Qki (u1; :::; uk) = p
�
aqk+i; :::; aqn�1; b; bq; :::; bqi�1; u1; :::; uk; q

�

72



i = 0; :::; n� k; k = 0; :::; n dir. Özel durumda

Qn0 (u1; :::; un) = p (u1; :::; un; q)

olur.

·Ispat. ·Ispat¬k üzerinden tümevar¬m yard¬m¬yla gösterelim.

Q0i = p (aq
i; :::; aqn�1; b; bq; :::; bqi�1; q) = Pi oldu¼gundan k = 0 için ifade do¼grudur.

k için do¼gru olsun. Yani

Qki (u1; :::; uk) = p
�
aqk+i; :::; aqn�1; b; bq; :::; bqi; u1; :::; uk; q

�
eşitli¼gi sa¼glans¬n. k + 1 için

Qk+1i (u1; :::; uk; uk+1) = p
�
aqk+1+i; :::; aqn�1; b; bq; :::; bqi; u1; :::uk; uk+1; q

�
eşitli¼ginin sa¼gland¬¼g¬n¬gösterelim.

Qk+1i (u1; :::; uk; uk+1) =
�
1� �k;i

�
Qki (u1; :::; uk) + �k;iQ

k
i+1 (u1; :::; uk) ;

�k;i =
uk+1q

�i � aqk
b� aqk ifadesinde

Qk+1i (u1; :::; uk; uk+1) =
�
1� �k;i

�
p
�
aqk+i; :::; aqn�1; b; bq; :::; bqi; u1; :::; uk; q

�
+�k;ip

�
aqk+i+1; :::; aqn�1; b; bq; :::; bqi+1; u1; :::; uk; q

�
= p

�
aqk+1+i; :::; aqn�1; b; bq; :::; bqi; u1; :::uk; uk+1; q

�
oldu¼gunu gösterelim.

�
1� uk+1q

�i � aqk
b� aqk

�
p
�
aqk+1; aqk+i+1; :::; aqn�1; b; bq; :::; bqi; u1; :::uk; q

�

73



+
uk+1q

�i � aqk
b� aqk p

�
aqk+i+1; :::; aqn�1; b; bq; :::; bqi+1; u1; :::; uk; q

�
= p

�
aqk+1+i; :::; aqn�1; b; bq; :::; bqi; u1; :::uk; uk+1; q

�
eşitli¼ginin sa¼glanmas¬ için tomurcuk fonksiyonunun hangi terimi üzerinden i̧slem

yapaca¼g¬m¬z¬belirleyelim. Bunun için

�
1� uk+1q

�i � aqk
b� aqk

�
A+

uk+1q
�i � aqk

b� aqk B = uk+1

eşitli¼ginde A ve B yi belirlemek gerekir.

8<: b� aqk = Bq�i � Aq�i

bA� aBqk = 0
denklem sisteminden A = aqk+i ve B = bqi oldu¼gu ko-

layl¬kla gösterilebilir.

Böylece tomurcuk fonksiyonunun simetri ve çok lineerlik özelliklerinden istenilen

elde edilir.

Şimdi P (t) için n! tane a�n invaryant, ard¬̧s¬k algoritma var oldu¼gunu gösterelim.

Sonuç 4.2.6 P (t) ; q-tomurcuk fonksiyonu p (u1; :::; un; q) olan n -inci dereceden bir

polinom olsun.

� ifadesi; f1; 2; :::; ng kümesinin her türlü permütasyonu ve

P 0i (t) = p
�
aqi; :::; aqn�1; b; bq; :::; bqi�1; q

�
; i = 0; :::; n

olsun. Ard¬̧s¬k olarak

P k+1i (t) = (1� �k;i)P ki (t) + �k;iP ki+1 (t)
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i = 0; :::; n� k � 1; k = 0; :::; n� 1

�k;i = �k;i (t) = �k;i (t;�; q) =
tq�(k+1)�1�i � aqk

b� aqk

tan¬mlayal¬m. Bu durumda

P ki (t) = p
�
aqk+i; :::; aqn�1; b; bq; :::; bqi�1; tq�(1)�1; :::; tq�(k)�1; q

�
i = 0; :::; n� k; k = 0; :::; n dir. Özel durumda

P n0 (t) = p
�
tq�(1)�1; :::; tq�(n)�1; q

�
= P (t)

dir.

·Ispat. Teorem 4.2.7�de q-tomurcuk fonksiyonu de¼gerlerindeki ui ler yerine tq�(i)�1

yaz¬larak istenilen elde edilir.

Lemma 4.2.1 Bni (t; q) q-Bernstein taban fonksiyonunun q-tomurcuk fonksiyonu

bni (u1; :::; un; q) ; i = 0; :::; n olmak üzere

bni (u1; :::; un�1; 0; q) = b
n�1
i (u1; :::; un�1; q) ; i = 0; :::; n� 1

d¬r.

·Ispat. P (t) =
nX
i=0

PiB
n
i (t; q) bir q-Bézier e¼grisi ve p (u1; :::; un; q) da bu polinomun

q-tomurcuk fonksiyonu olsun.

Q0i = Pi

Qk+1i (u1; :::; uk; uk+1) = (1� uk+1q�i)Qki (u1; :::; uk) + uk+1q�iQki+1 (u1; :::; uk) ;

i = 0; :::; n� k � 1; k = 0; :::; n� 1

ve

Qki (u1; :::; uk) = p
�
0; :::; 0; 1; q; :::; qi�1; u1; :::; uk; q

�
75



i = 0; :::; n� k; k = 0; :::; n olup i = 0 ve k = n durumunda

Qn0 (u1; :::; un) = p (u1; :::; un; q) = P (t)

dir. Teorem 4.2.1�e ba¼gl¬olarak Bni (t; q) ve B
n�1
i (t; q) polinomlar¬ için ilk n � 1

başlang¬ç q-tomurcuk fonksiyonu de¼geri ayn¬d¬r.

Q0j = 0; j = 0; :::; n� 1; j 6= i ve Q0i = 1

Qk+1j (u1; :::; uk; uk+1) = (1� uk+1q�j)Qkj (u1; :::; uk) + uk+1q�jQkj+1 (u1; :::; uk) ;

i = 0; :::; n� k � 1; k = 0; :::; n� 1

Qkj (u1; :::; uk) = b
n
i

�
0; :::; 0; 1; q; :::; qj�1; u1; :::; uk; q

�
j = 0; :::; n � k; k = 0; :::; n olup Bni (t; q) ve Bn�1i (t; q) nun q-tomurcuk fonksiyon-

lar¬ard¬̧s¬k algoritma taraf¬ndan oluşturulan Qkj ; j = 0; :::; n � k � 1; k = 0; :::; n

fonksiyonlar¬ile çak¬̧s¬r. Ayr¬ca j = 0 ve k = n için de

Qn0 (u1; :::; un) = b
n
i (u1; :::; un; q)

olur ve

Qn�10 (u1; :::; un�1) = b
n�1
i (u1; :::; un�1; q)

yaz¬l¬r. Bu nedenle Qn�10 ; Bn�1i (t; q) nun q-tomurcuk fonksiyonu ile ayn¬d¬r. Di¼ger

yandan Bni (t; q) için de Q
n
0 (u1; :::; un) de un = 0 yaz¬ld¬¼g¬nda aç¬k olarak Q

n�1
0 elde

edilir.

Qn0 (u1; :::; un�1; un) =
�
1� unq0

�
Qn�10 (u1; :::; un�1) + unq

0Qn�11 (u1; :::; un�1)

Qn0 (u1; :::; un�1; un) = (1� un)Qn�10 (u1; :::; un�1) + unQ
n�1
1 (u1; :::; un�1)
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ifadesinde un = 0 yaz¬l¬rsa

Qn0 (u1; :::; un�1; un) = Q
n�1
0 (u1; :::; un�1)

elde edilir. Yani

bni (u1; :::; un�1; 0; q) = b
n�1
i (u1; :::; un�1; q)

dir.

Şimdi [a; b] aral¬¼g¬ndaki key�bir q-Bézier e¼grisini iki ayr¬Bézier e¼grisine bölmek için,

sol ve sa¼g parçalama ifadelerini verelim.

Teorem 4.2.8 (Sol q-parçalama) q üzerindeki standart k¬s¬tlar alt¬nda x 2 (a; b)

ve P (t) ; [a; b] aral¬¼g¬üzerinde n -inci dereceden bir q-Bézier e¼grisi olsun. [a; x] alt

aral¬¼g¬üzerindeki P (t) e¼grisi için kontrol çokgeni � (k) = k, k = 1; :::; n seçilerek

oluşturulur. Yani

P k+1i (t) =
b� tqk�i
b� aqk P

k
i (t) +

tqk�i � aqk
b� aqk P ki+1 (t)

Lk = P k0 (x) ; k = 0; :::; n q-Bézier kontrol noktalar¬n¬hesaplamak için kullan¬lan

algoritmadaki diyagram¬n sol kenar¬ndan elde edilir. Özel olarak

P (t) =

nX
k=0

LkB
n
k (t; [a; b] ; q) ; t 2 [a; x]

dir. Burada p (u1; :::; un; q) ; P (t) nin q-tomurcuk fonksiyonu olmak üzere

Lk = p
�
aqk; :::; aqn�1; x; xq; :::; xqk�1; q

�
; k = 0; :::; n

ve

Lk =

kX
j=0

PjB
k
j (x; [a; b] ; q) ; k = 0; :::; n

dir.
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·Ispat. Teorem 4.2.2� den [a; b] aral¬¼g¬ndaki n -inci dereceden q-Bézier e¼grisinin

kontrol noktalar¬

Pk = p
�
aqk; :::; aqn�1; b; bq; :::; bqk�1; q

�
; k = 0; :::; n

idi. Bunu [a; x] aral¬¼g¬na uygularsak

Pk = p
�
aqk; :::; aqn�1; x; xq; :::; xqk�1; q

�
; k = 0; :::; n

bulunur. Ayr¬ca [a; b] için

P ki (t) = p
�
aqk; :::; aqn�1; b; bq; :::; bqi�1; t; tq; :::; tqk�1; q

�
olup

Lk = P
k
0 (x) = p

�
aqk; :::; aqn�1; x; xq; :::; xqk�1; q

�
dir. P (t) ; kontrol noktalar¬Pi; i = 0; :::; n olan [a; b] üzerinde n -inci dereceden

bir q-Bézier e¼grisi olmak üzere � (k) = k için

P ki (t) =
kX
j=0

Pi+jB
k
j

�
t

qi
; [a; b] ; q

�

oldu¼gundan

Lk = P
k
0 (x) =

kX
j=0

PjB
k
j (x; [a; b] ; q)

bulunur.

Teorem 4.2.9 (Sa¼g q-parçalama) q üzerindeki standart k¬s¬tlar alt¬nda x 2 (a; b)

ve P (t) ; [a; b] aral¬¼g¬üzerinde n -inci dereceden bir q-Bézier e¼grisi olsun. [x; b] alt

aral¬¼g¬üzerindeki P (t) e¼grisi için kontrol çokgeni � (k) = n + 1 � k; k = 1; :::; n
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seçilerek oluşturulur. Yani

P ki (t) = p
�
aqk+i; :::; aqn�1; b; bq; :::; bqi�1; tqn�1; :::; tqn�k; q

�
P k+1i (t) =

b� tqn�k�i�1
b� aqk P k+1i (t) +

tqn�k�i�1 � aqk
b� aqk P ki+1 (t)

Rk = P
n�k
k (x) ; k = 0; :::; n sa¼g kontrol noktalar¬algoritmaya kaŗs¬l¬k gelen diya-

gram¬n sa¼g kenar¬ndan elde edilir. Özel durumda

P (t) =
nX
k=0

RkB
n
k (t; [x; b] ; q) ; t 2 [x; b]

ve

Rk = p
�
b; bq; ::::; bqk�1; xqk; :::; xqn�1; q

�
; k = 0; :::; n

dir. Ayr¬ca

Rk =
nX
j=k

PjB
n�k
j�k (x; [a; b] ; q) ; k = 0; :::; n

dir.

·Ispat. [a; b] aral¬¼g¬için

P ki (t) = p
�
aqk+i; :::; aqn�1; b; bq; :::; bqi�1; tqn�1; :::; tqn�k; q

�
oldu¼gundan

P n�kk (t) = p
�
b; bq; :::; bqk�1; tqn�1; :::; tqk; q

�
olup [x; b] de

Rk = P
n�k
k (x) = p

�
b; bq; :::; bqk�1; xqn�1; :::; xqk; q

�
dir.

P (t) =
nX
k=0

RkB
n
k (t; [x; b] ; q) ; t 2 [x; b]

oldu¼gunu gösterelim.
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P (t) =
nX
i=0

p (aqi; :::; aqn�1; b; bq; :::; bqi�1; q)Bni (t; [a; b] ; q) oldu¼gunu biliyoruz. Bu

eşitlik [x; b] aral¬¼g¬için uyguland¬¼g¬nda

P (t) =
nX
k=0

p
�
xqk; :::; xqn�1; b; bq; :::; bqk�1; q

�
Bni (t; [a; b] ; q) yaz¬l¬r.

Rk =

nX
j=k

PjB
n�k
j�k (x; [a; b] ; q) ; k = 0; :::; n oldu¼gunu göstermek için

P ki (t) = p
�
aqk+i; :::; aqn�1; b; bq; :::; bqi�1; tq�(1)�1; :::; tq�(k)�1; q

�
ifadesinde � (l) = l; l = 1; :::; n için P ki = P̂

k
i ve � (l) = n+ 1� l; l = 1; :::; n için

P ki =
�P ki olsun. Teorem 4.2.5�den

P ki (t) =
kX
j=0

Pi+jB
k
j

�
t

qi
; [a; b] ; q

�

oldu¼gunu biliyoruz.

P̂ ki (t) = p
�
aqk+i; :::; aqn�1; b; bq; :::; bqi�1; t; tq; :::; tqk�1; q

�
P̂ n�kk (t) = p

�
b; bq; :::; bqk�1; t; tq; :::; tqn�k�1; q

�
=

n�kX
j=0

Pk+jB
n�k
j

�
t

qk
; [a; b] ; q

�

ve

�P ki (t) = p
�
aqk+i; :::; aqn�1; b; bq; :::; bqi�1; tqn�1; :::; tqn�k; q

�
�P n�kk (t) = p

�
b; bq; :::; bqk�1; xqk; :::; xqn1; q

�
= Rk

dir. Ayr¬ca

�P n�kk

�
xqk
�
= p

�
b; bq; :::; bqk�1; xqk; :::; xqn�1; q

�
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Rk = �P n�kk

�
xqk
�
=

n�kX
j=0

Pk+jB
n�k
j (x; [a; b] ; q) ; k = 0; :::; n

bulunur. Bu ise ispat¬tamamlar.

4.3 q-Tomurcuk Fonksiyonu Yard¬m¬yla Elde Edilen Baz¬Eşitlikler

Bu bölümde q-Bernstein taban fonksiyonlar¬için bilinen baz¬eşitlikleri q-tomurcuk

fonksiyonu yard¬m¬yla ispatlayaca¼g¬z.

Önerme 4.3.1 (Marsden Özdeşli¼gi)

[0; 1] aral¬¼g¬ndaki q-Bernstein taban fonksiyonlar¬için

nY
i=1

�
x� tqi�1

�
=

nX
j=0

(�1)j q j(j�1)2 Bnn�j

�
x; 1

q

�
Bnj (t; q)�

n

j

�
1
q

eşitli¼gi sa¼glan¬r (Simeonov vd. 2010).

·Ispat. Eşitli¼gin sol taraf¬P (t) polinomunu göstersin. P (t) polinomunun q-tomurcuk

fonksiyonu

p (u1; :::; un; q) =
nY
l=1

(x� ul)

dir. Gerçekten q-tomurcuk fonksiyonunun q-diagonal özelli¼ginden

p
�
t; tq; :::; tqn�1; q

�
= P (t)
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elde edilir. Ayr¬ca bu fonksiyon simetrik ve çok lineerdir. Teorem 4.2.1�den

P (t) =
nY
i=1

�
x� tqi�1

�
=

nX
j=0

PjB
n
j (t; q)

=

nX
j=0

p
�
0; :::; 0; 1; q; :::; qj�1; q

�
Bnj (t; q)

yaz¬l¬r. p (u1; :::; un; q) = (x� u1) ::: (x� un) oldu¼gundan

p
�
0; :::; 0; 1; q; :::; qj�1; q

�
= xn�j

j�1Y
l=0

�
x� ql

�
dir. Buradan

P (t) =
nX
j=0

xn�j
j�1Y
l=0

�
x� ql

�
Bnj (t; q)

ifadesi q nun kuvvetlerine göre çarpanlar¬na ayr¬ld¬¼g¬nda eşitli¼gin sa¼g taraf¬bulunur.

Burada

nX
j=0

xn�j
j�1Y
l=0

�
x� ql

�
Bnj (t; q) =

nX
j=0

xn�j
�
(x� 1) (x� q) :::

�
x� qj�1

�	
Bnj (t; q)

=
nX
j=0

(�1)j+1 q
j(j�1)

2
(q � x) (q2 � x) ::: (qj�1 � x)

q
j(j�1)

2

Bnj (t; q)

=
nX
j=0

(�1)j+1 q
j(j�1)

2

�
(1� x)

�
1� 1

q
x

�
:::

�
1� 1

qj�1
x

��
�Bnj (t; q)

=
nX
j=0

(�1)j q j(j�1)2

 �
n

n� j

�
1
q

xn�j
j�1Y
s=0

�
1� 1

qs
x
�!

�
n

j

�
1
q

Bnj (t; q)

=
nX
j=0

(�1)j q j(j�1)2 Bnn�j

�
x; 1

q

�
Bnj (t; q)�

n

j

�
1
q

oldu¼gundan istenilen elde edilir.
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Önerme 4.3.2 [a; b] aral¬¼g¬ndaki q-Bernstein taban fonksiyonlar¬için

nY
i=1

(x� tqi�1)

nY
i=1

(b� aqi�1)
=

nX
j=0

(�1)j q
j(j�1)

2

Bnn�j

�
x; [aqn�1; b] ; 1

q

�
Bnj (t; [a; b] ; q)�

n

j

�
1
q

eşitli¼gi sa¼glan¬r (Simeonov vd. 2010).

·Ispat. Önceki teoreme benzer olarak yap¬l¬r.

Önerme 4.3.3 i = 0; :::; n olmak üzere 8 ti kuvvet baz¬için

ti =
nX
k=i

�
k

i

�
q�

n

i

�
q

Bnk (t; q)

eşitli¼gi gerçeklenir (Simeonov vd. 2010).

·Ispat. Bu sonuç Teorem 4.2.1�den ve Mn
k (t) = tk tek terimlilerinin q-tomurcuk

fonksiyonu

mn
k (u1; :::; un; q) =

'n;k (u1; :::; un)

'n;k (1; q; :::; q
n�1)

'n;k (1; q; :::; q
n�1) = q

k(k�1)
2

�
n

k

�
q

ve ayr¬ca 8 k � i için

'n;i
�
0; :::; 0; 1; q; :::; qn�1

�
= 'k;i

�
1; q; :::; qk�1

�
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olmas¬ndan elde edilir. Gerçekten

P (t) =

nX
i=0

PiB
n
i (t; q)

=
nX
i=0

p
�
0; :::; 0; 1; q; :::; qi�1; q

�
Bni (t; q)

=

nX
i=0

'n;i (0; :::; 0; 1; q; :::; q
i�1; q)

'n;i (1; q; :::; q
i�1; q)

Bni (t; q)

=
nX
i=0

'n;i (0; :::; 0; 1; q; :::; q
i�1; q)

q
i(i�1)
2

�
n

i

�
q

Bni (t; q)

=

nX
i=0

q
i(i�1)
2

�
k

i

�
q

q
i(i�1)
2

�
n

i

�
q

Bni (t; q)

0 < k < i için
�
k

i

�
q

= 0 oldu¼gundan

P (t) =
nX
k=i

�
k

i

�
q�

n

i

�
q

Bni (t; q)

bulunur.

Önerme 4.3.4 Sabit ve lineer fonksiyonlar için s¬ras¬yla

i) 8 q için

1 =
nX
k=0

Bnk (t; [a; b] ; q)

ii) q = �1 ve n çift durumu hariç

t =

nX
k=0

 
a+

[k]q
[n]q

(b� a)
!
Bnk (t; [a; b] ; q)

eşitlikleri gerçeklenir (Simeonov vd. 2010).
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·Ispat. i) P (t) = 1 sabit polinomunun q-tomurcuk fonksiyonu p (u1; :::; un; q) = 1

dir. Gerçekten tk; k = 0; :::; n tek terimlilerinin q-tomurcuk fonksiyonu
'n;k (u1; :::; un; q)

q
k(k�1)

2

�
n

k

�
q

oldu¼gundan k = 0 için
'n;0 (u1; :::; un; q)�

n

0

�
q

= 1 dir.

Böylece sabit fonksiyonun q-tomurcuk fonksiyonu her q de¼geri için var oldu¼gundan

Teorem 4.2.2 yard¬m¬yla

1 = P (t)

=
nX
k=0

PkB
n
k (t; [a; b] ; q)

=
nX
k=0

p
�
aqk; :::; aqn�1; b; bq; ::::; bqk�1; q

�
Bnk (t; [a; b] ; q)

=
nX
k=0

Bnk (t; [a; b] ; q)

bulunur.

ii) P (t) = t polinomunun q-tomurcuk fonksiyonu

p (u1; :::; un; q) =
'n;1 (u1; :::; un)

'n;1 (1; q; :::; q
n�1)

=

X
1�i1�n

ui1

[n]q

=
u1 + u2 + :::+ un

[n]q

dir. Teorem 4.2.2 göz önüne al¬nd¬¼g¬nda

P (t) =
nX
k=0

PkB
n
k (t; [a; b] ; q)
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olup P (t) = t ve 8 q 6= 0 ve q 6= �1 için Bnk (t; [a; b] ; q) q-Bernstein taban fonksi-

yonunun katsay¬s¬

Pk = p
�
aqk; :::; aqn�1; b; bq; :::; bqk�1; q

�
=

aqk + :::+ aqn�1 + b+ bq + :::+ bqk�1

[n]q

=
a
��
1 + q + :::+ qk + :::+ qn�1

�
�
�
1 + q + :::+ qk�1

��
+ b
�
1 + q + :::+ qk�1

�
[n]q

=
a
�
[n]q � [k]q

�
+ b [k]q

[n]q

= a+
[k]q
[n]q

(b� a)

olup

t =
nX
k=0

PkB
n
k (t; [a; b] ; q)

=
nX
k=0

 
a+

[k]q
[n]q

(b� a)
!
Bnk (t; [a; b] ; q)

elde edilir.

Önerme 4.3.5 r ! rt dönüşümü [0; 1] aral¬¼g¬n¬[0; r] aral¬¼g¬na dönüştürmek üzere

Bernstein taban fonksiyonlar¬için yeniden parametrelendirme formülü

Bnk (rt; q) =
nX
i=k

Bik (r; q)B
n
i (t; q)

dir (Simeonov vd. 2010).

·Ispat. F ve G, q-tomurcuk fonksiyonlar¬f ve g olan n -inci dereceden polinomlar

olsunlar. E¼ger

F (t) = G (rt)
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ise bu durumda

f (u1; :::; un; q) = g (ru1; :::; run; q)

gerçeklenir. Çünkü f (u1; :::; un; q) için sa¼glanan üç tomurcuk fonksiyonu aksiyomu

g (ru1; :::; run; q) için de sa¼glan¬r.

Teorem 4.2.1, Lemma 4.2.1 ve q diagonal özelli¼ginden

Bnk (rt; q) =
nX
i=0

PiB
n
i (t; q)

=
nX
i=0

bnk
�
0; :::; 0; r; rq; :::; rqi�1; q

�
Bni (t; q)

dir. Ayr¬ca

bnk (0; :::; 0; r; rq; :::; rq
i�1; q) =

nX
k=0

'n;k (0; :::; 0; r; rq; :::; rq
i�1; q)

'n;k (1; q; :::; q
n�1)

=
nX
k=0

'i;k (r; rq; :::; rq
i�1; q)

'n;k (1; q; :::; q
n�1; q)

toplam¬8 k � i için mevcut oldu¼gundan

Bnk (rt; q) =

nX
i=k

bik
�
r; rq; :::; rqi�1; q

�
Bni (t; q)

=
nX
i=k

Bik (r; q)B
n
i (t; q)

elde edilir.
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ

Polinom tipli e¼griler bir çok alanda uygulamas¬ olan, özellikle bilgisayar destekli

geometrik tasar¬mlarda s¬kl¬kla kullan¬lan e¼grilerdir. ·Ilk kez Citro�en�de çal¬̧san �zikçi

ve matematikçi (Casteljau 1959) ve Renault�da çal¬̧san Frans¬z mühendis (Bézier

1970) in serbest şekil verilmi̧s yüzeyleri matematiksel ifade etme çabas¬yla başlayan

modelleme süreci günümüze kadar devam etmi̧stir.

Uçak ve otomotiv sektöründe kaŗs¬m¬za ç¬kan serbest şekil verilmi̧s yüzeylere en

iyi yaklaş¬m¬n yap¬labilmesi konusunda Bernstein polinomlar¬n¬n taban fonksiyonu

kullan¬larak elde edilen Bézier e¼grilerinin kontrol noktalar¬ tercih edilir. Çünkü

bir Bézier e¼grisi, kendisini tan¬mlayacak olan kontrol noktalar¬ile birebir ili̧skilidir.

·Ilk ve son kontrol noktalar¬e¼gri üzerinde bulunup di¼ger noktalar e¼grinin derecesini

belirlemeye yard¬mc¬olurlar. E¼grinin kontrol noktalar¬n¬n herhangi birinde yap¬lan

bir de¼gi̧siklik e¼grinin geneli üzerinde bir etkiye sahiptir.

Oldukça büyük bir öneme sahip olan Bézier e¼grilerinin kontrol noktalar¬n¬n belir-

lenmesi sürecinde tomurcuk (blossom) ad¬verilen bir fonksiyon kullan¬lmaktad¬r.

Sahip oldu¼gu özellikler, bu fonksiyonu Bernstein taban fonksiyonlar¬için eşitlikler

elde edilmesinde, bilgisayar destekli geometrik tasar¬mlarda yer alan algoritmalarda

ve özel olarak Bézier e¼grilerini bölmeye yarayan Casteljau algoritmas¬nda önemli

hale getirmektedir. Bu parçalama i̧sleminde kullan¬lan her iterasyon e¼grinin tan¬ml¬

oldu¼gu aral¬¼g¬n orta noktas¬nda yap¬ld¬¼g¬nda orta nokta parçalanmas¬ile oluşturulan

kontrol çokgenlerinin e¼griye do¼gru yaklaşt¬¼g¬görülür.

Son y¬llarda oldukça ilgi toplayan ve bununla ilgili olarak önemli sonuçlar elde edilen

q tamsay¬lar¬na dayal¬Bernstein polinomlar¬n¬ (Phillips 1996) tan¬mlam¬̧st¬r. Bu

polinomlara ait taban fonksiyonlar¬kullan¬larak q-Bézier e¼grileri elde edilmi̧s ve e¼gri-

lerin yaklaş¬m özellikleri algoritmalar yard¬m¬yla ifade edilmi̧stir (Oruç ve Phillips

2003). Belirli özelliklere sahip özel bir fonksiyon olan tomurcuk fonksiyonunun q

genellemesinin q-Bézier e¼grileri ile olan ili̧skisi (Simeonov vd. 2010) taraf¬ndan in-
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celenmi̧stir.

Programlanmas¬ oldukça kolay olan bu e¼griler günümüzde fontlar¬n tasar¬m¬nda,

otomobil, gemi, uçak gövdesi ve kanad¬tasar¬m¬nda kullan¬m alan¬bulmaktad¬r.

Bu tezde Bézier e¼grilerinin kullan¬m alan¬ndaki önemi ve tasar¬mc¬lara kolayl¬k sa¼gla-

mas¬ aç¬s¬ndan, önce Bézier e¼grileri ve sonras¬nda q-Bézier e¼grileri detayl¬ olarak

incelenmi̧stir. Bu alanda yap¬lm¬̧s çal¬̧smalarda elde edilen teoremler, önermeler ve

sonuçlar verilmi̧stir. Önemli bir teorem olarak her polinomun bir q-Bézier e¼grisi şek-

linde ifade edilebilece¼gi verilmi̧stir. Dahas¬Bernstein taban fonksiyonlar¬n¬n sahip

oldu¼gu "tek ekstremuma sahip olma" özelli¼ginin Bézier e¼grileri ve q parametresi

de¼gi̧siminin q-Bézier e¼grileri üzerindeki etkisi örnekler verilerek desteklenmi̧stir.

q-analizin önemli bir çal¬̧sma alan¬olmas¬ndan dolay¬, bilgisayar destekli geometrik

tasar¬mlarda yayg¬n kullan¬m alan¬bulan bu e¼grilerin q-Bernstein taban fonksi-

yonuna dayal¬olarak yap¬lan q genellemesi ve bununla ilgili elde edilecek sonuçlar

istenilen e¼gri ya da yüzeye yaklaş¬m aç¬s¬ndan oldukça büyük öneme sahiptir.
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