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Bu tez beg boliimden olugmaktadir.

Ik boliim giris kismina ayrilmistir.

Ikinci boliimde, birinci basamaktan lineer sabit katsayili parcali siirekli argiimentli
bir diferensiyel denklemin ¢oziimiiniin tanimi verilmistir. Ayrica bu tiirden denklem-
ler i¢in ¢oziim yontemleri gosterilmis ve bu denklemlerin sifir ¢oziimlerinin asimptotik
kararliligl incelenmistir.

Ucgiincii boliimde, birinci basamaktan lineer ileri parcal siirekli argiimentli diferen-
siyel denklemlerin ¢6ziimleri hesaplanmig ve bu tip denklemlerin sifir ¢oziimlerinin
asimptotik kararliligiyla ilgili baz1 sonuclar elde edilmistir.

Doérdiincii boliimde, alterne parcali siirekli argiimentli bir diferensiyel denklemin
¢oziimiiniin tanimi verilmistir. Ayrica bu tiirden denklemlerin ¢oziim yontemleri
ve sifir ¢oziimlerinin asimptotik kararliligi iizerinde durulmustur.

Son boliimde ise, 6nceki boliimlerde ele alinan denklemlerin salinimli ve periyodik

¢ozuimleriyle ilgili baz1 sonuglar elde edilmigtir.
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1. GIRIS

Siirekli argiimentli fonksiyonel diferensiyel denklemler (FDD) ile ilgili olarak su ana
kadar yapilan caligmalar hatir1 sayilir bir teorinin olugsmasini ve zengin bir literatiiriin
ortaya ¢ikmasim saglamigtir. Bu konu ile ilgili olarak Hale (1977), Gopalsamy (1992),
Gyori and Ladas (1991) gibi 6nemli eserlerden sz edilebilir. Siirekli argiimentli DD
ler pratikte biyoloji, fizik ve miihendislik tiirtinden problemlerin matematiksel mo-
dellerinde ortaya cikarlar. Bazen siirekli argiimentli FDD ler yerine siireksiz argii-
mentli FDD lerin alinmasi daha uygun olabilir. Boyle bir gecis durumunda ortaya
¢ikan yeni modelin teorisi 6ncekinden tamamen farkli olmaktadir. Bu yiizden siirek-
siz argiimentli F'DD ler konusunun ele alinmasi hem matematiksel hem de pratik
bakimdan gereklidir, énemlidir ve ayni zamanda giinceldir. Bu alanda yapilan ¢alis-
malar heniiz 25 yillik bir ge¢mise sahiptir. Bu siire icerisinde yazilmig degerli bir
kitap Wiener (1993) ve yaymlanmis pek ¢ok makale vardir. Bunlardan bazilar1 soyle
siralanabilir: Cooke and Wiener 1986, Aftabizadeh et al. 1987, Carvalho and Cooke
1988, Gyori and Ladas 1989, Luo and Shen 2003, Wang 2006.

Bu tezde pargali siirekli argiimentli diferensiyel denklemler (PSADD) konusunda
yapilan 6nemli ¢alismalardan soz edilmektedir. Bu konudaki galismalar Wiener
(1983, 1984), Cooke and Wiener (1984), Shah and Wiener (1983) tarafindan baglamig

ve bugiine kadar pek ¢ok matematikci tarafindan siiregelmistir.

Tipik bir PSADD
v(t) = f(tx(t),z(h(1)) (1.1)

seklindedir; burada h(t) gecikme argiimenti olup pargah siirekli bir fonksiyondur.

Ornegin, [.] tam deger fonksiyonunu ve n pozitif bir tamsayiy1 gostermek iizere

hit) =[t], [t —n],t —n[t],vb.

bi¢iminde olabilir. Bir PSADD in ¢oziimiiniin belirlenebilmesi igin, fonksiyonel
diferensiyel denklemlerdeki bir baglangi¢ fonksiyonu yerine sonlu sayida baglangig

verisinin bilinmesi yeterli olmaktadir. Bir PSADD siirekli ve ayrik dinamik sistem-
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lerin bir bilegkesidir. Bu yiizden, bir PSADD hem adi diferensiyel denklemlerin hem

de fark denklemlerinin ozelliklerini tasir.

Bir PSAD denkleminde 2’ (t) tiirevi, x ([t]), ...,z ([t — N]) degerleri cinsinden hesap-
lanirsa, o zaman boylesi bir denkleme gecikmeli PSADD denir. Eger z in argiiment-
leri ¢, [t+1],...,[t+ N] seklinde ise, o zaman denklem ileri tipten bir PSADD
adii alir. x in argiimentleri hem gecikmeli hem de ileri tipten ise, o zaman boyle bir
denkleme karigik tipten PSADD denir. Bir PSAD denklemde en yiiksek basamaktan
tiirev hem ¢ hem de bagka bir noktada verilmis ise, boyle bir denkleme de neutral
tipten bir denklem denir. PSADD lerin biitiin tipleri benzer ozelliklere sahiptir-
ler. Yani, boylesi denklemleri igeren baglangi¢ deger problemlerinde bir baglangic
fonksiyonu yerine sonlu sayida baslangic noktasi vardir; ¢oziimler c¢ift yanhdir; ve

fark denklem teorisine muhtactirlar.

PSADD ler kaotik davraniglar sergileyebilen diferensiyel denklemlerin en basit ¢rnek-

lerini tegkil ederler. Ornegin, Ladas (1988)
2(t) = 32 (1)) - 22 ([]), 2 (0) = co, (1.2)
baslangic deger probleminin tek ¢oziimiiniin
r(n+1)=4x(n)—2*(n), n=0,1,2,..., (1.3)

ozelligine sahip oldugunu gostermistir. Burada 6zel olarak cy = 4sin? (g) secilirse,

(1.3) fark denkleminin tek ¢oziimii
z (n) = 4sin? (2”%) (1.4)

olur. Bu ¢oziim 3 periyotlu periyodik bir fonksiyondur. Boylece Li and Yorke (1975)

tarafindan ortaya konan sonugtan (1.2) nin ¢oziimiiniin kaos gosterdigi anlagilir.

Ayrica, Carvalho and Cooke (1988) tarafindan ele alinan

2(t) = ax (1) (1 2 ([1) (L5)
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denklemi, meshur lojistik diferensiyel z’(t) = ax (t) (1 — 2 (¢)) denkleminde bir ¢
argiimentinin [t] ile yer degistirmig halidir. Boylesi bir denklemin komplike davraniglar

gosteren coziimlere sahip oldugu bilinmektedir.



2. BIRINCi BASAMAKTAN LINEER SABIT KATSAYILI PARCALI
SUREKLI ARGUMENTLI DIFERENSIYEL DENKLEMLER

Bu boéliimde birinci basamaktan lineer sabit katsayili parcal siirekli argiimentli dife-
rensiyel denklemlerin ¢oziimleri ile ilgili tanimlar, ¢coziim yontemleri ve bazi1 sonuglar

verilecektir.
2.1 Coziimlerin Bulunmasi

Bu kesimde birinci basamaktan lineer sabit katsayili

2 (t) = ax (t) + apx ([t]) + a1z ([t — 1])
x(=1)=c_1, x(0) =g

(2.1.1)

baglangi¢c deger probleminin ¢oziimii hesaplanmaktadir.

Tanim 2.1.1. (Cooke and Wiener 1984) Asagidaki kosullarin saglanmasi halinde

x (t) ye [0,00) aralig iizerinde (2.1.1) probleminin bir ¢oziimii denir:
(i) z (t), [0,00) aralig: tizerinde siireklidir;

(17) o' (t) tiirevi, t = n, n = 1,2, ..., noktalar1 hari¢ her ¢t € [0,00) igin mevcuttur.

Ancak, t = 1,2, ... noktalarinda z (¢) nin tek yanh tiirevleri vardur;
(43) x(t) fonksiyonu her ¢ € [n,n 4 1) C [0, 00) icin (2.1.1) denklemini saglar.
Simdi, bu tez caligmas1 boyunca sik sik kullanilan bazi sembollerden s6z edelim:

mo (t) = e + (e® — 1) a tag, my(t) = (e® — 1)a"tay

bo = mo(l), bl = ml(l),

(2.1.2)

ve )\1, /\2,
A —boA — b =0 (2.1.3)

denkleminin kokleridir.



Teorem 2.1.1. a # 0 olmak iizere, (2.1.1) problemi [0, co) aralig: iizerinde

z(t) = mo ({t}) ¢ + ma({t})ep- (2.1.4)
seklinde bir tek ¢oziime sahiptir; burada {¢}, ¢ nin ondalik kismi olup

)\[1t+1} (CO — )\20_1> + ()\16_1 — Co))\g—H]
Al — Ao

Cly) = (2.1.5)

dir.

Ispat. (2.1.1) denkleminin [n,n 4 1) arahgindaki ¢oziimii z,(t) = z(t), 2(n) =
Cn, t(n—1) =c¢,_1, olsun. Budurumdan <t <n+1licin [tj=nve[t—1=n—1

oldugundan, (2.1.1) denklemi
7' (t) = ax (t) + agcp + a1¢, 1 (2.1.6)
seklinde yazilir. Bu denklem lineer bir diferensiyel denklem olup ¢oziimii
Zn(t) = (e 4 (2 — Da"tag)e, + (€™ — 1)a"tay)eny
bigimindedir. Bu ¢oziim, (2.1.2) deki sembollerin gbz 6niine alinmasiyla,
xp(t) = mo(t —n)e, + my(t —n)e,—q (2.1.7)

seklinde yazilir. Diger taraftan, (2.1.1) denkleminin [n — 1,n) araligindaki ¢dziimii

T 1(t) = x(t), x(n — 1) = ¢,_1, ¥(n —2) = ¢,_2, olsun. Bu durumda,
Tp1(t) =mo(t —n+1)cp 1 +mi(t —n+ 1), o
dir. Coziimiin t = n noktasindaki siirekliligi nedeniyle

Tn (n) = an—l(n)



dir. Buradan

Cn = boCp_1 + b1Cp_o, n > 1, (2.1.8)

veya

Cny2 = bocpy1 + bic,, n > —1,

fark denklemi ortaya ¢ikar. Bu sabit katsayili fark denkleminin belirgin olmayan bir

¢ozlimii, k keyfi bir sabit olmak iizere ¢, = kA" geklinde aranirsa,
A —bpA — by =0

karakteristik denklemi bulunur ki bu (2.1.3) denklemidir.
Bu denklemin A; ve Ay koklerinin yapisina gore asagidaki durumlar incelenebilir:

(1) A1ve Az, (2.1.3) karakteristik denkleminin birbirinden farkl kokleri olsun. Bu

durumda (2.1.8) fark denkleminin genel ¢oziimii, ki ve ko keyfi sabitler olmak iizere

Cn = k1 AT + koAl (2.1.9)

dir. (2.1.1) deki baglangi¢ kosgullar1 goz 6niine alimrsa, n = —1 ve n = 0 igin, sirasiyle,
AT+ koAt =y, ki + ke =c

denklemleri elde edilir. Buradan

)\1 (CO — )\26_1) L )\2 ()\10_1 — CQ)
s 2

ki = -
! AL — A AL — A

dir. Bu k; ve ko degerleri (2.1.9) da yerlerine yazilirsa,

AT (o = Aact) + A5 (et — )

2.1.1
N (2.1.10)

Cn

elde edilir. (2.1.10), (2.1.7) de yerine konduktan sonra

n=1[t vet—n=t—[t] ={t}



esitlikleri g6z oniine almirsa, (2.1.4) elde edilir. Bu ise (2.1.1) probleminin tek

¢Oztimiidiir.

(i7) A1 ve Ag, (2.1.3) karakteristik denkleminin birbirine egit iki ¢oziimii, yani,
A==

olsun. Bu durumda, (2.1.8) fark denkleminin genel ¢oziimii, k; ve ko keyfi sabitler
olmak tizere

Cn = (k1 + kon) A" (2.1.11)

seklindedir. Buradan 6zel olarak n = 0 ve n = —1 ig¢in, sirasiyle,
ki =cove ky=co— Ae_q
bulunur. Bu k; ve ko degerleri (2.1.11) de yerlerine yazilirsa,
n=A"(co(n+1)— Ac_1n) (2.1.12)

elde edilir.

Boylece (2.1.1) probleminin [0, co) araligindaki x (t) ¢oztimii yine (2.1.4) seklindedir.
Ancak bu defa ¢y ifadesi

e = AN eo [t + 1] — Ae1 [1]) (2.1.13)
bicimindedir.
Uyar1 2.1.1. (2.1.13) ifadesi, (2.1.5) in Ay — Ay halindeki limitine egittir.
Teorem 2.1.2. a =0 ise, (2.1.1) denklemi [0, c0) aralig iizerinde
z (t) = (aocy + arcp—1)) {t} + gy (2.1.14)

seklinde bir tek ¢oziime sahiptir; burada cp, (2.1.5) deki gibidir.



Ispat. (2.1.1) denklemi a = 0 igin
' (t) = apz ([t]) + arz ([t — 1]) (2.1.15)

seklindedir. Bu denklemin n <t < n+ 1 araligindaki ¢oztimii x(t), x(n) = ¢,, z(n —

1) = ¢;1, olsun. Bu durumda (2.1.15) denklemi
' (t) = age, + are, (2.1.16)
denklemine indirgenir. Bu denklemin ¢oziimii, ¢ bir keyfi sabit olmak tizere
z(t) = (apcn + a1cn-1) t + ¢ (2.1.17)

dir. t = n icin

c=c¢, — (agtn + ar1¢_1)m

oldugundan, (2.1.17) den

x (t) = (apen + ar1cp—1) (t —n) + ¢, (2.1.18)
bulunur. n = [t] ve t —n = {t} oldugundan, (2.1.14) elde edilir.
Uyar1 2.1.2. (2.1.18) ¢oziimii, (2.1.4) iin a — 0 halindeki limitine esittir.

Sonug 2.1.1. (2.1.1) denkleminin ¢ziimiiniin ¢ — +00 igin sonsuza gitmesi durumu,

tistel fonksiyonun sonsuza gitmesi durumundan daha yavagtir.
Ispat. (2.1.1) denkleminin z (t) ¢oziimii, (2.1.4) den,

x(t) = (e“{t} + (e“{t} — 1) a_lao) c + ((e“{t} — 1) a_lal) Clt—1]-
{t} <1 oldugundan, e** < ¢lo! dir. Buna gore

lz(t)] < (ela‘ + elal la” ao| + |a_1a0‘) e | + (e‘“' {a_1a1| + | as]) |c[t,1}| (2.1.19)



yazilabilir.

A1 # Ag halinde (2.1.5) den,

1 t+1]
il =L (I
| [t]| |)\1 . )\2| 1

max(|\1],|A2|) = m olsun. Buradan

2(|co| + m|c_q|)ml Y
AL — A

gy | <

~2m(|eo| + m|c_y|)m!

AL — A

= clm[t]
ve 0 < [t] <t oldugundan, |c[t]| < ¢ym! elde edilir; burada

2m(|co| + m|c_1])

o A1 = Ao
Benzer sekilde
-] < com’
dir; burada
el mle)
’ A1 = Ag

(2.1.20) ve (2.1.21), (2.1.19) da kullamlirlarsa,
lz(t)] < em?

elde edilir; burada

c=c (e‘“' + el |a_1a0} + ‘a‘la0|) + ¢ (e|“| }a‘lal‘ + |a_1a1}) )

(leol + Palles]) + (P lle-a] +leo) |

(2.1.20)

(2.1.21)



Simdi A\; = Ay = X halini gz 6niine alahm. Bu durumda (2.1.13) den
el < [N (eol 14+ 11 + A e- 2D
|A| = m olsun. 0 < [t] <t oldugundan,
|cig| < m'(eol (t+1) +mlea] (£)

< (ol + mlea]) (¢t + 1)
== l{?l (t + ].) mt
yazilabilir; burada k; = (|co| + m|c_4]) dir.

Benzer sekilde

-] < katm*
. 1
dir; burada ks = —(|co| + 2m|c_1]).
m

(2.1.22) ve (2.1.23), (2.1.19) da kullanilirlarsa,
lz(t)| < ktm!

elde edilir; burada

k=2 (e‘“' + el !a’lag} + ‘aflao{) k1 + (elal ‘a’1a1| + ‘ailal‘) ko.

Boylece ispat tamamlanmig olur.

(2.1.22)

(2.1.23)

Stirekli vektor alanh adi diferensiyel denklemlerde ¢oziim ¢y noktasini merkez kabul

eden bir aralikta daima tanimhdir. Ancak bu durum gecikmeli diferensiyel denk-

lemler igin her zaman dogru degildir. Bununla birlikte, agagidaki teoremde (2.1.1)

denkleminin [0, co) araliginda tanimli olan ¢oziimiiniin geriye dogru (—oo, 0] araligina

genisletilebildigi gosterilmektedir.
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Teorem 2.1.3. a; # 0 ise, bu durumda (2.1.1) denkleminin geriye dogru (—oo, 0]
aralig tizerinde taniml olan bir tek ¢oziimii vardir ve bu ¢oziim yine (2.1.4) ve (2.1.5)

seklindedir.

Ispat. (2.1.1) denkleminin n > 1 igin [—n,—n + 1) arah@ izerindeki ¢oziimii

r_n(t) = z(t), z(—n) = c_y, x(—n—1) = c_,,_1, olsun. Bu durumda (2.1.1) denkleminden,
2'(t) = ax(t) + apc_p + a1¢_p_1.
Bu adi lineer diferensiyel denklemin ¢oziimii
T_n(t) = (e 4 (ea(””) —1)a'ag) c_n + ((e“(””) —1)a'a1) cops
veya (2.1.2) sembollerinin gozoniine alinmasiyla
T_p(t) =mo(t +n)c_y + mi(t +n)c_p (2.1.24)

seklinde bulunur. Bu ise (2.1.4) iin ¢ < 0 haline esittir. Diger taraftan, (2.1.1)
denkleminin [—n + 1, —n + 2) araligindaki ¢oziimii x_,1(t) = z(t), z(—n + 1) =

C_ns1, T(—n) = c_,, olsun. (2.1.24) den,
T_pi1(t) =mo(t+n—1)c s +mi(t+n—1)c_,
yazilabilir. Coziimiin ¢ = —n + 1 noktasindaki stirekliliginden
Ton(—n+1) =z pnn(-n+1)

ve buradan

C_pi1=boc_, +bic_pq1, n>1, (2.1.25)

seklinde bir fark denklemi elde edilir.

Bu denklemin c¢_,, = kA™" seklinde belirgin olmayan bir ¢oziimii aranirsa, (2.1.3)

karakteristik denklemi elde edilir.
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A1 ve A2, (2.1.3) denkleminin birbirinden farkli iki ¢oztimii olsun. Bu durumda

(2.1.25) fark denkleminin genel ¢oziimii, k; ve ko keyfi sabitler olmak iizere
Con =k A"+ koA (2.1.26)
dir. n > 1 oldugundan, ¢zel olarak n =1 ve n = 2 i¢in
Rt 4 kot = ey ve A2 + ko gt = e
yazilabilir. Buradan

kl _ )\% (Cfl — )\2672)

k _ /\3 ()\1072 — 071)
VDV M=y

Bu degerler (2.1.26) da yerlerine konulursa,

- )\1_”+2 (C,I — )\2072) + )\2—n+2 ()\1672 — C,1>

= 2.1.27
c NN ( )
elde edilir.
(2.1.3) karakteristik denkleminden A\ Ay = —b; dir. (2.1.27) den,
e, = )\;nJrl ()\10_1 + 610_2) + )\5”+1 (—blc_g — )\20_1) (2128)
A1 — Ao
olur. Diger taraftan, (2.1.25) de n = 1 alinirsa, b; # 0 olmak iizere
C_2b1 = Cy — b()C_l (2129)
bulunur. (2.1.29), (2.1.28) de yerlerine konursa,
oy = )\InJrl ()\10_1 + co — boC_l) + )\5”+1 (—Co + boc_l — )\26_1)' (2130)

A1 — Ao
(2.1.3) den, by = A\; + Ay dir. Buradan ve (2.1.30) dan,

)\;nJrl (CO — )\20_1) + )\;nJrl ()\10_1 — Co)
C_p =
Al — Ao
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elde edilir. Bu ise (2.1.5) in ¢ < 0 halini ifade etmektedir.
a1 = 0 i¢in agagidaki teoremler benzer gekilde ispatlanirlar.

Teorem 2.1.4.
2'(t) = ax (t) + apz([t]), x(0) = co, (2.1.31)

problemi [0, o) aralig: iizerinde
2(t) = mo ({t}) bl ey (2.1.32)
seklinde bir tek ¢oziime sahiptir.

Teorem 2.1.5. by # 0 ise, bu durumda (2.1.31) probleminin geriye dogru (—oo, 0]

aralig1 tizerinde tanimlh olan bir tek ¢oziimii vardir ve bu ¢oziim (2.1.32) seklindedir.

Teorem 2.1.6. by # 0 ve mg ({to}) # 0ise, bu durumda (2.1.31) denklemi z(¢y) = x¢

baglangi¢ kogulu ile birlikte (—o0, 00) aralig1 iizerinde
2(t) = mo({t})mg * ({to})0H g (2.1.33)
seklinde bir tek ¢oziime sahiptir.

Ispat. Teorem 2.1.4 ve Teorem 2.1.5 den, (2.1.31) denkleminin (—oo,00) araligi
tizerindeki ¢oziimii

2(t) = mo({tHbco (2.1.34)
dir. Bu ¢oziime z(ty) = o kogulu uygulanirsa,
co = womg ({to} )b
bulunur. Bu ¢y degeri (2.1.34) de yerine konursa, (2.1.33) elde edilir.

Uyar:1 2.1.3. Teorem (2.1.6), (2.1.31) denklemini kapsayan baglangi¢ deger prob-

lemlerinin sadece tamsayilarda degil ayn1 zamanda herhangi bir noktada tanimlana-
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bileceklerini belirtmektedir. Benzer durumun (2.1.1) denklemi i¢in de dogru oldugu

asagidaki teoremde ispatlanmaktadir.

Teorem 2.1.7. a # 0, a; # 0 ve
Aimo ({to}) + mi({to}) #0, 1 =1,2, (2.1.35)
ise, bu durumda (2.1.1) denklemi ve
z(to) = xo, x(to—1) =24 (2.1.36)

kosullarindan olugan baglangic deger problemi (—oo,00) araligi iizerinde bir tek
¢oziime sahiptir; burada A; ler (2.1.3) denkleminin kokleri olup {¢o}, o m ondalk

kismuidir.

Ispat. B8, = mo({to}) ve B, = mi({to}) olsun. {to — 1} = {to} olduguna dikkat
ederek, (2.1.36) kogullar1 (2.1.4) e uygulanrsa,

2o = BoClto] + Bl (2.1.37)

T-1 = BoClro-1] + B1Clro—2)
elde edilir. Diger taraftan,

/\[lto] _ )\[2?50] )\1>\[2to} _ )\2)\[1750]
P = S T

olsun. (2.1.5) den,

B A[ltoJrl} B )\[Ztoﬂ] )\1>\[2to+1] B )\2)\[1t0+1}
WETN )T N )

ve dolayisiyle

Clto] = Plto+1]€0 + q[to+1]C-1

bulunur. Buradan

Clto—1] = Plto]C0 T+ qto)C—1

14



ve

Clto—2] = Plto—1]C0 T qlto—1)C—1
yazilabilir. Bunlar1 (2.1.37) de yerlerine koyarsak,

(ﬁop[toﬂ} + 51p[to}) Co + (50@[t0+1] + 51(1[1:0]) C-1 = Zo,

(2.1.38)
(ﬁop[to] + ﬁlp[to—u) Co + (ﬂoCI[to] + 51%50—1]) €1 =T

seklinde ¢y ve c_; bilinmiyenli bir sistem elde edilir.
Bu sistemin katsayilar determinantinin sifirdan farkli olmasi halinde, (2.1.38) in bir

tek ¢oziime sahip olacag bilinmektedir. (2.1.38) sisteminin katsayilar determinant

A BoPito+1) + B1Pite)  Bodito+1) + B1dito]

BoPite] + B1Pito—1]  Bolite) + B1dito—1]

veya

A= (M) (B2 + (A1 + A2) BBy + 52)

dir. a; # 0 oldugundan, A\; Ay # 0 dir. Ote yandan, (2.1.35) den,

(/\1)\253 + (A1 + A2) By + 5%) = (MBo+ B1) (A2Bo + B1)
= [Mmo ({to}) +ma ({to})] [(A2mo ({to}) +mi1 ({to}))]
£ 0

dir. Buradan A # 0 dir. Boylece ispat tamamlanmig olur.
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2.2 Asimptotik Kararhlik

Bu kesimde (2.1.1) denkleminin sifir ¢6ziimiiniin asimptotik kararlihig incelenmekte-

dir (Cooke and Wiener 1984).

Teorem 2.2.1. (2.1.1) denkleminin = 0 ¢dziimiiniin ¢ — +o0 halinde asimp-
totik kararli olmasi igin gerek ve yeter kogul (2.1.3) karakteristik denkleminin A\;, g
koklerinin

M| <1, ho| <1 (2.2.1)

esitsizliklerini saglamasidir.

Ispat. e simirh oldugundan, (2.1.4) ve (2.1.5) goz 6niine alimarak ispat tamam-
lanir.  Zira ¢ — +o0o halinde ¢y — 0 olmasi igin gerek ve yeter kosul (2.2.1) in

saglanmasidir.

Teorem 2.2.2. a # 0 olsun. (2.1.1) denkleminin z = 0 ¢dziimii £ — +oo halinde

asimptotik kararl ise, bu durumda

—al2 a 9 _ el
a(+e)<a0<a( e)’
et —1 e —1
(2.2.2)

a

] < et —1

dir.

ispat. (2.1.1) denkleminin x = 0 ¢oziimii asimptotik kararli olsun. Bu durumda

Teorem 2.2.1 den, (2.1.3) karakteristik denkleminin \; ve Ay kokleri igin
A1] < 1ve )| <1
dir. Ayni zamanda (2.1.3) den,

A1+ Mg = by.
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Buradan

(2.1.2) den,
bo = e” + (e — 1)a 'ao.
(2.2.3) den,
T << 5T
bulunur.

Ayrica, (2.1.3) denkleminden,
A1 Ay = —by

oldugundan,

(2.1.2) den,

by = (e* — Da'a,

olup (2.2.4) den,

o] < er—1

elde edilir.

Teorem 2.2.3. a # 0 olsun. (2.1.1) denkleminin z

(2.2.3)

(2.2.4)

0 ¢Oziimiiniin ¢ — —+o00

halinde asimptotik kararli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul asagidaki hipotezlerden

birinin saglanmasidir:

(4)

a(2 +e?) P ae®
—_— a —
er —1 0 e —1’
a(e® +a (e — 1)ag)? a(e® +1)
< <
4(e* — 1) “ et —1

17



(i)

4(e* — 1)
(#44)
24 e 2—e®
e2he) | _a2-e)
e —1 e—1
P ale® +at(e* — 1
— a
et — ! 4(e* —1

Ispat. (2.1.1) denkleminin 2 = 0 ¢oziimii t — +oo halinde asimptotik kararl olsun.

Bu durumda Teorem 2.2.1 den, (2.1.3) denkleminin A\; ve Ay kokleri igin [A\;] < 1 ve

|A2| < 1 dir. Buradan

Ik olarak, (2.1.3) karakteristik denkleminin kokleri reel olsun. Bu durumda yukari-

daki esitsizliklerden, sirasiyle,

-2 < b0+\/b(2)+4b1 <2
ve

—2 < by — \/b%+4b1 <2
yazilabilir. Buradan asagidaki esitsizlikler elde edilir:
(@) —2<by <2,
(b)) —1<b <1,
(C) by < 1+ by,

(d) by <1 —bo,

18
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b2
(6) bl 2 —ZO

—2 < by < 0 igin
—1<b+1<1

olup (c) ve (e) den,
2

b
_ZO < by <1+ by. (2.2.7)

Boylece, —2 < €+ a~ ! (e* — 1) ag < 0 ise, 0 zaman

@ —1
—2—6“<e

< —e° 2.2.8
- ao e ( )

ve (2.2.7) den

a a __ ]_ -1 2
et 1 Jo_co) <(e"—1)alay <e*+ (e"—1)alag + 1 (2:2.9)

yazilabilir. (2.2.8) ve (2.2.9) esitsizliklerinin, sirasiyle, (i) deki esitsizliklere egdeger

olduklar1 aciktir.

0<by<2igin
—1<1—-0phy<1

olup (d) ve (e) den,
2

Boylece, 0 < e +a! (e — 1) ag < 2 ise, 0 zaman
—e* <at(e"—1)ag<2—e"

ve (2.2.10) dan

a -1 a_1 2
_(e+a (46 Jao) <a'e"—1)a;<1l—e*—a (e —1)ag

elde edilir. Bu esitsizlikler de (i) dekilere esdegerdir.
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Simdi (2.1.3) denkleminin A\; ve Ay kokleri kompleks olsun. Bu durumda,
A =b5+4b; <0 (2.2.11)

ve
dir.
|bg| < 2 oldugundan,

—2<e’+ (e —1)atag <2
dir. Bu ise (iii) hipotezindeki ilk esitsizlige egdegerdir.
Ayrica, |b1] <1 ve (2.2.11) den,

—b?
—1<b < TO

yazilabilir. (2.1.2) deki notasyonlardan,

(e" +a~'(e* — 1ag)?
4

~l<at(e"—1)a; < —
dir. Bu ise (#i7) hipotezindeki ikinci egitsizlige esdegerdir.
Yeterlilik icin:
(7) hipotezi saglansin. Buna gore

—2<by <0 (2.2.12)

ve
2

b
—ZO§51<50+1

dir. Buradan,

0 < b2 +4by < (by + 2) (2.2.13)
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yazilabilir. Dolayisiyle, (2.1.3) karakteristik denkleminin

bo + /b2 + 4b; bo — /b3 + 4b;
)\1 - 2 y )\2 - (2214)

2

kokleri gerceldir.

(2.2.12) ve (2.2.13) den,

b b /b2 + 4b
—1<5°§ 0+ 2°+ Lebg+1<1.
Buradan
|/\1|<]_

dir. Benzer gekilde, yine (2.2.12) ve (2.2.13) den,

B 2
b VB b

0
—<b+1<1l
2 Sg <t
yazilabilir ve dolayisiyle

(7) hipotezi saglansin. Bu durumda
0<by<2 (2.2.15)

ve
2

b5
—— < by <1—by.
L Sh 0

Buradan

0 < b2+ 4by < (2 —by)? (2.2.16)
olur. (2.1.3) karakteristik denkleminin (2.2.14) ile verilen A\; ve Ay kokleri reeldir.

(2.2.15) ve (2.2.16) dan,

b0<b0+\/bg+4b1<2.
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Buradan ve (2.2.14) den
’)\1’ <1

elde edilir. Benzer sekilde, yine (2.2.15) ve (2.2.16) dan,

boZbo—\/b%+4b1>2(b0—1)>—2

bulunur ve (2.2.14) den,
’)\2’ <1

oldugu goriiliir.

Son olarak (ii7) hipotezi saglansm. Bu durumda

—2<by<?2
ve
b2
—1<b < _ZO'
Buradan,

by —4 < b+ 4b; < 0.

O halde (2.1.3) karakteristik denkleminin kokleri

seklinde komplekstirler. Buradan

(A1 = [Aa| = /=0

ve (2.2.17) den
|)\1| <1 ve |)\2| <1

elde edilir.

Boylece ispat tamamlanmig olur.
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2.3 Baz1 Genellestirmeler

Bu kesimde sabit katsayili skaler

2 (t) = ax(t) + Zaix([t —1]), an #0, (2.3.1)
denklemi ile r boyutlu
Z'(t) = Az(t) + Aoz ([t]) + Arz ([t — 1)) (2.3.2)

sisteminin ¢oziimlerinin [0, co) araligindaki tekligi ispatlanmakta ve sifir ¢oziimlerinin
asimptotik kararlilig: iizerinde durulmaktadir; burada A, Ag, A;, r X r tiiriinde sabit

matrisler ve x, r x 1 tiiriinde bir kolon vektoriidiir.

Teorem 2.3.1. a # 0 olsun. Bu durumda (2.3.1) denklemi ve
z(i)=¢, i=0,—1,....,—N, (2.3.3)

baglangi¢ kosullarindan olugan problem [0, co) aralig iizerinde bir tek ¢oziime sahip-
tir. Ayrica, bu ¢oziimiin ¢ — +oo halinde sonsuza gitmesi, iistel fonksiyonun sonsuza

gitmesinden daha yavastir.

Ispat. (2.3.1) denkleminin [n,n + 1) arahig tizerindeki ¢oziimii z, (t) = = (t) ve bu
denklem igin baglangi¢ kogullar1 z(n — i) = ¢,—;, 0 < i < N, olsun. Bu durumda

(2.3.1) denkleminden,

N
z(t) = az,(t) + Z AiCn;

=0
elde edilir. Bu denklem lineer bir diferensiyel denklem olup genel ¢oziimii
N
T, (t) = et Z a ta;c,_;

1=0

dir.
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t = n igin

oldugundan,
x,(t) = Z mi(t —n)cn_; (2.3.4)
elde edilir; burada

mo (t) = e + (e — 1) a"tag

(2.3.5)
m;(t) = (e —1)a ta;, i=1,...,N.

Diger taraftan, (2.3.1) denkleminin [n + 1, n + 2) aralig: tizerindeki ¢oziimii, x,,.1(t) =

z(t) olsun. Bu durumda (2.3.4) ifadesinde n yerine n + 1 alinirsa,
N
Tpga(t) = Z m;i(t —n —1)cpp1—i

1=0

olur. Coziimiin ¢ = n + 1 noktasindaki siirekliliginden,
Tpri(n+1) =xz,(n+1)

ve dolayisiyle

N
Cpt+1 = Zbicn—i (2-3-6)
i=0

seklinde bir fark denklemi elde edilir; burada b; = m; (1) dir. Bu denklemin bir &zel

¢oziimii ¢,, = kA" seklinde aranirsa,

N
AVTE =3 " p AN (2.3.7)
i=0
karakteristik denklemi elde edilir. (2.3.7) denkleminin tiim Ay, Ao, ..., Ayy1 kokleri

birbirinden farkl ise, o zaman (2.3.6) fark denkleminin genel ¢oziimii

Cp = kl)\? -+ kg)\g + ...+ l{?N+1>\%+1 (238)
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seklinde olur; burada ki, ko, ..., kyi1 keyfi sabitlerdir. (2.3.3) baglangig kogullar:
(2.3.6) fark denklemi igin ¢ = 2 (0), ¢y =z (—1),...,c_y = 2 (—N) geklinde ifade
edilebilir. Buradan ve (2.3.8) den

Cop = kﬁl + k)g + ...+ kIN+1,
Cc_1 = kl)\fl -+ kg)\gl + ...+ ]{NJrl)\;VlJrl,
Coo = kAT + koA + o+ Enai AN, (2.3.9)

con = kAN + kAN 4+ v AV

seklinde bir denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin katsayilar determinant1 Van-

dermonde determinanti olup sifirdan farklidir. Gergekten,

1 1 -1
AMOAT e AN
DOTHLAL AN = AT AN
AN G
= I »'=xh
1<i<j<N+1

= (AT =D = A T = AR

(A=A = A (A = A)]

(AN = Ant)]
ve A1, Ag..., Any1 kokleri birbirlerinden farkl olduklarindan,
DAL A s ARh) #0.

Boylece k; bilinmiyenleri (2.3.9) dan tek olarak belirlenirler.
(2.3.7) karakteristik denkleminin bazi kokleri kath ise, o zaman (2.3.6) fark denklemi-
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nin genel ¢oziimii dereceleri sonlu olan polinomlarla iistel fonksiyonlarin ¢arpimlarim
igerir.
Ote yandan, (2.3.4) iin @ — 0 icin limitinin, (2.3.1) in @ = 0 halindeki ¢oziimiine

esdeger oldugunu belirtelim.

Teorem 2.3.2. (2.3.1) denkleminin z = 0 ¢dziimiiniin ¢ — +oo halinde asimptotik

kararli olmasi i¢in gerek ve yeter kogul
INi| <1, i=1,2,..,N+1,
dir.

Teorem 2.3.3. A, e — I ve A; matrisleri singiiler olmasinlar. Bu durumda (2.3.2)
denklemi ve

z(—1) =c_1, x(0) = ¢ (2.3.10)

baslangi¢ kosullarindan olusan baglangig deger problemi [0, 00) aralig) tizerinde bir
tek ¢oziime sahiptir. Ayrica bu ¢oziimiin sonsuza gitmesi, iistel fonksiyonun sonsuza
gitmesinden daha yavastir; burada c_; ve ¢g, r X 1 tiiriinde verilmis sabit kolon

vektorlerdir.

Ispat. (2.3.2) sisteminin [n,n + 1) aralig iizerindeki ¢oziimii z,(t) = 2 (t), z (n — 1) =

Cn-1, T (n) = ¢, olsun. Bu durumda (2.3.2) sistemi
o' (t) = Ax(t) + Aocn + A1cn
sekline yazilir. A matrisi singiiler olmadigindan,
x,(t) = (eA(t_”) + (eAlt=) — DA Ag) ¢, + ((eA(t_”) —DATAr) e (23.10)
elde edilir. (2.3.2) denkleminin [n + 1,n + 2) aralig: tizerindeki ¢oziimii

Tpir(t) = (A 4 () — DA AY) e + (2D = AT AY) ¢,
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Coziimiin t = n + 1 noktasindaki siirekliliginden,
To(n+1)=z,1(n+1)=cp

yazilabilir. Buradan

Cni1 = Bocp + Bicy—1, n >0, (2.3.12)
fark denklemi elde edilir; burada
By=e"+ (e* = 1) A4y, By = (e — 1) A'A,.
k sabit bir vektor olmak iizere (2.3.12) fark denkleminin
cn = Nk
seklinde sifirdan farkh bir ¢oziimii aranirsa,
(AT — BoA— By) k=0

seklinde cebirsel homogen sistemi elde edilir. Bu sistemin agikar olmayan ¢oziim-

lerinin var olmasi icin

det (\*I — ABy — By) =0 (2.3.13)

olmalidir. (2.3.13) denklemi,
det B; #0

olmasi durumunda 2r tane agikar olmayan ¢oziime sahiptir.

Bu koklerin
ALy A2y ooy Ay Apiqy eeey Agye

seklinde birbirinden farkli olduklarini kabul edersek, (2.3.12) nin genel ¢oziimii

Cp = A?dl + Ang + -+ )\gTer

27



seklinde bulunur; burada

dy = maky, do = maks, ..., dy = ma, ko,

dir; ki, ks, ..., ko, sirasiyle, A1, Ao, ..., Ao, ye karsilik gelen ve sifir olmayan sabit
vektorlerdir; my, ma, ..., ma, ler keyfi sabitlerdir. Bu keyfi sabitler (2.3.10) baglangig

kosullar1 yardimiyle tek olarak belirlenirler.

(2.3.13) denkleminin baz1 \; kokleri kath ise, o zaman c¢,, ifadesi iistel fonksiyonlarla

polinomlarin ¢arpimlarini igerir.

Teorem 2.3.4. (2.3.2) denkleminin = = 0 ¢dziimiiniin ¢ — +o0o halinde asimptotik
kararli olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul (2.3.13) denkleminin biitiin koklerinin agik

birim yuvarda bulunmasidir.
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3. ILERi PARCALI SUREKLi ARGUMENTLI DIFERENSIYEL
DENKLEMLER

Bu boliimde birinci basamaktan lineer ileri parcali siirekli argiimentli diferensiyel
denklemlerin ¢oziimleri hesaplanmakta ve ayrica sifir ¢oziimiiniin kararlilik durumlar

incelenmektedir.
3.1 2'(t) = ax(t) + apx([t])) + a1z([t + 1]) Denklemi Hakkinda
Bu kesimde birinci basamaktan skaler sabit katsayili baglangic deger
2'(t) = ax(t) + apx([t]) + arz([t + 1]), 2(0) = co, (3.1.1)

problemi hakkinda Shah and Wiener (1983) tarafindan bulunan baz sonuglardan soz

edilecektir.

Teorem 3.1.1. a # 0 ve a; # ¢ . ise, bu durumda (3.1.1) problemi [0, c0) aralig

et —
lizerinde

w(t) = (mo({t}) + dmy({t}))A\¢q (3.1.2)

seklinde bir tek ¢oziime sahiptir; burada {t}, ¢t nin ondalik kismudir; mg(t), ms(t)
(2.1.2) deki gibi tanimli fonksiyonlardir ve A, by = mq (1), by = my (1) olmak iizere,

(3.1.3)

Ispat. (3.1.1) denkleminin [n,n + 1) aralig1 tizerindeki ¢oziimii z, (t), 2,(n) = ¢y,

zp (n+1) = ¢py1, olsun. Bu durumda (3.1.1) denklemi
x (t) — az, (t) = age, + ar1cpyy

seklinde yazilabilir. Bu lineer diferensiyel denklemin z,, (n) = ¢, kogulunu saglayan
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¢Ozumiu
xu(t) = (ea(t_”) + (e*tm) — atag) cn + ((e“(t_”) —1a"ar) et
veya (2.1.2) deki notasyonlar cinsinden
xn(t) = mo(t —n)c, +ma(t — n)cpin (3.1.4)

dir. Diger taraftan (3.1.1) denkleminin [n + 1,n + 2) araligi iizerindeki x,1(t),

Tpy1(n+ 1) = ¢,pp1, ¢Ozlimil
Tpi1(t) =mo(t —n — 1)cppr +ma(t —n — 1)cpygo
dir. Coziimiin ¢ = n + 1 noktasindaki siirekliliginden
Tpri(n+1) =xz,(n+1)

olmalidir. Buradan

(1 - b1)6n+1 - boCn = 0, n Z 0, (315)

fark denklemi elde edilir. Bu denklemin belirgin olmayan bir ¢oziimii ¢,, = \" seklinde

aranirsa,

bulunur. O halde (3.1.5) fark denkleminin genel ¢oziimii

b \"
kN =k
¢ <1—b1>

dir; burada k keyfi bir sabittir. Buradan ¢y = x (0) baglangig kogulunu saglayan

¢Ozim

dir. Buradan c¢,.1 = coA""! olur. Boylece (3.1.1) baslangic deger probleminin
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[n,n + 1) tizerindeki tek xz, (t) ¢oziimii, (3.1.4) den
T (t) = (mo (t — n) + Amy (t —n))A"co
olup (3.1.1) in [0, 00) arahgindaki tek x () ¢oziimii
z (t) = (mo ({t}) + A ({t})) Aeq
bigiminde bulunur. Boylece ispat tamamlanmig olur.

Uyar1 3.1.1. a = 0 ise, bu durumda (3.1.1) probleminin [0, c0) araligindaki tek

o (t) = <1+ “°+“1{t}) (H%)m o (3.1.6)

1—0,1 1-@1

¢Ozimi

dir. Bu ¢oziim aymi zamanda (3.1.2) ¢oziimiiniin ¢ — 0 halindeki limit degerine

esittir.

a

:ae | ise, bu durumda (3.1.1) probleminin geriye

Teorem 3.1.2. by # 0, yani ay #

e
dogru (—oo, 0] iizerinde tanimh olan bir tek ¢oziimii vardir ve bu ¢oziim yine (3.1.2)

seklindedir.

Ispat. (3.1.1) denkleminin [—n, —n + 1) aralig iizerindeki ¢oziimii z_, (t), 2_, (—n) =

Cony Top (—m 4+ 1) = c_,11, olsun. Bu durumda (3.1.1) denklemi

' (t) —ax_,(t) = agc_p + a10_p11
seklini alir. Bu denklemin ¢oziimii

Tn(t) = (e 4 (2t — 1)a " ag) ey + (€ = 1D)a " ar) ey

veya (2.1.2) den,
T_p(t) = mo(t +n)c—p +mi(t +n)c_pi1 (3.1.7)

dir. (3.1.7) den, (3.1.1) denkleminin [—n + 1, —n + 2) arahg tizerindeki z_,1; (%),
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Topi1 (—n+1) = copp1, Toptr (-0 +2) = copyo, ¢Oziimi

Topi1(t) =mo(t+n—1)c_py1 +mi(t+n—1)c_pio.

Coziimiin t = —n + 1 noktasindaki siirekliliginden,

T oo (-n+1)=z_,(—n+1)

ve dolayisiyle
(1 — b1>C,n+1 — boC,n = 0, n > 0, (318)

fark denklemi elde edilir. Bu denklemin c¢_,, = A™" geklinde bir ¢oziimii aranirsa,

bulunur. Buradan (3.1.8) fark denkleminin genel ¢oztimii

b \ "
kAT =k
¢ (1—b1>

dir; burada k keyfi bir sabittir. Buradan ¢y = x (0) baglangig kogulunu saglayan

¢Ozim

b —Nn
Cp = oA = ¢ (1 Ob ) . (3.1.9)
— U1

Buradan

b —n+1
Cong1 =N " =¢ <1 —Obl) ) (3.1.10)

(3.1.9) ve (3.1.10), (3.1.7) de yerlerine konulurlarsa,
T_p(t) = (Mo (t +n) 4+ Amy (t+n))A "o
bulunur. Béylece (3.1.1) probleminin (—oo, 0] araligindaki ¢oziimii
z () = (mo ({t}) + dmy ({t})) Aeg

dir; burada [t] = —n ve {t} =t + n dir.
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(3.1.1) denklemi igin verilen baglangi¢ kogullarinin sadece tam sayilarda tanimlanmak

zorunda olmadigr asagidaki teoremde gosterilmektedir.

Teorem 3.1.3. by # 0, by # 1 ve my({to}) + Am1 ({to}) # 0 ise, bu durumda
(3.1.1) denklemi ve z (ty) = xo kogulundan olugan baglangi¢ deger problemi (—oo, 00)

araligi {izerinde

2(t) = (mo ({t}) + My ({t})) (mo ({to}) + dmy ({to})) " A=y, (3.1.11)
seklinde bir tek ¢oziime sahiptir.

Ispat. by # 0 ve by # 1 oldugundan, Teorem 3.1.1 ve Teorem 3.1.2 den, (3.1.1)
problemi, (—oo, 00) aralig: iizerinde (3.1.2) formiilii ile verilen bir tek ¢oziime sahiptir.

(3.1.2) de t =t alnirsa,
z (to) = (mo ({to}) + Ama ({te})) A"eg

ve buradan

co = o (mo ({to}) + Ama ({to})) " A~

bulunur. Bu ¢y degeri (3.1.2) de yerine yazilirsa, (3.1.1) in (—o0, 00) aralig1 iizerinde

x (tg) = o kogulunu saglayan tek z (t) ¢oziimii (3.1.11) seklinde elde edilir.

Uyar: 3.1.2. b; = 1ise, o zaman by # 0 ve by = 0 gibi iki olast durum s6z konusudur.
Ik durumda, (3.1.1) in ¢dztimii z (¢) = 0 dir. Ciinkii bu durumda (3.1.5) den —byc,, =
0 ve dolayisiyle ¢, = 0 bulunur. Ikinci durumda, yani by = 0 oldugu zaman (3.1.1)

problemi sonsuz sayida ¢oziime sahip olur.

Teorem 3.1.4. (3.1.1) probleminin = 0 ¢dziimiiniin, ¢ — +oo halinde kararl ve

asimptotik kararli olmasi icin gerek ve yeter kosul, sirasiyle,
Al <1ve |N<1

dir.
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Teorem 3.1.5. (3.1.1) probleminin # = 0 ¢dziimiiniin ¢ — 400 halinde kararli ve

asimptotik kararli olmasi igin gerek ve yeter kosul, sirasiyle,

a4
(a+ao + ay) (al ~ap — %) >0 (3.1.12)
ve
@41
(a+ag+ a1) <a1 —ag — aie—jl)) >0 (3.1.13)
dir.

Ispat. (3.1.1) denkleminin 2 = 0 ¢oziimii kararl olsun. Teorem 3.1.4 den,
Al <1

(3.1.3) den,

1 —by >0 ise,
—(1=0) <b<1—-0

ve buradan

by — by < 1,
e (3.1.14)

by +0o <1
yazilabilir. (2.1.2) deki by ve by degerleri (3.1.14) de yerlerine konulurlarsa, sirasiyle,

(" —1)atag —e* —(e*—1)atap < 1

ve

(e —1)atay+e"+ (e —1)atay < 1

bulunur. Yukaridaki ilk esitsizlikten,

a1 —ag — ——————— <0 (3115)
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ve ikinci esitsizlikten,

(a+ag+a) <0 (3.1.16)
elde edilir. Bu iki esitsizlik taraf tarafa garpilirsa (3.1.12) bulunur.

1 —b, <0 ise,
1—by <byp<—(1—0by)

ve dolayisiyle

by +bp > 1,
= (3.1.17)
by — by >1
yazilabilir. (2.1.2) ve (3.1.17) esitsizliklerinden, sirasiyle,
(e —1)ata; +e*+ (e —1)atag > 1,
(" —1)atag —e* — (" —1)atag > 1
bulunur. Buradan da
(a+agp+ay) >0 (3.1.18)
ve
“+1
ar — ag — CL(G—Jrl) >0 (3.1.19)
et —

elde edilir. (3.1.18) ve (3.1.19) esitsizliklerinin taraf tarafa ¢arpilmasiyla yine (3.1.12)

bulunur.
Yeterlilik icin:

(3.1.12) saglansin.

a+ag+a; <0 (3.1.20)
ise, bu durumda
*+1
ay — ap — (I(e—"_l) <0. (3121)
ea J—

(3.1.20) ve (3.1.21) den, sirasiyle,

b0+61§1V€b1—b0§1
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elde edilir. Dolayisiyle
—(1=b1) <by<1—by.

1 — b, > 0 oldugundan,
—1<A<1

olur; burada \ = bo dir.
1—b

a—+ ag + aq > 0
ise, bu durumda

a(e”+1) .-

ay — g — =
ed — 1

dir. Bu iki egitsizlikten, sirasiyle,
bo—l—blzlvebl—bozl

elde edilir. Buradan

1—b <by<—(1-by).

1 —b; <0 oldugundan,
-1 <A<

b
olur; burada \ = 7 0 dir.
— 01

Boylece ispat tamamlanmig olur.

Sonug 3.1.1. (2.1.31) denkleminin = 0 ¢oziimiiniin kararl ve asimptotik kararh

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, sirasiyle,

—afle® 41
el ) o
e —1
—a(e”+1)
<ag < —a
er — 1

dir.
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Teorem 3.1.6.

ae” a
— .1.22
(a0+ea_1) (al 6“—1) >0 (3 )

ise, bu durumda ¢y # 0 olmak iizere (3.1.1) probleminin ¢6ziimii, ug noktalar: tam

sayilar olan her bir (n,n + 1) aralig: iizerinde

1 a
a a+ap+a;

seklinde bir tek sifira sahiptir.

(3.1.22) saglanmiyorsa ve
—ae’
e —1’

aO?"é 007&07

ise, 0 zaman (3.1.2) ¢oziimiiniin [0, c0) aralig: iizerinde sifirlar1 yoktur.
Ispat. \ # 0 ve ¢y # 0 icin 2 (t) = 0 denklemi
mo ({t}) + Amq ({t}) = 0

denklemine esdegerdir.

(3.1.3) den,

ve (2.1.2) den,

e +a lag (et — 1) e* +alag (e* — 1)

alay (esttt — 1) alay (e —1)—1"
Buradan
ol _ G0t ame”
a—+ ag + aq
bulunur.

a >0 ve by # 1 ise, o zaman

ag + a,e®
T a+ag+ o
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Simdi
a+ag+a >0 (3123)
durumu goz oniine alinirsa,

a

ap > ve ap > (3.1.24)

er —1 e — 1
Bu egitsizlikler taraf tarafa toplanirsa, yine (3.1.23) elde edilir.

a >0, a4+ ag+ a; <0 ise, bu durumda
(a+ag+ay)e® <ap+are® <a+ag+ a;

ve dolayisiyle

a a

—ae
1.2
6a—1,&1<8a_1 (3 5)

ag <
elde edilir. Yine, a + ag + a3 < 0 esitsizligi (3.1.25) den elde edilir.

a <0 veby #1 ise,
aop + a;e®
a—+ ag + aq

ve dolayisiyle (3.1.23) den (3.1.24) elde edilir.

a+ ag+ a; < 0 ise, bu durumda (3.1.25) bulunur. (3.1.22) hipotezi by (b — 1) > 0

seklinde de yazilabilir ki bu A < 0 durumuna esdegerdir.

Sonug 3.1.2.

ae”

e — 1

ao < — (3.1.26)

ise, bu durumda (2.1.31) probleminin x (0) = ¢ # 0 kogulunu saglayan

z(t) = (e“{t} (1 + @) - @> (e“ (1 + @) - @>[t] Co (3.1.27)

a a a
¢oziimii her bir (n,n + 1) araliginda

1 Qo
t,=n-+ —1In
a a-+ag
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seklinde bir tek sifira sahiptir.
(3.1.26) saglanmiyorsa, o zaman (3.1.27) ¢oziimiiniin [0, co) aralig: {izerinde sifirlar:

yoktur.

Son iki teoremden (a, ag, a;) uzaymnda (3.1.1) problemi i¢in agagidaki zellikler elde

edilir:

(1°)

(ao 4o ) (al —ag— M) >0 (3.1.28)

e —1 e —1
ise, bu durumda ¢y # 0 olmak iizere (3.1.2) ¢oziimii her bir (n,n + 1) aralig: tizerinde

bir tek sifira sahiptir ve

lim x(t) =0

t—-4o00

dir.

Gergekten, ¢oziimiin bahsi gegen 6zelliklere sahip olmasi igin gerek ve yeter kogul

—1 <A <0, yani A(A+ 1) < 0 olmasidir. (2.1.2) notasyonlarindan,
bg(bo—b1+1)<0
elde edilir ve buradan (3.1.28) ortaya gikar.

(2°)

(a+ap+a1) <a0 + eae_ 1) <0 (3.1.29)

ise, bu durumda ¢y # 0 olmak iizere (3.1.2) ¢oziimii (0, 00) araligi iizerinde hig bir

sifira sahip degildir ve tliin x(t) =0 dur.

Gergekten, sozii edilen 6zellikler ancak ve ancak 0 < A < 1 oldugunda ortaya cikarlar.

Dolayisiyla A (A — 1) < 0 esitsizligi goz oniine alinarak (3.1.29) elde edilir.

(3%)

(a1 S ) <a1 — ag — M) <0 (3.1.30)

et —1 e —1

ise, bu durumda (3.1.2) ¢ziimii ¢y # 0 olmak iizere her bir (n,n + 1) aralig: iizerinde
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bir tek sifira sahip olup [0, 00) aralig: {izerinde siirsizdir.

Gergekten, A < —1 alindig1 zaman ispat tamamlanir. Ciinkii A < —1,

(by — 1) (by — by — 1) < 0 egitsizligine egdegerdir ve buradan da (3.1.30) elde edilir.

(4°)

(a+ao + ay) (a1 — ) <0 (3.1.31)

et —1
ise, bu durumda ¢y # 0 olmak iizere (3.1.2) ¢oziimii (0,00) aralig: iizerinde hig bir

sifira sahip degildir ve sinirsizdir.

Gergekten, A > 1, (by — 1) (bp + by — 1) < 0 seklinde yazilabilir ve buradan (3.1.31)
elde edilir.

(5%)
a 1 a
er—1 e —1

£ 0 (3.1.32)

ise, bu durumda ¢y # 0 olmak iizere (3.1.2) ¢oziimii her bir (n,n + 1) aralig: tizerinde
bir tek sifira sahip olup 2 periyotlu periyodik bir fonksiyondur. Bu durumda A = —1
dir.

(6°)
a 1 a
et —

=0
e —1

ise, bu durumda
a

e —1

a; =
olup (3.1.1) problemi sonsuz sayida ¢oziime sahiptir.

Gergekten, bu durumda b; = 1 ve by = 0 oldugundan Uyar1 3.1.2 gerceklenmis olur.

(7°)

a+ag+a1:0, 6617'é
er —1

ise, bu durumda x (t) = ¢y dur.
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Gergekten, burada A =1 ve
z(t) = (mo ({t}) +ma ({t})) co = a™" (" (a + ag + 1) — ag —ar) o
elde edilir.

(8°) Son olarak,

ae®

ag +
0 e —1

£0

:0, ay —

et —1
ise, bu durumda A = 0 olup
mo(t)CO, 0<t«1

z(t) =
0, t>1

dir.

Simdi 6zel olarak (2.1.31) denklemi igin (a,ag) diizleminde agagidaki ozellikler not

edilebilir:

(1)
a(e*+1) ae®
Y cag< —
er —1 er —1

ise, bu durumda ¢ # 0 olmak iizere (2.1.32) ¢oziimii her bir (n,n + 1) aralig tizerinde

bir tek sifira sahiptir ve tlim z(t) =0 dir.

@) a

e — 1

< ap < —a

ise, bu durumda (2.1.32) ¢oziimiiniin (0, co) aralig: iizerinde sifirlar1 yoktur ve

tlim z(t)=0
dir.
(3"
a4+ 1
P G D)
e — 1
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ise, bu durumda (2.1.32) ¢oztimii her bir (n,n + 1) aralig1 iizerinde bir tek sifira

sahiptir ve bu ¢oziim [0, 0o) aralig: tizerinde smirsizdir.

(4)

ag > —a

ise, bu durumda (2.1.32) ¢oziimii (0, co) aralig) iizerinde hig bir sifira sahip degildir

ve ayni zamanda sinirsizdir.

(5')
_a(e"+1)

ag =
e —1

ise, bu durumda (2.1.32) ¢6ziimii 2 periyotlu periyodiktir.
(7") ap = —a ise, bu durumda z (t) = ¢, dir.

(&)

ag = —
e —1

ise, bu durumda
mo(t)CO, 0<t<1
0, t>1

dir.
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3.2 2'(t) = ax (t)+aoz([t])) +ar ([t + 1]) +azz ([t + 2]) Denklemi Hakkinda
Bu kesimde as # 0 olmak iizere birinci basamaktan skaler
2'(t) = ax(t) + aox([t]) + arx([t + 1]) + agx ([t + 2]) (3.2.1)

denklemi ve

z(0) =co, (1) =¢1 (3.2.2)

baslangi¢ kosullarindan olusan baslangi¢c deger problemi hakkinda bulunan sonugclar-

dan soz edilecektir (Shah and Wiener 1983).

A1 ve Mg, (3.2.1) denklemine iligkin
boA2 + (b — DA +by =0 (3.2.3)

karakteristik denkleminin koklerini gostersin; burada by, by, (2.1.2) de tammlanan

fonksiyonlar olup by = ms (1),
ma (t) = (e" —1)a "ay
dir.

Teorem 3.2.1. a # 0 olmak iizere (3.2.1)-(3.2.2) baglangi¢ deger problemi [0, co)

aralig1 tizerinde

x (t) = mo ({t}) ey +ma ({t}) cpera + ma ({t}) Cery (3.2.4)

seklinde bir tek ¢oziime sahiptir, burada

A (Xpco = 1) + (1 — Aeg) A
Xy — N\ '

(3.2.5)

) =

Ayrica, bu ¢oziimiin sonsuza gitmesi iistel fonksiyonun sonsuza gitmesinden daha

yavagtir.
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Ispat. (3.2.1) denkleminin [n,n + 1) arahg iizerindeki ¢oziimii z, (t) = z (1),

z(n) =cp, x(n+1) = cypp1, ¢ (0 +2) = ¢pyo, olsun. Buna gore (3.2.1) den
2’ (t) — ax (t) = agcp + a1Cn41 + A2Cn42
bulunur. Bu denklemin z (n) = ¢, kogulunu saglayan ¢oziimii
2y (t) = (€™ 4 (e — 1) a tag) cot (€™ — 1) a tarcpi+ (€2 — 1) a tascpas

veya

Tp (1) =mo (t —n) ey, +my (t —n) cppr +ma (t —n) cppo (3.2.6)

dir. Buradan (3.2.1) denkleminin [n + 1,n + 2) aralig) iizerindeki ¢oziimii
Tpp1 (t) =mo(t—n—1)cpor +ma(t—n—1)cpa+mo(t —n —1)cpys.
(oziimiin ¢t = n + 1 noktasindaki stirekliliginden,
Tpri(n+1)=z,(n+1)

ve buradan

b20n+2 + (bl - 1) Cn+1 + bocn = 0, n Z 0, (327)

fark denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢,, = \" geklinde bir ¢ziimii aranirsa, (3.2.3)

karakteristik denklemi elde edilir.

A1 ve g, (3.2.3) karakteristik denkleminin birbirinden farkl kokleri ise, o zaman k;

ve ky keyfi sabitler olmak iizere (3.2.7) fark denkleminin genel ¢oziimii

dir. (3.2.2) baglangic kosullar1 ¢g = 2 (0), ¢; = x (1) seklinde dikkate alinarak (3.2.8)
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denklemine uygulanirsa,

CoAg — €1 €1 — CoAq
k= ———veky= ——

/\2 — /\1 )\2 - )\1
bulunur. Bu k; ve ko degerleri (3.2.8) de yerlerine konulurlarsa,

o A Qato = 1) + (1 = Aaco) Ny (3.2.9)
Mo — M

elde edilir. Boylece (3.2.1)-(3.2.2) baglangic deger probleminin n < t < n + 1 iize-
rindeki ¢oziimii (3.2.6) ve (3.2.9) dan olugur. Buradan ¢t —n = {t} ve n = [t] almrsa,

[0, 00) tizerinde tanimli olan (3.2.4)-(3.2.5) ¢oziimii bulunur.

A1 ve Ay, (3.2.3) karakteristik denkleminin birbirine egit kokleri, yani \; = Ay = A

ise, o zaman (3.2.7) fark denkleminin genel ¢oziimii

dir; burada k; ve ks keyfi sabitlerdir. (3.2.2) baglangi¢ kogullar1 (3.2.10) denklemine

uygulanirsa,

€1
]C1:CQVGICQZX—CO

ve bu degerler yine (3.2.10) da yerlerine konursa, (3.2.7) fark denkleminin ¢y =

z(0), ¢; = x (1) baglangig kogullarim saglayan tek ¢oziimii
cn=A"1en — Mg (n—1)).

Buradan

g = AT (e [t] = Ao [t — 1)) (3.2.11)

yazilabilir. Boylece A\; = As halinde (3.2.1)-(3.2.2) baglangi¢ deger probleminin [0, co)
tizerindeki tek ¢oziimii, (3.2.4) ve (3.2.11) seklindedir.

Uyar1 3.2.1. (3.2.11) ifadesi (3.2.5) in Ay — A; i¢in limit degerine esittir.
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Teorem 3.2.2.
2'(t) = apx([t]) + arz([t + 1]) + asz ([t +2]), 2(0) = co, (1) = ¢y, (3.2.12)
problemi [0, c0) aralig: iizerinde
x(t) =cy + (aoc[t] + a1cp1) + agc[tﬁ}) {t} (3.2.13)
seklinde bir tek ¢oziime sahiptir.

Ispat. (3.2.13) ¢oziimii dogrudan veya a — 0 halinde (3.2.4) iin limiti hesaplanarak

bulunabilir.

Teorem 3.2.3. by # 0 ise, bu durumda (3.2.1)-(3.2.2) baglangi¢ deger probleminin (—oo, 0]

aralig) iizerindeki tek ¢oziimii (3.2.4) ve (3.2.5) seklindedir.
Ispat. Bu teoremin ispati, Teorem 3.2.1 in ispatina benzer sekilde yapilir.
Teorem 3.1.3 e benzer olarak agagidaki teorem verilebilir.
Teorem 3.2.4. by # 0 ve
B+ (1= b1) BBy + (1 = br)* = 2boBeBy + b7 +bo (1 — by) By, + b33 # 0 (3.2.14)
ise, bu durumda (3.2.1) denklemi ve
z (ty) = mo, x (to+ 1) =24

kosullarindan olugan baglangic deger problemi (—oo,00) araligi iizerinde bir tek

¢oziime sahiptir; burada 3y = mo ({to}), f1 = ma ({to}) ve By = ma ({to}) dur.

ispat.
A

t:
(1) N

46



olsun. (3.2.5) ifadesinde ¢ yerine t( + @ alinirsa

) o )\[2t0_1+i] . A[lto—l-i—ﬂ ) )\[2750+i] . )\[ltO—H]
[to-i—z] 112 )\2 _ >\1 0 )\2 _ )\1

elde edilir. Burada A; ve A2 (3.2.3) karakteristik denkleminin kokleri olduklarindan,

)Cla i:O7172737

bo
AMAy = —
1A2 by
ve buradan cj, 1 ifadesi tekrar
bo . . .
Cltorti) = ~ 3 H (to—1+1i)co+p(to+i)c, 1=0,1,2,3, (3.2.15)
2

seklinde yazilir. (3.2.4) ¢oziimii t =t ve t = to+ 1 i¢in ayr1 ayr1 goz 6niine alinirsa, o
zaman {to + 1} = {to} ve (3.2.15) den agagidaki ¢y ve ¢; bilinmiyenli cebirsel sistem

elde edilir:

s (Bott (to — 1) + Byp (to) + Bop (to + 1)) co+

(Bow (to) + Byp (to + 1) + Bop (to + 2)) c1 = o,
(3.2.16)

b (Bop (to) + Byp (to + 1) + Bap (to + 2)) co+

[ (Bow (to + 1) + Byp (to +2) + Bop (to + 3)) a1 = 1.

(3.2.16) sisteminin katsayilar determinant1 (3.2.14) ifadesinin sol tarafina esittir.
Boylece ¢y ve c1, xg ile x; baslangic degerleri cinsinden tek olarak hesaplanirlar.
Bulunan ¢y ve ¢; degerleri (3.2.5) ifadesinde yerlerine yazilirlarsa, (3.2.1) denklemi-

nin x (tg) = xo ve x (ty + 1) = x1 basglangig kogullarim saglayan ¢oziimii elde edilir.

Teorem 3.2.5. (3.2.1) denkleminin z = 0 ¢dziimiiniin ¢ — +oo halinde kararh

(asimptotik kararli) olmasi igin gerek ve yeter kogul

N <1 (Nl <1), 1=1,2,

dir.

47



Ispat. e siirh oldugundan, (3.2.4) ve (3.2.5) goz éniine almarak ispat tamam-

lanir.

Teorem 3.2.6.

et —

(ao 42 1) as < 0 (3.2.17)

olsun. Agagidaki kogullardan biri saglanirsa, bu durumda (3.2.1) denkleminin z = 0

¢oziimii asimptotik kararhdir:

a
(a+ ag + a; + ag) (al—ea_1> < 0;

Ispat. (3.2.17) ve b; = m; (1) (j =0, 1,2) den, (3.2.3) karakteristik denklemi i¢in
D? = (bl — 1)2 — 4bgby > 0.

Buradan (3.2.3) denkleminin

1—b01£D

A p—
1,2 2bs

kokleri reeldir. (3.2.1) denkleminin = = 0 ¢6ziimiiniin asimptotik kararlihig: i¢in
I\ <1, i=1,2,
oldugunu gostermek yeterlidir. O halde ay > 0 ise, |\;| < 1 esitsizlikleri
1—b1+ D < 2by (3.2.18)

ve
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esitsizliklerine egdegerdir. (3.2.18) den,

b1+2b2>1, b0+b1+b2>1

bulunur.

(3.2.19) dan,
b1—2b2<1, —b0+b1—b2< 1

elde edilir. Buradan

b1 + 2by < bo + by + by ve — bo + by — by < by — 2by (3220)

yazilabilir. Ote yandan ay > 0 oldugundan, (3.2.17) den, by < 0 ve by > 0 dir.
Buradan (3.2.20) esitsizlikleriyle geligkiye varilir. O halde geriye sadece

b0+b1+b2>lve —b0+b1—b2<1,

yani,

b2>1—b0—bl veb2>—1—b0—l—b1
esitsizliklerinin gdzoniine alinmasi durumu kaldi.

Eger 1 — by — by > —1 — by + by ise, o zaman b; < 1 dir. Bu durumda asimptotik

kararlilik icin bir yeter kosul

b0+b1+b2>lveb1<1

dir ki bu kosul (7) hipotezi ile gakigir.

Eger 1 — by — by < —1 — b + by ise, o zaman b; > 1 dir. Buradan (i) hipotezi,
by >1ve —bg+b; —by <1

esitsizliklerinden ortaya cikar. by > 0 ve by < 0 durumu benzer sekilde incelenir.
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N
3.3 2'(t) = ax(t) + >_ a;z ([t + i]) Denklemi Hakkinda
1=0

Teorem 3.3.1. Birinci basamaktan skaler

N
2 (t) =ax (t)+ Y ax([t+1]), an #0, N > 2 (3.3.1)
i=0
denklemi ve
e =, i=0,1,...,N —1, (3.3.2)

kosullarindan olugan baglangi¢ deger problemi [0, 00) aralig iizerinde bir tek ¢oziime
sahiptir ve bu ¢oziimiin sonsuza gitmesi iistel fonksiyonun sonsuza gitmesinden daha

yavagtir.

Ispat. (3.3.1) denkleminin [n,n 4 1) arahg iizerindeki ¢oztimii =, (t) = z (1),

z(n+1) = cui ,0 <@ < N, olsun. Bu durumda (3.3.1) denklemi

N
z, (t) —azx, (t) = ;} AiCrri
1=

seklinde olur. Bu denklem bir lineer diferensiyel denklem olup x (n) = ¢, kogulunu

saglayan ¢oziimii

N
2y (t) = e"TMe, + (2T — 1) 3 a  aiea (3.3.3)
i=0

dir. (3.3.1) denkleminin [n + 1,n + 2) aralig: tizerindeki ¢oztimii

N
Tpi1 (t) = et Ve L+ (ea(t’”ﬂ) — 1) S a a1y
i=0

(oztimiin ¢t = n + 1 noktasindaki stirekliliginden,
Tpyr(n+1)=2z,(n+1).

Buradan,
N

Cns1 = €"c, + > (e — 1) a aienyi (3.3.4)
i=0
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seklinde bir fark denklemi elde edilir.
bo=e"+ (e* —1)a tag, by = (e* —1)ata;, i > 1,
notasyonlarimin kullanilmasiyle, (3.3.4) denklemi
bNCraN +ON_1CnanN—1 + oo + b2Chao + (b — 1) i1 + boc, =0 (3.3.5)
seklinde yazilir. (3.3.5) denkleminin ¢, = A" geklinde bir ¢oziimii aranirsa,
ONAY + oy AN T DA 4 (b — 1) A by =0 (3.3.6)

karakteristik denklemi elde edilir.

(3.3.6) denkleminin A\ Ao, ..., Ay kokleri birbirinden farkli ise, o zaman (3.3.5) denk-
leminin genel ¢oziimii

dir; burada ki, ko, ..., ky keyfi sabitlerdir. (3.3.2) kogullar1 n = 0,1,..., N — 1 igin
¢n = x (n) seklinde yazilirsa ve (3.3.7) ye uygulanirsa, ki, ks, ..., ky bilinmiyenli bir
denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin katsayilar determinanti sifirdan farkl olup
Vandermonde determinantina esittir: det ()\;) (Bellman 1960). Dolaysiyla bilin-

meyen k;, j = 1,2,..., N, sabitleri tek olarak hesaplanirlar.

(3.3.6) denkleminin baz1 kokleri kath ise, o zaman (3.3.5) fark denkleminin genel

¢oziimii dereceleri sonlu olan polinomlarla iistel fonksiyonlarin carpimlarini icerir.

Uyar: 3.3.1. (3.3.3) ¢oziimiiniin @ — 0 i¢in limiti, (3.3.1) denkleminin a = 0 haline

karsilik gelen coziimiine egittir.
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4. ALTERNE DIiFERENSIYEL DENKLEMLER

m’(t):f<x(t),x([t+%])> (4.1)

seklinde parcali siirekli argiimentli diferensiyel denklemler iizerinde durulmaktadir;

Bu boliimde

burada [.] tam deger fonksiyonunu gostermektedir. (4.1) denklemi hakkinda yapilan
caligmalar goyle siralanabilir: Aftabizadeh and Wiener 1986, 1988, Cooke and Wiener
1987, Wiener and Aftabizadeh 1988, Huang 1989, 1990, Ladas et al. 1989, Wiener
and Cooke 1989, Jayasree and Deo 1991, Papaschinopoulos 1994.

Boylesi denklemleri ilging kilan ¢zellik 7' (t) =t — [t + %} argiiment deviasyonudur.

Zira T (t), n tam say1 olmak iizere her bir n — 3 < t < n + 3 arahgmnda isaret
degistirir. Gergekten, n—1 <t <ni¢gnT (t) <O0ven <t <n+3 icin T (¢) > 0 dur.

Bu ise (4.1) denkleminin, sirasiyle, ileri ve gecikmeli tipten olmasi demektir. Yani,

1

sozii edilen denklem [n — 35

n) araligi tizerinde ileri tipten iken, (n, n+ %) araligi

iizerinde gecikmeli tiptendir.
Simdi
t+1
' (t) = ax (t) + apx (2 {%}) , 2 (0) = ¢, (4.2)

denklemini ele alalim. Buna gore

T(t)=t—2 {T} (4.3)

argiiment deviasyonu 2n — 1 <t < 2n aralig1 iizerinde negatif iken, 2n <t < 2n +1
aralig1 tizerinde pozitiftir. Boylece (4.2) denklemi [2n — 1,2n) aralig iizerinde ileri

tipten iken, (2n,2n + 1) arahig iizerinde gecikmeli tiptendir.

Tanim 4.1. (4.2) denkleminin [0, co) aralig: iizerindeki ¢oziimii asagidaki ozellikleri

saglayan bir x (t) fonksiyonudur:
(i) x (t) fonksiyonu [0, c0) aralig: iizerinde siireklidir;
(17) o' (t) tiirevi t = 2n —1 (n = 1,2,...) noktalar1 diginda her ¢ € [0, c0) noktasinda
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mevcuttur, ve tiirevin olmadig1 ¢ = 1, 3, ... noktalarinda tek yanh tiirevler mevcut-

tur;

(i7i) x (t) fonksiyonu her bir 2n — 1 <t < 2n + 1 aralig iizerinde (4.2) denklemini

saglar.

Bu arada daha sonra kullanmak {izere agsagidaki notasyonlar: not edelim:

A(t) = e + (e — 1) a ap,
A= A(=1).

Teorem 4.1. a # 0 ve A_; # 0 ise, bu durumda (4.2) problemi [0, c0) aralig

lizerinde
1]

v (t) = \(T (1)) <£>[ 6 (4.5)

seklinde bir tek ¢oziime sahiptir; burada 7' (t), (4.3) de tanimlandig: gibidir.

Ispat. (4.2) denkleminin 2n — 1 < t < 2n + 1 arahg tizerindeki ¢oziimii ,, (t),

T, (2n) = cgp, olsun. Bu durumda (4.2) denklemi
xl (t) — ax, (t) = agcay,
seklini alir. Bu denklemin verilen aralik iizerindeki genel ¢oziimii
x, (1) = et — 7 Laocon

dir, burada ¢ bir keyfi sabittir.

Burada ¢t = 2n alinirsa,

Cop = C — a’laocgn

ve dolayisiyle

T, (t) _ (ea(t72n) + (ea(t72n) . 1) ail&o) Con
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bulunur. (4.4) den,
T (t) = A (t —2n) oy

yazilabilir.
t=2n—1i¢in
T (2n - 1) = Con—1 = A_1C2p
veya
Con = )\:%CQn—l
bulunur.
t=2n+1 i¢in

Tn (2n + 1) = Con+1 — )\1C2n

elde edilir. Buradan

A1 A\
Con+1 = )\_16271,—1: )\—1 C1,
Con = )\,;1{02n—1 = Aj ()\—1) C1
-1

yazilabilir.

(4.6) dan, 0 <t < 1 igin
ve
dir. Buradan

ve dolayisiyle
A n
T, (1) = A (t — 2n) (—1) co
At

elde edilir; burada A (t), Ay ve A_y, (4.4) deki gibidirler.

o4

(4.6)

(4.7)



2n—1<t<2n+1lden,n <2 <n+1olupn= 3] ve (4.3) den t —2n =
t—2[%1] = T(t) dir. Bunlarn (4.7) de yerlerine konmalariyla [0, co) araligidaki

¢oziim, yani (4.5) elde edilmis olur.

Uyar1 4.1. (4.2) denkleminde a = 0 a karsilik gelen ¢6ziim, (4.5) ¢oziimiiniin a — 0

halindeki limitine egittir.

Teorem 4.2. \; # 0 ise, bu durumda (4.2) probleminin geriye dogru (—oo, 0]

araliginda tanimlh olan bir tek ¢oziimii vardir ve bu ¢oziim (4.5) seklindedir.

Ispat. =, (), (4.2) denkleminin —2n—1 < t < —2n+1 arahg iizerinde z_,, (—2n) =

c_s9, kogulunu saglayan c¢oziimii ise, o zaman

denklemi ve

genel ¢oziimii elde edilir.

t = —2n noktasinda

Cc = (1 + (Zilao) C_on

ve dolayisiyle

Ty () = A(t+2n)c_ap
bulunur.

t=—2n+1 i¢in

Top(—2n+1) = coony1 = AMc_gy,

-1
C_on = )\1 C_on+1

elde edilir.
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t=—2n—1 i¢in

Buradan
A1 A\
Cf2n71_)\_1672n+1 )\—1 C1
ve X
O
cn=it(5) e
bulunur.

Son olarak, —1 <t < 0 araligi iizerinde

i) (t) = )\ (t) Co, o (—1) = C_1— )\_160,

oo = (2.
—2n — )\1 0

T (#) = A(t+ 2n) (%)nc&

elde edilir. O halde

ve dolayisiyle

Bu formiiliin ¢ < 0 i¢in (4.5) ifadesi ile cakigtigi agiktir.

Teorem 4.3. (4.2) denkleminin z = 0 ¢oziimiiniin ¢ — +oo halinde asimptotik

kararli olmast i¢in gerek ve yeter kogul

dir.

Ispat. |T'(t)| < 1 ve A\ (T) siirekli oldugundan, A (T (t)) fonksiyonu her ¢ icin sir-
lidir. Boylece ispat (4.5) ¢oziimiinden elde edilir.

Teorem 4.4. (4.2) denkleminin x = 0 ¢oziimiiniin ¢ — +oo halinde asimptotik
kararli olmasi icin gerek ve yeter kosul asagidaki hipotezlerden herhangi birinin

saglanmasidir:
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a(e*+1)
(e 1)

a(e*®+1)
s < ay < —a
(v =1)

(1ii) a =0, ap < 0.

(1) a <0, ap > — yada ayg < —a;

(i7) a >0, —

Ispat. \(t) nin tiirevi
N () = (a+ ag) e™.

a+ag > 0 ise, o zaman A (t) artandir. A (—1) > 0 oldugu varsayilirsa, A (1) > A (—1),

A
yani 2L > 1 olur.
A

a+ag>0ve\(—1) > 0 kogullar

a

—a < ag <
0 e —1

seklinde yazilabilir.
Bu durumda = = 0 ¢oztimii kararsizdir.
Ote yandan
a+ag<0veA(—1)<0

durumu imkansizdir. Gergekten,

a
ag < —a, ag >
er—1
esitsizlikleri uyumsuz olur, ¢iinkii —a < ¢ 1 dir.
et —
a+ag>0ve A(—1) <0 dan,
> 4.8
o er —1 (48)
gikar.
M
— < 1 den,
- en
ap _ Qo , _
a - a 1 > a - a 1
e+ - (e ) +- (e )

elde edilir ki bu a 4+ a¢ > 0 esitsizligine esdegerdir.

57



. A
Ote yandan, )\—1 > —1 den,
-1

Qo _ ay , _
a - a _ 1 < _ a _ a _ 1
e+ - (e ) e - (e )
ve buradan
e +1 _ap
(e —17 " a
bulunur.
a > 0 ise, o zaman
a(e*+1)
ag < — 2
(e —1)
dir. Bu ise (4.8) ile celisir.
a < 0 ise,
a(e* +1)
ag > ————
(e —1)
elde edilir ve
a a(e* +1)

<
ea —1 (e — 1)

oldugundan, (i) hipotezi z = 0 1 asimptotik kararhligin1 garanti eder.

Son olarak, a +ag < 0 ve A (—1) > 0 kogullari, sadece a9 < —a ya indirgenir. Benzer

sonug \; < A_j egitsizliginden gikar. Ayrica, \; > —A_; den,

e +1 <a0
(e —1)* " a’

Bu esitsizlik, a > 0 icin (i7) hipotezini ifade eder. a < 0 durumu yine ay < —a
esitsizligine gotiiriir.

a = 0 ise, o zaman ay < 0 igin

A1
A1

1+CL0
1—@0

saglanir. Bu da (4i7) hipotezini isaret eder.

Teorem 4.5. (4.2) denkleminin agikar olmayan tiim ¢oziimlerinin (—oo, co) araligi
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iizerinde sifirlara sahip olmamasi icin gerek ve yeter kosul

a

ae
< ag <

4.9
e —1 et —1 (4.9)

dir.
Ispat. (4.4) de tanimlanan A (¢) fonksiyonu igin
N (1) = 0t ao) e

dir. a+ag # 0 ise, bu durumda A (¢) fonksiyonu bir monoton fonksiyon olacagindan,
istenen sonug ortaya g¢ikar. Ciinkii bu durumda (4.5) ¢oziimiiniin sifirlara sahip
olmamasi i¢in gerek ve yeter kogul A(—1) ve A (1) in aym isaretli olmasidir, yani

A
A,
o

A1 <0 ve A\ < 0 durumu miimkiin degildir. Ciinkii bu durumda uyumlu olmayan

- ae’ - a
Qo - Qo
e — 1’ ev — 1

esitsizlikleri elde edilir.
Tersine olarak, A\_; > 0 ve A; > 0 durumu (4.9) a gotiiriir.

a+ ap = 0 ise, o zaman (4.2) probleminin tek ¢tziimii z (t) = ¢y dir.

Simdi
t+1

x'<t):a(t)x(t)+a0<t>x(2[ . D 2 (0) = co, (4.10)

problemini ele alalim; burada a ve ag katsayilar1 ¢ ye bagh fonksiyonlardir (Cooke

and Wiener 1987).

Teorem 4.6. a (t) ve ag (t) fonksiyonlar1 ¢ > 0 icin siirekli ve

2n

/ U= (1) ag (£)dt £ U2 (20), n = 1,2, .. (4.11)

2n—1
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ise, bu durumda (4.10) problemi [0,00) aralig: iizerinde bir tek ¢oziime sahiptir;

burada U~!, U nun tersi olup

t

U@:mp/@@m

0

Ispat. (4.10) denkleminin 2n — 1 < ¢ < 2n + 1 aralif1 tizerindeki ¢oziimii @, (1),
z (2n) = cgp, olsun. Bu durumda (4.10) dan,

zl (t) —a(t) z, (t) = ag (t) con.

Bu denklemin z,, (2n) = ¢g,, kogulunu saglayan ¢oziimii

t t s

Ty, (t) = exp /a(u)du Con 1+/exp —/a(u)du ap (s)ds

n 2n 2n

veya
t

z, ()= U @2n)U () +U(t) / U™t (s)ag (s)ds | con.

2n

Bu ¢oziim,
¢

A@@:U@U*@+/U@U*@%@ms
0

fonksiyonu cinsinden

xn (1) = X (t,2n) cap, (4.12)

seklinde yazilabilir. Diger taraftan, (4.10) denkleminin 2n — 3 <t < 2n — 1 aralig

tizerindeki ¢oziimii z,,— (f) olsun. (4.12) den,
Tp—1 (t) = A (t, 2 (n — 1)) CQ(n—l)- (413)
Coziimiin ¢t = 2n — 1 noktasindaki siirekliliginden,

r,(2n—1)=2,1(2n—1)
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olmaldir. (4.12) ve (4.13) den,

A(2n—1,2n)co, = A(2n —1,2n — 2) ¢y 2 (4.14)

olur. (4.11) den, A (2n — 1,2n) # 0 dir. Buradan

A2n—1,2(n—1))
A(2n —1,2n)

Cop = Con—2

fark denkleminin, ¢y = x (0) baglangi¢ kogulunu saglayan bir tek ¢oziimii vardir ve

bu ¢oziim

A2 —1,2(i —1))
COH A2 —1,21)

Boylece, (4.10) probleminin [0, 0c0) araligindaki tek ¢oziimii

w0 =3 (02|57 oy

seklindedir; burada

=1
A2i—1,2(i—1))
2[4 T € 11 A(2i—1,21)
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5. PARCALI SUREKLI ARGUMENTLI DIFERENSIYEL
DENKLEMLERDE SALINIMLI VE PERIYODIK COZUMLER

Deviasyon argiimentli diferensiyel denklemlerin c¢oziimlerinin asimptotik davranisi,
¢ok sayida aragtirmanin ana konusu olmustur. Bunlar arasinda salinimlilik incelemesi
her zaman ilgi odagi olmustur. Zira, karsilik gelen adi diferensiyel denklemlerde
salinimh ¢oziimler olmadigi halde, deviasyon argiimentlerinden dolay1 deviasyon argii-
mentli diferensiyel denklemler salinimli ¢oziimlere sahip olabilmektedirler. Bu alanda
yaptiklar1 6nemli arastirmalarla hatir1 sayilir bir teorinin olugsmasina vesile olan
matematikgiler ve caligmalar: sunlardir: Kusano and Onose 1974, Ladas 1979, Kita-
mura and Kusano 1980, Ladas and Stavroulakis 1982, Arino et al. 1987, Arino and
Gyori 1989, Lalli 1989, Bainov et al. 1990, Grace 1990, Graef et al. 1991a,b,c, Li
2002, Luo and Shen 2003, Seifert 2003, Wang 2006.

Parcali siirekli argiimentli diferensiyel denklemlerin salimmlilik 6zellikleri her ne
kadar Shah and Wiener (1983), Wiener (1984), Cooke and Wiener (1984, 1987)
caligmalarinda bahsedilmisse de, bu konuda ilk sistematik caligma Aftabizadeh and
Wiener (1985) tarafindan diferensiyel egitsizlikler metodunun uygulanmasiyle baglamigtir.
Bu yiizden, ilk kesimde pargal siirekli argiimentli diferensiyel denklemler i¢in dife-
rensiyel esitsizlikler metodu yer almaktadir. Bu metod daha sonra lineer degisken
katsayili PSADD lerin salinimhiliklarini incelemek iizere 2. ve 3. kesimlerde kul-
lanilacaktir. Son kesimde de alterne PSADD lerin salimimli ve periyodik ¢oziimleri

tizerinde durulacaktir.
5.1 Parcgali1 Siirekli Argiimentli Diferensiyel Esitsizlikler

Baslangi¢ deger problemleri icin insa edilen diferensiyel esitsizlikler metodunun dife-
rensiyel denklemler teorisinde ¢ok kullamigh oldugu iyi bilinmektedir (Lakshmikant-
ham and Leela 1969, Walter 1970). Lineer olmayan diferensiyel denklemlerde ext-
remal ¢oziimlerin varligi, alt ve {ist ¢oziimler yontemi ile monoton iteratif tekniginin
birlikte kullanmilmasiyle incelenmektedir (Ladde et al. 1985). Bu faydal ytntem

dogal olarak gecikmeli diferensiyel denklemlere genisletilmistir. Parcal siirekli argii-
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mentli diferensiyel denklemlerin diferensiyel esitsizlikler metoduyla incelenmesi ilk

kez Aftabizadeh and Wiener (1987) tarafindan yapilmigtir.

Simdi bu yontemi aciklamak tizere

7' (t) = f(z ),z ([1])), (0) = co, (5.1.1)

denklemini ele alalim; burada f, R x R iizerinde siireklidir.
Ayrica, (5.1.1) denklemi ile birlikte agagidaki tek parametreli adi diferensiyel denk-

lemi g6z oniine alalim:

dz
= flz, ). (5.1.2)

Teorem 5.1.1. (5.1.2) denklemi R? de varhk ve teklik kogullarini saglasin ve onun
¢oziimleri [0, 00) araliginda tanimh olsun. Bu durumda (5.1.1) probleminin [0, co)

araligi tizerinde bir tek c¢oziimii vardir.

Ispat. f (z,u) fonksiyonu bir Q kiimesi iizerinde sifirdan farkli olsun. Bu durumda

(5.1.2) denkleminin {2 iizerinde genel integrali

Fz,p) =t+g(n)

dir; burada g (u) bir keyfi fonksiyondur. (5.1.2) denkleminin tiim ¢oziimlerinin ¢t > 0
i¢in tamimh olduklarim kabul edelim. z,, (t) fonksiyonu (5.1.1) denkleminin [n,n + 1)
aralig tizerinde x,, (n) = ¢, kogulunu saglayan bir ¢6ziimii olsun. Bu durumda (5.1.1)

den

ay (t) = f (20, cn) (5.1.3)

elde edilir. = ¢, ise,

F(xp,cn) =t+g(cn)-
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Bu esitlikte t = n alinirsa,

F(cp,cn) =n+g(cy).

Bu iki esitlik taraf tarafa cikartilirsa,

F(zp,cn) — F(cp,cn) =t —n.

Bu ifade

s dx
/f @) =t—n (5.1.4)

seklinde yazilabilir. t = n + 1 noktasinda,

Cn+1

dx
C/ oo 1. (5.1.5)

(5.1.5) denklemi dogrudan (5.1.3) ifadesinin n den n + 1 e integre edilmesiyle de

ortaya gikar. (5.1.5) denklemi ¢, 1 e gore bir tek ¢dziime sahipse, o zaman
Cni1 = H(¢,), n=0,1,2,...,

fark denklemi elde edilir. Buradan
¢n=H"(cp), n=0,1,2,..., (5.1.6)

olur; burada H", H fonksiyonunun n yinci iterasyonudur. (5.1.6), (5.1.4) de yerine
yazilirsa, (5.1.1) denkleminin [n, n + 1) araligy iizerindeki x,, (¢, co) ¢oziimii elde edilir.
Agiktir ki (5.1.2) denklemi teklik kogullarini saglarsa, o zaman (5.1.4) denklemi de z,,
e gore bir tek ¢oziime sahip olur. Boylece (5.1.5), ¢, 41 e gore bir tek ¢oziime sahiptir.
Zira, = € (¢y, Cuy1) i¢in daima f (x,¢,) # 0 oldugu varsayilabilir. Aksi durumda, bir
¢ € (¢, Cny1) icin f(c,c,) = 0 olur ki o zaman x,, (t) = ¢ sabit fonksiyonu (5.1.1)
denkleminin [n,n + 1) araliginda bir ¢6ziimii olur. Ama, bu ¢oziim, ¢ # ¢, olmasi

nedeniyle z,, (n) = ¢, kogulunu saglamaz.
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Ote yandan, bir n icin f (¢,,c,) = 0 ise, o zaman x, (t) = ¢,, (5.1.1) denkleminin
[n,n + 1) araliginda bir ¢dziimii olur. Ayni zamanda x (t) = ¢, sabit fonksiyonu
[0,00) araliginda (5.1.1) denkleminin z (0) = ¢, baslangig kosulunu saglayan tek
¢oziimiidiir. Buradan, bu ¢oziim ancak ¢, = ¢y oldugu zaman (5.1.1) problemini

saglar. Boylece teoremin ispati tamamlanmis olur.

Teorem 5.1.2. f (x, 1) fonksiyonu R? de siirekli bir fonksiyon ve (5.1.2) denkleminin
¢oziimleri [0, 00) araligina genisletilebiliyorsa, bu durumda (5.1.1) problemi [0, co)

aralig1 iizerinde bir ¢oziime sahiptir.

Tanim 5.1.1. v (t) ve w (t) fonksiyonlar1 [0, c0) iizerinde siirekli olmak iizere [t] €
[0, 00) noktalar: diginda her bir ¢ € [0, 00) igin tiirevlenebilir ve [t] € [0, 00) noktalarinda,

tek yanli tiirevlere sahip olsunlar. Ayrica,

V() < f(to(t),v([t]), v(0) < co;

ve

w' () = f (& w (@), w([t]), w(0) = co

olsun. Bu durumda v (t) ve w (¢) fonksiyonlarina, sirasiyle,

2 (1) = f (L (t), 2 ([]); ©(0) = co

denkleminin alt ¢ozimii ve st ¢ézimai denir.

Alt ve iist ¢oziimlerle ilgili bir temel sonug sudur (Aftabizadeh and Wiener 1987):

Teorem 5.1.3. f € C([0,00) x R x R, R) ve t > 0 olmak tizere

V() < fto(t),v([t])), (5.1.7)

ve

w' (t) = f (t,w (), w([t])) (5.1.8)

65



esitsizliklerini goz oniine alalm. Her bir (¢, z) € [0,00) X R igin f (¢, z,y) fonksiyonu

y ye gore azalmayan, ve
ft,z,y)—f(t,z,y) <L(z—2), ©>z, (5.1.9)
olsun. Bu durumda v (0) < w (0) ise,

v(t) <wl(t), t>0,

dir.

Ispat. Gosterecegiz ki v, (n) < w, (n) oldugu zaman her ¢t € [n,n + 1) icin v, (t) <

wy, (t) dir. Bunu 6nce kesin egitsizlikler igin ispatlayalim.

t € (n,n+1) igin
vy, (£) < f (8,00 (1), 00 (n)), (5.1.10)

w), () > f(t,wy (t),wy (n)), (5.1.11)

ve v, (n) < wy, (n) olsun. Gosterecegiz ki [n,n + 1) tizerinde v, (t) < w, (t) dir. Bu

durum yanhsg ise, o zaman bir t,, € (n,n + 1) vardir dyle ki

Un (tn) = Wn (tn>

ve t € [n,t,) igin
U (1) < wy, (1)

dir. Kiiciik bir A < 0 sayis1 i¢in
v, (tn + h) < w, (t, + h)

oldugundan,

Up (tn + h) — v, (t) < wy (8, + h) —w, (t,)
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ya da
Up (tn + h) —vn (t,)  wy (tn + h) —w, (t,)
h ” h

yazilabilir. Buradan

v, (tn) > w7/1 (tn)

n

dir. (5.1.10), (5.1.11) ve f in azalmayanlk o6zelligi goz oniine alinirsa,

f (s, vn (t) ;00 () > f (tn, 0n (ta) , Ve (0))
elde edilir ki bu bir celigkidir. O halde
U () <wp (), tE€n,n+1),

dir.

Simdi v, (n) = wy, (n) iken, t € [n,n + 1) i¢in v, (t) < w, (t) oldugunu gosterelim.

Bunun igin € > 0 yeterince kiiciik bir say1 olmak {iizere
2o (t) = w, (t) + e, t € [n,n+1),

tammlansin. Bu durumda

zn (1) > wy, (1)

ve

2 (t) = w!, (t) + 2Lee*™ > f (t,w, (t),w, (n)) + 2Lee*™.

(5.1.9) kullanilirsa, t € (n,n + 1) i¢in

2 () > [tz (t),va(n)),
v (t) < (o (t), v (1)),

ve

v, () < 2z, (n)
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bulunur. Boylece, tnceki tartismadan
Uy (1) < 2, (1), t € [n,n+1),

yani

v, (1) < wy (2) + ee®™

bulunur. € — 0 i¢in esitsizligin her iki tarafinin limitine gegilirse,

U (t) Sw, (t); ten,n+1), n=0,1,2,...

Buradan

v(t) <wl(t), t>0,

elde edilir ve dolayisiyle ispat tamamlanmis olur.

Agagidaki teoremde ¢ > 0 i¢in v (t) < w (t) olacak bigimde v ve w alt ve iist ¢dziim-

lerinin varhig: bilinirse, (5.1.1) probleminin

Q={(z,y):v{t) <z, y<w(t), t >0}

kapali ctimlesi iizerinde bir ¢oziime sahip olacagi garanti edilmektedir.

Teorem 5.1.4. v (t) ve w (t) fonksiyonlar1 (5.1.1) in [0, c0) aralig: iizerinde v (¢) <
w (t) olacak bigimde alt ve iist ¢oziimleri olsunlar. f € C'(€2) olsun. (5.1.2) denklemi
(2 tizerinde varlik kogullarini saglasin. Bu durumda (5.1.1) probleminin [0, co) aralig
tizerinde

v(t) <az(t) <wl(t)

olacak bigimde bir x () ¢dziimii vardir.

ispat.
P:[0,00) xR —R
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fonksiyonu

w(t); wt) <o (t)
P (t,) = max {v (t) ,min (2 (1) w (1)} = § 2(t); v(t) <2 () < w()
v (t); @ () < v (t)

seklinde tanimlansin.
Bu durumda f (P (t,z(t)), P ([t],z([t]))), [ fonksiyonunun R x R ye siirekli bir
genisglemesi olup siirhdir. Ciinkii, f fonksiyonu € iizerinde siirhdir.

Boylece Teorem 5.1.2 den,

2 (t) = f (P (t,z (1), P([t], = ([t]), ©(0) = co,

problemi [0, 00) araligy iizerinde bir ¢oziime sahiptir. Ciinkii, (5.1.2) denklemi 2 da

[0, 00) iizerinde tanimh olan bir ¢oziime sahiptir. Simdi e > 0 igin

w(t)=w(t)+e(l+1)

ve

Gostermek istedigimiz sey

() <z(t)<w(t), tel0,00).

Bunun icin,

Up(n) <z, (n) <w,(n), n=0,1,2,...,

halinde
U (1) <y (t) <, (t), t€[n,n+1),
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saglandigini gostermeliyiz. Bu durumun yanlis oldugunu kabul edelim. O zaman bir

tn, € (n,n + 1) vardir dyle ki

Tp (1) < 2y () <@y, (), t € [n,ty),

ve

Buradan z,, (t,) > w, (t,) ve dolayisiyle

P (tn, 2, (tn)) = wy (t,)

olur. w,, (t) bir iist ¢oziim oldugundan,

wy (t) > f(w, (), w, (n)), t€[n,n+1),

n

ya da
wy, (tn) = f (P (b, % (t0)) . P (0, 20 (n))) = 2, (t0)

elde edilir. @/, (t,) > w], (t,) oldugundan,

Bu ise

z, (1) <, (t), t € [n,t,),

ile celisir.
Sonug olarak,

U (t) <2 () <, (1), t € [N,n+1),

ve € — (0 halinde limit alinirsa,

vy () <z (H) Sw, (), t€[n,n+1),

elde edilir.
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Buradan

v(t) <z(t)<w(t), te|0,00),

elde edilir ve boylece kanit tamamlanmig olur.

Simdi f € C (]0,00) x R x R, R) olmak iizere

2 (t) = f (8 @),z (), =(0) = co,

(5.1.12)

denkleminin minimal ve maximal ¢oziimlerinin varligini ispatlamak icin monoton

metodunu uygulayacagiz. Bu metod (5.1.12) nin ¢oziimlerine yakinsayan monoton

dizileri meydana getirir. Bu dizilerin her bir eleman1 kolayca ¢oziilebilen bir lineer

gecikmeli diferensiyel denklemin bir ¢oziimii oldugundan dolayi, yontemin avantaji

ve onemi kendiliginden anlagilmig olur. Monoton iterativ teknikle ilgili daha ayrintil

bilgi igin Ladde et al. (1985) e bakilabilir.

Bu arada ihtiyacimiz olan iki lemmadan stz edelim.
Lemma 5.1.1. a # 0 olmak {izere
o (t) = ax (t) + bz ([t]) + f (), 2(0) = co,

problemi [0, c0) araliginda

z(t)=coAt— DA+ Xt —[t]) S+ /e““—s)f (s)ds
0

seklinde bir tek ¢oziime sahiptir; burada
Mmoo
g — Z /\[lt—’t] /ea(z—s)f (8) d87
=1 is1

f (t) fonksiyonu [0, c0) iizerinde siirekli, ve

0

)\(t):e“t—kg(eat—l), AL =A(1) ve ZzO.

=1
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a = 0 ise, bu durumda (5.1.13) iin tek ¢oziimii

z(t)=(1+b(t—[t])) <S+ co (1 + b)W) + /f (s)ds (5.1.15)
[t]

dir; burada
[t] !
S = Z (1+ ) /f (s)ds
=1 1—1

Uyar1 5.1.1. (5.1.14) iin @ — 0 halindeki limiti (5.1.15) dir.

Lemma 5.1.2. x € C([0,00),R) ve 2/ (¢) tiirevi, [¢] € [0, 00) noktalar1 diginda, her
bir ¢ € [0, 00) noktasinda mevcut ve [¢] € [0, 00) noktalarinda tek tarafli tiirevler var

olsun.

2 (t) < Mz (t) + Nz ([t]), 2 (0) <0, (5.1.16)

olsun, burada M ve N

—M aM
N > 6‘1]\4——16 , O<a< 1, (5117)

olacak sekilde sabitlerdir. Bu durumda

z(t) <0, tel0,00).

Ispat. (5.1.16) esitsizliginin [n,n + 1) aralig1 iizerindeki ¢oziimii x, (t) olsun. Bu
durumda t € [n,n+1), n=0,1,2,..., igin (5.1.16) dan,
z (t) — Mz, (t) < N z,(n), z,(n) <0,

n

bulunur. Bunun ¢oziimii

T (1) < <€M(t”) + % (eMt=m) — 1)) z, (n).

72



Buradan ve (5.1.17) den,

z, (t) <0, t€n,n+1). (5.1.18)

Coziimiin stirekliliginden ve (5.1.18) den

x(t) <0, t>0,

elde edilir.

Teorem 5.1.5. «(t) ve [ (t), swasiyle, (5.1.12) probleminin I = [0,00) aralig

tizerinde « (t) < 3 (t) olacak sekilde alt ve st ¢oziimleri olsun. Ayrica,

a(t) <z () <u(t) <B@E), alt) <y() <o) <A1

i¢in

ftuv)— ft,z,y) >M(u—2z)+N((v—y), t >0, (5.1.19)

ve her bir 0 < a < 1 igin

— eaM _ 16
olsun.

Bu durumda [ iizerinde diizgiin olarak

lim v, (t) = v (t) ve lim w,, (t) = w (¢)

m—0o0 m—0o0

olacak bicimde monoton {v,, (t)}, {wm (t)}, vo(t) = a(t), wo(t) = B (t), dizileri
vardir ve bu v (t), w (t) limitleri (5.1.12) nin, sirasiyle, minimal ve mazximal ¢oziim-

leridir.

Ispat. o (t) < n(t) < B (t) olacak bigimde herhangi bir n € C ([0, 00) , R) fonksiyonu
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icin lineer gecikmeli diferensiyel

a' (t) = f(tn(t),n(t]) + M (z @) —n(t)+ N (z(t]) —n (), =(0)=c,
(5.1.20)
denklemini g6z 6niine alahm. Agktir ki boyle her 7 igin Lemma 5.1.1 den, (5.1.20)

denkleminin I iizerinde bir tek z (t) ¢oziimii vardir.

Simdi bir 7' doniigiimiinii

Tn==x

seklinde tamimlayalim; burada z, (5.1.20) nin tek ¢oziimiidiir. Bu déniigiim {v,, (¢)}
ve {w,, (1)} dizilerini tammlamak i¢in kullamlacaktir. Bununla ilgili olarak agagidaki

iddialar1 ispatlayalim:
(i) @ < Ta, B> TP;

(1) T,
la,fl={z € C(,R):a<z<p}

segmenti {izerinde bir monoton operatordiir.

(1) yi ispatlamak igin

Ta = v

alalim; burada vy, (5.1.20) denkleminin 7 = « ya kargihk gelen tek ¢oziimiidiir.

Ayrica,

p(t) =wv(t) —a(l)

olsun. Bu durumda her bir [n,n 4+ 1), n=0,1,2,..., aralig iizerinde

Pn () = v1n (t) = an (2)

olur; burada vy, (t) fonksiyonu, n = «,, ve vy, (n) = ¢, olmak iizere (5.1.20) denk-

leminin [n,n + 1) iizerindeki ¢dziimiidiir. Buradan,

P (£) = Vi, (1) = 0 (1)
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ve o, (t) nin (5.1.12) denklemi igin bir alt ¢dziim olmas: gergeginden, yani,

ay, (t) < [t an (1), an (n))

den

P (t) > Mpy, (t) + Npn (n), pa(n) >0,

elde edilir.

Lemma 5.1.2 den,

() >0, t€nn+1), n=0,1,2,...,

ve dolayisiyle

p(t) >0, te0,00),

bulunur ki buradan

gikar. Benzer sekilde,
5=>Tp

oldugu gosterilebilir.

(77) yi kanitlamak icin n, 7 € C (I, R) olsun &yle ki

a(t) <n(t) <7t) <B(1).

Z (t), (5.1.20) denkleminin 7 = 7 ye karsilik gelen ¢oziimii olmak iizere

r=Tnvex =17

olsun. Buna gore
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alinsin. Buradan

f (&1, @)1, () = [ (8,1, (t) 0, (0))
+M (T (8) =7, (8)) = M (20 () = 1, (1))

N (Tn (n) =70, () = N (20 (n) = 1, (0))

P (t)

ve p, (n) > 0 elde edilir. (5.1.19) kosulundan,

P (t) > Mpy, (t) + Npn (n), pa(n) >0,

yazilabilir. Lemma 5.1.2 den, ¢t € [n,n+ 1), n=0,1,2,..., i¢in p, (t) > 0 olur, ve
dolayisiyle

olur. Buradan

Boylece (i7) kanitlanmig olur.

Simdi, v, = Tvp_1 ve w, = Tw,_1 olacak sekilde {v,, (t)} ve {w, (t)} dizileri

tanimlanabilir ve 6nceki tartigsmalardan

elde edilir. Buradan [ araligi {izerinde,

lim v, (t) = v (t) ve lim w,, (t) = w (¢)

m—00 m—00

gikar. Bu v (t) ve w(t) fonksiyonlar1 [ iizerinde siirekli ve (5.1.12) denkleminin
¢oziimleridir. Ciinkii v, ve w,, fonksiyonlari, sirasiyle, asagidaki denklemleri saglar-

lar:

U, (8) = [ (8, V1 () s v ([t]) + M (v () = vt (£)) + N (v ([t]) — vm-1 ([1])) 5
Um (0) = co;
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Wi (1) = f (6w () s W ([H) + M (i () = Wi (£)) + N (i ([H]) = wma ([2])

Wy, (0) = ¢o.

v ve w mn, sirasiyle, (5.1.12) denkleminin minimal ve mazimal ¢oziimleri olduklarin
ispatlamak i¢in, u (t) fonksiyonunun (5.1.12) denkleminin [ iizerinde « (t) < u (t) <

B (t) olacak bigimde herhangi bir ¢oziimii olmas1 durumunda,

a(t)Sv(t) Su(t)<w(t) <B(), te,

saglandig gosterilmelidir. Bunu gostermek {izere bir m icin

U (B) < u(t) <wp, (b)), tel,

olsun. Buna gore

p(t) =u(t) = vmp (1)

seklinde tanimlanan p () fonksiyonu igin

p(t) = f (& w (@), u () =f (t vm (&), vm (1) =M (U1 () = vm (8))=N (v ([t]) = vm ([1])

ya da
P (t) > Mp(t) + Np([t])

elde edilir. p (0) = 0 oldugundan, Lemma 5.1.2 den, p (¢) > 0 olur. Buradan

u<t) va+1(t)7t€['

Benzer gekilde, u (t) < w41 (f) oldugu gosterilir ve dolayisiyle

U1 (£) S u(t) Swpyr (1), t €T,

elde edilir.
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O halde tiimevarimdan her m igin

U (1) < u(t) <wy, (t), tel,
dir. m — oo halinde limit alinirsa,

v(t) <u(t) <wl(t), tel,

elde edilir ve bu da ispat1 tamamlar.

5.2 Baz1 Denklemlerin Salinimli Céziimleri Hakkinda

Bu kesimde birinci basamaktan lineer skaler
) +at)x(t)+p)z([t]) =0, (5.2.1)

g (t)+at)z(t)+qt)x(t+1]) =0 (5.2.2)

denklemlerin salinimh ¢oziimleri iizerinde durulmaktadir; burada a (t), p (t) ve ¢ (t)
katsayilari [0, co) tizerinde siirekli fonksiyonlar ve [.] tam deger fonksiyonudur. (5.2.1)
ve (5.2.2) denklemlerinin salimiml ¢oziimlere sahip olmalarini garanti eden yeter
kogullar Aftabizadeh and Wiener (1985) tarafindan verilmigtir. Bu kosullarin ideal
kosullar olduklar1 soylenebilir. Zira, bu kosullar a, p ve ¢ nun sabit olmasi duru-
munda

a

ae
ve g < —

>
p et —1 e —1

kosullarina indirgenir ki bunlar gerek ve yeter kosullardir.

Tamim 5.2.1. Keyfi sayida biiyiik sifirlara sahip olan ¢oziimlere salinimly ¢oziimler

denir.

Teorem 5.2.1. a(t) ve p(t) katsayilar1 [0, co) iizerinde siirekli olmak iizere

() +a®)x(t)+pt)x([t]) <0 (5.2.3)
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diferensiyel esitsizligini ele alalim.

n+1 t

limsup/p(t)exp /a(s) ds | dt >1 (5.2.4)

n—o0
n n

ise, bu durumda (5.2.3) esitsizligi nihai olarak pozitif bir ¢6ziime sahip degildir.
Ispat. z (t) fonksiyonu (5.2.3) esitsizliginin
x(t) >0, t >n,

olacak bigimde bir ¢oziimii olsun; burada n yeterince biiyiik bir tam sayidir. (5.2.3)

den,
t

y' (t) +p(t) exp /a (s)ds | y([t]) <0, t >n, (5.2.5)
[t]

elde edilir; burada
t

y(t) =z (t)exp /a(s)ds , t>n,

n

dir. ¢t € [n,n+ 1) i¢in (5.2.5) ifadesi

t

Y (t) +p(t) exp /a(s)ds y(n) <0, n<t<n-+l,

n

seklini alir.

Her iki tarafin n den n + 1 e kadar integrali alinirsa,

n+1 t

yn+1)<y(n) 1—/p(t)exp /a(s)ds dt

elde edilir. ¢ > n igin y (¢) > 0 oldugundan,

n+1 t

1—/p(t)exp /a(s)ds dt > 0,

n n
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ya da

n+1 t
limsup/p(t)exp /a(s)ds dt <1

bulunur. Bu ise (5.2.4) ile ¢eligir. Dolayisiyle, (5.2.3) esitsizligi nihai olarak pozitif

bir ¢oziime sahip degildir.
Teorem 5.2.2. (5.2.4) kogulu saglamyorsa, bu durumda
o () +a(t)z(t)+pt)z([t]) =0 (5.2.6)
diferensiyel esitsizligi nihai olarak negatif bir ¢oziime sahip degildir.
Ispat. Bu teoremin ispati1 Teorem 5.2.1 in kanitiyla aynidir.

Teorem 5.2.1 ve Teorem 5.2.2 den, (5.2.1) denkleminin nihai olarak ne pozitif ne de

negatif bir ¢éziime sahip oldugu anlagilmig bulunmaktadir. Buradan asagidaki sonug

elde edilir:

Sonug 5.2.1. (5.2.4) kosulu altinda, (5.2.1) denklemi sadece salimmh ¢6ziimlere
sahiptir.

Uyar: 5.2.1. a(t) ve p () katsayilar1 sabit olduklar1 zaman, yani,

' (t) 4+ ax (t) + pz ([t]) =0 (5.2.1)

ise, o zaman (5.2.4) kogulu
a

>
P e — 1

(5.2.7)

kosuluna indirgenir. Bu ise (5.2.1") denklemi i¢in oldukga keskin bir koguldur.

Buradan daha keskin olan asagidaki teorem ispatlanabilir.

Teorem 5.2.3. (5.2.1") denkleminin her ¢oziimiiniin salinimsiz olmasi igin gerek ve

yeter kosul
a

< .
p e —1

(5.2.8)
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Ispat. Teorem 2.1.4 den (5.2.1') denkleminin x (0) = ¢, kosulunu saglayan bir tek

¢oziimii vardir ve bu ¢oziim (2.1.32) den
z(t) = (e_“{t} + (e—a{t} _ 1) a_lp) <€—a + (e—a . 1) a_lp) [t] ‘o

seklindedir.

Bu ¢oziimiin salinimsiz olmasi icin gerek ve yeter kosul
bp =€+ (e_“ — 1) a'p>0
dir. Bu ise (5.2.8) e esdegerdir.

Uyari 5.2.2. (5.2.7) kosulu saglaniyorsa, o zaman (5.2.1") denkleminin x (0) = ¢y #

0 kogulunu saglayan ¢oziim, (3.1.27) den,
z(t) = (6_“{t} + (6_“{t} — 1) a_lp) (6_“ + (6_“ — 1) a_lp) g o
seklinde hesaplanir. Bu ¢oziim her bir (n,n + 1) arahginda kesinlikle

1 a
tn:n+—ln<1+—)
a p

seklinde bir sifira sahiptir. Eger p =

ise, o zaman
er —1

z(t) = ("4 (" =1)a'p)e, 0<t <1,

x(t) = 0, te[l,00).

Teorem 5.2.4. a(t) ve ¢(t) katsayilar1 [0, co) araligy tizerinde siirekli fonksiyonlar
olmak tizere

) +at)z(t)+qt)x(t+1]) >0 (5.2.9)
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ileri diferensiyel esitsizligini ele alalim.
n+1 n+1

liminf/q(t)exp —/a(s)ds dt < —1 (5.2.10)

n—o00
n t

ise, bu durumda (5.2.9) esitsizligi nihai olarak pozitif bir ¢6ziime sahip degildir.
Ispat. Teoremin iddiasi dogru olmasim. O zaman yeterince biiyiik bir n i¢in
x(t) >0, t >n.

(5.2.9) dan,

t

Y (t) +q (t) exp /a(s)ds y([t+1]) >0, t >n,

t+1]

bulunur; burada

ya da

y' (t) + q(t) exp —/a(s)ds y(n+1)>0,tenn+1).

n den n + 1’ e kadar integral alinirsa,

y(n+1) 1—|—/q(t)exp —/a(s)ds dt | >vy(n)

bulunur. ¢ > n i¢in y (¢) > 0 oldugundan,

n+1 n+1
1+/q(t)exp —/a(s)ds dt >0,
n t
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ya da

n+1 n+1
liminf/q(t)exp —/a(s) ds | dt > —1
n t

elde edilir. Bu ise (5.2.10) ile geligir. O halde (5.2.9) esitsizligi nihai olarak pozitif

bir ¢oziime sahip degildir.

Teorem 5.2.5. (5.2.10) kosulu saglaniyorsa, bu durumda ileri

W) +a@)xt)+q@®)z(t+1]) <0 (5.2.11)

diferensiyel esitsizligi nihai olarak negatif bir ¢oziime sahip degildir.

Ispat. Bu teoremin ispat1 Teorem 5.2.4 {in kanitiyla aymdur.

Sonug 5.2.2. (5.2.10) kogulu altinda (5.2.2) ileri diferensiyel denkleminin sadece

salinimh ¢6ziimleri vardir.

Uyar1 5.2.3. a(t) ve ¢ (t) katsayilar1 sabit, yani,

' (t)+ax(t)+qx([t+1]) =0 (5.2.2")

ise, o zaman (5.2.10) kosulu

q<-

1 (5.2.12)
et —

sekline indirgenir. Bu kosul keskin bir kosul olup asagidaki teoremin ortaya ¢ikmasina

vesile olur.

Teorem 5.2.6. (5.2.2') denkleminin her ¢oziimiiniin salinimsiz olmasi igin gerek ve

yeter kosul

ae”

et — 1

q>— (5.2.13)

dir.
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Ispat. Istenen sonu¢ Teorem 3.1.6 dan hemen cikar. Gercekten, (5.2.13) esitsizligi

+ ac’ a <0
a al —
0 e — 1 ! e? — 1

esitsizliginin bir 6zel durumudur; burada ag = 0, a; = —q, ve a yerine —a alinmistir.

Uyar: 5.2.4. (5.2.12) kosulu saglaniyor ise, o zaman Teorem 3.1.6 dan (5.2.2)

denkleminin z (0) = ¢y # 0 kosulunu saglayan ¢oziimii her bir (n,n + 1) aralhiginda

1 a
tn:n+1+—ln<1+—>
a q
seklinde tek bir sifira sahiptir.

ae’

q=— ise, o zaman (5.2.2") denkleminin tek ¢oziimii = (¢) = 0 dur.

er —

5.3 ' (t)+a(t)x(t)+b(t) z ([t — 1]) = 0 Denklemi Hakkinda Bazi1 Sonuglar

Bu kesimde esas olarak
W) +a®)x@t)+ot)x(t—1])=0 (5.3.1)

denkleminin salimimli ¢oziimleri incelenmektedir; burada a () ve b(t) katsayilari
[0,00) iizerinde siirekli fonksiyonlardir. Ayrica, bu kesimde, sabit katsayili olmasi
durumunda (5.3.1) denkleminin sifir ¢dziimiiniin asimptotik kararlihg ve periyodik
¢oziimlerinin varhigi hakkinda bilinen sonuglar ifade edilmektedir (Aftabizadeh et al.

1987).

Teorem 5.3.1. b(t) > 0 olsun. ¢ > 0 igin
n+1 t

limsup/b(t)exp /a(s) ds | dt >1 (5.3.2)

n—0o00
n n—1

ise, bu durumda (5.3.1) denklemi sadece saliniml ¢oziimlere sahiptir.

Ispat. Ispat teknigi, nihai olarak pozitif (ya da negatif) bir ¢oziimiin varhiginin
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aninda bir celigkiyle bulusmasi anlamina gelecegi seklinde 6zetlenebilir.

(5.3.1) denklemi herhangi bir £ =0, 1,2, ... i¢in
) +alt)xt)+o(t)x(k—1)=0, telkk+1), (5.3.3)

denklemine indirgenir. Buradan

k+1

z(k+1)exp /a(s)ds =z (k)

k

- (k—l)/b(t)exp /a(s) ds | dt (5.3.4)

elde edilir. Simdi (5.3.1) denkleminin nihai olarak pozitif bir ¢ziime sahip oldugunu
kabul edelim, yani, T" yeterince biiyiik bir say1 olmak iizere t > T igin x (t) > 0 dir.
(5.3.4) den, her bir n > [T] + 3 tam sayisi igin

n

x (n)exp /a(s)ds =z (n—1)

n—1

—x(n—2) [ b(t)exp / a(s)ds | dt, t € n,n+1), (5.3.5)

n
n—1 n—1

bulunur. x (n —2) > 0 ve b(t) > 0 oldugundan,

n

x (n)exp / a(s)ds| <z(n-—1). (5.3.6)

Yine (5.3.4) den,

n+1
x(n+1)exp /a(s)ds
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—i—a:(n—l)/b(t)exp /a(s)ds dt=x(n), tenn+1). (5.3.7)

n n

(5.3.6) ve (5.3.7) den,

n n+1 t
x(n)|1—exp a(s)ds /b(t) exp /a(s) ds | dt
n—1 n n

n+1

>x(n+1)exp /a(s)ds

elde edilir. x (n) ve x (n + 1) pozitif olduklarindan,

n+1 t

1> /b(t)exp /a(s)ds dt
n n—1
ya da
n+1 t
limsup/b(t)exp /a(s)ds dt < 1.
e n n—1

Bu ise (5.3.2) ile celigir. Benzer sekilde, nihai olarak bir negatif ¢6ziimiin varhgimin
yine bir celigkiyle bulugacagi gosterilebilir. Boylece (5.3.1) denklemi sadece salinimh

¢oziimlere sahiptir.

Teorem 5.3.2.

n+1 n+1 t
1
lim inf exp /a(s)ds liminf [ b(t)exp /a(s)ds dt >3 (5.3.8)

ise, o zaman (5.3.1) denklemi sadece saliniml ¢oziimlere sahiptir.

Ispat. x(t) >0, t > T, olsun. N = [T] + 1 olmak iizere herhangi bir n > N tam
sayis icin (5.3.1) denkleminden,

n+1

z(n+ 1) exp /a(s)ds

n
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n+1 t

—i—x(n—l)/b(t)exp /a(s)ds dt=x(n), t€nn+1),
ya da

z(n+1) xz(n)

- exp / o (s) ds

z(n) z(n-1)

__z(n)
+[b(t)eXp n/a(5>d8 dt x(n_1)7t€[n7n+1>’
bulunur. Simdi
o)
"oz (n—1)

olsun. Buradan w,, > 0 dir. Asagidaki iki durumu goz 6niine alalim:

Durum 1. liminfw, < co. (5.3.10) dan,

n—oo

n+1

lim inf w,,; liminfw, liminf | exp / a(s)ds

n—oo n—oo n—oo
n

n+1 t
+ lim inf /b(t) exp /a (s)ds | dt <liminfw,

bulunur. Bu ise imkansizdir. Ciinkii (5.3.8) kosulu ve

4AC > 1, A>0,

(5.3.9)

(5.3.10)

(5.3.11)

olmas1 durumu gozoniine alindiklar1 zaman AX? + C < X egitsizliginin reel bir

¢oziime sahip olmadigl anlagilir.

Durum 2. liminf w,, = oo.
n—oo
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olsun. Bu durumda liminfr, = 0 dir. (5.3.9) dan,

n—oo

n+1 n+1 t

exp /a(s)ds +$;n(;)1)~x(xn(i)l)/b(t)exp /a(s)ds dt

n n n

Buradan

0 < liminfexp / a(s)ds| <0

n—oo

elde edilir. Bu ise bir celigkidir. O halde (5.3.1) denkleminin nihai olarak pozitif bir
¢oziimii yoktur. Benzer olarak, (5.3.1) denkleminin nihai olarak negatif bir ¢ziime
sahip olmadig1 gosterilebilir. Buradan (5.3.1) denklemi sadece salimiml ¢oziimlere

sahiptir.

Lemma 5.3.1. ¢t > 0igin b(¢f) > 0 (yada b(t) < 0) ve x(t), n = 0,1,2,... igin
(5.3.1) denkleminin x (n) ve z(n+1) # 0 olacak sekilde bir ¢oztimii olsun. Bu

durumda

z(T)=0

olacak bigimde bir 7" € (n,n + 1) sayisimn varhigi i¢in gerek ve yeter kogul
z(n)-z(n+1)<0
dir.

Ispat. z(n)-z(n+1) < 0ise, o zaman z (T) = 0 olacak sekilde bir T € (n,n + 1)
sayisinin varhigr agiktir. O halde sadece x (1') = 0 oldugu zaman = (n) -z (n+1) <0

oldugunu gosterecegiz. t € [n,n + 1) igin (5.3.1) denklemi

Zdt)+a®)x(t)+bt)z(n—1)=0
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denklemine indirgenir. Buradan

t s

x(n) —x(n—l)/b(s)exp /a(r) dr | ds (5.3.12)

n n

elde edilir. (5.3.1) in x (¢) ¢oziimii [0, 00) iizerinde siirekli oldugundan, (5.3.12) den,

z(n+1)=exp ( 71a (s) ds)

n

x(n)—x(n—l)/b(s)exp /a(r)dr ds | . (5.3.13)

Yine (5.3.12) den ve x (1) = 0 gergeginden,

z(n)=z(n-1) /b(s) exp (/a(r) dr) ds (5.3.14)

n

elde edilir. b(¢) > 0 olsun. Bu durumda (5.3.14) den,
z(n)-xz(n—1)>0.

(5.3.13) ve (5.3.14) den, x (n + 1) - x (n — 1) < 0 oldugu agiktir ve buradan
z(n)-z(n+1)<0

dir. b(t) < 0 oldugu zaman da ayni sonug elde edilir.

Uyar: 5.3.1. a(t) ve b(t) katsayilar sabit olduklarinda, yani,

' (t) +ax (t) + bz ([t —1]) =0 (5.3.15)
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denklemi i¢in (5.3.8) kosulu
ae”

b > m (5316)

koguluna indirgenir. Agagidaki teoremde anlagilacag: iizere (5.3.16) keskin bir kogul

niteligindedir.

Teoremi vermeden 6nce bilinen bazi sonuclar1 not edelim:

(5.3.15) denkleminin x (0) = ¢ ve 2 (—1) = c¢_; kosullarim saglayan tek ¢oztimii

b
Ty () = cpe” M 4 p (™ — 1) ey, t€n+1), n=012,..., (53.17)
ve
1
Cp = ()\711+1 (CO — )\2671) — )\721+1 (C[) — )\10,1)) y (5318)
A — Ao

seklindedir; burada A\;, Ay
2 —a b —a
N —e )\+a(1—e )=0 (5.3.19)

karakteristik denkleminin kokleridir. Bu kokler reel olduklar: zaman \; > A\, varsayila-

caktr.

Teorem 5.3.3. Asagidaki hipotezlerden biri saglaniyorsa, bu durumda (5.3.15)

denklemi salinimh ¢6ziimlere sahip olamaz:

(i) b<0vecy— Ac_1 #0; ya da

ae”

(id) 0<b§m.

Ispat. (i) ya da (ii) kosulu (5.3.19) un reel koklere sahip oldugunu ifade eder. (i)
kogulu saglaniyorsa, o zaman (5.3.18) den,

Cn A (Co - )\2071) - (Co - )\1071) A2 ()\2/>\1)n
Cn—1 (Co - )\2071) - (Co - )\1071) ()\2/)\1)n

elde edilir.
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i—f <1 ve ¢y — Agc_1 # 0 oldugundan,

lim —" = )\, > 0.

n—00 Cp1

. . &
Buradan n > N icin —-

> ( dir. Dolayisiyle

Cp—1

CnCn_1 >0, n> N,

yazilabilir. Lemma 5.3.1 den, z (t) = 0 olacak sekilde bir ¢t € (n,n + 1) yoktur. O

halde (5.3.15) denklemi salimmli ¢oziimlere sahip degildir.

(41) kosulu saglansin. Once b < olsun. A\; > Ay > 0 oldugundan,

ae
4 (e —1)

CnCpi1 > 0.
ae® . e .
b= e =) oldugu zaman A\ = Ay = dir. Bu durumda (5.3.18) e karsihk
et —
olarak
n=(n+1)cg —nc_1A1) A}
bulunur

co = c_1) ise, ¢, = c_1 A\ olup
CnCnt1 > 0.

Co # C_1)\1 ise, 0 zaman

cn  n(cg—c_1h)+co
Cno1 mcg—c1A) + e

M

Cn

= A1 > 0 dir. Dolayisiyle n > N igin ¢,c,—1 > 0 olur. Boylece her

bir durumda ¢,c,_1 > 0 oldugundan, (5.3.15) in salimimh ¢oziimleri yoktur.

Uyar1 5.3.2. b < 0ve cg = Ayc_q ise, 0 zaman ¢, = c,l)\gﬂ dir. Ay < 0 oldugundan,

CnCny1 < 0 dir. Buradan (5.3.15) denklemi salimml ¢oziimlere sahiptir.
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Sonug 5.3.1. (5.3.15) denkleminin ¢oziimlerinin salimml olmasi igin bir gerek ve

yeter kogul ya (5.3.16) kogulunun saglanmasidir ya da
b<0vecy= e
olmasidir.

Teorem 5.3.4. (5.3.15) denkleminin = = 0 ¢dziimiiniin ¢ — +oo halinde asimptotik
kararli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, (5.3.19) karakteristik denkleminin A; ve A,

koklerinin modiillerinin |A\;| < 1 ve |A3| < 1 esitsizliklerini saglamasidir.

Teorem 5.3.5.

—a a

ae cpe 0
4(e*—1) er —1

ise, bu durumda (5.3.15) denkleminin her salimml ¢oziimii ¢ — oo halinde sifira
gider. Ayrica,

—a<b<0vecy=c_1)\

ise, o zaman (5.3.15) in her salimimh ¢6ziimii ¢t — oo halinde sifira gider.

Agagidaki sonuglardan, (5.3.15) denkleminin periyodik ¢oziimler konusunda oldukga

ilging ozelliklere sahip oldugu anlagilmaktadir.

Lemma 5.3.2. (5.3.15) denkleminin bir z (¢) ¢dziimiiniin k& periyotlu periyodik bir

fonksiyon olmasi i¢in gerek ve yeter kogul
Ck—1 = C_1 Ve Cp = Cp
dir.
Ispat. 2 (t), k periyotlu periyodik bir fonksiyon olsun. Bu durumda

x(t+k)=x(t), t € (—o00,00).
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Buradan

Cr—1 — C_1 V€ C = (g
elde edilir.

Simdi, ¢;_1 = c_1 ve ¢ = ¢y olsun. (5.3.17) den,
—at b —at
zo (t) = coe™ ™ + = (e = 1)y, 0< T <1,
a

ve

b
T (t) = Cke_a(t_k) + - (€_a(t_k) — 1) Ck—1, k S t<k+ 1,
a

elde edilir. Buradan

() =zt —k), k<t<k+1,

yazilabilir. Siireklilikten dolay1,
2o (1) =c1 =z (k+ 1) = cp1.

Ayrica,

b
1 (t) = et 4 =

- (6_“(t_1) — 1) co, 1 <t <2,

b

Ty (1) = Ck+1€_a(t_k_1) + - (e_a(t_k_l) — 1) e, k+1<t<k+2.
a

Buradan

I’k+1(t):I1(t—k3), k+1§t<k’+2,

dir. Boyle devam edersek,
Top—1 (t) = Tk—1 (t — k?) , 2k—1<t< 2]{?,
bulunur. O halde x (t) ¢dziimii k periyotiu periyodik bir fonksiyondur.

Teorem 5.3.6. b > 0 olsun. Bu durumda (5.3.15) denkleminin her salinimh
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¢oziimiiniin k periyotlu periyodik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

ae®

et —1

b:

2
ve a = —In (2 Cos 7;{771) (5.3.20)

k—1
dir; burada m ve k aralarinda asal sayilar olup m = 1,2, ..., {T} dir.

Ispat. (5.3.15) denklemi k periyotlu periyodik bir ¢oziime sahip olsun. Bu durumda

ck = Cg ve cx_1 = c_1 dir. Boylece (5.3.18) den,

(A= M = A+ A2) co — MAs (A\f = A§) ey =0,
(AF = A5) co — (M A2 = MAS + A — o) e =0,

ya da
A =1) (M —1) (M= N)?=0

elde edilir. b > 0 ve ¢oziim salimiml oldugundan, Sonug 5.3.1 den A\ ve Ay kokleri
komplekstirler. Dolayisiyle,
M=1vel=1

den,

)\1 — 627rmi/k, /\2 — e—27rmi/k

olur. Buradan ve (5.3.19) dan,

1—e™%) =1 ve cos 2mm = 1e"‘.
(1) -

Q|

Boylece (5.3.20) elde edilmis olur.

Simdi (5.3.20) saglansin. Gosterecegiz ki (5.3.15) in her ¢dziimii k periyotlu periyo-
diktir. (5.3.19) ve (5.3.20) den,
2mm

m
..
! k

Al,2 = €Os

Buradan

Cr — Cy V€ Cp—1 — C_1
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elde edilir. Boylece ispat tamamlanmig olur.

Teorem 5.3.7. b < 0 ve ¢g = c_1Ay olsun. Bu durumda (5.3.15) denkleminin her
salimml ¢oziimiiniin 2 periyotiu periyodik bir fonksiyon olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul
ho 8 (e*+1)

1 (5.3.21)
er —

dir.

Uyar: 5.3.3. Yukaridaki sonucglar a # 0 kabuliiyle elde edilmislerdir. a = 0 oldugu
zaman (5.3.20) kosulu

a

b=1lim ——— —1
a—0et — 1
seklini alir.
a =0 ve b =1 oldugu zaman (5.3.15) denklemi
) +z([t—1]) =0 (5.3.22)

seklini alir. (5.3.22) denkleminin 6 periyotlu periyodik ¢oziimlere sahip oldugu gos-

terilebilir.

5.4 ' (t)+p(t)z(t)+q(t)z (2[H£2]) = 0 Alterne Denkleminin Salimimh ve

Periyodik Coéziimleri

Bu kesimde birinci basamaktan lineer skaler alterne

t+1

Z () +p)a(t)+qt) (2 {TD =0 (5.4.1)

denkleminin salinimli ve periyodik ¢oziimleri hakkinda bilinen sonuglardan stz edile-

cektir; burada p (t) ve ¢ (t) katsayilar1 [0, co0) iizerinde siirekli fonksiyonlardir.

Teorem 5.4.1.

2n+1 t
lim sup / q(t)exp /p(s) ds | dt > 1 (5.4.2)
e 2n 2n
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ise, bu durumda fonksiyonel diferensiyel

Y +pt)z ) +q(t)z (2 {%D <0, (5.4.3)

esitsizliginin nihai olarak pozitif ¢oziimleri yoktur; burada p (t) ve ¢ (t) katsayilari

[0, 00) iizerinde siireklidirler.

Ispat. x(t), (5.4.3) iin 2 (t) > 0, t > 2n, seklinde bir ¢oziimii olsun; burada n

yeterince biiyiik bir tam sayidir. 2n — 1 <t < 2n + 1 igin (5.4.3) den,
() +pt)x(t)+qt)z(2n) <0

ya da
t

v +aten | [pe)ds |y <o (5.4.4)

elde edilir; burada
t

y (t) = x (t) exp /p(S) ds

2n

(5.4.4), 2n den 2n + 1 e kadar integre edilirse,

2n+1 t
yen+ ) <y (1= [ a@en| [pods )
2n 2n
t > 2n icin y () > 0 oldugundan,
2n+1 t
1— /q(t)exp /p(s)ds dt > 0,
2n 2n
ya da
2n+41 t
lim sup / q (t) exp /p(s) ds | dt <1
e 2n 2n

bulunur. Bu ise (5.4.2) ile geligir. O halde (5.4.3) esitsizligi nihai olarak pozitif bir

¢oziime sahip degildir.
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Teorem 5.4.2. (5.4.2) kogulu saglaniyorsa, bu durumda fonksiyonel diferensiyel
) +p@)x(t)+q(t)x <2 {%]) >0 (5.4.5)

esitsizliginin nihai olarak negatif ¢oziimleri yoktur.

Ispat. Teorem 5.4.1 in kamtiyla aynidir.

Teorem 5.4.1 ve Teorem 5.4.2” den, (5.4.1) denkleminin (5.4.2) hipotezi altinda nihai
olarak ne pozitif ne de negatif bir ¢oziime sahip oldugu anlagilmaktadir. Buradan

asagidaki teorem ispatlanmig olur:

Teorem 5.4.3. (5.4.2) koguluna gore (5.4.1) denklemi sadece salimiml ¢oziimlere

sahiptir.

Sonug 5.4.1.

2n+1 t
lim inf / ao (t) exp —/a(s) ds | dt < —1 (5.4.6)
2n 2n

ise, bu durumda
Y (8 =a(t)z(t)+ao(t) (2 {%D (5.4.7)

denklemi [0, 00) tizerinde sadece saliniml ¢oziimlere sahiptir.

Uyar: 5.4.1. (5.4.6) keskin bir kosul niteligindedir. Zira, bu kosul sabit katsayili

2 (£) = az (£) + az (2 {%D (5.4.8)

denklemi i¢in

ae’

e — 1

ag < —

seklini alir. Bu kosulun salinimlilik icin olasi en iyi iki koguldan biri oldugu Boliim

4’ den bilinmektedir.
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Teorem 5.4.4.

2n t
lim inf / q (t) exp /p(s) ds | dt < —1 (5.4.9)
2n—1 2n

ise, bu durumda (5.4.3) esitsizligi nihai olarak negatif bir ¢oziime sahip degildir.

Ispat. = (t), (5.4.3) esitsizliginin 2 (t) < 0, t > 2n — 1, olacak sekilde bir ¢oziimii
olsun; burada n yeterince biiyiik bir tam sayidir. (5.4.4) iin 2n — 1 den 2n e kadar

integrali alimirsa,

y (2n) 1+/q(t)exp /p(s)ds dt | <y(2n-—1)

bulunur. ¢ > 2n — 1 igin y (¢) < 0 oldugundan,

2n t
1+ /q(t)exp /p(s)ds dt > 0,
2n—1 2n
ya da
2n t
lim inf / q(t)exp /p(s) ds | dt > —1
-1 2n

elde edilir ki bu (5.4.9) ile gelisir.

Teorem 5.4.5. (5.4.9) kosulu saglaniyorsa, o zaman (5.4.5) esitsizligi nihai olarak

pozitif bir ¢éziime sahip degildir.
Ispat. Teorem 5.4.4 iin kamtiyla aymdur.

Teorem 5.4.6. (5.4.9) kosulu altinda (5.4.1) denklemi sadece salmimh ¢oziimlere

sahiptir.
Sonug 5.4.2.
2n t
lim sup / ap (t) exp —/a(s) ds | dt > 1 (5.4.10)
e 2n—1 2n

ise, bu durumda (5.4.7) denklemi [0, 00) iizerinde sadece salimml ¢oziimlere sahiptir.
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Uyar: 5.4.2. (5.4.10) kosulu keskin bir koguldur. Zira, bu kogul sabit katsayil

(5.4.8) denklemi igin
a

et —1

ag >

seklini alir. Bu kosulun salinimlilik icin olasi en iyi iki koguldan biri oldugu Boliim

4 den bilinmektedir.

Teorem 5.4.7.
a

ap >
0 e —1

ise, bu durumda (5.4.8) denkleminin z (0) = ¢y kogulunu saglayan tek (4.5) ¢oziimii,
u¢ noktalar1 tam sayilar olan her bir 2n — 1 < t < 2n araliginda kesinlikle bir sifira

sahiptir. Ayrica,

ae”

e — 1

ag < —
ise, o zaman (4.5) ¢oziimii her bir 2n < ¢t < 2n + 1 arahginda kesinlikle bir sifira

sahiptir.

Teorem 5.4.8.
—a(e* +1)

ap = —a ya da ag = (e 1)2

oldugu zaman (5.4.8) denkleminin ¢ — oo halinde sifira gitmeyen simirh ¢oziimleri

periyodiktir. Ilk durumda, coziimler sabit; ikinci durumda 4 periyotludurlar.
Ispat. Bu sonuglar, (4.5) ¢oziimiinden ve

=1 (5.4.11)

kogulundan elde edilirler. Zira, (5.4.11) kosulu z (f) nin sirh ve ¢ — oo halinde

sifira gitmemesi icin gerek ve yeter kosuldur.
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