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1.GIRIiS

1.1 Lineer Pozitif Operatérler ve Yaklasim Ozellikleri

Haciyev vd. (1995) tarafindan lineer pozitif operatorlerin bazi ¢nemli zellikleri

verilmigtir:

Tanim 1.1.1 X ve Y fonksiyon uzaylar: olsun. L : X — Y bir doniigiim olmak
tizere V f € X fonksiyonuna karsilik gelen bir ¢ € Y fonksiyonu varsa, L ye bir
operator denir. L operatoriiniin tamim bolgesi X = D (L), deger kiimesi ise R (L)

olmak iizere

L(f;x)=L(f(t);x) (1.1.1)

ile gosterilir.

Tanmim 1.1.2 X lineer bir uzay olsun. V f, g € X i¢in, a,b € R ve af + bg € X

olmak fiizere L operatorii

L(af+bg;x)=aL(f;x)+0bL(g;)

kosulunu gercekliyor ise L operatoriine lineer operator adi verilir.

¢ # 0 icin L lineer bir operator oldugundan

L(c.0;2) =cL(0;2) =0

olarak yazilabilmesi i¢in L (0;x) = 0 oldugu goriiliir.

Lineer operatorler sinifinin ¢ok énemli bir alt sinifi lineer pozitif operatorlerdir.

Tanim 1.1.3 Xt ={fe X: f >0}, Y ={geY :g>0} olsun. Eger X uza-

yinda tamimlanmis L lineer operatorii X ™ kiimesindeki herhangi bir f fonksiyonunu



pozitif fonksiyona doniistiiriiyorsa o taktirde bu lineer operatore lineer pozitif oper-

ator denir. L lineer operatorii igin f > 0 oldugunda L (f;x) > 0 gergeklenir.

Simdi lineer pozitif operatorlerin 6nemli bazi 6zelliklerini verelim.

Ozellik 1.1.1 Lineer pozitif operatérler monotondur.

Gergekten; Vo € R igin f () > g(x) ise f(x) — g (x) > 0 dir. L operatorii pozitif
oldugundan

L(f—g;2)>0

olur ve L operatoriiniin lineerlik zelliginden
L(f;x)—L(g;x) =0

elde edilir.

Ozellik 1.1.2 L lineer pozitif operatér olsun. Bu durumda

L (fi2)] < L([f|;2)

esitsizligi gergeklenir.

Gergekten; Vit € [a, b] icin

—F@OI<f@) <|[f @)
esitsizligi saglanir. L operatoriiniin monoton olma ¢zelliginden
—L([f];2) < L(f;2) < L(|f];2)

yazilabilir. Dolayisiyla
IL(f;z)| < L(fl;2)



elde edilir.

Tanmim 1.1.4 L : X — Y lineer doniisiim olsun. Eger Vf € X icin

1L (f52)lly < Clfllx

olacak sekilde C' > 0 sayis1 varsa L operatoriine sinurly lineer operatér adi verilir.

Bu C sabitlerinin en kiiciigiine L operatorinin normu denir.

IL]| = inf{C: |L(f;2)lly < ClFlx}

seklinde gosterilir.

L lineer operatorii i¢in

L (f;2)|ly
L AL LSRNl &
IZ] 2o I1fllx
IL]| = sup ||L(f;z)ly

fllx=1

esitlikleri saglanir.

Korovkin (1953) tarafindan [a, b] aralig iizerinde tanimh reel degerli siirekli f fonksi-
yonuna lineer pozitif operatorler dizisi ile yaklagim yapilabilecegini agsagidaki teorem

ile ifade ve ispat etmistir.

Teorem 1.1.1 (Korovkin 1953): (L,) lineer pozitif operatorler dizisi, [a,b] a-

raliginda n — oo iken

L,(Lz) = 1 (1.1.2)
L,(t;z) = = (1.1.3)
L, (t*%z) = 2° (1.1.4)

kogullarim gercekliyorsa, [a,b] araligi iizerinde siirekli ve tiim reel eksende simirh



herhangi bir f fonksiyonu icin n — oo iken a < x < b olmak iizere

Lo (f;2)= f ()

gerceklenir.

Ispat: f fonksiyonu reel eksende siirh oldugundan Vz € R icin
|f ()| <M (1.1.5)

olacak gekilde M > 0 sayis1 vardir.

f € C (a,b) oldugundan her € > 0 igin |t — z| < ¢ olmak iizere her t € R ve = € [a, b]
icin
[f ()= f(z)] <e (1.1.6)

esitsizligini gergekleyen en az bir § > 0 sayisi vardir. Diger yandan |t — z| > § icin

t— ) 2M
( 52‘76) > 1= T (t—a)' 2 2M

saglanir. (1.1.5),(1.1.6) esitsizlikleri ve ti¢gen egitsizligi kullanmlarak Ve > 0 igin

F () = f(2)] < 25—]‘24(15—:5)%5 (1.1.7)

bulunur.



Lineer pozitif operatorlerin 6zelliklerinden

1Ln (F32) = £ @) legusy = [12a (F () = £ @)32) + F (@) (L (2) = Dll sy
< L (F () = £ @)50) |y +
1o 1o (1:2) = logn
< N (1 () = F @52l +

[ fllcap 1Ln (L2) = Ll oo

esitsizligi yazilabilir. Bu esitsizligin ikinci terimi (1.1.2) ifadesinden dolay: sifira

yakinsar. Yani n — oo iken

HfHC(a,b) Ly (L;2) — 1”0((1,1)) < én

esitsizligini saglayan ¢, — 0 dizisi vardir. Bu durumda

1L (F32) = (@)l ey < M (1 () = F (@) 2) | ay + En (1.1.8)

gerceklenir.

(1.1.8) esitsizliginin sagindaki ilk terimi gozoniine alahm. (1.1.7) esitsizligi ve lineer

pozitif operatorlerin ozellikleri kullanmilarak

Lo (If () - f (2)];2) su(%%@_xf+ax)

52
= ¢eL,(L;x)+ Q(S—A;[Ln ((t—2)%; )
2M 9 9
= elL,(1;x)+ = (L. (t*;2) — 22L, (t;2) + 2L, (1;2)]



La(F ()~ F @) < ella(ia) 1]+ e+ 25 {[Lo (0) - 2]
— 2x [Ly, (t;x) — 2] + 2% [Ln (1; ) — 1]}

= e+ <€+ 25—]\24:52) [Ln (1;2) — 1]

2M
+= [Ln (F52) —2°]
AM
——z ¢ [La (t7) — 2]
elde edilir.
e+ %72 =g (x) ve =iz = h(x) olsun. Vz € [a,] igin

g(z) < sup |g(z)| =bveh(z)< sup |h(z)|=c
z€la,b] z€la,b]

olmak {izere

Ln(f (0= F@]0) S e blLa(52) = 1)+ 55 [L (0) -

+c|L, (t;x) — ]
[ Ln ([f (1) = F (@5 2)lo@y < €+b0lLa(152) = Lo

2M
+7 | (#52) — x2HC(a,b) +ellLn (62) = 2l
elde edilir. (1.1.2), (1.1.3) ve (1.1.4) ifadelerinden dolay1
Tim ([ (1f (&) = £ (@)]52) loap = 0

olur. Bu durumda (1.1.8) ifadesinin

lim [ Ly, (f () ;2) = f (@)l cqp) = 0

n—oo

oldugu goriiliir. Bu da ispati tamamlar.

1962 yilinda Baskakov, [a, b] aralig: iizerinde stirekli ve My, f fonksiyonuna bagh bir



sabit olmak tizere

|f ()] < My (14 2?) (1.1.9)

kosulunu saglayan f fonksiyonu icin Korovkin Teoremi’nin gerceklendigini ispat-

lamagtir.

Gergekten; f € C(a,b) oldugundan her ¢ > 0 igin her t € R ve z € [a,}] igin
|t — x| < ¢ oldugunda
1f()—f@)<e

egitsizligini gercekleyen en az bir § > 0 sayis1 vardir.

|t — x| > ¢ oldugunda Vz € [a,b] igin f fonksiyonu (1.1.9) kogulunu sagladigindan

[f () = f ()]

IA

My (14 2%) + My (1+1t7)
= M;(2+¢ +2%)
= M;(2+(t—z+2)?+2?)

= M;(2+ (t —2)* + 22 (t — x) + 227)

< M (2 & ;f)Z +(t—x)’+ 29:“%;:”)2 + 2x2(t;—f)2>

VAN
=
'~
|
8
o
~~
2l
+
—_
_|_
n
b
kel
+
n
o
kel
)
E
[\]
~

seklinde yazilabilir. Bu esitsizlikte

2 2x 222
c=M 4+ 1+ sup — + su
d (6 z€| apb] 4 z€| apb] 62 )

alinirsa

()= f(2) <c(t—a)?



elde edilir. Bu durumda Vz € [a, b] ve Vt € R i¢in
[f ()~ f (@) Setelt—a)
yazilabilir. Ayrica

Lo (If (8) = f(@)[;2) < Lo(e+c(t—2)"5x)
= L, (1;7)
+c{L, (t*;z) = 2zL, (t;x) + 2°L, (1;x) }
= e[L,(Lz) =1 +e+c{[Ln (t}x) — 27]
— 2z (L, (t;x) — x| + 2% [Ln (1;2) — 1]}

olup, k = ¢ sup |—2x| ve [ = ¢ sup |2?| olmak iizere
z€[a,b] z€la,b]

L (1 @) = f (@] 2) o)
< e+ e+ DL (L2) = o
+k | Ln (62) — 2l ogap)

e[ La (52) = 2| o
esitsizligi saglanir. (1.1.2), (1.1.3) ve (1.1.4) ifadelerinden dolay1
T (Lo (1 () = £ (@)]:2) gy = O
olur. Bu durumda (1.1.8) esitsizliginden istenen
T Lo (52) = £ (@) gy = O

elde edilir. O halde Korovkin Teoremi saglanmig olur.



1.2 Berstein Polinomu

1912 yilinda S. Bernstein klasik Weierstrass teoreminin yeni bir ispatin1 vermistir.
Bu ispat [0,1] araliginda tanimlanmig bir polinomlar dizisinin siirekli fonsiyonlara

yaklagmasinin kanitlanmasiyla elde edilmistir. Once bu polinomlar1 tanimlayalim.

Tanim 1.2.1 n -keyfi dogal say1, = € [0, 1] olmak {izere
Bu(fia) = Yo (Eyckat(1 — ayt
=0 '

seklindeki polinomlara Bernstein polinomu denir.

1885’de Weierstrass, kapali ve sinirli [a, b] araligi iizerinde tanimli, reel degerli her
siirekli f fonksiyonuna polinomlar ile yaklagilabilecegini agagidaki teorem ile ifade

etmigtir.

Teorem 1.2.1 (Weierstrass): f fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli ise her € > 0
icin [a,b] aralig tizerinde |P (x) — f (2)| < € esitsizligini gercekleyen az bir P (z)
polinomu vardir (Korovkin 1960).

Bernstein (1912) tarafindan [0, 1] aralig: iizerinde Weierstrass Teoremi’ni gergekleyen
polinomlarin tipi ile ilgili bir teorem ispatlanmistir. Bernstein polinomlar: olarak
adlandirilan bu polinomlarin tipleri ve yaklagim ozellikleri, Kampiti vd. (1994),
Bleimann vd. (1980), Groetsch vd. (1973), Martinez (1989) gibi bir¢cok makalede

aragtirilmigtir.

Teorem 1.2.2 f,[0,1] araliginda siirekli bir fonksiyon olmak iizere B, (f;x) poli-

nomlart n — oo iken ayni aralikta f(z) e diizgiin yakinsar.

Ispat:Bernstein polinomlarinin yardimiyla Weierstrass teoreminin ispatin1 verelim.



f siirekli fonksiyon olmak iizere B, (f;x) polinomlari n — oo iken [0, 1] araliginda
f(z) e diizgiin yakinsadigim gosterelim. Diizgiin yakinsakligin tanimini kullanirsak

bu son onerme asagidaki sekilde yazilabilir.

[0, 1] araliginda tanimlanmus her siirekli f fonksiyonu icin

1 1Bu( ;) = 1) legoay = Jim gmax |Ba(f;) = 1 ()] =0

n—oo0<z<1

Bu polinomlar B,,( f; ) seklinde yazmakla onlarin f(z) fonksiyonuna bagh oldugunu

gosterir.

Not: Weierstrass teoremi sadece siirekli fonksiyona yaklasan polinomun varligini
gostermektedir. Bernstein ise, Weierstrasstan farkl olarak yaklagan polinomun var-

liginin yanisira f fonksiyonuna nasil bagh oldugunu da gosterir.

Bernstein 6nce f(z) = 1 fonksiyonuna mertebesi n olan polinomlar1 yaklagtirmigtr.

Bunun icin Bernstein, Newton’un binom formiiliinii kullanarak

n

(a+0b)" = ZC’Sakb”_k; Cch =

k=0

+
i — g @R

esitliginde z € [0, 1] olmak iizere, a = z, b = 1 — x kabul edip

1= ZC’I;xk(l — )"k
k=0

formiiliinii elde etmistir.

ve

10



formiillerini karsilagtirirsak her dogal n igin B, (1;z) = 1 oldugunu goriiriiz.

Simdi gosterelim ki

Bu(fiw) = Y7 (Ot — )

k=0
seklinde olan Bernstein polinomlari [0, 1] arahiginda siirekli f(x) fonksiyonuna diizgiin

yakinsar.
n

1= ZCﬁxk(l — )"k

k=0

formiiliiniin her iki tarafi f(z) ile ¢arpilirsa
flz) = if(ﬁ)ckwk(l —a)""
=0 !

egitliginin saglandigini goriiriiz.

F@) = S F@)Chat (1 - )
formiillerinden
Bufi) - 1) = 3 [15) - flo)| clhati—ort )
k=0

elde edilir.

z € [0,1] oldugundan, toplam semboliiniin altindaki
k
7(5) - )]

11



disindaki tiim ifadeler pozitiftir. Yukaridaki ifadenin mutlak degeri alinirsa;

elde edilir.

Hipotezimize gore f(z), [0, 1] arahginda siirekli fonksiyondur. Siirekliligin taniminna

gore Ve > 0 i¢in dyle bir § > 0 bulabiliriz ki ¢,z € [0,1] i¢in |t — 2| < § oldugunda

[f(t) = f(z)] <e

saglanir.

Ote yandan kapal sonlu aralikta siirekli fonksiyon smirhdir. Yani 6yle bir M sayisi
vardir ki keyfi z € [0,1] icin |f(z)| < M dir. Burada goriiliiyor ki ¢,z € [0, 1] icin
|f(t) — f(x)] <2M dir. Bundan dolay1 |t — x| > ¢ durumunda

|t - |

>1
5 =

oldugundan egitsizligin her iki tarafinin karesi alimip 2M ile ¢arpildiginda

(t — )’

2M < 2M-~——;
B

esitsizligi elde edilir.Buda onu gosteriyor ki |t — z| > § oldugu durumda

(t — )’
52

[f(t) = f(x)] < 2M
yazilabilir. Bu esitsizliklerde ¢ ve z [0, 1] arahgmin keyfi noktalaridir.Ozel durumda

k
re|0,1],t=—k=0,1,..n
n

12



ele alirsak agagidaki esitsizlikler yazilabilir.

’f (%) — f(x)| < e, eger . < 4 ise (1.2.2)
2
‘f (%) — f(z) <25—]\24(§—x) , eger — = > 4 ise (1.2.3)
Yukarida verilen
Bulfio) - S0 < 3 [ 75 - 7o) et - oy
k=0

formiiliiniin sag tarafindaki toplam 0 dan n kadar olan biitiin k lar i¢in alindigindan

bu £ lar1 iki ciimleye ayiralim.

E,;:{k: E—x <5}
n

" k;
n

olsun. Bu iki ciimleyi ele alarak, (1.2.1) denklemi agagidaki gibi yazlir:

Y~ fw)

n

Bulfir) — f@)] < Y

keE,

2.
keE,

CFab(1 — z)" ™"

CFaP(1 — z)""

”f(g)—ﬂ@

burada (1.2.2) ve (1.2.3) esitsizlikleri kullanilirsa

| By (f;2) — f(2)|
< 5205&(1—@"7’“ —1—25—]\242 (%—x) CFa*(1 — )"

keE) keE)

2M - k ? k_.k n—k

13



(1.2.4) esitsizliginin sag tarafindaki toplami gozoniine alalim.

I.(z) = zn: (E — x)2 CFaP(1 — o)™ " (1.2.5)

n
k=0

isaretini kabul edelim ve gosterelim ki n — oo gittiginde I,,(x), [0, 1] arahiginda sifira

diizgiin yakinsar. Bunun i¢in asagidaki iglemler yapilirsa

14



Dolayisiyla

k=0

a7y Gt (1 =)

k=0

LA (n—1)! . -
2 i =

k=0
N s TR -
Qx;(k:—m(n_k)!ﬂﬁ (I—z)" "4z

n ]{3—1 n_]_| L -
kZ; n (k —(1)!(n)— /{;)!x (1—2)""+

5N (n—1)! i L
ﬁg(k‘ Dt L)

v —(?n—(i L @)

é% (k _(Z)g_(;)i k)!l’kﬂ —a)"

(2 -2) St
- . 1?;@ _(Z)!_(s)i k)!mk(l — )"+

(2 -20) 3ottt

n—2
n—1 (n —2)! . s
1— n
n ,czzok!(n—%lc)!“j (1-x)

1 n—1 (n _ 1)'
——2 N T k] 1 — n—1—*k 9
" (n x) Zkzok!(n—l—k)!x (1—a)" "t

1 5 1 )
IL==)a"+ | ~—2r)r+uw
n n

2
1—
$2_x_+§_2l'2—|—x2:$( gj)
n n

Ly~ n! % . "L al ) k
= Y S————af(l—a) -2 o ———aF (1 —a)"”
n2 k!(n—k)@ (1—-u2) x;nk!(n—k)!x (1—x)

(1.2.6)



oldugu goriiliir. Bu (1.2.4) formiiliinde kullanilirsa

[Bu(fi7) = fl@)] Se+ S5 =

elde edilir ve bu durumda her iki taraftan x’lere gore maksimum alinirsa

M1
) — < ———
Qax |B(fix) = f(z)l < e+ 55

oldugu goriiliir ¢iinkii

AN

max x(1l —x) =
0<a<1

Sonug olarak

lim max |B,(f;z) — f(x)] =0

n—oo0<x<1

elde edilir ve B, (f; z) Bernstein polinomunun [0, 1] araliginda siirekli f fonksiyonuna

diizgiin yakinsak oldugu ispatlandi.

Teorem 1.2.3 f € C (a,b) ise [a, b] aralig: iizerinde

lim B, (f;2) = f (x)

n—oo

diizgiin olarak gerceklenir.

Bu sonu¢ Weierstrass teoreminin keyfi [a, b] araligy icin ispatini verir. Bunun igin
[0, 1] araligina gegmek gerekmektedir. f(x), [a,b] araliginda siirekli fonksiyon olsun.

Bu durumda 0 < y < 1 olmak tizere

9(y) = fla+ (b—a)y)

biciminde tanimli g fonksiyonu [0, 1] de siireklidir.Ispatladigimiza gére her y € [0, 1]
icin
1Bn (9:9) —9)l < e
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dir.Burada € > 0 istenilen kiiciik sayidir.

r—a

. alinirsa
—Qa

Bu esitsizlikte y =

r —a Tr — a

(9:5—) — 93—

) <e (1.2.7)

elde edilir.
9(y) = fla+ (b—a)y)

oldugundan
y = =2 durumunda g ($=2) = f(x) elde edilir.

Ayrica
T —a

B,.(g; b_ a> = Pu(x)

gosterimini kabul edersek P,(z) in n. mertebeden bir polinom oldugu goriiliir ve

(1.2.7) esitsizligi her x € [a, b] igin
f(z) = Pu(z)] <e

oldugunu gosteriyor. Yani siirekli f fonksiyonuna [a, b] arahiginda yaklagan bir P, (z)

polinomu vardir. Bu da Weierstrass’in teoremidir.
1912 yilinda S. Bernstein, Weierstrass’in yaklasim teoreminin yeni bir ispatini yap-

nmugtir ve [0, 1] araliginda verilmis siirekli bir fonksiyona yakinsayan polinom tanim-

lamigtir. 0 < z < 1 olmak {izere bu polinom ;

Bu(fi) = Y F(L)OkH (1L — 2
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1.3 Siireklilik Modiilii

Museyev vd. (2003) tarafindan siireklilik modiilii tanimlanmigtir. Asgagida buna

gore siireklilik modiilii taniminm verelim.

Tanim 1.3.1 Bos olmayan I C R sirh aralhigr verilmis olsun.
d(I)=sup{lzr —y|:x,y €I}

biiyiikliigiine I kiimesinin ¢ap: denir.

Tanim 1.3.2 [ C R smirh bir aralik, f : [ — R fonksiyonu I {izerinde sinirh olsun.

d = d(I), I kiimesinin ¢ap1 olmak iizere w : (0,d| — [0, 00);
wr(0) =w(f;0) =sup{|f (x1) — f (z2)| 1 x1, 22 € I, |21 — 23] <O}

fonksiyonuna f fonksiyonunun I tzerindeki stireklilik modiili denir.

Siireklilik modiiliiniin énemli baz1 6zelliklerini verelim. Bu o6zelliklerin ifade ve is-
patinda Museyev vd. (2003), Natanson (1964), Izgi (2004) kaynaklarindan yarar-

lanilmigtar.

Lemma 1.3.1 6 > 0 icin wy (6) > 0 dur.

Lemma 1.3.2 w; (§) monoton artandur.

Ispat: Vd,,d, € (0,d], §; < §5 icin

{f (@1) = f(22)| : w1, 20 € 1, w1 — 22| < 61}

C A{lf (@) = f(z2)| s 21,2 € I, |11 — ] < 02}

18



oldugundan

wy(01) = sup{[f (z1) — f(x2)| : 21,22 € [, 21 — 22 < 61}
sup {|f (z1) — f (¥2)| : 21,22 € [, |21 — 22| < 62}

= wy (d2)

IN

gerceklenir.
Lemma 1.3.3 n € N olmak tizere wy (nd) < nwy (6) gergeklenir.

ispat:
wr(nd) = sup |f (z1) — f (22)]

1,226l
|z1—x2|<nd

olmak tizere x; = x5 + nh denirse

wr(nd) = sup [f (z2+nh) — f (z2)]

xo€l
|h|<d

— sup | [F et (k- 1) B) = f (22 + K]

zo€l |
nj<s 1 F=0

n—1

Zsup |f (2 + (K+ 1) h) — f (22 + kh)]

— x2€l
F=0Inl<s

IN

olarak yazilabilir. Tanim 1.3.2’den toplama bagl ifade wy (0) olur. Toplamin sayist

n tane oldugu igin istenen esitsizlik elde edilir.

Lemma 1.3.4 )\ pozitif reel say1 olmak {izere

wr (M) < (A+ 1wy (9)

gerceklenir.
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Ispat: [|\[] ile A sayismin tam kismm gosterelim. Bu durumda
(A <A <Al +1
esitsizligi gecerlidir.

w (f;0) min monoton artan olma ozelligi ve Lemma 1.3.4 geregince;

wr (M) < wr ([N +1)9)
< ([M1+1)wy(9)
< (A+1w;(9)

esitsizligi elde edilir.

Lemma 1.3.5 f, [ araliginda siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda (lsin(l) wyr(9) =

0 gergeklenir.

Ispat: f siirekli oldugundan her € > 0 icin |z, — x| < 1 oldugunda

|f (v1) = f(z2)] < ¢

sup |[f (z1) — f(z2)] < €

esitsizligini saglayan en az bir 7 > 0 sayis1 var olup, wy (1) nin tanimindan wy (n) < €
olur. Yularidaki lemmadan § < 7 i¢in wy () < ¢ yazilabilir. Bu da istenen ifadeyi

verir.
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1.4 Bernstein Polinomlarinin Siirekli Fonksiyonlara Yakinsama Hizi

Teorem 1.4.1 (Popoviciu 1937) f[0, 1] araliginda siirekli fonksiyon w(f;d) ise bu
fonksiyonun siireklilik modiilii olsun. Bu durumda f fonksiyonunun Bernstein poli-

nomlar ile yaklagma hiz1 agagidaki esitsizliklerle sinirlanir.

1B, (f;2) — f(z)] < gw (f;%)

Not Bu teoremde goriilityor ki B, (f;z) — f(x) fark: i¢in

3 1
1Bn(f52) = f(2) o0 < ¥ <f; %)

esitsizligi saglaniyor.

Ispat: Gosterelim ki Bernstein polinomlarmin [0, 1] araliginda siirekli bir fonksiy-

ona yaklagma hizin1 bu fonksiyonun siireklilik modiilii ile belirtebiliriz. B, (1;z) = 1

JONE

(1.2.1) esitisizligi yazilabilir. 0 keyfi bir say1 olmak {iizere

formiiliinden dolay1

Ck k( x)n—k

B (f;2) — Z

k=

n

|Ba(fiw) = f(x)] < >

VAN
£
o
=
s
D
3l
SOl
~_
Q
Ed
bl
=
=
it

{ 13" |5 — o] (Chab(1 — a2
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Sag taraftaki toplama

Zakbk < (Z ai>1/2 (Z bz>1/2

Cauchy-Bunyakowsky-Schwartz esitisizligi uygulanirsa

[ Bn(f;2) = f(2)] <
" 1/2
(S —oromta - ar)

< w(f,9) k:% 1/2
(ZCﬁxk(l a:)”_k) +1
k=0

- w(f.9) §J (Erpcar -yt o1
k=0

elde edilir. Kok altindaki ifade (1.2.5 ) formiiliine gore I,,(x) dir ve (1.2.6) formiilii

kullanmilirsa

| Bu(f;2) = f(2)] < w(f,0) {% @ - 1}

esitsizligi elde edilir. Burada her iki taraftan x lere gére maksimum alinirsa

D2

max |Bu(f;z) - fl@)] <
11
= W(fﬁ)(ngrl)

ve bu egitlikle

§=-L

NG secilirse

Balfi2) ~ f@)] < Sulf;

<

elde edilir ve teorem ispatlanir.

Sonug 1.4.1: f fonksiyonunun [0, 1] araliginda simirh tiirevi varsa, her € [0, 1]

icin
3,1
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dir.Burada

!

£ (@)

C = max
0<z<1

Sonug 1.4.2: f fonksiyonu [0,1] araliginda Lipyce, (0 < o < 1) siifinda oldugunda

her z € [0, 1]igin
1
nao/2

BMﬁ@—f@ﬂé%M

Schumaker vd. (1939), Haciyev vd. (1995), Izgi (2004), Ibikli (2005) tarafindan
tanmimlanan bir degiskenli fonksiyon uzaylarini gosterelim. [a, b] iizerinde reel degerli

ve sinirh fonksiyonlar uzayi
B (a,b) = {f|f : [a,b] — R tamumli ve Vz € [a,b] i¢in |f (z)| < oo}
seklinde tanimlanir.
C(a,b) = {f|f : [a,b] — R tammh ve Yz € [a,b] igin siirekli }
ile [a, b] tizerinde siirekli fonksiyonlar uzay1 tamimlanir. C (a, b) uzay:

1 loap = max [f ()]

z€[a,b]
normu ile lineer normlu uzaydir.
Tanim 1.4.4 X C R olmak iizere f : X — R tamimh bir fonksiyon ve a € R, X in

bir yigilma noktasi olsun. Eger lim f (z) = 0 ise f fonksiyonuna x — a iken sonsuz

kiigiik fonksiyon denir ve x — a iken f (z) = o(1) ile gosterilir (Museyev vd. 2003).
Tanim 1.4.5 X C R olmak iizere f ve g, X de tamimh fonksiyonlar olsun. Eger

zo € R olmak iizere x > zg igin | f ()| < M |g (z)] olacak gekilde M > 0 sayis1 varsa
r — oo iken f () = O (g (x)) seklindedir (Kurt vd.1990).
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Tamim 1.4.6 A C R olmak iizere her 1,25 € A ve her \ € [0,1] igin

FRx+ (=N ao] S Af(z1) + (1= A) f(22)

gercekleniyorsa f fonksiyonu A kiimesi tizerinde konvekstir, denir (Rudin 1921).
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2. BULANIK MANTIK

Bu boliimde bulanik mantik ve bulanik kiime kavramlar: tanitilmig, bulanik mantigin

uygulanmasinda temel olusturacak bulanik kiimeler iizerindeki islemler anlatilmigtir.

2.1 Bulanik Mantigin Tanimi

Bulanik mantik ilk kez 1965 de Zadeh tarafindan Aristo mantigina dayanan “Bir
nesne kiimenin ya elemanidir ya da elemani degildir” seklindeki ikili mantik sistem-
ine kars1 gelistirilmistir. Bulanik mantik, giinliik hayatta karsilastigimiz olaylara
iiyelik dereceleri karsilik getirerek olaylarin hangi oranlarla gerceklestigini belirle-

meye c¢aligan bir mantik sistemidir.

2.2. Bulanik Say1

Simdi Fuzzy Bernstein Polinomlarinin Yakinsamsi konusunda kullanacagimiz kavram-

lara bakalim. (Simdi diger boliimlerde kullanilacak temel kavramlar: tamtacagiz.)

Geleneksel kiime teorisinde kesin sinirh kiime kavrami kullanilir. Bu kavram bir
nesnenin bir kiimenin elemani olmasi ya da olmamas1 gibi iki secenekli bir man-
tiga dayanmaktadir. Bulanik (fuzzy) kiime kavrami 1960 larin ortasinda Zadeh ’in,
klasik sistem kuraminin matematiksel yontemlerinin gercek diinyadaki 6zellikle in-
sanlar1 igeren kismen karmasik sistemlerle ugrasirken yetersiz kalmasindan, hognut
kalmayisindan dogdu. Zadeh, niteliklerin ikili iiyelik fonksiyonuyla ifade edildigi bu-
lanik kiimeler tanimlamasini 6nerdi. Bir gegit ¢cok degerli kiime kurami olan bulanik
kiime kurami, belirsizligin bir gesit formiillestirilmesidir. Fakat iglemleri diger kiime
kuramlarininkilerden farklilik gosterir. Kiimedeki her bir birey, klasik cift degerli
kiime kuramlarinda oldugu gibi iiye ya da iiye degil olarak degil bir derceye kadar

iiye olarak goriiliir.

Bulanik kiime degisik iiyelik derecesinde 6geleri olan bir topluluktur. Klasik kiime
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teorisindeki siyah-beyaz ikili iiyelik kavramini kismi iiyelik kavramina genellestirir.
Burada "0" degeri iiye olmamay1, "1" degeri tam iiye olmay1 belirtirken (0, 1) arasi

degerler de kismi iiyelik kavramina karsilik gelir.

Bulanik kiimeler de klasik kiimelere benzer sekilde iki yontemle gosterilir. Bun-
lardan birincisi kiime elemanlarinin iiyelik derecelerine gore siralanmasi, digeri de

matematiksel olarak iiyelik fonksiyonu tanimlamak seklindedir.

Bulanik kiimelerde iiyelik dereceleri arasindaki gegis yumusak ve siirekli sekilde ol-
maktadir. Ogeler bulanik kiimeye kismi derecede aittir. Bulanik kiimelerde klasik

kiimelerdeki karakteristik fonksiyon

Ac X

olmak {izere

Cha(z) : X — {0,1}

yerini iiyelik fonksiyonuna birakir. Bu da;

ug: X — [0,1]

seklinde gosterilir.

Genel olarak kiime iiyelerini degerleri ile degisiklik gosteren egriye iiyelik fonksiyonu
(onem egrisi) ad1 verilir. Uyelik fonksiyonu grafiginde x ekseni tiyeleri gosteririken,
y ekseni de iiyelik derecelerini gosterir. A bulamk (fuzzy) kiimesi, us : X — [0, 1]
A nmn iiyelik fonksiyonu ve u4(z) € [0,1] x € X in A daki iiyelik derecesi olmak
izere;

A = {(ua(z),2)}

olarak yazilabilir.
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Uyelik fonksiyonu su iki ozellige sahiptir. Bunlar normallik ve disbiikeyliktir (kon-
veks). Normal, bulanik (fuzzy) kiime demek en azindan bir tane iiyelik derecesi le
esit olan kiimedir. Aksi takdirde kiime normal alt1 olarak tanimlanir. Digbiikeylik
(konvekslik) ise iiyelik fonksiyonunun siirekli artan, siirekli azalan veya iicgen gibi
olmasi durumudur. Bir kiimedeki herhangi iki noktay1 birlestiren ¢izgideki her nokta

bu kiimenin elemani ise kiime digbiikeydir (konveksdir).

Sonug olarak bulanik sayilar digbiikey, normallegtirilmig, sinirli-siirekli iiyelik fonksi-

yonu olan ve gergel sayilarda tanimlanmig bir bulanik kiime olarak ifade edilebilir.

Ucgensel ve yamuk bulanik sayilarm tanimlar: yapilmis ve bulanik sayilar: tanimla-
maya yarayan, bu sayilar iizerinde yapacagimiz islemler icin gerekli olan alfa-kesim
kiimeleri verilmigtir. Daha sonra uygulamalarda kullanacagimiz bulanik aritmetigi
ve bulanik fonksiyonlar ile bu iglemlerin uygulanabilecegi yontemler ifade edilmis,

yontemler arasindaki farklar irdelenmis ve oérneklerle gosterilmistir.

2.2.1 Bulanik Sayilarin Tanimlanmasi

Tanim 2.2.1 Wu Congxin ve Ma Ming (1991)-(1992), Ma Ming (1993) Bir fuzzy
reel sayis1 agagidaki ozellikleri saglayan bir u : R — [0, 1] fonksiyonudur.Tiim fuzzy

reel sayilarinin kiimesi

Rp

ile gosterilir.

(7) w normaldir yani J3xy € R igin

u(zg) = 1;
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(71) u konveks bir fuzzy kiimesidir yani

uw(Az + (1 — N)y) > min{u(z),u(y)},Ve,y € R, A € ]0,1]

(1ii) u, R iizerinde sagdan yar siireklidir. Yani Vzy € R ve Ve > 0 igin u(z) <

u(xo) + &,V € V(zy) olacak gekilde bir V' (zy) komsulugu vardir.

(iv)

A,

A nin kapanigi olsun. sup p(u) kiimesi kompakttir.

0<r<1igin
[u]" = {z € Rju(z) > r}

seklinde gosterelim.

f(z) degeri z in f ye gore degeri olarak adlandirihr ve

supp(f) = {x € X; f(x) > 0}

f fuzzy kiimesinin support (dayanak) kiimesi olarak adlandirilir.

[u]° = {z € R;u(x) > 0} = .supp(u)

] = {z:u(x) >r},0<r<1

suppu, r =20

kiimelerini verdikten sonra dayanak(support) kiimesinin kapali ve simirli oldugunu

soyleriz.

u bir fuzzy sayisidir ancak ve ancak [u]' # @ ve [u]” her r € [0, 1] i¢in kapali, sinirh

bir araliktir.
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2.2.2 Ucgensel Bulanmik Say:

Ucgensel bir N bulanik sayis1 a < b < ¢ sayilaryla ifade edilir. Burada iicgenin

tabani [a, ] arahiginda ve tepe noktast x = b dedir. Uggensel bulanik sayilar

N = (a/b/c) seklinde yazilir.

Genelde
N = (a/b/c)

iggensel bulanik sayisi ile ilgili iiyelik fonksiyonu

= x € [a,b]
un(x) = 2=b x € [b, (]
0 x € [¢, 0]

ile tanimlanabilir.

2.2.3 Yamuk Bulanik Say1

Yamuk bir M bulanik sayisi a < b < ¢ < d sayilariyla ifade edilir. Burada yamugun

tabani [a, d] aralig1 tizerindedir.

M = (a/b,c/d)

seklinde yazilir.

Genelde M = (a/b, ¢/d) yamuk bulanik sayisi ile ilgili iiyelik fonksiyonu

(

up(z) =




ile tanimlanabilir.

Burada P yalmzca 1.2, 2, 2.4 sayilariyla [1.2, 2] ve [2, 2.4] araliklar {izerinde dogrusal
olmayan cizgilerle parcali olarak 6zellestirilmistir. Ucgensel sekilli bir bulanik say1

olabilmesi i¢in, grafigin siirekli ve

1) [1.2,2] iizerinde monoton artan,

2) [2,2.4] tizerinde monoton azalan, olmasi gereklidir. Uggensel sekilli bir P bu-
lanik sayis1 icin P ~ (1.2/2/2.4) seklindeki, P nin parcali olarak 1.2,2 ve 2.4
sayilariyla olustugunu gésteren notasyon kullamihir. P ~ (1.2/2/2.4) sayisinin ta-
baninin [1.2, 2.4] aralig: iizerinde ve tepe (iiyelik degeri le esit olan) noktasimin x = 2
de oldugunu biliyoruz. Benzer olarak yamuk sekilli bulamk Q =~ (1.2/2,2.4/2.7)
sayisinin taban [1.2,2.7] aralig1 iizerinde ve en iist seviyesi [2,2.4] aralig1 tizerinde

olacaktir.
2.2.4 Alfa-Kesimler
Alfa-kesimler bulanik kiimelerden klasik (bulanik olmayan) kiimeler iireten dilim-

lerdir. Herhangi bir iicgensel ya da yamuk () bulanik sayisi i¢in bilinmelidir ki

0 < a <1igin Q, kapali ve stmirli bir araliktir.

Qo = [01(a), g2()]

seklinde yazlabilir. Burada ¢;(a) ( ¢2(a)),a’nin artan (azalan) bir

fonksiyonudur.( ¢;(1) < ¢2(1))

Eger @ ticgensel sekilli veya yamuk gekilli bulanik say: ise;

1) ¢1(a), o € [0, 1] in siirekli monoton artan bir fonksiyondur.
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2) ¢2(«@), a € [0, 1] in siirekli monoton azalan bir fonksiyondur.

3) ¢1(1) = ¢2(1) ( yamuklar igin ¢;(1) < ¢2(1) ) dir.

N =(1.2/2/2.4) igin N[a] = [n1(a), na(a)] esitliginde,0 < o < 1 igin

ni(a) = 1.2 4+ 0.8«

ve

na(a) = 2.4 — 04a

dir.

Benzer sekilde

M = (1.2/2,2.4/2.7)

icin

Mo, = [ma(a), ma(a)]
esitliginde,

0<a<l1

i¢in

my(a) = 1.2+ 0.8«
ve

ma(a) = 2.7 — 0.3
dir.

Burada x yatay ve y dikey eksenler olmak {iizere

ni(a) = 1.2 4+ 0.8«
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esitligi 0 <y <1 igin
r=12+0.8y

anlamina gelmektedir. Bu (1.2,0) noktasindan (2, 1) noktasina olan bir dogrudur.

2.2.5 Bulanik Aritmetigi

A ve B gibi iki bulanik say iizerinde toplama, ¢ikarma, carpma, bolme iglemi iki

yolla yapilabilir.

1) Genigletme prensibi

2) Alfa-kesimler ve aralik aritmetigi

2.2.5.1 Genisgletme prensibi

A ve B iki bulanik say1 olmak iizere;

C=A+1B
ise
C(z) = sup {A(z)AB(y)}
T+y=z2
C=A-1B
ise
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ise

C(z) = sup {A(z)AB(y)}

T.Y=2

C=A/B

ise

C(z) = sup {A(x)AB(y)}

z/y=z

Tiim durumlarda C' de bir bulanik sayidir. Eger A ve B ii¢gensel (yamuk) bulanik
sayllar ise A+ B ve A — B de ii¢gensel (yamuk) bulanik sayilardir. Fakat A .B ve
A/ B iicgensel (yamuk) sekilli bulanik sayilar olacaktir.

2.2.5.2 Aralik aritmetigi

[a1, b1] ve [az, bs] R de iki kapal ve simirli alt aralik olsunlar. Eger (x) iglemi toplama,

¢ikarma, carpma veya bolmeye karsilik geliyorsa

[al’ bl] * [a2’ bZ] = [04’ 6]

esitliginde

[, Bl ={axb:a; <a<bi,as <b< by}

seklindedir.

Eger () islemi bolmeye karsilik geliyorsa, [as, bo] araligi 0 1 igermez. Bu durumda

islemleri su sekilde gosterebiliriz.

[al, bl] + [&2, bg] = [a1 + as, bl + bQ]
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[(117b1] - [az,bﬂ = [Gl — by, by — Cl2]

0, bi]/ [z ba] = [an, bi) [, ]

by’ as

(a1, b1]/[az, bo] = [a, f]

a = min {al.ag, al.b27 bl.(lg, bl.bg}

6 = maks {al.ag, al.bg, bl.ag, bl.bg}

2.2.5.3 Alfa-kesimler yardimiyla bulanik aritmetigi

A ve B iki bulanik say1 olsun. Biliyoruz ki a—kesimler kapali ve sinirli araliklardir

ve

Aa - [(11(04), a2(a)]
ve

Ba = [bl(a)7 bg(Oé)]
dir. O halde

C=A+B
ise
a € [0,1]
icin
c,=A4A,+ B,
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ise

a € [0,1]
icin

Co=A,— B,

C=AB
ise

a € [0,1]
icin

Cy = Ay B,

C=A/B
ise

a € (0,1]
icin

Co = Ay/Ba

2.3 Bulanik kiime

X bir evrensel kiime olsun. X in bir bulamk altkiimesi A ,

ug: X —[0,1]
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iiyelik fonksiyonu yardimiyla aciklanir. Aym zamanda A bulanik kiimesi

{(z,ua(x)) : z € X}

seklinde de gosterilebilir.

2.4 Bulanik kiimeler iizerinde islemler

A ve B, X in iki bulanmik alt kiimesi olsun.

1) Kapsama

Vz € X icin ,

ua(e) < up(r)

oluyorsa A kiimesi B kiimesi tarafindan kapsanir denir.

Bu iligki
ACB

olarak gosterilir.

2) Esitlik

Vo € X icin

ua(z) = up(x)

oluyorsa ve A ve B kiimeleri egittir denir. Bu iligki

A=1B

olarak gosterilir.
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3) Tiimleme

Vr € X icin

ua(zr) =1—up(z)

oluyorsa A ve B kiimelerine birbirlerinin tiimleyenidir denir. Bu iligki

B = A°

ya da
A= B°

seklinde gosterilir. Burada A€ ve B¢, A ve B kiimelerinin tiimleyenidir.

4) Kesigim

A ve B kiimelerinin kesigimi

ANB

iiyelik fonksiyonu yardimiyla

uang(x) = min(ua(z), up(r)) = ua(z)Aug(x)

ile verilir.

5) Birlegim
AUB

islemi A veB kiimesi i¢in kesisim isleminin dualidir.

uaup(r) = max(ua(x),up(x)) = ua(x) Vup(z)

ile verilir.
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6) Cebirsel Carpim

A ve B kiimelerinin cebirsel carpimi

A.B

ye ait iiyelik fonksiyonu ile Vo € X i¢in

uap(r) = max(uy(z)ug(x))

ile verilir.

7) Cebirsel Toplam

A ve B kiimelerinin cebirsel toplami

AHB

ye ait iiyelik fonksiyonu yardimiyla

uamp(x) = ua(z) + up(x) — ua(z).up(x)

8) Cikarma

A ve B kiimelerinin fark:

ye ait iiyelik fonksiyonu yardimiyla,

Uanpe(z) = min(ua(x), uge(z))

38



seklinde gosterilir.Burada

uge(r) =1 —ug(z)

2.5 Bulanik Fonksiyonlar

Simdi bulanik fonksiyon cesitlerini aciklayalim

Kesin fonksiyonla bulanikligin yayilimi’ni inceleyelim. Bulanik genisleme fonksi-
yonu, bagimli degiskenlere bagimsiz degiskenlerin belirsizligini yayan fonksiyonlardir.
f X — Y kesin bir fonksiyon ise, bulanik genigleme fonksiyonu f, bulanik kiime
X bulanik kiimesinin f(X) goriintiisiinii tanimlar. Bu genigleme ilkesinin uygulan-

masidir.
[ (y) # @ ise EB u(y(x)

uste) ) = fHy) =@ ise 0

f~Y(y), y nin ters goriintiisiidiir.

Kesin degigkeni bulandirma fonksiyonu bulanik bir kiimede kesin tanim kiimesinin
goriintiisiinii olugturur. Tekil bulandirma fonksiyonu X in bulanik gii¢ kiimesindeki
P(F), eslesmesini veren X den Y ye bulandirma fonksiyonu olup f : E — P(Y)

seklinde gosterilir.
Bulandirma fonksiyonu tanim kiimesinden; bulanik goriintii kiimesine bir egleme
saglar. Bulandirma fonksiyonu ve bulanik baginti matematikte birbirinin yerine

kullanilmaktadir.

Bundan dolay1 bulandirma fonksiyonu V(z,y) € X x Y i¢in agagidaki gsekilde tanim-

lanan bulanik bagint1 olarak yorumlanabilir

Us()(y) = ur(z,y)
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2.6 Bulamk Sayilarin Ozellikleri

Teorem 2.6.1 Ma Ming (1993)

Eger u € Ry ise o zaman

(i) [u]" kapal bir araliktir,Vr € [0, 1];

(i)

0<7r <ry<1=[u]™ C [u"

Aciklama 2.6.1 Bilinir ki

u,v € Rp,k € R

icin her zaman tek ¢oziimleri olan toplama ve skalerle carpma agagidaki esitliklerle

tanimlanir.

[u+v]"

[Fu]”

= [(w+o)l, (u+o)i] = [ul +ol,u} + 0]
= [ul uf ]+ ol of] = [u]” + o],

= [ku”, kul ] = k[u” v’ ] = klu]"

Toplama ve skalerlerle garpma sirasiyla (Eger normal cebirsel iglemler +, e; fuzzy

sayisinda operasyonlara genigletilirse @, @ ile gosterilirler.)

ve

u P v

kGOu
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ile gosterilecektir. Ashinda soyle olacaktir:

(udv)” = u +o"

(wov)i = uf+}

Ayrica eger

D:RFXRFHRJFU{O}

fonksiyonunu

D) = sup max{u — o7 |,y — LI} = sup {dn (], b))}
r€[0,1] ref0,1]

olarak tamimlarsak,( Burada [u]” = [u”,u], [v]" =[v",v]] C R ve
dp

Hausdorff uzakhigidir.). Hausdorff uzakhig: tanimim verelim. Buna bagh olarak ilk

once metrik uzay tanimini verelim.

Bir M metrik uzayi, d : M x M — R fonksiyonu ile asagidaki sartlar1 saglayan
noktalar kiimesidir.

(M, d)

ile gosterilir. Her z, y, 2z € M icin d fonksiyonunun agagidaki kogullar1 saglamasi

gerekir.

(i)

(ii)

d(x,y) = 0 ancak ve ancak x =y
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(iii)
d(z,y) = d(y, x)

(simetri ozelligi)

(iv)

d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2)

(tliggen esitsizligi).

Hausdorff mesafesine gelelim. Hausdorff mesafesi bir metrik uzayin iki alt kiimesinin
birbirinden ne kadar uzak oldugunu 6lcer. Hausdorff mesafesinin tanimini verelim.
X veY, (M,d) metrik uzayimin bog olmayan iki alt kiimesi olsun. X ve Y arasindaki

dy(X,Y) Hausdorff uzakhg su sekilde tanimlanir.

dy(X,Y) = max{supinfd(z,y),supinf d(z,y)}

zexyGY erIEX

Teorem 2.6.2

(i) (Rp, D) tam metrik bir uzaydir.

Herhangi bir (X, d) metrik uzayindaki her bir Cauchy dizisi yakinsak ise X metrik
uzayma tam metrik uzay denir. (X, d) herhangi bir metrik uzay ve (x,) bu uzayda
bir dizi olsun. Verilen her € > 0 sayisina kargilik her n, m > ng i¢in d(z,,z,,) < €
olacak bigimde bir ng dogal sayis1 bulunabilirse (x,,) dizisine (X, d) metrik uzayinda

bir Cauchy dizisi denir.
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(ii)

D(u®w,vd w)

(iii)

(iv)

D(u®v,w® e)

D(u®v,w® e)

IA

IN

sup max{|(u & w)” — (Ve w)"[,[(uSw)| — (vOw) [}
r€(0,1]

sup max{|u” +w’ —o" —w" |, |[u +w| — v —w|}
r€(0,1]

D(u,v),Yu,v € Rp;

Dk ®u, kO v)

= sup max{ [ku|", [kv]"}
r€(0,1]

= sup max{|ku”, kul ], [kv", kv’ ]}
r€(0,1]

= Sup max{k[ur—>u:—]7k[viﬂvf&-]}
re(0,1]

= |k|D(u,v),Vu,v € Rp, k € R;

D(u,w) 4+ D(v,e),Yu,v,w,e € Rp

sup mase{)(u® o). — (w & ). |, [ow ® ), — (w® )}
rel0,1]

sup max{|u” +v" —w’" —e"| |u + v} —w| —e |}

rel0,1]
sup ma{fe. — " | + ol — 7|, o, — ] + ol — ¢}
re(0,1]
sup max{|u" —w" |, |u’ —w" |}
rel0,1]
+ sup max{[v] — e’ |, v} — e’ |}
rel0,1]

Acgiklama 2.6.2 Yukaridaki D nin ozellikleri bir normdan tiiretilen metrige cok

yakindir.

Simdi dogrusal uzay ve normlu uzay tanimlarini verelim.

Herhangi bir X kiimesi ve bir F' say1 cismi verilsin. Eger her z, y, z € X ve a,
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£ € F igin

t o XxX—X; tlr,y) =x+y,

¢ FxX—X,; ¢la,y) =ay

bi¢iminde tanimlanan (ve sirasiyla toplama ve skalerle carpma denen) iglemler

Ty

r+y=y—+x
1

r+(y+z)=(x+y) +=z

T3

r+0=x
olacak bicimde bir

0eX

ogesi vardir. (0 ya etkisiz 6ge ya da sifir vektorii denir.)
Ty
r+a2 =0

olacak bicimde bir

reX

ogesi vardir. 2’ yerine genellikle —z simgesi kullanilir ve —x e ters 6ge denir.

C1
alr+y) =ar+ oy
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Co.
(a+ p)r = ax + px

Cs.
(af)r = a(Bx)

Ca.

lx==x

kogullarim gerceklerse (X, F') sirali ¢ifti bir dogrusal vektor uzaydir ( ya da X kiime-
sine F' iizerinde bir dogrusal uzay) denir. F say1 cismi R olarak alinirsa X kiimesine

gercel dogrusal uzay denir.

Acgiklama 2.6.3 Ry iizerinde su sekilde bir kismi siralama verilebilir:

uw<v <= [u <P rel0l] < u <o, ul <o, rel0,1]

Aciklama 2.6.4 Bir sonraki paragrafta kullanilan bir 6zellik su sekildedir: Tiim
normal a, b > 0 reel sayilar1 ve u € Rp icin

(a+b)Ou=aG@udboOu

Gergekten

[u]" = [u”, u}]
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kapali araligin1 Agiklama 2.6.1 ile gosterirsek sunu saptariz:

(a+b)) = (a+b)u'= (a+b)u,ul]
= [(a+b)u’, (a+bu]
= [au” +bu’, au’,+bu',]
= Jau au ] + [bu”, bu’ ]

= alu] +bu]"
bu da su anlama gelir:
(a+b)Ou=aCudbOu

Burada iki kapali aralik arasinda toplam ve bir skaler ile bir aralik arasinda olan her

zaman ki carpim kullanilmigtir, yani
[a1, b1] + [az, bo] = [a1 + az, by + by

ve

Oé[ala bl] = [aalu abl]?

a > 0.
Fuzzy matematiginde fuzzy fonksiyonu kavrami i¢in bir ¢cok degisik tanim

vardir (Ornegin Negoitd ve Ralescu’yu bakin).

Tanim 2.6.1
f : [(I,b] - RF

seklinde bir gosterim

[a,b] CR

iizerinde tamimlh bir fuzzy (reel) fonksiyon olarak adlandirilacaktir. Buna uy-

gun bir sekilde (n.dereceden) cebirsel bir fuzzy polinomu su bigimde ifade edilir:
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P,(x) = kz—o = © e

Burada

i €ERp,k=0,nver eR
Burada
Z *
toplami ve skalerlerle garpim Agiklama 2.6.1’de ki gibidir. Aynm zamanda (n.dereceden)

trigonometrik bir fuzzy polinomu su sekilde ifade edilir:

> {lcoskz] ® ay + [sin kx] © by}
k=0
Burada
r e Rveag, by € Rep,k=0,n.
Ote yandan

f?g:[a’7b]_>RF

arasindaki uzaklik

Dy(f,9) =sup{D(f(x),g(x); € [a, b}

ile verilen diizenli uzaklik olacaktir.

Fuzzy fonksiyon kavrami i¢in farkli olasi bir tanim iki metrik uzay arasindaki bir

esleme iizerine kurulmustur. Iki metrik uzay arasinda gosterim

g9: (X,d) = (Y, p)
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seklindedir, bu gosterim

Graph(g) = {(z,y);y = g()}

grafigiyle belirlenir, bu grafik kiimesi

(X x Y, max{d, p})

metrik uzayinin alt kiimesidir.

Tanmim 2.6.2 (Gal 1993, 1994) [a, b] den R ye olan bir fuzzy fonksiyonu, normal bir
fonksiyon olan f : [a,b] — R fonksiyonunun fuzzilestirilmis grafigidir, yani bu fuzzy

fonksiyonu bir

(f7 Sof)
¢iftinden olugur.Burada
f:la,b) = R
dir ve
Py - [(I,b] xR — [071]
fonksiyonu

Graph(f) = {(z,y) € [a,b] x R;y = f(2)}

den olan bir

(z,y) € [a,b] xR

noktasinin derecesini 6lgen fonksiyondur. Acikca sunu yazabiliriz:

F(x,y),(z,y) € Graph(f)

0, diger durumlarda

48



Burada her
(z,y) € Graph(f)

icin

0< F(z,y) <1

dir.

Buna uygun bir gekilde [a,b] den R ye olan cebirsel bir fuzzy polinomu bir

(P7 QOP)

¢ifti olacaktir. Burada P her zaman ki cebirsel polinomdur ve

Q(7,y), (v,y) € Graph(P)

0, diger durumlarda

pp [T,y =

olacaktir.Burada

Q(z,y)

x ve y den olusan her

(2,y) € Graph(f)
icin
0<Qz,y) <1

kosulunu saglayan iki degiskenli cebirsel bir polinomdur.

R den R ye olan trigonometrik bir fuzzy polinomu bir

(Ta SOT)

cifti olacaktir.T" trigonometrik bir polinomdur ve

or :RxR —[0,1]
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iiyelik fonksiyonu soyle tanimlidir:

F(z,y), (z,y) € Graph(T)

op:lry] =
0, diger durumlarda

Burada her
(z,y) € Graph(T)

icin

0< F(z,y) <1

dir ve F(z,y), x e gore trigonometrik bir polinom y ye gore cebirsel bir polinomdur.

Iki fuzzy fonksiyonu olan

(f7 @f)? (gvgpg)

arasindaki uzaklik su kiimeler (o, ve o, nin dayanak grafikleri)

G*(¢f) ={(2,y,2) € [a,b]xRx(0,1];y = f(2),0 < 2 = F(z,y), (z,y) € Graph(f)}
G*(p,) ={(z,y,2) € [a,b] xR x(0,1];y = g(x),0 < z = G(x,y), (x,y) € Graph(g)}
arasindaki bilindik dy Hausdorff uzakligidir. Burada

F(x,y), (v,y) € Graph(f)

o (z,y) =
0,diger durumlarda

G(z,y), (z,y) € Graph(g)

0y (x,y) =
0,diger durumlarda

dir. Yani sunu yazabiliriz ki

Dr[(f:05):(9:00)] = du(G*(¢y), G (p,)) =

max sup inf p(a,b), sup inf p(a,b
{aEG*(Lpf)bEG*(‘Pg) (a,6) bEG* (,)a€G™ (#f) (a,0)
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Burada

a = (a1,az2,as), b= (b1, bs,bs3)

icin

p(a,b) = max{|a; — b1, |ag — bof, |ag — b3|} dir.

Acgiklama 2.6.5 Eger G*(¢;) ve G*(¢,) kompakt kiimeler ise o zaman

D]:[(f7 30f>’ (ga QOQ)]

bir metriktir. Yani

Dr:(f,¢s) x (9, ¢,) — R
di : G*(pg) x G*(py) — R

fonksiyonu asagidaki kosullar1 saglar.
a = (CLl,CLQ,ag), b= (bl,bg,bg) S [a, b] x R x <O, 1]

olsun. G*(¢;) ve G*(p,) kompakt kiimeler olsun. O zaman bu iki kiime kapal ve

simirhdir.

Dr(a,b) > 0

Dr(ab) = 0e=a=bh
Dg(a,b) = Dp(b,a)

Dx(a,c) < Drp(a,b)+ Dr(b,c)

sartlar1 saglanir.

Sonraki paragraflarda fuzzy fonksiyonlarinin bu 6zelligi saglayan alt simiflarini kas-
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tedecegiz.

Acgiklama 2.6.6 Tanim 2.6.2 de ki [a,b] den R ye olan fuzzy fonksiyonlarinin
kavrami (X, d;) den (Y, dy) ye olan (Burada

(Xa dl)v (Y7 d2)

metrik uzaydir.) kolaylikla fuzzy fonksiyonlarina genellestirilebilir. Buna uygun
olarak

G*(0;),G"(p,) C X x Y x [0,1]

dir ve

D.’F[(f7 Sof)ﬂ (gu gpg)]

nin ifadesinde

p(a,b) = max{di(ay, b1), da(as, bs),|az — bs|}

olur.

Aciklama 2.6.7 Tanim 2.6.2 de ki X den Y ye olan bir fuzzy fonksiyonu,
Y € (0,1]
olmasi durumunda X in bir "iki misli fuzzy alt kiimesi" oldugu sdylenir.

Aciklama 2.6.8 Eger
X #0

ise ve

g: X —[0,1]

X in bir Fuzzy alt kiimesi ise o zaman

g(x) >0

52



olacak sekilde bir
(z, g(x))

cifti, g fuzzy alt kiimesinin bir fuzzy noktasi olarak adlandirilir. Negoita ve Ralescu

(1974) de X den Y ye bir fuzzy fonksiyonunun kavraminin diger bir tanimi goyledir:

X in g, ile gosterilen bir alt kiimesinden Y nin gy ile gosterilen bir fuzzy alt kiimesine

olan normal bir fonksiyondur yani bu normal olan fonksiyon, g, in herhangi bir

(, 92())

fuzzy noktasim g, nin bir

(Y, 94(y))

fuzzy noktasina gotiiriir.Asagidaki tanmim; Acgiklama 2.6.8 i ilgilendirirken ayni za-

manda Tanim 2.6.2 yi de geneller.

Tanmim 2.6.3 X den Y ye genellestirilmis bir fuzzy fonksiyonu bir

(QO,_]C, /7<p,f)

tigliistidiir. Burada
p: X =01, f: X =Y, 7,;: X xY x[0,1] = [0,1]

dir. Ve burada
(0, [,Yp.p) > 0= (z,y) € Graph(f)

ve

(z,2) € G"(p)
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(Burada
G*(p) ={(z,2);2 = p(x),7 € X}

¢ nin dayanak grafigidir.) kosullar1 gegerlidir.
Buna uygun olarak [a,b] den R ye genellestirilmis bir fuzzy cebirsel polinom
(P, Q. R)
tigliisii olacaktir. Burada
P:la,b] —[0,1],Q : [a,b] = R
[a, b] iizerinde cebirsel polinomlardir ve
R(z,y,z)
x,y, z ye gore ii¢ degiskenli cebirsel bir polinomdur ve
R(z,y,z)
su kosulu saglar:
y=Q(z),z= P(z),r € [a,b] igin R(z,y,2) € (0,1]

Aynm zamanda

(907]07 74p,f) U€(¢7 F7 F¢>7F)

arasindaki uzaklik, su kiimeler arasimdaki Hausdorff uzaklig1 olacaktir,
G (), G*(Tyr) € Z =X x Y x [0,1] x [0, 1]

yani

Dr((@, [,7.5), (0, F\To.r)] = dulG™(7,,4), G*(Ug,r)]
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burada ¢rnegin

G* (’Ygo,f)

= {(z,y,2,u); (x,y) € Graph(f), (x,2) € G*(»),0 <u =", (2,y,2)}

dir. Ve eger
(X,d), (Y, p)

metrik uzaylarsa o zaman Z su metrige gore olur:

d*(a, b) = max{d(al, bl), p(CLQ, b2)7 |CL3 — b3|, |(l4 — b4|}

a = <a17a27a’37a4)7b = (b17b27b37b4> € Z

Aciklama 2.6.9 Eger Vr € X icin

p(r) =1

oluyorsa, agik olarak Tanim 2.6.3, Tanim 2.6.2 ye indirgenir.

Aciklama 2.6.10 Tanim 2.6.3 de ki

(@, f,Y0.1)

genellegtirilmig fuzzy fonksiyonu Tanim 2.6.2 nin 2.6.8. agiklamasini (Agiklama 2.6.8

i) degerlendirmeye alir ¢iinkii aslinda herhangi bir

(z,0(z)), 2 € G* ()

fuzzy noktasi,

(f (@), 7p p (@, f(2),0(2)))

fuzzy noktasina eslenir.
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3. FUZZY BERNSTEIN POLINOMLARININ YAKLASIMI

FCla,b] yi soyle gosterelim:

FCla,b] = {(f,¢s);burada f, ¢;; F Tamm2.6.2 de verilmistir

oyle ki f ve F swrasiyla [a, b] ve Graph(f) iizerinde siireklidir}.

f, la, b] tizerinde siirekli oldugundan

(f;#5) € FCla, b]

igin Graph(f) kiimesi R? de kapali olur. O zaman F nin Graph(f) kiimesi iizerinde
siirekliligi ile

G*<90f)

in (Tamim 2.6.2 ye bakin.) kapal oldugunu saptariz dahasi G*(¢;) smirhdir bunu
takiben G*(;) kompakttir.

Sonug olarak Dp tamimi (Tanim 2.6.2 ye bakin.) F'Cla, b] iizerinde bir metriktir.

Ayn1 zamanda su aciktir ki herhangi bir fuzzy polinomu icin
(P, ¢,) € FCla, 0]
gecerlidir.

Weierstrass yaklagim teoreminin ilk fuzzy degiskeni asagidaki gibidir.
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Teorem 3.1 (Gal 1993) Herhangi bir

(fa @f) € FC[a,b]

i¢in [a, b]’den R ye bir cebirsel fuzzy polinom serisi olan

(P, ©pn)

vardir oyle ki

nhlpooD]:[(fv pr)’ (Pna (;Dpn)] =0

olur.
Ispat1 yapmadan 6nce bir Lemma verelim.

Lemma 3.1 Her (f,¢;), (9,¢,) € F'Cla,b] igin

Dx(f,9) < |[If —gll+ sup |F(a1,f(a1) —G(a1,9(@1)|

a1€la,b]

< 2.D#(f,9) + QUD#(f, 9), w(D#(f, 9))] + w(D#(f, 9))

burada

w(0) = max{w(f;d),w(g,d)},
Qa,b] = max{Q(F;q,[),G;a,p)},

w(f;0) = sup{|f(z) — f(W)]; 7,y € [a,b], |z —y| <}
QF; 0, B) =
sup{|F(w1,91) — F'(v2 — wo)|; (w5, ) € Graph(f),|v1 — 22| <, [y1 — 32| < B}
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Ispat: (Lemma 3.1 in ispat1)

a = (a1,az,a3) € G*(ps), b= (b1,ba,b3) € G*(ip,) olsun.
as = f(a1),a3 = F(a1,a2),by = g(b1), b3 = G(b1,b2);a1,b1 € [a,b] ve

pla,b) = max{|a; — b1|,|as — ba|, |as — bs|} olsun.

Daha 6nceden ele alinan notasyonlar1 dikkate alarak a; € [a, b] sabiti i¢in su esitsizligi

elde ederiz.

inf  p(a,b) < inf {lay —bi| +[f(ar) = g(br)| + [F(as, f(ar) — G(br, g(b1))]}
beG*(py) bEG*(py)

< [fla1) = g(aa)] + [F (a1, f(a1) — G(as, g(ar))
< |If = gll+ [F(ay, f(a1) — G(a1, g(a1))]

a € G*(p;) gegersek sunu saptariz:

sup inf  p(a,b) < |[f —gl|+ sup |[F(a1, f(a1) — G(a1, g(ar))]
a€G*(p;)PEG" (¢g) a1€[a,b]

Benzer olarak eger a € G*(¢;) ve b € G*(ip,) ise

IN

inf  p(a,b) inf ){|a1 —bi| + | f(a1) — g(b1)| + |F(as, f(ar) — G(b1, g(b1))|}

a€G*(py) a€G*(py

< g(b1) = f(b1)| 4+ |G (b1, g(b1)) — F(by, f(b1))]
< lg = fII +|G(b1, g(b1)) — F(by, f(b1))]

esitsizligi gecerlidir.

b€ G*(p,) ye gegersek su esitsizligi elde ederiz:
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sup _inf  p(a,0) < [[f —gl[+ sup |G(by, g(b1)) — F(by, f(br))]

bEG*(p,)2€G" (#5) b1€la,b]

f, g, F, G nin siirekliliginden dolay1 6yle bir b, € [a, b] vardir 6yle ki

beé{}(fsa )max{|a1 —bi| + [f(a1) — g(bi)| + [F(as, f(ar) — G(b1, g(b1))|

= max{lay — 0, f(a1) — g(b

! ! !

1): Flay, far) = G(by, g(by))]

Ama agikca su egitsizlik gegerlidir:

A

S
A
e
s

a1 — by
f(a1) —g(b) < Dx(f.g)
|F(a17 f(al) - G(bllag(bll)” < Df(f7 g)

Ayni zamanda her a; € [a, b] igin

[f (@) = g(®))] + 19 (by) — g(ar)]
< Dz(f.9) +w(g; |, — a1]) < Dx(f, 9) +w(g; D#(f.9))

| f(a1) — g(a1)]

IN
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gegerlidir. Bundan sonra her a; € [a, ] i¢in elimizde su esitsizlik vardir:

|F(ax, f(a1)) — G(a1, g(a1))]

|[F (a1, f(ar)) = G(b), g(b)))] + |Gy, g(b,)) — Glax, g(a)))]
D#(f,9) + QG |ar = by, g(ar) — g(by)]]

Dz (f,9) + Q|G; Dz(f,9),w(g; Dx(f,9))]

INIA

IN

Bu esitsizlikler de sunu gosterir:

I1f —9gll < Dx(f,9) +wl(g; Dx(f, 9))

sup |F(ay, f(a1)) — G(a1, 9(a1))| < Dx(f,g) + QG De(f, 9),w(g; De(f, 9))]

a1 €la,b]

Esitsizlikleri biitiinsel olarak inceledigimizde

I1f —gll < Dx(f,9) +w(f; Dx(f,9))

ve

bsel?pb]|F(bh f(b1)) = G(by, g(br))| < D#(f, 9) + QUF; Dr(f, 9),w(f; D#(f, 9))]

Bu da lemmay1 ispatlar.
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Ispat: ( Teorem 3.1 in ispatidir. )

f, la,b] iizerinde siirekli oldugundan Weierstrass teoremi ile [a,b] iizerinde f ye
diizgiin yakinsayan bir (P, ), polinom dizisi vardir. Oyle ki her = € [a,b] ve n € N

icinm < P,(z) <M

gegerlidir. Buradam = min{f(z);z € [a,b] }, M = max{f(z);z € [a,b] } dir.(Ornegin

P,(x) i, [a, b] iizerinde Bernstein polinomlar olarak kabul edebiliriz.)

Simdi F(z,y) = ¢;(2,y), (x,y) € Graph(f) olsun. F kompakt olan Graph(f)
tizerinde siirekli oldugundan Tietze teoremi ile [a,b] x [m, M] iizerinde siirekli bir
fonksiyon vardir. Oyle ki her (z,y) € Graph(f) icin F*(x,y) = F(z,y) gecerlidir.
F*:a,b] x [m, M] — R dir.

Ondan sonra Weierstrass teoremi yardimi ile [a, b] x [m, M] tizerinde F* a diizgiin

yakinsayan, iki degiskenli (Q,(z,y)), polinomlar dizisi vardir.

Simdi (P, ¢p, )n Fuzzy polinomlarmi tamimlayalim. ¢p : [a,b] x R — [0, 1] s6yle

tanimlanmigtir:

Qn(z,9), (2,y) € Graph(F,)

ep, (T,y) =
0, diger durumlarda

Yukaridaki Lemma ile su esitsizligi elde ederiz:

Dx(f, P.) < [If = Pall + sup [F(ay, f(a1)) — Qn(ar.Pn(aa))]

a1€la,b

e > 0 olsun.P,, [a,b] iizerinde diizgiin olarak f ye yakinsadigi i¢in n; € N vardir

oyle ki

61



Vn2>ng,[|f - Pl <e/3

olur.Diger tarafta her a; € [a,b] i¢in elimizde su esitsizlik vardir:

|F(a1, f(a1)) — Qnlar-Po(ar))| = [F*(a1, fla1)) — Qular-FPy(ar))]
< |F*(ay, f(a1)) — F*(a1.Po(a1))|
+|F* (a1, f(a1)) — Qnlar.Pu(ar))|.

Qn, [a,b] x [m, M] iizerinde F* a diizgiin yakinsadigindan bir ny € N vardir syle ki
tiim n > ny sayilan icin |F*(z,y) — Qu(z,y)| < /3 tiir. Burada (z,y) € [a,b] X
[m, M| dir. Bu diizgiin yakinsaklik su esitsizligi gosterir:

Her n > ny ve a; € [a,b] igin |F*(a1.P,(a1)) — Qn(a1.Py(a1))| < €/3
Sonra, F*, [a,b] X [m, M| iizerinde diizgiin siirekli oldugundan bir § > 0 vardir syle

ki |F*(z1,22) — F*(y1,y2)| < €/3 olur. Bu esitsizlik V (z;,y;) € [a,b] x [m, M],

|z; —y;| < 6,4 =1,2... i¢in gegerlidir.

ng tiim a; € [a,b], n > ng icin |f(a1) — Py(a1)| < 0 saglayan bir say1 olsun. Yukarida

ki egitsizlik gosterir ki

|F*(a1, f(a1)) — F*(a1.Py(a1))| <&/3, V a; € [a,b], n > n3

no = max{ny, ny, n3} olarak gosterelim. Agikca goriiliir ki
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Dx(f, Po) < [If = Pall + sup [F(ay, f(a1)) = Qnlar-Po(a))]

a1€la,b]

|F*(ay, f(a1)) — F*(a1.Py(a1))| <¢&/3, V ay € [a,b], n > n3

esitsizliklerinden su esitsizligi elde ederiz:

Dz(f,P,) <€/3 +¢/3 +¢/3 =V n>ng

Bu da teoremi ispatlar.

Ayrica ispata sunu da ekleyelim:

V(z,y) € Graph(f) i¢in F(z,y) € (0,1] oldugundan ve f, Graph iizerinde siirekli
oldugundan bir C' sabiti vardir 6yle ki 0 < C' < 1 dir ve Y(z,y) € Graph(f) i¢in
C < F(z,y) <1 dir.

Tietze’ nin teoremi ile ayrica V (z,y) € [a,b] x [m, M] i¢in C' < F*(x,y) < 1 seklinde
bir esitsizlik elde ederiz.Daha sonra @, (z, y) polinomlary, Q,(z,y) = > > F*(a;, b;)

:0]:0

<.

olarak secilebilir.

Boi()-@n i (y)

burada a; = a+i(b—a)/n, b = m+ j(M —m)/n, i,j = 0,n dir ve

63



Poi(2) = [1/(b— ay" (”) (@ — a)i(b— )

7

denkleminde z € [a,b], i = 0,n dir.

denkleminde y € [m, M|, j = 0, n dir.

Her (z,y) € [a,b] x [m, M] i¢in C < Q,(z,y) <1, n € N olur yani her n € N i¢in

(P, ¢p, ) bir fuzzy polinomu temsil eder. Bu da toremi ispatlar.

Acgiklama 3.1 Tanim 2.6.2 den sonraki Agiklama 2.6.6 da gosterildigi gibi [a, b]

araligl, (K, d)—bir metrik uzay ile degigebilir.O zaman

FC(K) = {(f,¢;);burada f, ¢;; F Tamm2.6.2 de verilmistir
oyle ki f ve F sirasiyla K ve Graph(f) iizerinde siireklidir}
olur ve Gal [1993]’de Ds in F'C(K) iizerinde metrik oldugu ispatlanir.

Simdi
C(K,R)={g: K — R; g, K iizerinde siireklidir}

kiimesini diigiinelim. Burada

A(K) C C(K,R), Ay(R) Cc C(R,R)

alt cebirlerdir.
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Tamim 3.1 (Gal, 1995a) Bir (P, ¢,) cifti K den R ye

(A1, As)

fuzzy fonksiyonu olarak adlandirilacaktir eger ki

P e A(K)

ise ve eger

¢, K xR —[0,1]

su sekilde ise:

ep(T,y) = Zfi(x)Qi(y)E(O, 1], eger (x,y) € Graph(P)

¢ (z,y) = 0,aksi takdirde

burada

fi € AI(K),Q; € A3(R), Vi =1,m.

Stone-Weierstrass teoreminin fuzzy degiskeni agagidaki gibidir.

Teorem 3.2 (Gal, 1995a) (K, d) kompakt bir metrik uzay olsun ve

A(K) C C(K,R), Ay(R) Cc C(R,R)

sirasiyla K ve R iizerinde olan sabitleri igeren ve yine sirasiyla K ve R nin icerdigi
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noktalar1 ayiran iki alt cebir olsun.Herhangi bir

(f, ) € FO(K)

icin

(fn, 0fn)

ile gosterilen K’den R ye fuzzy fonksiyonlar:1 olan bir
(Ab AQ)
serisi vardir oyle ki

nh_{nooD}—[(f? Spf)a (fn790fn>] = 0.

Ispat: f € C(K;R) oldugundan dolayr m, M € R sayilari vardir dyle ki her z €
K igin m < f(x) < M olur. Aym zamanda klasik Stone-Weierstrass yaklagim
teoremi ile A;(K),

C(K;R) de yogundur ve g, € A;(K), n = 1,2,..., olmak iizere (g,), seklinde bir

dizi vardir 6yle ki K iizerinde diizgiin olarak g, — f ve Vn € N, z € K i¢in

Gn(x) < gny1(x) < f(2) olur.

e > 0 yeterli derecede kiiciik olsun. ny € N vardir 6yle ki her n > ng, = €

K icin m — e < g,(z) < f(z) olur. Bu egitsizlik

Vn>ng x€ Kiginm—e<g,(z) <M
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oldugundandir.

fn(T) = Gnine(x) oldugunu gostererek diizgiin olarak K iizerinde f,, — f oldugunu

veVneN zeKicinm—e < f,(r) <M oldugunu goriiriiz.
Simdi F' = supp[(f, ;)] olsun. Daha 6nce yaptigimiz tanmima gore F'(x,y) > 0

oldugundan my vardir oyle ki

V(z,y) € Graph(f) igin 0 < mg < F(z,y) <1

olur.

Tietze teoremi ile F, kapali Graph(f) C K x [m — ¢, M| kiimesi tizerinde siirekli

oldugundan F* : K X [m — e, M] — [my, 1] seklinde siirekli bir fonksiyon vardir

oyle ki

V(z,y) € Graph(f) i¢in F*(z,y) = F(x,y)
olur.

Ax([m — e, M]) = {Q[m—a,M];Q € A2(R)}
ve

A(K X [m—¢e, M]) = (Zfi(ﬂf)@i(y);p €N, fi € A(K),Qi € Ay ([m —e¢, M]))

67



seklinde bir gosterim yapalim.

As(R), R de ki tiim sabitleri igerdiginden ve R nin tiim noktalarim ayirdigindan
actkca goriiliir ki As([m — e, M), [m — e, M| de ki tiim sabitleri igerir ve noktalar:

ayirir.

Diger taraftan A(K x [m — e, M]), C(K x [m — e, M];R) nin alt cebiridir ve K X
[m — e, M] deki tiim sabitleri igerir, kompakt kiime olan K X [m — ¢, M| deki tiim

noktalar1 ayirir.

Klasik Stone-Weierstrass yaklagim teoremi ile A(K x [m — ¢, M]),
C(K x [m —e, M];R)

de yogundur ve (S,), dizisi S, € A(K x [m —¢e, M]), n € N vardir dyle ki K x

[m — e, M] iizerinde diizgiin olarak S,, — F™* olur.Burada
V(z,y) € K x [m —¢e, M|

icin 0 < mg — g9 < Sp(x,y) <1 gegerlidir.( g9 > 0 yeteri kadar kiigiiktiir. )
Sn € A(K x [m — €, M]) oldugundan S,, su formdadur:

Zfzn an fzneAl( ); Qi,nEAQ([m_gaMD

(A1, Ap) serisini yani (f, ;. ),n = 1,2,... fuzzy gosterimlerini yazahm. Burada

@+ K xR —10,1] soyle tanimhdir:

Eger (z,y) € Graph(f,) ise ¢, (z,y) = Sy(v,y) diger durumlarda ¢, (z,y) = 0.
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Lemma 3.1 gosterir ki

Dr(f. fu) < If = full + sup{|F(ay, f(a1)) = Su(ar, fular))| ;a1 € K}

n > 0 olsun. f,, K iizerinde f ye diizgiin yakinsadigi i¢in n; € N vardir 6yle ki

¥V n>mnicin ||f — ful| <n/3

olur.

Diger taraftan her a; € K igin elimizde su vardir:

|F(ax, f(a1)) = Snlar, fu(ar))| = [F*(a1, f(a1)) = Su(an, fnlar))|
< |F¥(ar, far)) — F*(ax, fular))|
+[F7 (a1, f(a1)) = Sular, fular))]

Sn, K x [m — e, M| tizerinde F* a diizgiin yakinsadig1 i¢in ny € N vardir 6yle ki

Vn Z na, (xvy) € K x [m_57M] IQID |F*(‘Tay) _Sn<m7y)| < 7]/3

Bu da gosterir ki

Vn>nga € Kigin [F*(ar, f(a1)) — Sn(ar, fular))| <n/3
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Simdi F*, K x [m — e, M] iizerinde diizgiin siirekli oldugu i¢in § > 0 vardir 6yle ki

V (xi,y:) € Kx[m—e, M|, |z;—y;| <6, i =1,2., igin |F*(x, x9)—F*(y1,92)| < n/3

ns Oyle bir say1 olsun ki V a; € K, n > ng i¢in |f(a1) — fn(a1)| < J olsun.Yukarida

ki egitsizlik gosterir ki

Va; € K, n > ngicin |F*(ay, f(a1)) — F* (a1, fu(ar))| <n/3

nog = max{ny, ns, nz} olsun.

Dr(f; fn) < I = full + sup {[F(a1, f(a1)) = Sn(ar, fu(ar))]; a1 € K}

ve

Va; € K, n > ngicin |F*(ay, f(a1)) — F* (a1, fu(ar))| <n/3

ile sunu elde ederiz:

V'n>mng icin De(f, fa) <n/3 +n/3 +n/3 =n

Bu da teoremi ispatlar.
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Aciklama 3.2

icin Teorem 3.2, Teorem 3.1 olur.

Tanim 3.2 (Gal, 1995b) [a,b] den P(R) ye olan bir fuzzy kiime-degerli fonksiyon

seklinde bir ¢ifttir, burada
fila, b — P(R)

normal-kiime degerli bir fonksiyondur,

@ la, 0] x R — [0, 1]

tiyelik fonksiyonu ile karakterize edilmigtir ve ¢, fonksiyonu,

pr(w,y) >0« (z,y) € Graph(f) = {(z,y) € [a,b] x R;y € f(x)}

kosulunu saglar.

[a,b] den P(R) ye olan iki fuzzy kiime-degerli fonksiyon goyledir:

Dr((f,5): (9, 29)] = du (G (07), G"(1p,))

Burada dy, R* de G*(¢;), G*(¢,) arasindaki bilindik Hausdorff mesafesini gosterir

ve

G*(pf) = {(2,9,2) € [a, 0] x R x [0,1]; 2 = (2, y), (z,y) € Graph(f)}
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(G*(¢,) benzer sekilde tanimlanir. )

Tanmim 3.3 (Gal, 1995b) (f,¢;) [a,b] den P(R) ye olan bir fuzzy kiime-degerli

fonksiyon olsun ve € > 0 olsun.

Sunu soyleriz ki [a, b] den R ye olan (tek degerli) fuzzy fonksiyonu

(F7 QOF)

(Tamm 2.6.2 ye bakm.) (f,¢;) igin bir ¢ — yaklasim se¢imidir eger ki
D.’F[(fa ()Of)7 (F7 QOF)] <Eé&.

(S, 9s),
[a,b] x R

tizerinde (Yani

S Cla,b] xR

dir ve

@, a,b] x R — [0, 1],(x,y) > 0 ancak ve ancak (z,y) € S

sartin1 dogrulayan ) bir baginti olsun.Sunu soyleriz ki

fuzzy (tek degerli) fonksiyonu
(F » PR )7

(S, @)

in e—yaklagim secimidir eger

D}—KS? 905)7 (Fa SOF)] <e
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((S; 5)

icin,
G*(p,) = {(2,9,2) €[a,b] x R x [0,1];
< = QOS('Tvy)? (I‘,y) € GT‘CLph(S)}
burada
Graph(S) = {(x,y) € [a,b] x R;(x,y) € S}
olur.)

Dahasi eger I ve @, sirasiyla [a, b] ve Graph(F) stirekli ise o zaman (F, o) stirekli

bir e—yaklasim se¢imi olarak adlandirilacaktir.

Teorem 3.3 (Gal, 1995b)

(i) Eger (f,»;), [a,b] den P(R) ye olan, her bir ¢ > 0 igin siirekli bir e—yaklagim

se¢imini kabul eden fuzzy kiime degerli bir fonksiyon olsun.

O zaman cebirsel fuzzy polinomlarinin bir

(Pm @Pn)n

(Tanim 2.6.2° ye bakin.) serisi vardir dyle ki

lim Dg[(f, ), (Payppn)] = 0.

n—---+o00

(ii) Eger (S, ¢g), [a,b] x R {izerinde, her bir ¢ > 0 igin siirekli bir ¢—yaklagim

secimini kabul eden fuzzy bagintisi ise o zaman cebirsel fuzzy polinomlarinin bir
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(Pn> @Pn)n

serisi vardir oyle ki

lim D]"[(Sv 905)7 (Pm @Pn)] = 0.

n—---+o00

Ispat: ¢ > 0 bir sabit olsun ve (F,¢ 1)y (f, ;) in siirekli bir /2 yaklagim segimi

olsun.

. F(z,y),(x,y) € Graph(f)
; Oyle ki x,Y) =
pefay = | e ovlekiegny) 0, (z,9) ¢ Graph(f)

ve f , F sirasiyla [a, b] ve Graph(f) tizerinde siireklidir

tanimim vermistik.Bu tanima gore (F, ;) € F'Cla, b] olur. Teorem 3.1 e gore (P, ¢p)
seklinde bir polinom vardir 6yle ki Dz (F, P) < €/2 dir. Dz, FC|a, b] iizerinde metrik

oldugundan (Agiklama 2.6.5) su esitsizligi saptariz:

D#(f,P) < Ds(f.P) + D(F.P) <c/2+¢c/2=¢

Bu da (i) yi ispatlar.
(ii) nin ispat1 da benzerdir.

Teorem 3.4 Her bir € > 0 icin stirekli bir e—yaklagim segimini kabul eden (f, ¢;)
ve (S, pg) ormekleri Gal (1995), Teorem?2.6.1, 2.6.2 ile verilir.Ornegin

(Sa SOS)

asagidaki kogullar saglarsa
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Dom(S) = {z € [a,b]; Iy € R oyle ki (x,y) € S}

a, b|’de yogundur;
[ yog

b) izole edilmis her
x € Dom(S)

icin

S(z) ={y e R;(z,y) € S}

dikey bolimii, tek iiyelidir.

c)
|¢S($>y> - @S(xlay/)‘ S M. maX{’$ - x1’7 ‘y - y’]},V(as,y)(m’,y’) € S

d) S;
([a’ b] X R; dO)

metrik uzayinda kapahdir, burada

do(u, ') = max{|z — 2’|, |y = o/}, u = (z,9),v" = (2, ¢/) € [0, 0] X R;

zaman (.S, ¢g), her bir € > 0 i¢in siirekli bir € — yaklasim se¢imini kabul eder.

Aslinda teorem soyledir:

(X,d) metrik bir uzay, (Y, p) ayrilabilir bir metrik uzay olsun ve (S, ¢,), X x Y
tizerinde fuzzy bagntisi olsun.( Yani S C X x Y olur ve ¢4 : X x Y — [0, 1] olsun.

Burada pg¢(x,y) > 0 ancak va ancak (z,y) € S dir. ) Asagida ki kogullar saglanirsa
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a) Tamm alam Dom(S) = {r € X; Jy € R dyle ki (z,y) € S} X in yogun bir alt

kiimesidir.

b) Izole edilmis her x € Dom(S) icin S(z) = {y € R; (z,y) € S} dikey boliimii, tek
tiyelidir.

c)

V(.Z‘,y)<l'/,y/) € S i(;in, |¢S($7y> - @s($/,y/)‘ S M maXd(xax/)ap(y7y,)}7

d) S; (X xY,dp) metrik uzayinda kapahdir. Burada

do(u,u") = max{d(z,2"), p(y, )}, v = (2,y),v' = (2',y) € X xY

O zaman her € > 0 i¢in birinci Baire sinifinin /.X — Y olacak gekilde normal bir
(F, o) fuzzy gosterimi mevcuttur ve her € > 0 igin ¢ in Graph(F') iizerinde bir

Lipschitz fonksiyonu mevcuttur oyle ki

D}'(F>S) <e

olur. Burada Dg(F,S), Go(pp) C (X x Y x [0,1],d*) ve Go(pg) = {(x,y,2) €
X xY x[0,1];z = pg(z,y), (x,y) € S} C (X xY x[0,1],d*) olur.

d* 1 aciklamak i¢in daha 6nce yaptigimiz Haussdorff mesafesi tanimini hatirlatalim.

Tamma gore X den P(Y') ye olan fuzzy-kiime-degerli gosterim yani (f,¢;), (9,¢,)

arasindaki mesafe soyle verilir:
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Df(f,g):max{ sup  inf d*(a,b), sup  inf d*(a,b)}

a€Go(p;)P€G0 (@) bEGo(p,)€G0 ()

Burada Go(gr) = {(:,2) € X x ¥ x [0,1]:2 = ¢, (z,1), (,) € Graph(f)},
(f, ¢s) in dayanak grafigidir ve a = (a1, az, a3) , b = (b1, b, b3) € X x Y x [0,1] i¢in

elimizde

d*(a,b) = max{d(ay, b1), p(az, b2), |ag — bs|}

esitligi vardir.
Ispat: (Beer, 1983a) Teorem 1 e gore Baire siifindan F : X — Y

vardir oyle ki

dy(Graph(F),S) <e/(1+ M).

Burada dy, (X XY, dp) alt kiimeleri arasindaki bilindik Haussdorff mesafesidir. Gal,

(1995b) de ki teorem 3.1 in ispatini inceleyiniz.

05 S — (0,1], p&(x,y) = pg(z,y). Agkca goriiliir ki ¢¥, kapali S C (X x Y, dp)

altkiimesinde siireklidir.

Simdi ¢} in yerine ¢ i, Go(y;) in yerine Go(pg) i ve Graph(f) yerine de S koyarsak

ispat tamamen Teorem 3.1 in ispat1 ile benzer olur.

Aciklama 3.5 Kompakt bir metrik uzay olan (K, d) yi kullanarak syle bir gosterim
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yapalim:

Cr(K) = {f:(K,d) — (Rg,D); f her bir z € K da siireklidir,

iki metrik uzay arasinda gosterim olarak}

Tanmim 3.4 (Gal,1994) (f, ), [0,1] den R ye bir fuzzy fonksiyonu olsun (Tanim
2.6.2” ye bakin.).

Soyle verilen

(Bn(f), ¢n)

cebirsel fuzzy polinomu

©, 0,1 x R — [0, 1]

Qn(,y), eger (z,y) € Graph[B,(f)]
0, aksi takdirde

On(2,y) =

burada

Qo) = o) | ] # =0y = Bal) @)

l

(f, @) e iligkin olarak Bernstein-tipi olarak adlandirilir.

R den R ye olan (f,¢;) in 27 — periyotlu fuzzy fonksiyonudur eger

f:R — R 271 — periyotiu
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ise ve

asagidaki kosullar1 saglar ise

0 < ¢;(z,y) ancak ve ancak (z,y) € Graph(f);
i +2my) = ¢sx,y),V(z,y) € Graph(f).

FCor(R) = {(f,4); (f,p5) 2m — periyotlu ve f(z),
x,

H(z) = ¢s(z, f(r)) R tizerinde siireklidir}

kiimesini de gostermek gereklidir.

Trigonometrik fuzzy polinomu

(Jn(f), )

2m — periyotlu, R den R ye olan (f, ;) fonksiyonu ile ilintili olarak Jackson-tipi

denir. Asagidaki agiklamalari géz éniinde bulunduralim.Burada,
In(f) ()
Lorentz (1986), sayfa 56, bagint1 (7)’de verilen Jackson trigonometrik operatoriidiir;
¢, RxR —10,1]

soyle verilmigtir:

To(z,y), eger (z,y) € Graph[J,(f)]
0, aksi takdirde

on(T,y) =
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ve

T

To(r.y) = / o (b FO) Koz — 8)dt+y — Ju(f)(@)

—Tr
™

_ /gof(x b, fla+ ) K()dt +y — Jo(f)(2)

—T

Teorem 3.5 (Gal 1994)

(i) Herhangi
(f,¢5) € FC[0,1]

icin sunlar1 elde ederiz:

3 1
5 ) +wi(H; —=),n €N

D]—'[(fﬂof)u(Bn(f)aSOn)] S \/ﬁ

1
[w1<fv %

Burada

H(z) = ¢4(x, f(x)), 2 € [0,1]
wi(f;0) = sup{|f(2) — f(W)l; 2,y € [0, 1], |v — y| < 3}
wi(H;6) = sup{|H(z) — H(y)|;z,y € [0,1], |z —y| < 6}
(ii) Herhangi

(fa Sof) € F027T<R)

i¢cin sunlar elde ederiz:

DA(F. 7). (), 0)) < Mlwalfi =) +walH; Dlym € N
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Burada

H(z) = ¢f(x, f(z)),z € R

wa(f;0) = sup{[f(z + h) = 2f(x) + f(z — h)[;x € R, [h] < &}

(wa(H;6) benzer olarak tammlanmistir.) ve M > 0, n, f; H ve ¢, den bagimsizdir.

Lemma 3.2 Her (f,¢;), (9,¢,) € FCx(R) igin

Dz(f,9) < |If = gll + sup{[F (a1, f(ar)) = G(ar, g(ar))] - a1 € R}

gegerlidir. Burada ||f — g|| = sup{|f(x) — g(z)|;z € R} ve F = © ¢l Graph(s),

G = @gslrapn(y) dir.

Ispat: Ispat Lemma 3.1 in ispat: ile aymdur.

Ispat (i): (Teorem 3.5 in ispatidir) Lemma 3.1 den
Dr(f, Bu(f) < IIf = B/l + sup [F(ar, f(a1)) = Qular, Bu(f)(a1))]

a1€[0,1]

Burada ||.|| uniform norm’ dur.

Popoviciu (1934) ii referans gostererek

1f = Ba(HIl < (3/2)-w(f;1/v/n)
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yazabiliriz.Boylelikle su esitligi saptariz:

Dr(f,Bu(f)) < (3/2)w(f;1/vn)+ sup |H(ar) — Bu(H)(ar)| =

ale[O,l}

(3/2)w(f;1/v/n) + |[H = Bo(H)|| < (3/2).w(f;1/v/n).(3/2).w(H;1/v/n)

Bu da teoremi ispatlar.
(ii) Lemma 3.2 den

Dp[(f, Jn(f)) < If = Jn(H)I + sup {[F (a1, f(ar)) = Talar, Ju(f)(ar))]; a1 € R}

Lorentz, (1985) i referans gostererek

s

F(ay, f(a1)) = Tular, Ju(f)(a1)) = /[F(ah flar)) = Flax + 1, fax + 1)) K (t)dt =

-7
™

— /[2F(a1,f(a1)) — F(ay +t, f(a1 + 1))

—T

—F<CL1 — t, f(a1 — t))Kn<t)dt

Bu da gosterir ki

DE((f.09), (1) )] £ Mlen(fs ) + (s )].m € N
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Aciklama 3.6 Eger
V(z,y) € Graph(f)

icin

pr(r,y) =

oluyorsa (yani (f,¢;), f ile belirlenebiliyorsa) o zaman

bu yiizden

wi(H;0) =0,we(H;0) =0

olur ve (i) ve (ii), klasik yaklagim teorisinde iyi bilinen tahminlerdir.

Aciklama 3.7 2m—periyotlu fuzzy fonksiyonlarinin olmasi durumunda, su denklemi

elde ederiz:

Dx[(f,07): (9, 0,)] = du(G* (@), G ()

burada

G*<90f) = {(:C,y,z)ERXRX(0,1];y:f(:c),z:<pf(x,y),

(x,y) € Graph(f)}

(G*(p,) benzer olarak tanimlanir).

Teorem 3.4, Tanim 2.6.3 deki [a,b] den R ye olan genellestirilmis fuzzy fonksiyon-

lariin yaklagimina genisletilebilir.
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Bu yiizden, soyle bir tanimlama yapalim:

GFCla,b] = {(¢,f,754); supplp) = [a,b],¢ ve f, [a,b] tizerinde stireklidir

ve v, s, M iizerinde stireklidir}

burada

M = {(z,y,2) € [a,0] x R x (0, 1]; (z,y) € Graph(f),(z,z) € G*(¢)}

Acgiklama 3.8 Eger H : [a,b] — R? yi

ile gosteririsek o zaman acik¢a

M = Graph(H)
dir, burada ¢ ve f, [a,b] iizerinde siirekli oldugu igin H siirekli bir vektor fonksiy-
onudur ve R? kutu metrigi olarak

do(z,y) = max{|z) —y1|, |v2 — 12},

r = ($1,$2>ay:(ylvy2>ER2

olur.

[a, b] kompakt oldugundan M, [a,b] x R x (0, 1] in kompakt alt kiimesidir. O zaman

G>k(7<p,f) = Graph*(,Ygo,f‘M)
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oldugu i¢in G*(v,, ;) in, [a,b] x R x (0,1] x (0, 1] in kompakt alt kiimesi oldugunu

saptariz.

Sonug olarak Tamm 2.6.3 ile tamitilan Dyx ,GFCla,b] {izerinde bir metriktir.

Tanim 3.5
(307 fa 7@,]”) S GFC[O> 1]

olsun.[0, 1)’den R ye olan genellegtirilmis cebirsel fuzzy polinomu

(Bn(‘P)a Bn(f)v Qn)

Burada
Bule)e) =Y e(2) | |- ey
B/(N)a@) =Y f) | |1 —ay

Qn 1 [0,1] x R x [0,1] —> [0, 1]

soyle verilmistir:

Ry(z,y,2), (x,y) € Graph(B,(f)), (x,2) € G*(Bn(p))
0, aksi takdirde

Qn(2,y,2) =

ve

Rale,1:,2) = Zw o] (7)ea e

y = Bu(f)(2) + 2 = Bu(p)(2)
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(¢, f,7p.p) dle ilintili Bernstein-tipi denir.

Ik olarak agagidakine ihtiyacimiz vardir.

Lemma3.3 Her (¢, f,7, (), (¢, F,T'4 r) € GFC[0,1] igin sunu elde ederiz:

Drl(e, f:74.), (0, E\ Lo p)] <l = ol +If = F|

+sup{|y, (a1, flar), p(a1)) — Ty plar, Far), ¢(ar))l; a2 € [0,1]

burada || - || birlesim normudur.

Ispat: a = (a1, as,a3,a4), b= (by, by, bs, by) olsun ve burada

Ay = f(al)u

as = (,0((11),
a4 = 7507]«(@1,@27@3);

b2 = F(al),

bz = ¢(al)7

by =Ty p(b1, ba, b3)

ve

d*(a,b) = max{|a; — b;|;i = 1,4

olur.
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Sabit a; € [0,1] i¢in sunu elde ederiz

inf{d*(a,0):b € G*(Tor)}

inf{[ay — b + [f(a1) — F(a1)| + |e(ar) — ¢(b1)]
+vp.(a1), flar), ¢(ar))

—Lor(by, F(b1),0(b1))[;b € G"(Tyr)}

|f(a1) = F(ay)| + [p(a1) = o(br)| +

Ve.s(a1), f(ar), o(ar)) — Ly p(ar, Flar), ¢(ar))|

IN

IA

a € G*(7,) ile simdi supremuma gegersek sunu saptariz:

sup inf  d*(a,b) < |[f = F[[+[[¢ -0l +
a€G* (v, )PEC* (To,r) (a,0) | |+ || I

sup |7, r(a1), f(a1), o(ar)) — Ty r(ar, Flar), ¢(ar))] = E

a1€[0,1]

Tamamiyle benzer olarak teoremi ispatlayan su bulguyu elde ederiz:

sup inf  d*(a,b) < E

beG* (Fcb’p)aeG* (’ﬁp,f)

Teorem 3.6 Herhangi bir (¢, f,7, ;) € GFC[0,1] igin su esitsizlik gegerlidir:

Dx[(p, f,7p,1)s (Bu(9), Bu(f), @Qn)| <
1

1
[Wl(ﬂ \/—)erl(% \/—)+W1(H 7)]” € N

burada

H(z) = g (2, f(2),9(2)), 2 € [0,1]

ve wj birinci dereceden siireklilik modiiliidiir.
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Ispat: Lemma 3.1 ile su esitsizligi elde ederiz:

DF[(@) fﬂ ’Ygo,f)7 (Bn((p)7 Bn(f)a Qn>|
< If = Ba(DIl + lle = Ba()]]
+ sup ]I%,f(al),f(al),w(al)) — Qn(ar, Bu(f)(a1), Bn(#)(a1)|

a16[0,1

Yaklagim teorisindeki klasik bir sonug su esitsizlikleri verdiginden dolayi:

ve buradan teoremi ispatlayan su esitsizligi saptariz

Drl(6: 101 (Bll) Bal D) @] < Flenli ) +n( i )] +
aSGU[(I)Jl]lH(al) — Bu(H)(a)
3 7 1 1 1

5[‘*}1(% _n) + wi(f; %)] + wi (H; %)]7

IN

Tanim 3.7 f : [0,1] — Ry fuzzy (reel) fonksiyon olsun (Tamm 2.6.1’e bakinz.).

Soyle tanimli fuzzy cebirsel polinomu

Bernstein-tipi olarak adlandirilacaktir (Burada ) * toplami ve © skalerle ¢arpma

islemi Agiklama 2.6.1’de verilmistir.).

88



Soyle bir gosterimde bulunalim

Crla,b] = {f:[a,b] — Rpg; f her x € [a,b] de siireklidir;

f,(la,b],| - |) ve (Rp, D) metrik uzaylar1 arasinda bir gosterimdir}

Teorem 3.8 Eger f € C£[0, 1] ise o zaman

DBV (f)(@). f(x)) < SwD(f: %m eNze0,1]

yani

lim D(BP)(f)(x), f(x)) = 0

n—--—+00 n
x € [0, 1]’e gore diizgiin olarak limit 0 a esittir.

(Burada
W (f:6) = sup{D(f(x), f(y)); |& — y| < 8,2,y € [0,1]}

Teorem 2.6.2’deki D ye goredir.)

ispat
n\ n—k
puale) = ()41 -0

gosterimini yapalim.

ve

89



=D par(@)]© f@) =) [pasl(z) © f(2)]

ile (Teorem 2.6.2’den sonra Agiklama 2.6.4 e bakiniz.) sunu elde ederiz:

D(B,(f)(x), f(x))

n *

k:

k=0
(T'eorem?2.6.2, (iv), (m)
an,k(x)D(f(E),f(x))
ank 27 1Y )

B ORI L
k=0

IN

IN

IN

wgf) asagidaki ozelliklere sahiptir.

(f 61+ 02) <Wl (f 51)+W§f)(f§52)a 01,02 >0

(f n6)<nw1 (f 9),  >0,neN

P (F;08) < A+ Dt (f;6), 6 >0, A >0,
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f € Cxg[0,1], (lsi{%wgf)(f; ) = 0 kogulunu saglar.

11k 6zelligi ispatlayalim.

ZL'” — ZE/| S 51 —+ (52,

olsun.

Sunu elde ederiz:

D(f(z"), f(«"))(Teorem 2.6.2,(i))
= D(f(2") & f(2), f(2') ® f(2))
D(f(z") & f(x), f(x) @ f(a'))
(Teorem 2.6.2,(iv)) <
D(f(z"), f(x) + D(f(x), f(z'))
W (fila" = 2)) + w7 (fi | - 2]) <

WO (00 + P (f562)

@ flx), f
S flx), f

ININ A

IN
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Buradan sunu elde ederiz:

® < W(f;0) <1+|n5 |>pn:k(l‘)=
0

k=

F)(r. 5y
= g0+ L

her 6 > 0,n € N,z € [0, 1].

Fakat klasik yaklagim teorisinden su sonug cikar:

"k
2|,

1
- =T pn,k(m) < T =€ [071]7n e N.
n
k=0

2v/n

1
5—%

segersek sunu elde ederiz:

D(B.(f)(@), f(z)) < wif)(f;%)Jr

1
WS

7

WO (f; %)

N | =

Do | o

bu da teoremi ispatlar.

Tanim 3.8 f: X — P(Y) kiime degerli bir gosterim olsun. Eger f(z) in her bir
W komgulugu igin = in f(V) C W olacak sekilde bir V' komgulugu varsa f , bir

x € X noktasinda sagdan yar siireklidir deriz.

Ayni zamanda eger f, X in her noktasinda sagdan yar siirekli ise sagdan yar siirekli

olarak adlandirilir.
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Acgiklama 3.9 (1) f sagdan yan siireklidir ancak ve ancak Y de ki her agtk W
kiimesi i¢in {x € X; f(x) C W} kiimesi X de agiktir.

(2) fsagdan yar siirekli ise o zaman Graph(f) kiimesi X x Y de kapalidir.
CL(Y)={A CY;A bos olmayan ve Y de kapali bir kiimedir}

seklinde bir tanimlama yapalim.

Tanim 3.9 Eger her ¢ > 0 igin f(Sy[z]) C S:[f(x)] olacak gekilde A > 0 varsa
f X — CL(Y) sagdan yar1 ve Haussdorff siirekli olarak adlandirilir. Burada
Silel = {y € Xid(z,y) <A} ve S[f(x)] = U Silyl, Silyl = {z € Yip(z,y) <e}

yef(z)
seklindedir.

Eger f her z € X noktasinda sagdan yar1 ve Haussdorff siirekli ise f ye X iizerinde

sagdan yar1 ve Haussdorff siirekli deriz.

Teorem 3.9 (X, d) metrik uzay olsun, (Y, ].||) normlu lineer uzay olsun ve (f,¢;),

X den CL(Y) ye agagidaki kogullar1 saglayan fuzzy kiime degerli bir gosterim olsun.
(i) f, X iizerinde sagdan yar siireklidir ve X de ki noktalar1 tek tiyelilere gotiiriir.
(ii) f(x) her z € X i¢in ayrilabilir, konveks bir kiimedir.

(iii) @y, Graph(f) tizerinde bir Lipschitz fonksiyonudur yani M > 0 mevcuttur 6yle
ki

YV (z,y), (z',y) € Graph(f) icin |p(z,y) — (2", y)

< M {d(.2).lly ~v/|I}

O zaman herhangi bir ¢ > 0 i¢in bir (F,pr) Fuzzy eslemesi mevcuttur. Burada

F : X — Y birinci smuf Baire fonksiyonudur. ( Yani Y nin her agik A alt kiimesi
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igin f~[A], X in bir F, altkiimesidir.Beer, (1983a), sayfa 173 ii inceleyiniz.) ve

¢©p , Graph(F) tizerinde Lipschitz fonksiyonudur 6yle ki
D}—(fa F) S €

Dahasi eger her z € X i¢in f(z) tamamen Y nin smurh alt kiimesi ise o zaman

yukarida ki F': X — Y, X {izerinde siirekli segilebilir.

Ispat Teoremden 6nceki tanima gore ve Beer, (1983b) de, sayfa 180 e gore bir
F : X — Y mevcuttur 6yle ki I birici Baire simifindandir ( ya da V z € X icin

f(z) tamamen smirh oldugunda bile siireklidir. ) ve
du(Graph(f), Graph(F)) < e/(1+ M)

olur. Burada dy; Graph(f),Graph(F') arasindaki klasik Haussdorff uzakligidir.
Graph(f), Graph(F); (X xY, dy) metrik uzaymm (u = (1, 23), v = (y1,92) € X XY

icin do(u,v) = max{d(x1,11), ||ra — y2||} olarak tamimladig ) alt kiimesidir.

Ayrica f, X iizerinde sagdan yar siirekli oldugu i¢in ( f : X — P(Y) kiime degerli
bir gosterim olsun. f sagdan yar siirekli ise o zaman Graph(f) kiimesi X x Y de

kapahdir.) aciklamasina goére Graph(f), (X x Y, dy) metrik uzaymda kapalidir.

@ Graph(f) — (0,1] 1; (z,y) € Graph(f), ¢}(z,y) = ¢;(x,y) olarak gosterelim.
Teorem’ de ki (iii) ile ¢}, kapali Graph(f) kiimesi {izerinde Lipschitz fonksiyonudur,
bu da gosteriri ki ¢}, Graph(f) iizerinde siireklidir.

M* = ||¢3]| = sup{|¢}(v)[;v € Graph(f)} olarak gosterelim. Mustdta (1991), sayfa
78’ e gore bir tanimlama yapalim. F* : X XY — R 1goyle tamimlayalim. © € X XY
olmak iizere eger Fi(u) < M* ise F*(u) = Fi(u), eger Fy(u) > M* ise Fy(u) = M*

olsun. Burada
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ue X xY, Fi(u) = inf {¢}(v) + M.do(u,v);v € Graph(f)}
Mustita (1991), sayfa 77-79 da gosterildigi gibi (z,y) € Graph(f) i¢in F*(z,y) =

Vuy,ug € X X Y igin |[F*(uy) — F*(ug)| < M.do(us, us)

ve

[|F*|| = sup {|F*(u)jue X xY}=M"<1

olur. Diger tarafta her v € X X Y icin F*(u) > 0 gegerlidir. Gergekten eger
u € Graph(f) ise o zaman F*(u) = ¢}(u) > 0 olur.§imdi v € X x Y\ Graph(f)
olsun. Graph(f) in (X X Y, dy) metrik uzayinda kapali olmasi

inf {do(u,v) : v € Graph(f)} >0
oldugunu gosterir ve
Fi(u) > inf{¢}(v);v € Graph(f)} + M.inf {do(u,v); v € Graph(f)}

esitsizligiyle beraber bu durumda da Fj(u) > 0 oldugunu gosterir.

Simdi bir tamimlama yapalim. ¢p : X x Y — [0,1] i eger u € Graph(F) ise
op(u) = F*(u) degilse pp(u) = 0 olarak tanimlayalim.

Agikca goriiliir ki ¢, Graph(F') tizerinde Lipschitz fonksiyonudur. Dz(f, F) < ¢

oldugunu ispatlamak icin agsagidaki esitsizlikleri ispatlamamiz gerekir:

sup  inf d*(a,b) <€
a€Go(p)PEG(Py)

sup  inf d*(a,b) <€
bEGo(p;)2€G0(#r)
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Burada d*(a,b) = max {d(a,b1), || az — bsl|, ||laz — bs3||}, a = (a1,a2,a3) € Go(pr)
ve b = (bl,bg,b;g) € GU(QOf) dir.

Ik 6nce elimizde su esitlik vardir:

sup  inf d"(a,b) = sup  inf max{d(ay,b1),]|| az — bo||,|las — bs||}
a€Go(pp)PEG0(¥y) a€Go(pp)PEG0(#5)

Fakat

lasz — bs]
= pplar,az) — @p(bi, bo)
= F*(a1,as) — ©}(b1, bo)
= F*(ay,az) — F*(b1, by)
< M.max{d(a1,b1), || az — b}

Bu yiizden d*(a,b) < (1 + M).max {d(a1,by1), || az — bs||} ve a € Go(py) sabiti igin

inf d*(a,b) < (14 M). inf d(ay,b1),|| aa — b
becl;?(@f) (a,b) < ( )beé{}(@f)ma}({ (a1,b1), || a2 — ba|[}

< (1+M) sup . inf max{d(as,b1),]|| as — b}
a€Go(er) beGo(¥y)

1+ M). su ) inf max {d(a1,by), || as — b
( )(al,az)GGE)aph(F) (b1,b2)€Graph(f) { ( ' 1) || ? 2||}

(1+ M).dg|Graph(F), Graph(f)]

IN

IN

du(Graph(f), Graph(F)) < /(1 + M) < ¢
gegerlidir. a € Gy(pp) ile supremuma gegersek

sup  inf d*(a,b) <€
a€Go(p)PEG(Py)

esitsizligini elde ederiz.
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Tamamen benzer olarak su esitsizligi saptariz:

sup d*(a,b) < (1+M). inf max{d(as,b1),]|| as— bs||}

a€Go(pp) a€Go(¢r)

< (1+ M).dg|Graph(F),Graph(f)] <e

Bu esitsizlik ise

sup  inf d*(a,b) <€
beGo(ipy)2€G0(0r)

ve teoremi ispatlar.
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