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1.G·IR·IŞ

1.1 Lineer Pozitif Operatörler ve Yaklaş¬m Özellikleri

Haciyev vd. (1995) taraf¬ndan lineer pozitif operatörlerin baz¬ önemli özellikleri

verilmi̧stir:

Tan¬m 1.1.1 X ve Y fonksiyon uzaylar¬olsun. L : X ! Y bir dönüşüm olmak

üzere 8 f 2 X fonksiyonuna kaŗs¬l¬k gelen bir g 2 Y fonksiyonu varsa, L ye bir

operatör denir. L operatörünün tan¬m bölgesi X = D (L), de¼ger kümesi ise R (L)

olmak üzere

L (f ;x) = L (f (t) ; x) (1.1.1)

ile gösterilir.

Tan¬m 1.1.2 X lineer bir uzay olsun. 8 f; g 2 X için, a; b 2 R ve af + bg 2 X

olmak üzere L operatörü

L (af + bg;x) = aL (f ;x) + bL (g;x)

koşulunu gerçekliyor ise L operatörüne lineer operatör ad¬verilir.

c 6= 0 için L lineer bir operatör oldu¼gundan

L (c:0;x) = cL (0; x) = 0

olarak yaz¬labilmesi için L (0; x) = 0 oldu¼gu görülür.

Lineer operatörler s¬n¬f¬n¬n çok önemli bir alt s¬n¬f¬lineer pozitif operatörlerdir.

Tan¬m 1.1.3 X+ = ff 2 X : f � 0g, Y + = fg 2 Y : g � 0g olsun. E¼ger X uza-

y¬nda tan¬mlanm¬̧s L lineer operatörü X+ kümesindeki herhangi bir f fonksiyonunu
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pozitif fonksiyona dönüştürüyorsa o taktirde bu lineer operatöre lineer pozitif oper-

atör denir. L lineer operatörü için f � 0 oldu¼gunda L (f ;x) � 0 gerçeklenir.

Şimdi lineer pozitif operatörlerin önemli baz¬özelliklerini verelim.

Özellik 1.1.1 Lineer pozitif operatörler monotondur.

Gerçekten; 8x 2 R için f (x) � g (x) ise f (x) � g (x) � 0 d¬r. L operatörü pozitif

oldu¼gundan

L (f � g;x) � 0

olur ve L operatörünün lineerlik özelli¼ginden

L (f ;x)� L (g;x) � 0

elde edilir.

Özellik 1.1.2 L lineer pozitif operatör olsun. Bu durumda

jL (f ;x)j � L (jf j ;x)

eşitsizli¼gi gerçeklenir.

Gerçekten; 8t 2 [a; b] için

� jf (t)j � f (t) � jf (t)j

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. L operatörünün monoton olma özelli¼ginden

�L (jf j ;x) � L (f ;x) � L (jf j ;x)

yaz¬labilir. Dolay¬s¬yla

jL (f ;x)j � L (jf j ;x)
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elde edilir.

Tan¬m 1.1.4 L : X ! Y lineer dönüşüm olsun. E¼ger 8f 2 X için

kL (f ;x)kY � C kfkX

olacak şekilde C > 0 say¬s¬varsa L operatörüne s¬n¬rl¬ lineer operatör ad¬verilir.

Bu C sabitlerinin en küçü¼güne L operatörünün normu denir.

kLk = inf fC : kL (f ;x)kY � C kfkXg

şeklinde gösterilir.

L lineer operatörü için

kLk = sup
kfkX 6=0

kL (f ;x)kY
kfkX

kLk = sup
kfkX=1

kL (f ;x)kY

eşitlikleri sa¼glan¬r.

Korovkin (1953) taraf¬ndan [a; b] aral¬¼g¬üzerinde tan¬ml¬reel de¼gerli sürekli f fonksi-

yonuna lineer pozitif operatörler dizisi ile yaklaş¬m yap¬labilece¼gini aşa¼g¬daki teorem

ile ifade ve ispat etmi̧stir.

Teorem 1.1.1 (Korovkin 1953): (Ln) lineer pozitif operatörler dizisi, [a; b] a-

ral¬¼g¬nda n!1 iken

Ln (1; x) � 1 (1.1.2)

Ln (t;x) � x (1.1.3)

Ln
�
t2;x

�
� x2 (1.1.4)

koşullar¬n¬ gerçekliyorsa, [a; b] aral¬¼g¬ üzerinde sürekli ve tüm reel eksende s¬n¬rl¬
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herhangi bir f fonksiyonu için n!1 iken a � x � b olmak üzere

Ln (f ;x)� f (x)

gerçeklenir.

·Ispat: f fonksiyonu reel eksende s¬n¬rl¬oldu¼gundan 8x 2 R için

jf (x)j �M (1.1.5)

olacak şekilde M > 0 say¬s¬vard¬r.

f 2 C (a; b) oldu¼gundan her " > 0 için jt� xj < � olmak üzere her t 2 R ve x 2 [a; b]

için

jf (t)� f (x)j < " (1.1.6)

eşitsizli¼gini gerçekleyen en az bir � > 0 say¬s¬vard¬r. Di¼ger yandan jt� xj � � için

(t� x)2

�2
� 1 =) 2M

�2
(t� x)2 � 2M

sa¼glan¬r. (1:1:5) ; (1:1:6) eşitsizlikleri ve üçgen eşitsizli¼gi kullan¬larak 8" > 0 için

jf (t)� f (x)j < 2M

�2
(t� x)2 + " (1.1.7)

bulunur.
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Lineer pozitif operatörlerin özelliklerinden

kLn (f ;x)� f (x)kC(a;b) = kLn (f (t)� f (x) ; x) + f (x) (Ln (1; x)� 1)kC(a;b)

� kLn (f (t)� f (x) ; x)kC(a;b) +

kfkC(a;b) kLn (1; x)� 1kC(a;b)

� kLn (jf (t)� f (x)j ;x)kC(a;b) +

kfkC(a;b) kLn (1; x)� 1kC(a;b)

eşitsizli¼gi yaz¬labilir. Bu eşitsizli¼gin ikinci terimi (1:1:2) ifadesinden dolay¬ s¬f¬ra

yak¬nsar. Yani n!1 iken

kfkC(a;b) kLn (1; x)� 1kC(a;b) � "n

eşitsizli¼gini sa¼glayan "n ! 0 dizisi vard¬r. Bu durumda

kLn (f ;x)� f (x)kC(a;b) � kLn (jf (t)� f (x)j ;x)kC(a;b) + "n (1.1.8)

gerçeklenir.

(1:1:8) eşitsizli¼ginin sa¼g¬ndaki ilk terimi gözönüne alal¬m. (1:1:7) eşitsizli¼gi ve lineer

pozitif operatörlerin özellikleri kullan¬larak

Ln (jf (t)� f (x)j ;x) � Ln

�
2M

�2
(t� x)2 + ";x

�
= "Ln (1; x) +

2M

�2
Ln
�
(t� x)2 ;x

�
= "Ln (1; x) +

2M

�2
�
Ln
�
t2;x

�
� 2xLn (t;x) + x2Ln (1; x)

�
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Ln (jf (t)� f (x)j ;x) � " [Ln (1; x)� 1] + "+
2M

�2
��
Ln
�
t2;x

�
� x2

�
� 2x [Ln (t;x)� x] + x2 [Ln (1; x)� 1]

	
= "+

�
"+

2M

�2
x2
�
[Ln (1; x)� 1]

+
2M

�2
�
Ln
�
t2;x

�
� x2

�
�4M
�2
x [Ln (t;x)� x]

elde edilir.

"+ 2M
�2
x2 = g (x) ve �4M

�2
x = h (x) olsun. 8x 2 [a; b] için

g (x) � sup
x2[a;b]

jg (x)j = b ve h (x) � sup
x2[a;b]

jh (x)j = c

olmak üzere

Ln (jf (t)� f (x)j ;x) � "+ b [Ln (1; x)� 1] +
2M

�2
�
Ln
�
t2;x

�
� x2

�
+c [Ln (t;x)� x]

kLn (jf (t)� f (x)j ;x)kC(a;b) � "+ b kLn (1; x)� 1kC(a;b)

+
2M

�2


Ln �t2;x�� x2

C(a;b) + c kLn (t;x)� xkC(a;b)

elde edilir. (1:1:2), (1:1:3) ve (1:1:4) ifadelerinden dolay¬

lim
n!1

kLn (jf (t)� f (x)j ;x)kC(a;b) = 0

olur. Bu durumda (1:1:8) ifadesinin

lim
n!1

kLn (f (t) ; x)� f (x)kC(a;b) = 0

oldu¼gu görülür. Bu da ispat¬tamamlar.

1962 y¬l¬nda Baskakov, [a; b] aral¬¼g¬üzerinde sürekli veMf , f fonksiyonuna ba¼gl¬bir
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sabit olmak üzere

jf (x)j �Mf

�
1 + x2

�
(1.1.9)

koşulunu sa¼glayan f fonksiyonu için Korovkin Teoremi�nin gerçeklendi¼gini ispat-

lam¬̧st¬r.

Gerçekten; f 2 C (a; b) oldu¼gundan her " > 0 için her t 2 R ve x 2 [a; b] için

jt� xj < � oldu¼gunda

jf (t)� f (x)j < "

eşitsizli¼gini gerçekleyen en az bir � > 0 say¬s¬vard¬r.

jt� xj � � oldu¼gunda 8x 2 [a; b] için f fonksiyonu (1:1:9) koşulunu sa¼glad¬¼g¬ndan

jf (t)� f (x)j � Mf

�
1 + x2

�
+Mf

�
1 + t2

�
= Mf

�
2 + t2 + x2

�
= Mf

�
2 + (t� x+ x)2 + x2

�
= Mf

�
2 + (t� x)2 + 2x (t� x) + 2x2

�
� Mf

 
2
(t� x)2

�2
+ (t� x)2 + 2x(t� x)

2

�
+ 2x2

(t� x)2

�2

!

= Mf (t� x)2
�
2

�2
+ 1 +

2x

�
+
2x2

�2

�
� Mf (t� x)2

 
2

�2
+ 1 + sup

x2[a;b]

2x

�
+ sup
x2[a;b]

2x2

�2

!

şeklinde yaz¬labilir. Bu eşitsizlikte

c =Mf

 
2

�2
+ 1 + sup

x2[a;b]

2x

�
+ sup
x2[a;b]

2x2

�2

!

al¬n¬rsa

jf (t)� f (x)j � c (t� x)2

7



elde edilir. Bu durumda 8x 2 [a; b] ve 8t 2 R için

jf (t)� f (x)j � "+ c (t� x)2

yaz¬labilir. Ayr¬ca

Ln (jf (t)� f (x)j ;x) � Ln
�
"+ c (t� x)2 ;x

�
= "Ln (1; x)

+c
�
Ln
�
t2;x

�
� 2xLn (t;x) + x2Ln (1; x)

	
= " [Ln (1; x)� 1] + "+ c

��
Ln
�
t2;x

�
� x2

�
� 2x [Ln (t;x)� x] + x2 [Ln (1; x)� 1]

	
olup, k = c sup

x2[a;b]
j�2xj ve l = c sup

x2[a;b]
jx2j olmak üzere

kLn (jf (t)� f (x)j ;x)kC(a;b)

� "+ ("+ l) kLn (1; x)� 1kC(a;b)

+k kLn (t;x)� xkC(a;b)

+c


Ln �t2;x�� x2

C(a;b)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. (1:1:2), (1:1:3) ve (1:1:4) ifadelerinden dolay¬

lim
n!1

kLn (jf (t)� f (x)j ;x)kC(a;b) = 0

olur. Bu durumda (1:1:8) eşitsizli¼ginden istenen

lim
n!1

kLn (f ;x)� f (x)kC(a;b) = 0

elde edilir. O halde Korovkin Teoremi sa¼glanm¬̧s olur.
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1.2 Berstein Polinomu

1912 y¬l¬nda S. Bernstein klasik Weierstrass teoreminin yeni bir ispat¬n¬vermi̧stir.

Bu ispat [0; 1] aral¬¼g¬nda tan¬mlanm¬̧s bir polinomlar dizisinin sürekli fonsiyonlara

yaklaşmas¬n¬n kan¬tlanmas¬yla elde edilmi̧stir. Önce bu polinomlar¬tan¬mlayal¬m.

Tan¬m 1.2.1 n -key� do¼gal say¬, x 2 [0; 1] olmak üzere

Bn(f ;x) =
nX
k=0

f(
k

n
)Cknx

k(1� x)n�k

şeklindeki polinomlara Bernstein polinomu denir.

1885�de Weierstrass, kapal¬ve s¬n¬rl¬ [a; b] aral¬¼g¬üzerinde tan¬ml¬, reel de¼gerli her

sürekli f fonksiyonuna polinomlar ile yaklaş¬labilece¼gini aşa¼g¬daki teorem ile ifade

etmi̧stir.

Teorem 1.2.1 (Weierstrass): f fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬nda sürekli ise her " > 0

için [a; b] aral¬¼g¬ üzerinde jP (x)� f (x)j< " eşitsizli¼gini gerçekleyen az bir P (x)

polinomu vard¬r (Korovkin 1960).

Bernstein (1912) taraf¬ndan [0; 1] aral¬¼g¬üzerindeWeierstrass Teoremi�ni gerçekleyen

polinomlar¬n tipi ile ilgili bir teorem ispatlanm¬̧st¬r. Bernstein polinomlar¬olarak

adland¬r¬lan bu polinomlar¬n tipleri ve yaklaş¬m özellikleri, Kampiti vd. (1994),

Bleimann vd. (1980), Groetsch vd. (1973), Martinez (1989) gibi birçok makalede

araşt¬r¬lm¬̧st¬r.

Teorem 1.2.2 f; [0; 1] aral¬¼g¬nda sürekli bir fonksiyon olmak üzere Bn(f ;x) poli-

nomlar¬n!1 iken ayn¬aral¬kta f(x) e düzgün yak¬nsar.

·Ispat:Bernstein polinomlar¬n¬n yard¬m¬yla Weierstrass teoreminin ispat¬n¬verelim.
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f sürekli fonksiyon olmak üzere Bn(f ;x) polinomlar¬n ! 1 iken [0; 1] aral¬¼g¬nda

f(x) e düzgün yak¬nsad¬¼g¬n¬gösterelim. Düzgün yak¬nsakl¬¼g¬n tan¬m¬n¬kullan¬rsak

bu son önerme aşa¼g¬daki şekilde yaz¬labilir.

[0; 1] aral¬¼g¬nda tan¬mlanm¬̧s her sürekli f fonksiyonu için

lim
n!1

kBn(f ;x)� f(x)kC[0;1] = lim
n!1

max
0�x�1

jBn(f ;x)� f(x)j = 0

Bu polinomlar¬Bn(f ;x) şeklinde yazmakla onlar¬n f(x) fonksiyonuna ba¼gl¬oldu¼gunu

gösterir.

Not: Weierstrass teoremi sadece sürekli fonksiyona yaklaşan polinomun varl¬¼g¬n¬

göstermektedir. Bernstein ise, Weierstrasstan farkl¬olarak yaklaşan polinomun var-

l¬¼g¬n¬n yan¬s¬ra f fonksiyonuna nas¬l ba¼gl¬oldu¼gunu da gösterir.

Bernstein önce f(x) = 1 fonksiyonuna mertebesi n olan polinomlar¬yaklaşt¬rm¬̧st¬r.

Bunun için Bernstein, Newton�un binom formülünü kullanarak

(a+ b)n =
nX
k=0

Ckna
kbn�k;Ckn =

n!

k!(n� k)! ; a; b 2 R
+

eşitli¼ginde x 2 [0; 1] olmak üzere, a = x; b = 1� x kabul edip

1 =
nX
k=0

Cknx
k(1� x)n�k

formülünü elde etmi̧stir.

Bn(f ;x) =
nX
k=0

f(
k

n
)Cknx

k(1� x)n�k

ve

1 =
nX
k=0

Cknx
k(1� x)n�k
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formüllerini kaŗs¬laşt¬r¬rsak her do¼gal n için Bn(1; x) = 1 oldu¼gunu görürüz.

Şimdi gösterelim ki

Bn(f ;x) =

nX
k=0

f(
k

n
)Cknx

k(1� x)n�k

şeklinde olan Bernstein polinomlar¬[0; 1] aral¬¼g¬nda sürekli f(x) fonksiyonuna düzgün

yak¬nsar.

1 =

nX
k=0

Cknx
k(1� x)n�k

formülünün her iki taraf¬f(x) ile çarp¬l¬rsa

f(x) =
nX
k=0

f(
k

n
)Cknx

k(1� x)n�k

eşitli¼ginin sa¼gland¬¼g¬n¬görürüz.

Bn(f ;x) =
nX
k=0

f(
k

n
)Cknx

k(1� x)n�k

ve

f(x) =
nX
k=0

f(x)Cknx
k(1� x)n�k

formüllerinden

Bn(f ;x)� f(x) =
nX
k=0

�
f(
k

n
)� f(x)

�
Cknx

k(1� x)n�k (1.2.1)

elde edilir.

x 2 [0; 1] oldu¼gundan, toplam sembolünün alt¬ndaki

�
f

�
k

n

�
� f(x)

�
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d¬̧s¬ndaki tüm ifadeler pozitiftir. Yukar¬daki ifadenin mutlak de¼geri al¬n¬rsa;

jBn(f ;x)� f(x)j �
nX
k=0

�
f(
k

n
)� f(x)

�
Cknx

k(1� x)n�k

elde edilir.

Hipotezimize göre f(x); [0; 1] aral¬¼g¬nda sürekli fonksiyondur. Süreklili¼gin tan¬m¬nna

göre 8" > 0 için öyle bir � > 0 bulabiliriz ki t,x 2 [0; 1] için jt� xj < � oldu¼gunda

jf(t)� f(x)j < "

sa¼glan¬r.

Öte yandan kapal¬sonlu aral¬kta sürekli fonksiyon s¬n¬rl¬d¬r. Yani öyle bir M say¬s¬

vard¬r ki key� x 2 [0; 1] için jf(x)j � M dir. Burada görülüyor ki t; x 2 [0; 1] için

jf(t)� f(x)j � 2M dir. Bundan dolay¬jt� xj � � durumunda

jt� xj
�

� 1

oldu¼gundan eşitsizli¼gin her iki taraf¬n¬n karesi al¬n¬p 2M ile çarp¬ld¬¼g¬nda

2M � 2M (t� x)2

�2

eşitsizli¼gi elde edilir.Buda onu gösteriyor ki jt� xj � � oldu¼gu durumda

jf(t)� f(x)j � 2M (t� x)2

�2

yaz¬labilir. Bu eşitsizliklerde t ve x [0; 1] aral¬¼g¬n¬n key� noktalar¬d¬r.Özel durumda

x 2 [0; 1]; t = k

n
; k = 0; 1; ::::n

12



ele al¬rsak aşa¼g¬daki eşitsizlikler yaz¬labilir.����f �kn
�
� f(x)

���� < "; e¼ger ����kn � x
���� < � ise (1.2.2)

����f �kn
�
� f(x)

���� < 2M

�2

�
k

n
� x
�2
; e¼ger

����kn � x
���� � � ise (1.2.3)

Yukar¬da verilen

jBn(f ;x)� f(x)j �
nX
k=0

�
f(
k

n
)� f(x)

�
Cknx

k(1� x)n�k

formülünün sa¼g taraf¬ndaki toplam 0 dan n kadar olan bütün k lar için al¬nd¬¼g¬ndan

bu k lar¬iki cümleye ay¬ral¬m.

E
0

k =

�
k :

����kn � x
���� < ��

E
00

k =

�
k :

����kn � x
���� � ��

olsun. Bu iki cümleyi ele alarak, (1:2:1) denklemi aşa¼g¬daki gibi yaz¬l¬r:

jBn(f ;x)� f(x)j �
X
k2E0k

����f(kn)� f(x)
����Cknxk(1� x)n�k ;

+
X
k2E00k

����f �kn
�
� f(x)

����Cknxk(1� x)n�k
burada (1:2:2) ve (1:2:3) eşitsizlikleri kullan¬l¬rsa

jBn (f ;x)� f(x)j

� "
X
k2E00k

Cknx
k(1� x)n�k + 2M

�2

X
k2E00k

�
k

n
� x
�2
Cknx

k(1� x)n�k

= "+
2M

�2

nX
k=0

�
k

n
� x
�2
Cknx

k(1� x)n�k (1.2.4)
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(1:2:4) eşitsizli¼ginin sa¼g taraf¬ndaki toplam¬gözönüne alal¬m.

In(x) =
nX
k=0

�
k

n
� x
�2
Cknx

k(1� x)n�k (1.2.5)

i̧saretini kabul edelim ve gösterelim ki n!1 gitti¼ginde In(x); [0; 1] aral¬¼g¬nda s¬f¬ra

düzgün yak¬nsar. Bunun için aşa¼g¬daki i̧slemler yap¬l¬rsa

14



In(x) =

nX
k=0

k2

n2
n!

k!(n� k)!x
k(1� x)n�k � 2x

nX
k=0

k

n

n!

k!(n� k)!x
k(1� x)n�k

+x2
nX
k=0

Cknx
k(1� x)n�k

=
nX
k=0

k

n

(n� 1)!
(k � 1)!(n� k)!x

k(1� x)n�k �

2x

nX
k=1

(n� 1)!
(k � 1)!(n� k)!x

k(1� x)n�k + x2

=
nX
k=2

k � 1
n

(n� 1)!
(k � 1)!(n� k)!x

k(1� x)n�k +

1

n

nX
k=1

(n� 1)!
(k � 1)!(n� k)!x

k(1� x)n�k

�2x (n� 1)!
(k � 1)!(n� k)!x

k(1� x)n�k

=
nX
k=2

1

n

(n� 1)!
(k � 2)!(n� k)!x

k(1� x)n�k +�
1

n
� 2x

� nX
k=1

(n� 1)!
(k � 1)!(n� k)!x

k(1� x)n�k + x2

=
n� 1
n

nX
k=2

(n� 2)!
(k � 2)!(n� k)!x

k(1� x)n�k +�
1

n
� 2x

� nX
k=1

(n� 1)!
(k � 1)!(n� k)!x

k(1� x)n�k + x2

=
n� 1
n

n�2X
k=0

(n� 2)!
k!(n� 2� k)!x

k+2(1� x)n�2�k

+

�
1

n
� 2x

� n�1X
k=0

(n� 1)!
k!(n� 1� k)!x

k+1(1� x)n�1�k + x2

=

�
1� 1

n

�
x2 +

�
1

n
� 2x

�
x+ x2

= x2 � x
2

n
+
x

n
� 2x2 + x2 = x(1� x)

n

Dolay¬s¬yla

In(x) =
x(1� x)

n
(1.2.6)
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oldu¼gu görülür. Bu (1:2:4) formülünde kullan¬l¬rsa

jBn(f ;x)� f(x)j � "+
2M

�2
x(1� x)

n

elde edilir ve bu durumda her iki taraftan x�lere göre maksimum al¬n¬rsa

max
0�x�1

jBn(f ;x)� f(x)j � "+
M

�2
1

2n

oldu¼gu görülür çünkü

max
0�x�1

x(1� x) = 1

4

Sonuç olarak

lim
n!1

max
0�x�1

jBn(f ;x)� f(x)j = 0

elde edilir ve Bn(f ;x) Bernstein polinomunun [0; 1] aral¬¼g¬nda sürekli f fonksiyonuna

düzgün yak¬nsak oldu¼gu ispatland¬.

Teorem 1.2.3 f 2 C (a; b) ise [a; b] aral¬¼g¬üzerinde

lim
n!1

Bn (f ;x) = f (x)

düzgün olarak gerçeklenir.

Bu sonuç Weierstrass teoreminin key� [a; b] aral¬¼g¬için ispat¬n¬verir. Bunun için

[0; 1] aral¬¼g¬na geçmek gerekmektedir. f(x), [a; b] aral¬¼g¬nda sürekli fonksiyon olsun.

Bu durumda 0 � y � 1 olmak üzere

g(y) = f(a+ (b� a)y)

biçiminde tan¬ml¬g fonksiyonu [0; 1] de süreklidir.·Ispatlad¬¼g¬m¬za göre her y 2 [0; 1]

için

jBn (g; y)� g(y)j < "
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dir.Burada " > 0 istenilen küçük say¬d¬r.

Bu eşitsizlikte y = x�a
b�a al¬n¬rsa����Bn(g; x� ab� a )� g(

x� a
b� a )

���� < " (1.2.7)

elde edilir.

g(y) = f(a+ (b� a)y)

oldu¼gundan

y = x�a
b�a durumunda g

�
x�a
b�a
�
= f(x) elde edilir.

Ayr¬ca

Bn(g;
x� a
b� a ) = Pn(x)

gösterimini kabul edersek Pn(x) in n: mertebeden bir polinom oldu¼gu görülür ve

(1:2:7) eşitsizli¼gi her x 2 [a; b] için

jf(x)� Pn(x)j < "

oldu¼gunu gösteriyor. Yani sürekli f fonksiyonuna [a; b] aral¬¼g¬nda yaklaşan bir Pn(x)

polinomu vard¬r. Bu da Weierstrass�¬n teoremidir.

1912 y¬l¬nda S. Bernstein, Weierstrass�¬n yaklaş¬m teoreminin yeni bir ispat¬n¬yap-

m¬̧st¬r ve [0; 1] aral¬¼g¬nda verilmi̧s sürekli bir fonksiyona yak¬nsayan polinom tan¬m-

lam¬̧st¬r. 0 � x � 1 olmak üzere bu polinom ;

Bn(f ;x) =

nX
k=0

f(
k

n
)Cknx

k(1� x)n�k
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1.3 Süreklilik Modülü

Museyev vd. (2003) taraf¬ndan süreklilik modülü tan¬mlanm¬̧st¬r. Aşa¼g¬da buna

göre süreklilik modülü tan¬m¬n¬verelim.

Tan¬m 1.3.1 Boş olmayan I � R s¬n¬rl¬aral¬¼g¬verilmi̧s olsun.

d (I) = sup fjx� yj : x; y 2 Ig

büyüklü¼güne I kümesinin çap¬denir.

Tan¬m 1.3.2 I � R s¬n¬rl¬bir aral¬k, f : I ! R fonksiyonu I üzerinde s¬n¬rl¬olsun.

d = d (I), I kümesinin çap¬olmak üzere ! : (0; d]! [0;1);

!f (�) = ! (f ; �) = sup fjf (x1)� f (x2)j : x1; x2 2 I; jx1 � x2j � �g

fonksiyonuna f fonksiyonunun I üzerindeki süreklilik modülü denir.

Süreklilik modülünün önemli baz¬özelliklerini verelim. Bu özelliklerin ifade ve is-

pat¬nda Museyev vd. (2003), Natanson (1964), ·Izgi (2004) kaynaklar¬ndan yarar-

lan¬lm¬̧st¬r.

Lemma 1.3.1 � > 0 için !f (�) � 0 d¬r.

Lemma 1.3.2 !f (�) monoton artand¬r.

·Ispat: 8�1; �2 2 (0; d], �1 < �2 için

fjf (x1)� f (x2)j : x1; x2 2 I; jx1 � x2j � �1g

� fjf (x1)� f (x2)j : x1; x2 2 I; jx1 � x2j � �2g

18



oldu¼gundan

!f (�1) = sup fjf (x1)� f (x2)j : x1; x2 2 I; jx1 � x2j � �1g

� sup fjf (x1)� f (x2)j : x1; x2 2 I; jx1 � x2j � �2g

= !f (�2)

gerçeklenir.

Lemma 1.3.3 n 2 N olmak üzere !f (n�) � n!f (�) gerçeklenir.

·Ispat:

!f (n�) = sup
x1;x22I

jx1�x2j�n�

jf (x1)� f (x2)j

olmak üzere x1 = x2 + nh denirse

!f (n�) = sup
x22I
jhj��

jf (x2 + nh)� f (x2)j

= sup
x22I
jhj��

�����
n�1X
k=0

[f (x2 + (k + 1)h)� f (x2 + kh)]
�����

�
n�1X
k=0

sup
x22I
jhj��

jf (x2 + (k + 1)h)� f (x2 + kh)j

olarak yaz¬labilir. Tan¬m 1.3.2�den toplama ba¼gl¬ifade !f (�) olur. Toplam¬n say¬s¬

n tane oldu¼gu için istenen eşitsizlik elde edilir.

Lemma 1.3.4 � pozitif reel say¬olmak üzere

!f (��) � (�+ 1)!f (�)

gerçeklenir.
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·Ispat: [j�j] ile � say¬s¬n¬n tam k¬sm¬n¬gösterelim. Bu durumda

[j�j] � � < [j�j] + 1

eşitsizli¼gi geçerlidir.

! (f ; �) n¬n monoton artan olma özelli¼gi ve Lemma 1.3.4 gere¼gince;

!f (��) � !f (([j�j] + 1) �)

� ([j�j] + 1)!f (�)

� (�+ 1)!f (�)

eşitsizli¼gi elde edilir.

Lemma 1.3.5 f , I aral¬¼g¬nda sürekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda lim
�!0

!f (�) =

0 gerçeklenir.

·Ispat: f sürekli oldu¼gundan her " > 0 için jx1 � x2j < � oldu¼gunda

jf (x1)� f (x2)j < "

sup jf (x1)� f (x2)j < "

eşitsizli¼gini sa¼glayan en az bir � > 0 say¬s¬var olup, !f (�) n¬n tan¬m¬ndan !f (�) < "

olur. Yular¬daki lemmadan � < � için !f (�) < " yaz¬labilir. Bu da istenen ifadeyi

verir.
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1.4 Bernstein Polinomlar¬n¬n Sürekli Fonksiyonlara Yak¬nsama H¬z¬

Teorem 1.4.1 (Popoviciu 1937) f [0; 1] aral¬¼g¬nda sürekli fonksiyon !(f ; �) ise bu

fonksiyonun süreklilik modülü olsun. Bu durumda f fonksiyonunun Bernstein poli-

nomlar¬ile yaklaşma h¬z¬aşa¼g¬daki eşitsizliklerle s¬n¬rlan¬r.

jBn(f ;x)� f(x)j �
3

2
!

�
f ;

1p
n

�

Not Bu teoremde görülüyor ki Bn(f ;x)� f(x) fark¬için

kBn(f ;x)� f(x)kC[0;1] �
3

2
!

�
f ;

1p
n

�

eşitsizli¼gi sa¼glan¬yor.

·Ispat: Gösterelim ki Bernstein polinomlar¬n¬n [0; 1] aral¬¼g¬nda sürekli bir fonksiy-

ona yaklaşma h¬z¬n¬bu fonksiyonun süreklilik modülü ile belirtebiliriz.Bn(1; x) = 1

formülünden dolay¬

jBn(f ;x)� f(x)j �
nX
k=0

����f �kn
�
� f(x)

����Cknxk(1� x)n�k
(1:2:1) eşitisizli¼gi yaz¬labilir. � key� bir say¬olmak üzere

jBn(f ;x)� f(x)j �
nX
k=0

����f �kn
�
� f(x)

����Cknxk(1� x)n�k
� !(f; �)

nX
k=0

 �� k
n
� x
��

�
+ 1

!
Cknx

k(1� x)n�k

= !(f; �)

(
1

�

nX
k=0

����kn � x
����Cknxk(1� x)n�k + 1

)

= !(f; �)

8><>:
1
�

nP
k=0

�� k
n
� x
�� (Cknxk(1� x)n�k)1=2�

Cknx
k(1� x)n�k)1=2

�
+ 1

9>=>;
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Sa¼g taraftaki toplama

X
akbk �

�X
a2k

�1=2 �X
b2k

�1=2
Cauchy-Bunyakowsky-Schwartz eşitisizli¼gi uygulan¬rsa

jBn(f ;x)� f(x)j �

� !(f; �)

8>>><>>>:
1
�

�
nP
k=0

( k
n
� x)2Cknxk(1� x)n�k

�1=2
�

nP
k=0

Cknx
k(1� x)n�k

�1=2
+ 1

9>>>=>>>;
= !(f; �)

8<:1�
vuut nX

k=0

(
k

n
� x)2Cknxk(1� x)n�k + 1

9=;
elde edilir. Kök alt¬ndaki ifade (1:2:5 ) formülüne göre In(x) dir ve (1:2:6) förmülü

kullan¬l¬rsa

jBn(f ;x)� f(x)j � !(f; �)
(
1

�

r
x(1� x)

n
+ 1

)
eşitsizli¼gi elde edilir. Burada her iki taraftan x lere göre maksimum al¬n¬rsa

max
0�x�1

jBn(f ;x)� f(x)j � !(f; �)(
1

�

r
1

4
+ 1)

= !(f; �)(
1

�

1

2
p
n
+ 1)

ve bu eşitlikle

� = 1p
n
seçilirse

jBn(f ;x)� f(x)j �
3

2
!(f ;

1p
n
)

elde edilir ve teorem ispatlan¬r.

Sonuç 1.4.1: f fonksiyonunun [0; 1] aral¬¼g¬nda s¬n¬rl¬türevi varsa, her x 2 [0; 1]

için

jBn(f ;x)� f(x)j �
3

2
C
1p
n
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dir.Burada

C = max
0�x�1

���f 0(x)���
Sonuç 1.4.2: f fonksiyonu [0,1] aral¬¼g¬nda LipM�, (0 < � < 1) s¬n¬f¬nda oldu¼gunda

her x 2 [0; 1]için

jBn(f ;x)� f(x)j �
3

2
M

1

n�=2

Schumaker vd. (1939), Hac¬yev vd. (1995), ·Izgi (2004), ·Ibikli (2005) taraf¬ndan

tan¬mlanan bir de¼gi̧skenli fonksiyon uzaylar¬n¬gösterelim. [a; b] üzerinde reel de¼gerli

ve s¬n¬rl¬fonksiyonlar uzay¬

B (a; b) = ff jf : [a; b]! R tan¬ml¬ve 8x 2 [a; b] için jf (x)j <1g

şeklinde tan¬mlan¬r.

C (a; b) = ff jf : [a; b]! R tan¬ml¬ve 8x 2 [a; b] için sürekli g

ile [a; b] üzerinde sürekli fonksiyonlar uzay¬tan¬mlan¬r. C (a; b) uzay¬

kfkC(a;b) = max
x2[a;b]

jf (x)j

normu ile lineer normlu uzayd¬r.

Tan¬m 1.4.4 X � R olmak üzere f : X ! R tan¬ml¬bir fonksiyon ve a 2 R, X in

bir y¬¼g¬lma noktas¬olsun. E¼ger lim
x!a

f (x) = 0 ise f fonksiyonuna x! a iken sonsuz

küçük fonksiyon denir ve x! a iken f (x) = o (1) ile gösterilir (Museyev vd. 2003).

Tan¬m 1.4.5 X � R olmak üzere f ve g, X de tan¬ml¬fonksiyonlar olsun. E¼ger

x0 2 R olmak üzere x > x0 için jf (x)j �M jg (x)j olacak şekildeM > 0 say¬s¬varsa

x!1 iken f (x) = O (g (x)) şeklindedir (Kurt vd.1990).
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Tan¬m 1.4.6 A � R olmak üzere her x1; x2 2 A ve her � 2 [0; 1] için

f [�x1 + (1� �)x2] � �f (x1) + (1� �) f (x2)

gerçekleniyorsa f fonksiyonu A kümesi üzerinde konvekstir, denir (Rudin 1921).
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2. BULANIK MANTIK

Bu bölümde bulan¬k mant¬k ve bulan¬k küme kavramlar¬tan¬t¬lm¬̧s, bulan¬k mant¬¼g¬n

uygulanmas¬nda temel oluşturacak bulan¬k kümeler üzerindeki i̧slemler anlat¬lm¬̧st¬r.

2.1 Bulan¬k Mant¬¼g¬n Tan¬m¬

Bulan¬k mant¬k ilk kez 1965 de Zadeh taraf¬ndan Aristo mant¬¼g¬na dayanan �Bir

nesne kümenin ya eleman¬d¬r ya da eleman¬de¼gildir�şeklindeki ikili mant¬k sistem-

ine kaŗs¬ geli̧stirilmi̧stir. Bulan¬k mant¬k, günlük hayatta kaŗs¬laşt¬¼g¬m¬z olaylara

üyelik dereceleri kaŗs¬l¬k getirerek olaylar¬n hangi oranlarla gerçekleşti¼gini belirle-

meye çal¬̧san bir mant¬k sistemidir.

2.2. Bulan¬k Say¬

Şimdi Fuzzy Bernstein Polinomlar¬n¬n Yak¬nsams¬konusunda kullanaca¼g¬m¬z kavram-

lara bakal¬m. (Şimdi di¼ger bölümlerde kullan¬lacak temel kavramlar¬tan¬taca¼g¬z.)

Geleneksel küme teorisinde kesin s¬n¬rl¬ küme kavram¬kullan¬l¬r. Bu kavram bir

nesnenin bir kümenin eleman¬olmas¬ya da olmamas¬gibi iki seçenekli bir man-

t¬¼ga dayanmaktad¬r. Bulan¬k (fuzzy) küme kavram¬1960 lar¬n ortas¬nda Zadeh �in,

klasik sistem kuram¬n¬n matematiksel yöntemlerinin gerçek dünyadaki özellikle in-

sanlar¬içeren k¬smen karmaş¬k sistemlerle u¼graş¬rken yetersiz kalmas¬ndan, hoşnut

kalmay¬̧s¬ndan do¼gdu. Zadeh, niteliklerin ikili üyelik fonksiyonuyla ifade edildi¼gi bu-

lan¬k kümeler tan¬mlamas¬n¬önerdi. Bir çeşit çok de¼gerli küme kuram¬olan bulan¬k

küme kuram¬, belirsizli¼gin bir çeşit formülleştirilmesidir. Fakat i̧slemleri di¼ger küme

kuramlar¬n¬nkilerden farkl¬l¬k gösterir. Kümedeki her bir birey, klasik çift de¼gerli

küme kuramlar¬nda oldu¼gu gibi üye ya da üye de¼gil olarak de¼gil bir derceye kadar

üye olarak görülür.

Bulan¬k küme de¼gi̧sik üyelik derecesinde ö¼geleri olan bir topluluktur. Klasik küme
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teorisindeki siyah-beyaz ikili üyelik kavram¬n¬k¬smi üyelik kavram¬na genelleştirir.

Burada "0" de¼geri üye olmamay¬, "1" de¼geri tam üye olmay¬belirtirken (0; 1) aras¬

de¼gerler de k¬smi üyelik kavram¬na kaŗs¬l¬k gelir.

Bulan¬k kümeler de klasik kümelere benzer şekilde iki yöntemle gösterilir. Bun-

lardan birincisi küme elemanlar¬n¬n üyelik derecelerine göre s¬ralanmas¬, di¼geri de

matematiksel olarak üyelik fonksiyonu tan¬mlamak şeklindedir.

Bulan¬k kümelerde üyelik dereceleri aras¬ndaki geçi̧s yumuşak ve sürekli şekilde ol-

maktad¬r. Ö¼geler bulan¬k kümeye k¬smi derecede aittir. Bulan¬k kümelerde klasik

kümelerdeki karakteristik fonksiyon

A � X

olmak üzere

ChA(x) : X �! f0; 1g

yerini üyelik fonksiyonuna b¬rak¬r. Bu da;

uA : X �! [0; 1]

şeklinde gösterilir.

Genel olarak küme üyelerini de¼gerleri ile de¼gi̧siklik gösteren e¼griye üyelik fonksiyonu

(önem e¼grisi) ad¬verilir. Üyelik fonksiyonu gra�¼ginde x ekseni üyeleri gösteririken,

y ekseni de üyelik derecelerini gösterir. A bulan¬k (fuzzy) kümesi, uA : X �! [0; 1]

A n¬n üyelik fonksiyonu ve uA(x) 2 [0; 1] x 2 X in A daki üyelik derecesi olmak

üzere;

A = f(uA(x); x)g

olarak yaz¬labilir.
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Üyelik fonksiyonu şu iki özelli¼ge sahiptir. Bunlar normallik ve d¬̧sbükeyliktir (kon-

veks). Normal, bulan¬k (fuzzy) küme demek en az¬ndan bir tane üyelik derecesi 1e

eşit olan kümedir. Aksi takdirde küme normal alt¬olarak tan¬mlan¬r. D¬̧sbükeylik

(konvekslik) ise üyelik fonksiyonunun sürekli artan, sürekli azalan veya üçgen gibi

olmas¬durumudur. Bir kümedeki herhangi iki noktay¬birleştiren çizgideki her nokta

bu kümenin eleman¬ise küme d¬̧sbükeydir (konveksdir).

Sonuç olarak bulan¬k say¬lar d¬̧sbükey, normalleştirilmi̧s, s¬n¬rl¬-sürekli üyelik fonksi-

yonu olan ve gerçel say¬larda tan¬mlanm¬̧s bir bulan¬k küme olarak ifade edilebilir.

Üçgensel ve yamuk bulan¬k say¬lar¬n tan¬mlar¬yap¬lm¬̧s ve bulan¬k say¬lar¬tan¬mla-

maya yarayan, bu say¬lar üzerinde yapaca¼g¬m¬z i̧slemler için gerekli olan alfa-kesim

kümeleri verilmi̧stir. Daha sonra uygulamalarda kullanaca¼g¬m¬z bulan¬k aritmeti¼gi

ve bulan¬k fonksiyonlar ile bu i̧slemlerin uygulanabilece¼gi yöntemler ifade edilmi̧s,

yöntemler aras¬ndaki farklar irdelenmi̧s ve örneklerle gösterilmi̧stir.

2.2.1 Bulan¬k Say¬lar¬n Tan¬mlanmas¬

Tan¬m 2.2.1 Wu Congxin ve Ma Ming (1991)-(1992), Ma Ming (1993) Bir fuzzy

reel say¬s¬aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glayan bir u : R! [0; 1] fonksiyonudur.Tüm fuzzy

reel say¬lar¬n¬n kümesi

RF

ile gösterilir.

(i) u normaldir yani 9x0 2 R için

u(x0) = 1;
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(ii) u konveks bir fuzzy kümesidir yani

u(�x+ (1� �)y) � minfu(x); u(y)g;8x; y 2 R; � 2 [0; 1]

(iii) u;R üzerinde sa¼gdan yar¬ süreklidir. Yani 8x0 2 R ve 8" > 0 için u(x) �

u(x0) + "; 8x 2 V (x0) olacak şekilde bir V (x0) komşulu¼gu vard¬r.

(iv)
�
A;

A n¬n kapan¬̧s¬olsun: sup p(u) kümesi kompaktt¬r:

0 � r � 1 için

[u]r = fx 2 R;u(x) � rg

şeklinde gösterelim.

f(x) de¼geri x in f ye göre de¼geri olarak adland¬r¬l¬r ve

supp(f) = fx 2 X; f(x) > 0g

f fuzzy kümesinin support (dayanak) kümesi olarak adland¬r¬l¬r.

[u]0 = fx 2 R;u(x) > 0g = :sup p(u)

[u]r =

8<: fx : u(x) � rg; 0 < r � 1

sup pu; r = 0

kümelerini verdikten sonra dayanak(support) kümesinin kapal¬ve s¬n¬rl¬oldu¼gunu

söyleriz.

u bir fuzzy say¬s¬d¬r ancak ve ancak [u]1 6= ? ve [u]r her r 2 [0; 1] için kapal¬, s¬n¬rl¬

bir aral¬kt¬r.
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2.2.2 Üçgensel Bulan¬k Say¬

Üçgensel bir N bulan¬k say¬s¬a < b < c say¬lar¬yla ifade edilir. Burada üçgenin

taban¬[a; c] aral¬¼g¬nda ve tepe noktas¬x = b dedir. Üçgensel bulan¬k say¬lar

N = (a=b=c) şeklinde yaz¬l¬r.

Genelde

N = (a=b=c)

üçgensel bulan¬k say¬s¬ile ilgili üyelik fonksiyonu

uN(x) =

8>>><>>>:
x�a
b�a ; x 2 [a; b]
x�b
b�c ; x 2 [b; c]

0 x 2 [c;1]

ile tan¬mlanabilir.

2.2.3 Yamuk Bulan¬k Say¬

Yamuk bir M bulan¬k say¬s¬a < b < c < d say¬lar¬yla ifade edilir. Burada yamu¼gun

taban¬[a; d] aral¬¼g¬üzerindedir.

M = (a=b; c=d)

şeklinde yaz¬l¬r.

Genelde M = (a=b; c=d) yamuk bulan¬k say¬s¬ile ilgili üyelik fonksiyonu

uM(x) =

8>>>>>><>>>>>>:

x�a
b�a ; x 2 [a; b]

1; x 2 [b; c]
x�d
c�d ; x 2 [c; d]

0; di�ger
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ile tan¬mlanabilir.

Burada P yaln¬zca 1:2; 2; 2:4 say¬lar¬yla [1:2; 2] ve [2; 2:4] aral¬klar¬üzerinde do¼grusal

olmayan çizgilerle parçal¬olarak özelleştirilmi̧stir. Üçgensel şekilli bir bulan¬k say¬

olabilmesi için, gra�¼gin sürekli ve

1) [1:2; 2] üzerinde monoton artan,

2) [2; 2:4] üzerinde monoton azalan, olmas¬gereklidir. Üçgensel şekilli bir P bu-

lan¬k say¬s¬ için P � (1:2=2=2:4) şeklindeki, P nin parçal¬ olarak 1:2; 2 ve 2:4

say¬lar¬yla oluştu¼gunu gösteren notasyon kullan¬l¬r.
__

P � (1:2=2=2:4) say¬s¬n¬n ta-

ban¬n¬n [1:2; 2:4] aral¬¼g¬üzerinde ve tepe (üyelik de¼geri 1e eşit olan) noktas¬n¬n x = 2

de oldu¼gunu biliyoruz. Benzer olarak yamuk şekilli bulan¬k
__

Q � (1:2=2; 2:4=2:7)

say¬s¬n¬n taban¬ [1:2; 2:7] aral¬¼g¬üzerinde ve en üst seviyesi [2; 2:4] aral¬¼g¬üzerinde

olacakt¬r.

2.2.4 Alfa-Kesimler

Alfa-kesimler bulan¬k kümelerden klasik (bulan¬k olmayan) kümeler üreten dilim-

lerdir. Herhangi bir üçgensel ya da yamuk Q bulan¬k say¬s¬ için bilinmelidir ki

0 � � � 1 için Q� kapal¬ve s¬n¬rl¬bir aral¬kt¬r.

Q� = [q1(�); q2(�)]

şeklinde yaz¬labilir. Burada q1(�) ( q2(�)),��n¬n artan (azalan) bir

fonksiyonudur.( q1(1) � q2(1))

E¼ger Q üçgensel şekilli veya yamuk şekilli bulan¬k say¬ise;

1) q1(�), � 2 [0; 1] in sürekli monoton artan bir fonksiyondur.
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2) q2(�), � 2 [0; 1] in sürekli monoton azalan bir fonksiyondur.

3) q1(1) = q2(1) ( yamuklar için q1(1) < q2(1) ) dir.

N = (1:2=2=2:4) için N [�] = [n1(�); n2(�)] eşitli¼ginde,0 < � � 1 için

n1(�) = 1:2 + 0:8�

ve

n2(�) = 2:4� 04�

d¬r.

Benzer şekilde

M = (1:2=2; 2:4=2:7)

için

M� = [m1(�);m2(�)]

eşitli¼ginde,

0 � � � 1

için

m1(�) = 1:2 + 0:8�

ve

m2(�) = 2:7� 0:3�

d¬r.

Burada x yatay ve y dikey eksenler olmak üzere

n1(�) = 1:2 + 0:8�
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eşitli¼gi 0 � y � 1 için

x = 1:2 + 0:8y

anlam¬na gelmektedir. Bu (1:2; 0) noktas¬ndan (2; 1) noktas¬na olan bir do¼grudur.

2.2.5 Bulan¬k Aritmeti¼gi

A ve B gibi iki bulan¬k say¬üzerinde toplama, ç¬karma, çarpma, bölme i̧slemi iki

yolla yap¬labilir.

1) Geni̧sletme prensibi

2) Alfa-kesimler ve aral¬k aritmeti¼gi

2.2.5.1 Geni̧sletme prensibi

A ve B iki bulan¬k say¬olmak üzere;

C = A+B

ise

C(z) = sup
x+y=z

fA(x)�B(y)g

C = A�B

ise

C(z) = sup
x�y=z

fA(x)�B(y)g

C = A:B
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ise

C(z) = sup
x:y=z

fA(x)�B(y)g

C = A=B

ise

C(z) = sup
x=y=z

fA(x)�B(y)g

Tüm durumlarda C de bir bulan¬k say¬d¬r. E¼ger A ve B üçgensel (yamuk) bulan¬k

say¬lar ise A+ B ve A � B de üçgensel (yamuk) bulan¬k say¬lard¬r. Fakat A .B ve

A=B üçgensel (yamuk) şekilli bulan¬k say¬lar olacakt¬r.

2.2.5.2 Aral¬k aritmeti¼gi

[a1; b1] ve [a2; b2] R de iki kapal¬ve s¬n¬rl¬alt aral¬k olsunlar. E¼ger (�) i̧slemi toplama,

ç¬karma, çarpma veya bölmeye kaŗs¬l¬k geliyorsa

[a1; b1] � [a2; b2] = [�; �]

eşitli¼ginde

[�; �] = fa � b : a1 � a � b1; a2 � b � b2g

şeklindedir.

E¼ger (�) i̧slemi bölmeye kaŗs¬l¬k geliyorsa, [a2; b2] aral¬¼g¬0 ¬içermez. Bu durumda

i̧slemleri şu şekilde gösterebiliriz.

[a1; b1] + [a2; b2] = [a1 + a2; b1 + b2]
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[a1; b1]� [a2; b2] = [a1 � b2; b1 � a2]

[a1; b1]=[a2; b2] = [a1; b1]:[
1

b2
;
1

a2
]

[a1; b1]=[a2; b2] = [�; �]

� = min fa1:a2; a1:b2; b1:a2; b1:b2g

� = maks fa1:a2; a1:b2; b1:a2; b1:b2g

2.2.5.3 Alfa-kesimler yard¬m¬yla bulan¬k aritmeti¼gi

A ve B iki bulan¬k say¬olsun. Biliyoruz ki ��kesimler kapal¬ve s¬n¬rl¬aral¬klard¬r

ve

A� = [a1(�); a2(�)]

ve

B� = [b1(�); b2(�)]

d¬r. O halde

C = A+B

ise

� 2 [0; 1]

için

C� = A� +B�
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C = A�B

ise

� 2 [0; 1]

için

C� = A� �B�

C = A:B

ise

� 2 [0; 1]

için

C� = A�:B�

C = A=B

ise

� 2 (0; 1]

için

C� = A�=B�

2.3 Bulan¬k küme

X bir evrensel küme olsun. X in bir bulan¬k altkümesi A ,

uA : X ! [0; 1]
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üyelik fonksiyonu yard¬m¬yla aç¬klan¬r. Ayn¬zamanda A bulan¬k kümesi

f(x; uA(x)) : x 2 Xg

şeklinde de gösterilebilir.

2.4 Bulan¬k kümeler üzerinde i̧slemler

A ve B , X in iki bulan¬k alt kümesi olsun.

1) Kapsama

8x 2 X için ,

uA(x) � uB(x)

oluyorsa A kümesi B kümesi taraf¬ndan kapsan¬r denir.

Bu ili̧ski

A � B

olarak gösterilir.

2) Eşitlik

8x 2 X için

uA(x) = uB(x)

oluyorsa ve A ve B kümeleri eşittir denir. Bu ili̧ski

A = B

olarak gösterilir.
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3) Tümleme

8x 2 X için

uA(x) = 1� uB(x)

oluyorsa A ve B kümelerine birbirlerinin tümleyenidir denir. Bu ili̧ski

B = Ac

ya da

A = Bc

şeklinde gösterilir. Burada Ac ve Bc , A ve B kümelerinin tümleyenidir.

4) Kesi̧sim

A ve B kümelerinin kesi̧simi

A \B

üyelik fonksiyonu yard¬m¬yla

uA\B(x) = min(uA(x); uB(x)) = uA(x)�uB(x)

ile verilir.

5) Birleşim

A [B

i̧slemi A veB kümesi için kesi̧sim i̧sleminin dualidir.

uA[B(x) = max(uA(x); uB(x)) = uA(x) _ uB(x)

ile verilir.
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6) Cebirsel Çarp¬m

A ve B kümelerinin cebirsel çarp¬m¬

A:B

ye ait üyelik fonksiyonu ile 8x 2 X için

uAB(x) = max(uA(x)uB(x))

ile verilir.

7) Cebirsel Toplam

A ve B kümelerinin cebirsel toplam¬

A�B

ye ait üyelik fonksiyonu yard¬m¬yla

uA�B(x) = uA(x) + uB(x)� uA(x):uB(x)

8) Ç¬karma

A ve B kümelerinin fark¬

A�B

ye ait üyelik fonksiyonu yard¬m¬yla,

uA\Bc(x) = min(uA(x); uBc(x))
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şeklinde gösterilir.Burada

uBc(x) = 1� uB(x)

2.5 Bulan¬k Fonksiyonlar

Şimdi bulan¬k fonksiyon çeşitlerini aç¬klayal¬m

Kesin fonksiyonla bulan¬kl¬¼g¬n yay¬l¬m¬�n¬ inceleyelim. Bulan¬k geni̧sleme fonksi-

yonu, ba¼g¬ml¬de¼gi̧skenlere ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skenlerin belirsizli¼gini yayan fonksiyonlard¬r.

f : X �! Y kesin bir fonksiyon ise, bulan¬k geni̧sleme fonksiyonu f , bulan¬k küme

X bulan¬k kümesinin f(X) görüntüsünü tan¬mlar. Bu geni̧sleme ilkesinin uygulan-

mas¬d¬r.

uf(x)(y) =

8<: f�1(y) 6= ? ise EB u(x)(x)

f�1(y) = ? ise 0

f�1(y), y nin ters görüntüsüdür.

Kesin de¼gi̧skeni buland¬rma fonksiyonu bulan¬k bir kümede kesin tan¬m kümesinin

görüntüsünü oluşturur. Tekil buland¬rma fonksiyonu X in bulan¬k güç kümesindeki

P (F ), eşleşmesini veren X den Y ye buland¬rma fonksiyonu olup f : E �! P (Y )

şeklinde gösterilir.

Buland¬rma fonksiyonu tan¬m kümesinden; bulan¬k görüntü kümesine bir eşleme

sa¼glar. Buland¬rma fonksiyonu ve bulan¬k ba¼g¬nt¬matematikte birbirinin yerine

kullan¬lmaktad¬r.

Bundan dolay¬buland¬rma fonksiyonu 8(x; y) 2 X�Y için aşa¼g¬daki şekilde tan¬m-

lanan bulan¬k ba¼g¬nt¬olarak yorumlanabilir

uf(x)(y) = uR(x; y)
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2.6 Bulan¬k Say¬lar¬n Özellikleri

Teorem 2.6.1 Ma Ming (1993)

E¼ger u 2 RF ise o zaman

(i) [u]r kapal¬bir aral¬kt¬r,8r 2 [0; 1];

(ii)

0 � r1 � r2 � 1 =) [u]r2 � [u]r1

Aç¬klama 2.6.1 Bilinir ki

u; v 2 RF ; k 2 R

için her zaman tek çözümleri olan toplama ve skalerle çarpma aşa¼g¬daki eşitliklerle

tan¬mlan¬r.

[u+ v]r = [(u+ v)r�; (u+ v)
r
+] = [u

r
� + v

r
�; u

r
+ + v

r
+]

= [ur�; u
r
+] + [v

r
�; v

r
+] = [u]

r + [v]r;

[ku]r = [kur�; ku
r
+] = k[u

r
�; u

r
+] = k[u]

r

Toplama ve skalerlerle çarpma s¬ras¬yla (E¼ger normal cebirsel i̧slemler +, �; fuzzy

say¬s¬nda operasyonlara geni̧sletilirse �, � ile gösterilirler.)

u� v

ve

k � u
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ile gösterilecektir. Asl¬nda şöyle olacakt¬r:

(u� v)r� = ur� + v
r
�

(u� v)r+ = ur+ + v
r
+

Ayr¬ca e¼ger

D : RF � RF ! R+ [ f0g

fonksiyonunu

D(u; v) = sup
r2[0;1]

maxfjur� � vr�j; jur+ � vr+jg = sup
r2[0;1]

fdH([u]r; [v]r)g

olarak tan¬mlarsak,( Burada [u]r = [ur�; u
r
+]; [v]

r = [vr�; v
r
+] � R ve

dH

Hausdor¤ uzakl¬¼g¬d¬r.). Hausdor¤ uzakl¬¼g¬tan¬m¬n¬verelim. Buna ba¼gl¬olarak ilk

önce metrik uzay tan¬m¬n¬verelim.

Bir M metrik uzay¬, d : M �M �! R fonksiyonu ile aşa¼g¬daki şartlar¬sa¼glayan

noktalar kümesidir.

(M;d)

ile gösterilir. Her x, y, z 2 M için d fonksiyonunun aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glamas¬

gerekir.

(i)

d(x; y) � 0

(ii)

d(x; y) = 0 ancak ve ancak x = y
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(iii)

d(x; y) = d(y; x)

(simetri özelli¼gi)

(iv)

d(x; z) � d(x; y) + d(y; z)

(üçgen eşitsizli¼gi).

Hausdor¤mesafesine gelelim. Hausdor¤mesafesi bir metrik uzay¬n iki alt kümesinin

birbirinden ne kadar uzak oldu¼gunu ölçer. Hausdor¤ mesafesinin tan¬m¬n¬verelim.

X ve Y , (M;d)metrik uzay¬n¬n boş olmayan iki alt kümesi olsun. X ve Y aras¬ndaki

dH(X; Y ) Hausdor¤ uzakl¬¼g¬şu şekilde tan¬mlan¬r.

dH(X; Y ) = maxfsup
x2X

inf
y2Y
d(x; y); sup

y2Y
inf
x2X

d(x; y)g

Teorem 2.6.2

(i) (RF ; D) tam metrik bir uzayd¬r.

Herhangi bir (X; d) metrik uzay¬ndaki her bir Cauchy dizisi yak¬nsak ise X metrik

uzay¬na tam metrik uzay denir. (X; d) herhangi bir metrik uzay ve (xn) bu uzayda

bir dizi olsun. Verilen her " > 0 say¬s¬na kaŗs¬l¬k her n; m � n0 için d(xn; xm) < "

olacak biçimde bir n0 do¼gal say¬s¬bulunabilirse (xn) dizisine (X; d) metrik uzay¬nda

bir Cauchy dizisi denir.
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(ii)

D(u� w; v � w) = sup
r2[0;1]

maxfj(u� w)r� � (v � w)r�j; j(u� w)r+ � (v � w)r+jg

= sup
r2[0;1]

maxfjur� + wr� � vr� � wr�j; jur+ + wr+ � vr+ � wr+jg

= D(u; v);8u; v 2 RF ;

(iii)

D(k � u; k � v)

= sup
r2[0;1]

maxf [ku]r; [kv]rg

= sup
r2[0;1]

maxf[kur�; kur+]; [kvr�; kvr+]g

= sup
r2[0;1]

maxfk[ur�; ur+]; k[vr�; vr+]g

= jkjD(u; v);8u; v 2 RF ; k 2 R;

(iv)

D(u� v; w � e) � D(u;w) +D(v; e);8u; v; w; e 2 RF

D(u� v; w � e) = sup
r2[0;1]

maxfj(u� v)r� � (w � e)r�j; j(u� v)r+ � (w � e)r+jg

= sup
r2[0;1]

maxfjur� + vr� � wr� � er�j; jur+ + vr+ � wr+ � er+jg

� sup
r2[0;1]

maxfjur� � wr�j+ jvr� � er�j; jur+ � wr+j+ jvr+ � er+jg

� sup
r2[0;1]

maxfjur� � wr�j; jur+ � wr+jg

+ sup
r2[0;1]

maxfjvr� � er�j; jvr+ � er+jg

Aç¬klama 2.6.2 Yukar¬daki D nin özellikleri bir normdan türetilen metri¼ge çok

yak¬nd¬r.

Şimdi do¼grusal uzay ve normlu uzay tan¬mlar¬n¬verelim.

Herhangi bir X kümesi ve bir F say¬cismi verilsin. E¼ger her x, y, z 2 X ve �,

43



� 2 F için

t : X �X �! X; t(x; y) = x+ y;

ç : F �X �! X; ç(�; y) = �y

biçiminde tan¬mlanan (ve s¬ras¬yla toplama ve skalerle çarpma denen) i̧slemler

T1:

x+ y = y + x

T2:

x+ (y + z) = (x+ y) + z

T3:

x+ � = x

olacak biçimde bir

� 2 X

ö¼gesi vard¬r. (� ya etkisiz ö¼ge ya da s¬f¬r vektörü denir.)

T4:

x+ x0 = �

olacak biçimde bir

x0 2 X

ö¼gesi vard¬r. x0 yerine genellikle �x simgesi kullan¬l¬r ve �x e ters ö¼ge denir.

Ç1

�(x+ y) = �x+ �y
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Ç2:

(�+ �)x = �x+ �x

Ç3:

(��)x = �(�x)

Ç4:

1:x = x

koşullar¬n¬gerçeklerse (X;F ) s¬ral¬çifti bir do¼grusal vektör uzayd¬r ( ya da X küme-

sine F üzerinde bir do¼grusal uzay) denir. F say¬cismi R olarak al¬n¬rsa X kümesine

gerçel do¼grusal uzay denir.

Aç¬klama 2.6.3 RF üzerinde şu sekilde bir k¬smi s¬ralama verilebilir:

u � v () [u]r � [v]r; r 2 [0; 1] () ur� � vr�; ur+ � vr+; r 2 [0; 1]

Aç¬klama 2.6.4 Bir sonraki paragrafta kullan¬lan bir özellik şu şekildedir: Tüm

normal a; b � 0 reel say¬lar¬ve u 2 RF için

(a+ b)� u = a� u� b� u

Gerçekten

[u]r = [ur�; u
r
+]
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kapal¬aral¬¼g¬n¬Aç¬klama 2.6.1 ile gösterirsek şunu saptar¬z:

[(a+ b)u]r = (a+ b)[u]r= (a+ b)[ur�; u
r
+]

= [(a+ b)ur�; (a+ b)u
r
+]

= [aur�+bu
r
�; au

r
++bu

r
+]

= [aur�; au
r
+] + [bu

r
�; bu

r
+]

= a[u]r+b[u]r

bu da şu anlama gelir:

(a+ b)� u = a� u� b� u

Burada iki kapal¬aral¬k aras¬nda toplam ve bir skaler ile bir aral¬k aras¬nda olan her

zaman ki çarp¬m kullan¬lm¬̧st¬r, yani

[a1; b1] + [a2; b2] = [a1 + a2; b1 + b2]

ve

�[a1; b1] = [�a1; �b1];

� > 0:

Fuzzy matemati¼ginde fuzzy fonksiyonu kavram¬için bir çok de¼gi̧sik tan¬m

vard¬r (Örne¼gin Negoi̧t¼a ve Ralescu�yu bak¬n).

Tan¬m 2.6.1

f : [a; b]! RF

şeklinde bir gösterim

[a; b] � R

üzerinde tan¬ml¬ bir fuzzy (reel) fonksiyon olarak adland¬r¬lacakt¬r. Buna uy-

gun bir şekilde (n.dereceden) cebirsel bir fuzzy polinomu şu biçimde ifade edilir:
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Pn(x) =
nP
k=0

�
xk � ck

Burada

ck 2 RF ; k = 0; n ve x 2 R

Burada P �

toplam¬ve skalerlerle çarp¬mAç¬klama 2.6.1�de ki gibidir. Ayn¬zamanda (n.dereceden)

trigonometrik bir fuzzy polinomu şu şekilde ifade edilir:

nP
k=0

�
f[cos kx]� ak + [sin kx]� bkg

Burada

x 2 R ve ak; bk 2 RF ; k = 0; n:

Öte yandan

f; g : [a; b]! RF

aras¬ndaki uzakl¬k

DU(f; g) = supfD(f(x); g(x);x 2 [a; b]g

ile verilen düzenli uzakl¬k olacakt¬r.

Fuzzy fonksiyon kavram¬için farkl¬olas¬bir tan¬m iki metrik uzay aras¬ndaki bir

eşleme üzerine kurulmuştur. ·Iki metrik uzay aras¬nda gösterim

g : (X; d)! (Y; �)
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şeklindedir, bu gösterim

Graph(g) = f(x; y); y = g(x)g

gra�¼giyle belirlenir, bu gra�k kümesi

(X � Y;maxfd; �g)

metrik uzay¬n¬n alt kümesidir.

Tan¬m 2.6.2 (Gal 1993, 1994) [a; b] den R ye olan bir fuzzy fonksiyonu, normal bir

fonksiyon olan f : [a; b]! R fonksiyonunun fuzzileştirilmi̧s gra�¼gidir, yani bu fuzzy

fonksiyonu bir

(f; 'f )

çiftinden oluşur.Burada

f : [a; b]! R

dir ve

'f : [a; b]� R! [0; 1]

fonksiyonu

Graph(f) = f(x; y) 2 [a; b]� R; y = f(x)g

den olan bir

(x; y) 2 [a; b]� R

noktas¬n¬n derecesini ölçen fonksiyondur. Aç¬kça şunu yazabiliriz:

'f : [x; y] =

8<: F (x; y); (x; y) 2 Graph(f)

0; di¼ger durumlarda
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Burada her

(x; y) 2 Graph(f)

için

0 < F (x; y) � 1

dir:

Buna uygun bir şekilde [a; b] den R ye olan cebirsel bir fuzzy polinomu bir

(P; 'P )

çifti olacakt¬r. Burada P her zaman ki cebirsel polinomdur ve

'P : [x; y] =

8<: Q(x; y); (x; y) 2 Graph(P )

0; di¼ger durumlarda

olacakt¬r.Burada

Q(x; y)

x ve y den oluşan her

(x; y) 2 Graph(f)

için

0 < Q(x; y) � 1

koşulunu sa¼glayan iki de¼gi̧skenli cebirsel bir polinomdur.

R den R ye olan trigonometrik bir fuzzy polinomu bir

(T; 'T )

çifti olacakt¬r.T trigonometrik bir polinomdur ve

'T : R� R! [0; 1]
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üyelik fonksiyonu şöyle tan¬ml¬d¬r:

'T : [x; y] =

8<: F (x; y); (x; y) 2 Graph(T )

0; di¼ger durumlarda

Burada her

(x; y) 2 Graph(T )

için

0 < F (x; y) � 1

dir ve F (x; y), x e göre trigonometrik bir polinom y ye göre cebirsel bir polinomdur.

·Iki fuzzy fonksiyonu olan

(f; 'f ); (g; 'g)

aras¬ndaki uzakl¬k şu kümeler ('f ve 'g nin dayanak gra�kleri)

G�('f ) = f(x; y; z) 2 [a; b]�R�(0; 1]; y = f(x); 0 < z = F (x; y); (x; y) 2 Graph(f)g

G�('g) = f(x; y; z) 2 [a; b]�R�(0; 1]; y = g(x); 0 < z = G(x; y); (x; y) 2 Graph(g)g

aras¬ndaki bilindik dH Hausdor¤uzakl¬¼g¬d¬r. Burada

'f : (x; y) =

8<: F (x; y); (x; y) 2 Graph(f)

0; di¼ger durumlarda

'g : (x; y) =

8<: G(x; y); (x; y) 2 Graph(g)

0; di¼ger durumlarda

d¬r. Yani şunu yazabiliriz ki

DF [(f; 'f ); (g; 'g)] = dH(G
�('f ); G

�('g)) =

max

(
sup

a2G�('f )
inf

b2G�('g)
�(a; b); sup

b2G�('g)
inf

a2G�('f)
�(a; b)

)
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Burada

a = (a1; a2; a3); b = (b1; b2; b3)

için

�(a; b) = maxfja1 � b1j; ja2 � b2j; ja3 � b3jg dir.

Aç¬klama 2.6.5 E¼ger G�('f ) ve G�('g) kompakt kümeler ise o zaman

DF [(f; 'f ); (g; 'g)]

bir metriktir.Yani

DF : (f; 'f )� (g; 'g) �! R

dH : G
�('f )�G�('g) �! R

fonksiyonu aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glar.

a = (a1; a2; a3); b = (b1; b2; b3) 2 [a; b]� R� (0; 1]

olsun. G�('f ) ve G
�('g) kompakt kümeler olsun. O zaman bu iki küme kapal¬ve

s¬n¬rl¬d¬r.

DF(a; b) � 0

DF(a; b) = 0() a = b

DF(a; b) = DF (b; a)

DF(a; c) � DF (a; b) +DF (b; c)

şartlar¬sa¼glan¬r.

Sonraki paragra�arda fuzzy fonksiyonlar¬n¬n bu özelli¼gi sa¼glayan alt s¬n¬�ar¬n¬kas-

51



tedece¼giz.

Aç¬klama 2.6.6 Tan¬m 2.6.2 de ki [a; b] den R ye olan fuzzy fonksiyonlar¬n¬n

kavram¬(X; d1) den (Y; d2) ye olan (Burada

(X; d1); (Y; d2)

metrik uzayd¬r.) kolayl¬kla fuzzy fonksiyonlar¬na genelleştirilebilir. Buna uygun

olarak

G�('f ); G
�('g) � X � Y � [0; 1]

dir ve

DF [(f; 'f ); (g; 'g)]

nin ifadesinde

�(a; b) = maxfd1(a1; b1); d2(a2; b2); ja3 � b3jg

olur.

Aç¬klama 2.6.7 Tan¬m 2.6.2 de ki X den Y ye olan bir fuzzy fonksiyonu,

Y � (0; 1]

olmas¬durumunda X in bir "iki misli fuzzy alt kümesi" oldu¼gu söylenir.

Aç¬klama 2.6.8 E¼ger

X 6= ?

ise ve

g : X ! [0; 1]

X in bir Fuzzy alt kümesi ise o zaman

g(x) > 0
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olacak şekilde bir

(x; g(x))

çifti, g fuzzy alt kümesinin bir fuzzy noktas¬olarak adland¬r¬l¬r. Negoi̧t¼a ve Ralescu

(1974) de X den Y ye bir fuzzy fonksiyonunun kavram¬n¬n di¼ger bir tan¬m¬şöyledir:

X in gx ile gösterilen bir alt kümesinden Y nin gY ile gösterilen bir fuzzy alt kümesine

olan normal bir fonksiyondur yani bu normal olan fonksiyon, gx in herhangi bir

(x; gx(x))

fuzzy noktas¬n¬gy nin bir

(y; gy(y))

fuzzy noktas¬na götürür.Aşa¼g¬daki tan¬m; Aç¬klama 2.6.8 i ilgilendirirken ayn¬za-

manda Tan¬m 2.6.2 yi de geneller.

Tan¬m 2.6.3 X den Y ye genelleştirilmi̧s bir fuzzy fonksiyonu bir

('; f; 
';f )

üçlüsüdür.Burada

' : X ! [0; 1]; f : X ! Y; 
';f : X � Y � [0; 1]! [0; 1]

dir. Ve burada

('; f; 
';f ) > 0() (x; y) 2 Graph(f)

ve

(x; z) 2 G�(')
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(Burada

G�(') = f(x; z); z = '(x); x 2 Xg

' nin dayanak gra�¼gidir.) koşullar¬geçerlidir.

Buna uygun olarak [a; b] den R ye genelleştirilmi̧s bir fuzzy cebirsel polinom

(P;Q;R)

üçlüsü olacakt¬r. Burada

P : [a; b]! [0; 1]; Q : [a; b]! R

[a; b] üzerinde cebirsel polinomlard¬r ve

R(x; y; z)

x; y; z ye göre üç de¼gi̧skenli cebirsel bir polinomdur ve

R(x; y; z)

şu koşulu sa¼glar:

y = Q(x); z = P (x); x 2 [a; b] için R(x; y; z) 2 (0; 1]

Ayn¬zamanda

('; f; 
';f ) ve(�; F;��;F )

aras¬ndaki uzakl¬k, şu kümeler aras¬ndaki Hausdor¤ uzakl¬¼g¬olacakt¬r,

G�(
';f ); G
�(��;F ) � Z = X � Y � [0; 1]� [0; 1]

yani

DF [('; f; 
';f ); (�; F;��;F )] = dH [G
�(
';f ); G

�(��;F )]
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burada örne¼gin

G�(
';f )

= f(x; y; z; u); (x; y) 2 Graph(f); (x; z) 2 G�('); 0 < u = 
';f (x; y; z)g

dir. Ve e¼ger

(X; d); (Y; �)

metrik uzaylarsa o zaman Z şu metri¼ge göre olur:

d�(a; b) = maxfd(a1; b1); �(a2; b2); ja3 � b3j; ja4 � b4jg

a = (a1; a2; a3; a4); b = (b1; b2; b3; b4) 2 Z

Aç¬klama 2.6.9 E¼ger 8x 2 X için

'(x) = 1

oluyorsa, aç¬k olarak Tan¬m 2.6.3, Tan¬m 2.6.2 ye indirgenir.

Aç¬klama 2.6.10 Tan¬m 2.6.3 de ki

('; f; 
';f )

genelleştirilmi̧s fuzzy fonksiyonu Tan¬m 2.6.2 nin 2.6.8. aç¬klamas¬n¬(Aç¬klama 2.6.8

i) de¼gerlendirmeye al¬r çünkü asl¬nda herhangi bir

(x; '(x)); x 2 G�(')

fuzzy noktas¬,

(f(x); 
';f (x; f(x); '(x)))

fuzzy noktas¬na eşlenir.
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3. FUZZY BERNSTE·IN POL·INOMLARININ YAKLAŞIMI

FC[a; b] yi şöyle gösterelim:

FC[a; b] = f(f; 'f );burada f; 'f ; F Tan¬m2.6.2 de verilmi̧stir

öyle ki f ve F s¬ras¬yla [a; b] ve Graph(f) üzerinde süreklidirg:

f; [a; b] üzerinde sürekli oldu¼gundan

(f; 'f ) 2 FC[a; b]

için Graph(f) kümesi R2 de kapal¬olur. O zaman F nin Graph(f) kümesi üzerinde

süreklili¼gi ile

G�('f )

in (Tan¬m 2.6.2 ye bak¬n.) kapal¬oldu¼gunu saptar¬z dahas¬G�('f ) s¬n¬rl¬d¬r bunu

takiben G�('f ) kompaktt¬r.

Sonuç olarak DF tan¬m¬(Tan¬m 2.6.2 ye bak¬n.) FC[a; b] üzerinde bir metriktir.

Ayn¬zamanda şu aç¬kt¬r ki herhangi bir fuzzy polinomu için

(P; 'p) 2 FC[a; b]

geçerlidir.

Weierstrass yaklaş¬m teoreminin ilk fuzzy de¼gi̧skeni aşa¼g¬daki gibidir.
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Teorem 3.1 (Gal 1993) Herhangi bir

(f; 'f ) 2 FC[a; b]

için [a; b]�den R ye bir cebirsel fuzzy polinom serisi olan

(Pn; 'pn)

vard¬r öyle ki

lim
n�!1

DF [(f; 'f ); (Pn; 'pn)] = 0

olur.

·Ispat¬yapmadan önce bir Lemma verelim.

Lemma 3.1 Her (f; 'f ), (g; 'g) 2 FC[a; b] için

DF(f; g) � jjf � gjj+ sup
a12[a;b]

jF (a1;f(a1)�G(a1;g(a1)j

� 2:DF(f; g) + 
[DF(f; g); !(DF(f; g))] + !(DF(f; g))

burada

!(�) = maxf!(f ; �); !(g; �)g;


[a; b] = maxf
(F ;�; �);
(G;�; �)g;

!(f ; �) = supfjf(x)� f(y)j;x; y 2 [a; b]; jx� yj � �g


(F ;�; �) =

supfjF (x1; y1)� F (x2 � y2)j; (xi; yi) 2 Graph(f); jx1 � x2j � �; jy1 � y2j � �g
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·Ispat: (Lemma 3.1 in ispat¬)

a = (a1; a2; a3) 2 G�('f ); b = (b1; b2; b3) 2 G�('g) olsun.

a2 = f(a1); a3 = F (a1; a2); b2 = g(b1); b3 = G(b1; b2); a1; b1 2 [a; b] ve

�(a; b) = maxfja1 � b1j; ja2 � b2j; ja3 � b3jg olsun.

Daha önceden ele al¬nan notasyonlar¬dikkate alarak a1 2 [a; b] sabiti için şu eşitsizli¼gi

elde ederiz.

inf
b2G�('g)

�(a; b) � inf
b2G�('g)

fja1 � b1j+ jf(a1)� g(b1)j+ jF (a1; f(a1)�G(b1; g(b1))jg

� jf(a1)� g(a1)j+ jF (a1; f(a1)�G(a1; g(a1))j

� jjf � gjj+ jF (a1; f(a1)�G(a1; g(a1))j

a 2 G�('f ) geçersek şunu saptar¬z:

sup
a2G�('f )

inf
b2G�('g)

�(a; b) � jjf � gjj+ sup
a12[a;b]

jF (a1; f(a1)�G(a1; g(a1))j

Benzer olarak e¼ger a 2 G�('f ) ve b 2 G�('g) ise

inf
a2G�('f )

�(a; b) � inf
a2G�('f )

fja1 � b1j+ jf(a1)� g(b1)j+ jF (a1; f(a1)�G(b1; g(b1))jg

� jg(b1)� f(b1)j+ jG(b1; g(b1))� F (b1; f(b1))j

� jjg � f jj+ jG(b1; g(b1))� F (b1; f(b1))j

eşitsizli¼gi geçerlidir.

b 2 G�('g) ye geçersek şu eşitsizli¼gi elde ederiz:
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sup
b2G�('g)

inf
a2G�('f )

�(a; b) � jjf � gjj+ sup
b12[a;b]

jG(b1; g(b1))� F (b1; f(b1))j

f; g; F;G nin süreklili¼ginden dolay¬öyle bir b
0
1 2 [a; b] vard¬r öyle ki

inf
b2G�('g)

maxfja1 � b1j+ jf(a1)� g(b1)j+ jF (a1; f(a1)�G(b1; g(b1))j

= maxfja1 � b
0

1j; f(a1)� g(b
0

1); F (a1; f(a1)�G(b
0

1; g(b
0

1))j

Ama aç¬kça şu eşitsizlik geçerlidir:

ja1 � b
0

1j � DF(f; g)

jf(a1)� g(b
0

1) � DF(f; g)

jF (a1; f(a1)�G(b
0

1; g(b
0

1))j � DF(f; g)

Ayn¬zamanda her a1 2 [a; b] için

jf(a1)� g(a1)j � jf(a1)� g(b
0

1)j+ jg(b
0

1)� g(a1)j

� DF(f; g) + !(g; jb
0

1 � a1j) � DF(f; g) + !(g;DF(f; g))
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geçerlidir. Bundan sonra her a1 2 [a; b] için elimizde şu eşitsizlik vard¬r:

jF (a1; f(a1))�G(a1; g(a1))j

� jF (a1; f(a1))�G(b
0

1; g(b
0

1))j+ jG(b
0

1; g(b
0

1))�G(a1; g(a1))j

� DF(f; g) + 
[G; ja1 � b
0

1j; g(a1)� g(b
0

1)j]

� DF(f; g) + 
[G;DF(f; g); !(g;DF(f; g))]

Bu eşitsizlikler de şunu gösterir:

jjf � gjj � DF(f; g) + !(g;DF(f; g))

ve

sup
a12[a;b]

jF (a1; f(a1))�G(a1; g(a1))j � DF(f; g) + 
[G;DF(f; g); !(g;DF(f; g))]

Eşitsizlikleri bütünsel olarak inceledi¼gimizde

jjf � gjj � DF(f; g) + !(f ;DF(f; g))

ve

sup
b12[a;b]

jF (b1; f(b1))�G(b1; g(b1))j � DF(f; g) + 
[F ;DF(f; g); !(f ;DF(f; g))]

Bu da lemmay¬ispatlar.
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·Ispat: ( Teorem 3.1 in ispat¬d¬r. )

f , [a; b] üzerinde sürekli oldu¼gundan Weierstrass teoremi ile [a; b] üzerinde f ye

düzgün yak¬nsayan bir (Pn)n polinom dizisi vard¬r. Öyle ki her x 2 [a; b] ve n 2 N

için m � Pn(x) �M

geçerlidir. Buradam = minff(x);x 2 [a; b] g,M = maxff(x);x 2 [a; b] g dir.(Örne¼gin

Pn(x) i, [a; b] üzerinde Bernstein polinomlar¬olarak kabul edebiliriz.)

Şimdi F (x; y) = 'f (x; y), (x; y) 2 Graph(f) olsun. F kompakt olan Graph(f)

üzerinde sürekli oldu¼gundan Tietze teoremi ile [a; b] � [m;M ] üzerinde sürekli bir

fonksiyon vard¬r. Öyle ki her (x; y) 2 Graph(f) için F �(x; y) = F (x; y) geçerlidir.

F � : [a; b]� [m;M ] �! R dir.

Ondan sonra Weierstrass teoremi yard¬m¬ile [a; b] � [m;M ] üzerinde F � a düzgün

yak¬nsayan, iki de¼gi̧skenli (Qn(x; y))n polinomlar dizisi vard¬r.

Şimdi (Pn; 'Pn)n Fuzzy polinomlar¬n¬tan¬mlayal¬m. 'Pn : [a; b]� R �! [0; 1] şöyle

tan¬mlanm¬̧st¬r:

'pn(x; y) =

8<: Qn(x; y); (x; y) 2 Graph(Pn)

0; di¼ger durumlarda

Yukar¬daki Lemma ile şu eşitsizli¼gi elde ederiz:

DF(f; Pn) � jjf � Pnjj+ sup
a12[a;b]

jF (a1; f(a1))�Qn(a1:Pn(a1))j

" > 0 olsun.Pn, [a; b] üzerinde düzgün olarak f ye yak¬nsad¬¼g¬için n1 2 N vard¬r

öyle ki
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8 n � n1, jjf � Pnjj < "=3

olur.Di¼ger tarafta her a1 2 [a; b] için elimizde şu eşitsizlik vard¬r:

jF (a1; f(a1))�Qn(a1:Pn(a1))j = jF �(a1; f(a1))�Qn(a1:Pn(a1))j

� jF �(a1; f(a1))� F �(a1:Pn(a1))j

+jF �(a1; f(a1))�Qn(a1:Pn(a1))j:

Qn, [a; b]� [m;M ] üzerinde F � a düzgün yak¬nsad¬¼g¬ndan bir n2 2 N vard¬r öyle ki

tüm n > n2 say¬lar¬için jF �(x; y) � Qn(x; y)j < "=3 tür. Burada (x; y) 2 [a; b] �

[m;M ] dir. Bu düzgün yak¬nsakl¬k şu eşitsizli¼gi gösterir:

Her n � n2 ve a1 2 [a; b] için jF �(a1:Pn(a1))�Qn(a1:Pn(a1))j < "=3

Sonra, F �; [a; b]� [m;M ] üzerinde düzgün sürekli oldu¼gundan bir � > 0 vard¬r öyle

ki jF �(x1; x2) � F �(y1; y2)j < "=3 olur. Bu eşitsizlik 8 (xi; yi) 2 [a; b] � [m;M ];

jxi � yij � �, i = 1; 2::: için geçerlidir.

n3 tüm a1 2 [a; b], n � n3 için jf(a1)�Pn(a1)j < � sa¼glayan bir say¬olsun. Yukar¬da

ki eşitsizlik gösterir ki

jF �(a1; f(a1))� F �(a1:Pn(a1))j < "=3; 8 a1 2 [a; b]; n � n3

n0 = maxfn1; n2; n3g olarak gösterelim. Aç¬kca görülür ki
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DF(f; Pn) � jjf � Pnjj+ sup
a12[a;b]

jF (a1; f(a1))�Qn(a1:Pn(a1))j

jF �(a1; f(a1))� F �(a1:Pn(a1))j < "=3; 8 a1 2 [a; b]; n � n3

eşitsizliklerinden şu eşitsizli¼gi elde ederiz:

DF(f; Pn) < "=3 + "=3 + "=3 = " 8 n � n0

Bu da teoremi ispatlar.

Ayr¬ca ispata şunu da ekleyelim:

8(x; y) 2 Graph(f) için F (x; y) 2 (0; 1] oldu¼gundan ve f , Graph üzerinde sürekli

oldu¼gundan bir C sabiti vard¬r öyle ki 0 < C � 1 dir ve 8(x; y) 2 Graph(f) için

C � F (x; y) � 1 dir.

Tietze�nin teoremi ile ayr¬ca 8 (x; y) 2 [a; b]� [m;M ] için C � F �(x; y) � 1 şeklinde

bir eşitsizlik elde ederiz.Daha sonra Qn(x; y) polinomlar¬, Qn(x; y) =
nP
i=0

nP
j=0

F �(ai; bj)

olarak seçilebilir.

Pn;i(x):Qn;j(y)

burada ai = a+ i(b� a)=n; bj = m+ j(M �m)=n; i; j = 0; n dir ve
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Pn;i(x) = [1=(b� a)n] :
�
n

i

�
:(x� a)i:(b� x)n�i

denkleminde x 2 [a; b]; i = 0; n dir.

Qn;j(y) = [1=(M �m)n] :
�
n

j

�
:(y �m)j:(M � y)n�j

denkleminde y 2 [m;M ]; j = 0; n dir:

Her (x; y) 2 [a; b] � [m;M ] için C � Qn(x; y) � 1; n 2 N olur yani her n 2 N için

(Pn; 'Pn) bir fuzzy polinomu temsil eder. Bu da toremi ispatlar.

Aç¬klama 3.1 Tan¬m 2.6.2 den sonraki Aç¬klama 2.6.6 da gösterildi¼gi gibi [a; b]

aral¬¼g¬, (K; d)�bir metrik uzay ile de¼gi̧sebilir.O zaman

FC(K) = f(f; 'f );burada f; 'f ; F Tan¬m2.6.2 de verilmistir

öyle ki f ve F s¬ras¬yla K ve Graph(f) üzerinde süreklidirg

olur ve Gal [1993]�de DF in FC(K) üzerinde metrik oldu¼gu ispatlan¬r.

Şimdi

C(K;R) = fg : K �! R; g, K üzerinde süreklidirg

kümesini düşünelim. Burada

A1(K) � C(K;R); A2(R) � C(R;R)

alt cebirlerdir.
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Tan¬m 3.1 (Gal, 1995a) Bir (P; 'p) çifti K den R ye

(A1;A2)

fuzzy fonksiyonu olarak adland¬r¬lacakt¬r e¼ger ki

P 2 A1(K)

ise ve e¼ger

'p : K � R �! [0; 1]

şu şekilde ise:

'p(x; y) =
mX
i=1

fi(x)Qi(y) 2 (0; 1]; e¼ger (x; y) 2 Graph(P )

'p(x; y) = 0; aksi takdirde

burada

fi 2 A1(K); Qi 2 A2(R);8i = 1;m:

Stone-Weierstrass teoreminin fuzzy de¼gi̧skeni aşa¼g¬daki gibidir.

Teorem 3.2 (Gal, 1995a) (K; d) kompakt bir metrik uzay olsun ve

A1(K) � C(K;R); A2(R) � C(R;R)

s¬ras¬yla K ve R üzerinde olan sabitleri içeren ve yine s¬ras¬yla K ve R nin içerdi¼gi
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noktalar¬ay¬ran iki alt cebir olsun.Herhangi bir

(f; 'f ) 2 FC(K)

için

(fn; 'fn)

ile gösterilen K�den R ye fuzzy fonksiyonlar¬olan bir

(A1; A2)

serisi vard¬r öyle ki

lim
n�!1

DF [(f; 'f ); (fn; 'fn)] = 0:

·Ispat: f 2 C(K;R) oldu¼gundan dolay¬m;M 2 R say¬lar¬vard¬r öyle ki her x 2

K için m � f(x) � M olur. Ayn¬ zamanda klasik Stone-Weierstrass yaklaş¬m

teoremi ile A1(K),

C(K;R) de yo¼gundur ve gn 2 A1(K); n = 1; 2; :::; olmak üzere (gn)n şeklinde bir

dizi vard¬r öyle ki K üzerinde düzgün olarak gn �! f ve 8 n 2 N; x 2 K için

gn(x) � gn+1(x) � f(x) olur.

" > 0 yeterli derecede küçük olsun. n0 2 N vard¬r öyle ki her n � n0; x 2

K için m� " � gn(x) � f(x) olur. Bu eşitsizlik

8 n � n0; x 2 K için m� " � gn(x) �M
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oldu¼gundand¬r.

fn(x) = gn+n0(x) oldu¼gunu göstererek düzgün olarak K üzerinde fn �! f oldu¼gunu

ve 8 n 2 N; x 2 K için m� " � fn(x) �M oldu¼gunu görürüz.

Şimdi F = sup p[(f; 'f )] olsun. Daha önce yapt¬¼g¬m¬z tan¬ma göre F (x; y) > 0

oldu¼gundan m0 vard¬r öyle ki

8(x; y) 2 Graph(f) için 0 < m0 � F (x; y) � 1

olur.

Tietze teoremi ile F; kapal¬Graph(f) � K � [m � ";M ] kümesi üzerinde sürekli

oldu¼gundan F � : K � [m � ";M ] �! [m0; 1] şeklinde sürekli bir fonksiyon vard¬r

öyle ki

8(x; y) 2 Graph(f) için F �(x; y) = F (x; y)

olur.

A2([m� ";M ]) =
�
Q[m�";M ];Q 2 A2(R)

	

ve

A (K � [m� ";M ]) =
 

pX
i=1

fi(x):Qi(y); p 2 N; fi 2 A1(K); Qi 2 A2 ([m� ";M ])
!
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şeklinde bir gösterim yapal¬m.

A2(R); R de ki tüm sabitleri içerdi¼ginden ve R nin tüm noktalar¬n¬ay¬rd¬¼g¬ndan

aç¬kça görülür ki A2([m � ";M ]); [m � ";M ] de ki tüm sabitleri içerir ve noktalar¬

ay¬r¬r.

Di¼ger taraftan A(K � [m � ";M ]); C(K � [m � ";M ];R) nin alt cebiridir ve K �

[m � ";M ] deki tüm sabitleri içerir, kompakt küme olan K � [m � ";M ] deki tüm

noktalar¬ay¬r¬r.

Klasik Stone-Weierstrass yaklaş¬m teoremi ile A(K � [m� ";M ]);

C(K � [m� ";M ];R)

de yo¼gundur ve (Sn)n dizisi Sn 2 A (K � [m� ";M ]) ; n 2 N vard¬r öyle ki K �

[m� ";M ] üzerinde düzgün olarak Sn �! F � olur.Burada

8(x; y) 2 K � [m� ";M ]

için 0 < m0 � "0 < Sn(x; y) � 1 geçerlidir.( "0 > 0 yeteri kadar küçüktür. )

Sn 2 A(K � [m� ";M ]) oldu¼gundan Sn şu formdad¬r:

Sn(x; y) =

pX
i=1

fi;n(x):Qi;n(y); fi;n 2 A1(K); Qi;n 2 A2([m� ";M ])

(A1; A2) serisini yani (fn;'fn); n = 1; 2; ::: fuzzy gösterimlerini yazal¬m. Burada

'fn : K � R �! [0; 1] şöyle tan¬ml¬d¬r:

E¼ger (x; y) 2 Graph(fn) ise 'fn(x; y) = Sn(x; y) di¼ger durumlarda 'fn(x; y) = 0:
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Lemma 3.1 gösterir ki

DF(f; fn) � jjf � fnjj+ sup fjF (a1; f(a1))� Sn(a1; fn(a1))j ; a1 2 Kg

� > 0 olsun. fn; K üzerinde f ye düzgün yak¬nsad¬¼g¬için n1 2 N vard¬r öyle ki

8 n � n1 için jjf � fnjj < �=3

olur.

Di¼ger taraftan her a1 2 K için elimizde şu vard¬r:

jF (a1; f(a1))� Sn(a1; fn(a1))j = jF �(a1; f(a1))� Sn(a1; fn(a1))j

� jF �(a1; f(a1))� F �(a1; fn(a1))j

+ jF �(a1; f(a1))� Sn(a1; fn(a1))j

Sn; K � [m� ";M ] üzerinde F � a düzgün yak¬nsad¬¼g¬için n2 2 N vard¬r öyle ki

8 n � n2; (x; y) 2 K � [m� ";M ] için jF �(x; y)� Sn(x; y)j < �=3

Bu da gösterir ki

8 n � n2; a1 2 K için jF �(a1; f(a1))� Sn(a1; fn(a1))j < �=3
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Şimdi F �; K � [m� ";M ] üzerinde düzgün sürekli oldu¼gu için � > 0 vard¬r öyle ki

8 (xi; yi) 2 K�[m�";M ]; jxi�yij � �; i = 1; 2:; için jF �(x1; x2)�F �(y1; y2)j < �=3

n3 öyle bir say¬olsun ki 8 a1 2 K; n � n3 için jf(a1) � fn(a1)j < � olsun.Yukar¬da

ki eşitsizlik gösterir ki

8a1 2 K; n � n3 için jF �(a1; f(a1))� F �(a1; fn(a1))j < �=3

n0 = maxfn1; n2; n3g olsun.

DF(f; fn) � jjf � fnjj+ sup fjF (a1; f(a1))� Sn(a1; fn(a1))j ; a1 2 Kg

ve

8a1 2 K; n � n3 için jF �(a1; f(a1))� F �(a1; fn(a1))j < �=3

ile şunu elde ederiz:

8 n � n0 için DF(f; fn) < �=3 + �=3 + �=3 = �

Bu da teoremi ispatlar.
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Aç¬klama 3.2

K= [a; b]

için Teorem 3.2, Teorem 3.1 olur.

Tan¬m 3.2 (Gal, 1995b) [a; b] den P(R) ye olan bir fuzzy küme-de¼gerli fonksiyon

(f; 'f )

şeklinde bir çifttir, burada

f : [a; b] �! P(R)

normal-küme de¼gerli bir fonksiyondur,

'f : [a; b]� R �! [0; 1]

üyelik fonksiyonu ile karakterize edilmi̧stir ve 'f fonksiyonu,

'f (x; y) > 0, (x; y) 2 Graph(f) = f(x; y) 2 [a; b]� R; y 2 f(x)g

koşulunu sa¼glar.

[a; b] den P(R) ye olan iki fuzzy küme-de¼gerli fonksiyon şöyledir:

DF [(f; 'f ); (g; 'g)] = dH(G
�('f ); G

�('g))

Burada dH , R3 de G�('f ); G�('g) aras¬ndaki bilindik Hausdor¤ mesafesini gösterir

ve

G�('f ) = f(x; y; z) 2 [a; b]� R� [0; 1]; z = 'f (x; y); (x; y) 2 Graph(f)g
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(G�('g) benzer şekilde tan¬mlan¬r.)

Tan¬m 3.3 (Gal, 1995b) (f; 'f ) [a; b] den P(R) ye olan bir fuzzy küme-de¼gerli

fonksiyon olsun ve " > 0 olsun.

Şunu söyleriz ki [a; b] den R ye olan (tek de¼gerli) fuzzy fonksiyonu

(F; 'F )

(Tan¬m 2.6.2 ye bak¬n.) (f; 'f ) için bir "� yaklas{m seçimidir e¼ger ki

DF [(f; 'f ); (F; 'F )] < ":

(S; 's);

[a; b]� R

üzerinde (Yani

S � [a; b]� R

dir ve

's : [a; b]� R �! [0; 1];'(x; y) > 0 ancak ve ancak (x; y) 2 S

şart¬n¬do¼grulayan ) bir ba¼g¬nt¬olsun.Şunu söyleriz ki

fuzzy (tek de¼gerli) fonksiyonu

(F; 'F );

(S; 's)

in "�yaklaş¬m seçimidir e¼ger

DF [(S; 's); (F; 'F )] < "
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((S; 's)

için,

G�('s) = f(x; y; z) 2 [a; b]� R� [0; 1];

z = 'S(x; y); (x; y) 2 Graph(S)g

burada

Graph(S) = f(x; y) 2 [a; b]� R;(x; y) 2 Sg

olur.)

Dahas¬e¼ger F ve 'f s¬ras¬yla [a; b] ve Graph(F ) sürekli ise o zaman (F; 'F ) sürekli

bir "�yaklaş¬m seçimi olarak adland¬r¬lacakt¬r.

Teorem 3.3 (Gal, 1995b)

(i) E¼ger (f; 'f ); [a; b] den P(R) ye olan, her bir " > 0 için sürekli bir "�yaklaş¬m

seçimini kabul eden fuzzy küme de¼gerli bir fonksiyon olsun.

O zaman cebirsel fuzzy polinomlar¬n¬n bir

(Pn; 'Pn)n

(Tan¬m 2.6.2�ye bak¬n.) serisi vard¬r öyle ki

lim
n�!+1

DF [(f; 'f ); (Pn; 'Pn)] = 0:

(ii) E¼ger (S; 'S); [a; b]� R üzerinde, her bir " > 0 için sürekli bir "�yaklaş¬m

seçimini kabul eden fuzzy ba¼g¬nt¬s¬ise o zaman cebirsel fuzzy polinomlar¬n¬n bir
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(Pn; 'Pn)n

serisi vard¬r öyle ki

lim
n�!+1

DF [(S; 'S); (Pn; 'Pn)] = 0:

·Ispat: " > 0 bir sabit olsun ve (F; 'f ), (f; 'f ) in sürekli bir "=2 yaklaş¬m seçimi

olsun.

FC[a; b] =

8>>><>>>:
(f; 'f ); öyle ki 'f (x; y) =

8<: F (x; y); (x; y) 2 Graph(f)

0; (x; y) =2 Graph(f)

ve f ; F s¬ras¬yla [a; b] ve Graph(f) üzerinde süreklidir

9>>>=>>>;

tan¬m¬n¬vermi̧stik.Bu tan¬ma göre (F; 'f ) 2 FC[a; b] olur. Teorem 3.1 e göre (P; 'P )

şeklinde bir polinom vard¬r öyle kiDF(F; P ) < "=2 dir. DF ; FC[a; b] üzerinde metrik

oldu¼gundan (Aç¬klama 2.6.5) şu eşitsizli¼gi saptar¬z:

DF(f; P ) � DF(f; P ) +DF(F; P ) < "=2 + "=2 = "

Bu da (i) yi ispatlar.

(ii) nin ispat¬da benzerdir.

Teorem 3.4 Her bir " > 0 için sürekli bir "�yaklaş¬m seçimini kabul eden (f; 'f )

ve (S; 'S) örmekleri Gal (1995), Teorem2.6.1, 2.6.2 ile verilir.Örne¼gin

(S; 'S)

aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glarsa
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a)

Dom(S) = fx 2 [a; b];9y 2 R öyle ki (x; y) 2 Sg

[a; b]�de yo¼gundur;

b) ·Izole edilmi̧s her

x 2 Dom(S)

için

S(x) = fy 2 R; (x; y) 2 Sg

dikey bölümü, tek üyelidir.

c)

j'S(x; y)� 'S(x0; y0)j �M:maxfjx� x0j; jy � y0jg;8(x; y)(x0; y0) 2 S

d) S;

([a; b]� R; d0)

metrik uzay¬nda kapal¬d¬r, burada

d0(u; u
0) = maxfjx� x0j; jy � y0jg; u = (x; y); u0 = (x0; y0) 2 [a; b]� R;

zaman (S; 'S); her bir " > 0 için sürekli bir "� yaklas{m seçimini kabul eder.

Asl¬nda teorem şöyledir:

(X; d) metrik bir uzay, (Y; �) ayr¬labilir bir metrik uzay olsun ve (S; 's), X � Y

üzerinde fuzzy ba¼g¬nt¬s¬olsun.( Yani S � X � Y olur ve 'S : X � Y ! [0; 1] olsun.

Burada 'S(x; y) > 0 ancak va ancak (x; y) 2 S dir. ) Aşa¼g¬da ki koşullar sa¼glan¬rsa
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a) Tan¬m alan¬Dom(S) = fx 2 X; 9y 2 R öyle ki (x; y) 2 Sg X in yo¼gun bir alt

kümesidir.

b) ·Izole edilmi̧s her x 2 Dom(S) için S(x) = fy 2 R; (x; y) 2 Sg dikey bölümü, tek

üyelidir.

c)

8(x; y)(x0; y0) 2 S için; j'S(x; y)� 'S(x0; y0)j �M:max d(x; x0); �(y; y0)g;

d) S; (X � Y; d0) metrik uzay¬nda kapal¬d¬r. Burada

d0(u; u
0) = maxfd(x; x0); �(y; y0)g; u = (x; y); u0 = (x0; y0) 2 X � Y

O zaman her " > 0 için birinci Baire s¬n¬f¬n¬n F:X �! Y olacak şekilde normal bir

(F; 'F ) fuzzy gösterimi mevcuttur ve her " > 0 için 'F in Graph(F ) üzerinde bir

Lipschitz fonksiyonu mevcuttur öyle ki

DF(F; S) � "

olur. Burada DF(F; S), G0('F ) � (X � Y � [0; 1]; d�) ve G0('S) = f(x; y; z) 2

X � Y � [0; 1]; z = 'S(x; y); (x; y) 2 Sg � (X � Y � [0; 1]; d�) olur.

d� ¬aç¬klamak için daha önce yapt¬¼g¬m¬z Haussdor¤ mesafesi tan¬m¬n¬hat¬rlatal¬m.

Tan¬ma göre X den P(Y ) ye olan fuzzy-küme-de¼gerli gösterim yani (f; 'f ); (g; 'g)

aras¬ndaki mesafe şöyle verilir:
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DF(f; g) = max

(
sup

a2G0('f )
inf

b2G0('g)
d�(a; b); sup

b2G0('g)
inf

a2G0('f )
d�(a; b)

)

Burada G0('F ) = f(x; y; z) 2 X � Y � [0; 1]; z = 'f (x; y); (x; y) 2 Graph(f)g,

(f; 'f ) in dayanak gra�¼gidir ve a = (a1; a2; a3) , b = (b1; b2; b3) 2 X � Y � [0; 1] için

elimizde

d�(a; b) = maxfd(a1; b1); �(a2; b2); ja3 � b3jg

eşitli¼gi vard¬r.

·Ispat: (Beer, 1983a) Teorem 1 e göre Baire s¬n¬f¬ndan F : X �! Y

vard¬r öyle ki

dH(Graph(F ); S) � "=(1 +M):

Burada dH ; (X�Y; d0) alt kümeleri aras¬ndaki bilindik Haussdor¤mesafesidir. Gal,

(1995b) de ki teorem 3.1 in ispat¬n¬inceleyiniz.

'�S : S * (0; 1]; '�S(x; y) = 'S(x; y): Aç¬kça görülür ki '
�
S; kapal¬S � (X � Y; d0)

altkümesinde süreklidir.

Şimdi '�f in yerine '
�
S i, G0('f ) in yerine G0('S) i ve Graph(f) yerine de S koyarsak

ispat tamamen Teorem 3.1 in ispat¬ile benzer olur.

Aç¬klama 3.5Kompakt bir metrik uzay olan (K; d) yi kullanarak şöyle bir gösterim
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yapal¬m:

CF(K) = ff : (K; d) �! (RF ; D); f her bir x 2 K da süreklidir,

iki metrik uzay aras¬nda gösterim olarakg

Tan¬m 3.4 (Gal,1994) (f; 'f ); [0; 1] den R ye bir fuzzy fonksiyonu olsun (Tan¬m

2.6.2�ye bak¬n.).

Şöyle verilen

(Bn(f); 'n)

cebirsel fuzzy polinomu

Bn(f)(x) =
nX
i=0

f(
i

n
)

0@ n

i

1Axi(1� x)n�i;

'n : [0; 1]� R �! [0; 1]

'n(x; y) =

8<: Qn(x; y); e�ger (x; y) 2 Graph[Bn(f)]

0; aksi takdirde

burada

Qn(x; y) =

nX
i=0

'f (
i

n
); f(

i

n
))

0@ n

i

1Axi(1� x)n�i + y �Bn(f)(x)

(f; 'f )�e ili̧skin olarak Bernstein-tipi olarak adland¬r¬l¬r.

R den R ye olan (f; 'f ) in 2� � periyotlu fuzzy fonksiyonudur e¼ger

f : R �! R 2� � periyotlu
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ise ve

'f : R� R �! [0; 1]

aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glar ise

0 < 'f (x; y) ancak ve ancak (x; y) 2 Graph(f);

'f (x+ 2�; y) = 'f (x; y);8(x; y) 2 Graph(f):

FC2�(R) = f(f; 'f ); (f; 'f ) 2� � periyotlu ve f(x);

H(x) = 'f (x; f(x)) R üzerinde süreklidirg

kümesini de göstermek gereklidir.

Trigonometrik fuzzy polinomu

(Jn(f); 'n)

2� � periyotlu; R den R ye olan (f; 'f ) fonksiyonu ile ilintili olarak Jackson-tipi

denir. Aşa¼g¬daki aç¬klamalar¬göz önünde bulundural¬m.Burada,

Jn(f)(x)

Lorentz (1986), sayfa 56, ba¼g¬nt¬(7)�de verilen Jackson trigonometrik operatörüdür;

'n : R� R �! [0; 1]

şöyle verilmi̧stir:

'n(x; y) =

8<: Tn(x; y); e¼ger (x; y) 2 Graph[Jn(f)]

0; aksi takdirde
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ve

Tn(x; y) =

�Z
��

'f (t; f(t))Kn(x� t)dt+ y � Jn(f)(x)

=

�Z
��

'f (x+ t; f(x+ t))Kn(t)dt+ y � Jn(f)(x)

Teorem 3.5 (Gal 1994)

(i) Herhangi

(f; 'f ) 2 FC[0; 1]

için şunlar¬elde ederiz:

DF [(f; 'f ); (Bn(f); 'n)] �
3

2
[!1(f ;

1p
n
) + !1(H;

1p
n
)]; n 2 N

Burada

H(x) = 'f (x; f(x)); x 2 [0; 1]

!1(f ; �) = supfjf(x)� f(y)j;x; y 2 [0; 1]; jx� yj � �g

!1(H; �) = supfjH(x)�H(y)j;x; y 2 [0; 1]; jx� yj � �g

(ii) Herhangi

(f; 'f ) 2 FC2�(R)

için şunlar¬elde ederiz:

DF [(f; 'f ); (Jn(f); 'n)] �M [!2(f ;
1

n
) + !2(H;

1

n
)]; n 2 N
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Burada

H(x) = 'f (x; f(x)); x 2 R

!2(f ; �) = supfjf(x+ h)� 2f(x) + f(x� h)j;x 2 R; jhj � �g

(!2(H; �) benzer olarak tan¬mlanm¬̧st¬r.) ve M > 0, n; f ; H ve 'f den ba¼g¬ms¬zd¬r.

Lemma 3.2 Her (f; 'f ); (g; 'g) 2 FC2�(R) için

DF(f; g) � jjf � gjj+ supfjF (a1; f(a1))�G(a1; g(a1))j : a1 2 Rg

geçerlidir. Burada jjf � gjj = sup fjf(x)� g(x)j;x 2 Rg ve F = 'f jGraph(f);

G = 'gf jGraph(g) dir.

·Ispat: ·Ispat Lemma 3.1 in ispat¬ile ayn¬d¬r.

·Ispat (i): (Teorem 3.5 in ispat¬d¬r) Lemma 3.1 den

DF(f;Bn(f)) � jjf �Bn(f)jj+ sup
a12[0;1]

jF (a1; f(a1))�Qn(a1; Bn(f)(a1))j

Burada jj:jj uniform norm�dur.

Popoviciu (1934) ü referans göstererek

jjf �Bn(f)jj � (3=2):!(f ; 1=
p
n)

81



yazabiliriz.Böylelikle şu eşitli¼gi saptar¬z:

DF(f;Bn(f)) � (3=2):!(f ; 1=
p
n) + sup

a12[0;1]
jH(a1)�Bn(H)(a1)j =

(3=2):!(f ; 1=
p
n) + jjH �Bn(H)jj � (3=2):!(f ; 1=

p
n):(3=2):!(H; 1=

p
n)

Bu da teoremi ispatlar.

(ii) Lemma 3.2 den

DF [(f; Jn(f)) � jjf � Jn(f)jj+ sup fjF (a1; f(a1))� Tn(a1; Jn(f)(a1))j; a1 2 Rg

Lorentz, (1985) i referans göstererek

F (a1; f(a1))� Tn(a1; Jn(f)(a1)) =

�Z
��

[F (a1; f(a1))� F (a1 + t; f(a1 + t))]:Kn(t)dt =

=

�Z
��

[2F (a1; f(a1))� F (a1 + t; f(a1 + t))

�F (a1 � t; f(a1 � t)):Kn(t)dt

Bu da gösterir ki

DF [(f; 'f ); (Jn(f); 'n)] �M [!2(f ;
1

n
) + !2(H;

1

n
)]; n 2 N
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Aç¬klama 3.6 E¼ger

8(x; y) 2 Graph(f)

için

'f (x; y) = 1

oluyorsa (yani (f; 'f ), f ile belirlenebiliyorsa) o zaman

H(x) � 1

bu yüzden

!1(H; �) � 0; !2(H; �) � 0

olur ve (i) ve (ii), klasik yaklaş¬m teorisinde iyi bilinen tahminlerdir.

Aç¬klama 3.7 2��periyotlu fuzzy fonksiyonlar¬n¬n olmas¬durumunda, şu denklemi

elde ederiz:

DF [(f; 'f ); (g; 'g)] = dH(G
�('f ); G

�('g))

burada

G�('f ) = f(x; y; z) 2 R� R� (0; 1]; y = f(x); z = 'f (x; y);

(x; y) 2 Graph(f)g

(G�('g) benzer olarak tan¬mlan¬r).

Teorem 3.4, Tan¬m 2.6.3 deki [a; b] den R ye olan genelleştirilmi̧s fuzzy fonksiyon-

lar¬n¬n yaklaş¬m¬na geni̧sletilebilir.
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Bu yüzden, şöyle bir tan¬mlama yapal¬m:

GFC[a; b] = f('; f; 
';f ); sup p(') = [a; b]; ' ve f , [a; b] üzerinde süreklidir

ve 
';f jM ; M üzerinde süreklidirg

burada

M = f(x; y; z) 2 [a; b]� R� (0; 1]; (x; y) 2 Graph(f); (x; z) 2 G�(')g

Aç¬klama 3.8 E¼ger H : [a; b] �! R2 yi

H(x) = (f(x); '(x))

ile gösteririsek o zaman aç¬kça

M = Graph(H)

dir, burada ' ve f , [a; b] üzerinde sürekli oldu¼gu için H sürekli bir vektör fonksiy-

onudur ve R2 kutu metri¼gi olarak

d2(x; y) = maxfjx1 � y1j; jx2 � y2jg,

x = (x1; x2); y = (y1; y2) 2 R2

olur.

[a; b] kompakt oldu¼gundanM , [a; b]�R� (0; 1] in kompakt alt kümesidir. O zaman

G�(
';f ) = Graph
�(
';f jM)
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oldu¼gu için G�(
';f ) in, [a; b] � R � (0; 1] � (0; 1] in kompakt alt kümesi oldu¼gunu

saptar¬z.

Sonuç olarak Tan¬m 2.6.3 ile tan¬t¬lan DF ,GFC[a; b] üzerinde bir metriktir.

Tan¬m 3.5

('; f; 
';f ) 2 GFC[0; 1]

olsun.[0; 1]�den R ye olan genelleştirilmi̧s cebirsel fuzzy polinomu

(Bn('); Bn(f); Qn)

Burada

Bn(')(x) =
nX
i=0

'(
i

n
)

0@ n

i

1Axi(1� x)n�i

Bn(f)(x) =
nX
i=0

f(
i

n
)

0@ n

i

1Axi(1� x)n�i

ve

Qn : [0; 1]� R� [0; 1] �! [0; 1]

şöyle verilmi̧stir:

Qn(x; y; z) =

8<: Rn(x; y; z); (x; y) 2 Graph(Bn(f)); (x; z) 2 G�(Bn('))

0; aksi takdirde

ve

Rn(x; y; z) =

nX
i=0


';f

�
i

n
; f(

i

n
); '(

i

n
))

��
n

i

�
xi(1� x)n�i +

y �Bn(f)(x) + z �Bn(')(x)
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('; f; 
';f ) ile ilintili Bernstein-tipi denir.

·Ilk olarak aşa¼g¬dakine ihtiyac¬m¬z vard¬r.

Lemma3.3 Her ('; f; 
';f ), (�; F;��;F ) 2 GFC[0; 1] için şunu elde ederiz:

DF [('; f; 
';f ); (�; F;��;F )] � jj'� �jj+ jjf � F jj

+supfj
';f (a1; f(a1); '(a1))� ��;F (a1;F (a1); �(a1))j; a1 2 [0; 1]

burada jj � jj birleşim normudur.

·Ispat: a = (a1; a2; a3; a4), b = (b1; b2; b3; b4) olsun ve burada

a2 = f(a1),

a3 = '(a1),

a4 = 
';f (a1; a2; a3);

b2 = F (a1),

b3 = �(a1),

b4 = ��;F (b1; b2; b3)

ve

d�(a; b) = maxfjai � bij; i = 1; 4

olur.
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Sabit a1 2 [0; 1] için şunu elde ederiz

inffd�(a; b); b 2 G�(��;F )g

� inffja1 � b1j+ jf(a1)� F (a1)j+ j'(a1)� �(b1)j

+j
';f (a1); f(a1); '(a1))

���;F (b1; F (b1); �(b1))j; b 2 G�(��;F )g

� jf(a1)� F (a1)j+ j'(a1)� �(b1)j+

j
';f (a1); f(a1); '(a1))� ��;F (a1; F (a1); �(a1))j

a 2 G�(
';f ) ile şimdi supremuma geçersek şunu saptar¬z:

sup
a2G�(
';f )

inf
b2G�(��;F )

d�(a; b) � jjf � F jj+ jj'� �jj+

sup
a12[0;1]

j
';f (a1); f(a1); '(a1))� ��;F (a1; F (a1); �(a1))j = E

Tamamiyle benzer olarak teoremi ispatlayan şu bulguyu elde ederiz:

sup
b2G�(��;F )

inf
a2G�(
';f )

d�(a; b) � E

Teorem 3.6 Herhangi bir ('; f; 
';f ) 2 GFC[0; 1] için şu eşitsizlik geçerlidir:

DF [('; f; 
';f ); (Bn('); Bn(f); Qn)j �
3

2
[!1(f ;

1p
n
) + !1(';

1p
n
) + !1(H;

1p
n
)]; n 2 N

burada

H(x) = 
';f (x; f(x); '(x)); x 2 [0; 1]

ve !1 birinci dereceden süreklilik modülüdür.
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·Ispat: Lemma 3.1 ile şu eşitsizli¼gi elde ederiz:

DF [('; f; 
';f ); (Bn('); Bn(f); Qn)j

� jjf �Bn(f)jj+ jj'�Bn(')jj

+ sup
a12[0;1]

j
';f (a1); f(a1); '(a1))�Qn(a1; Bn(f)(a1); Bn(')(a1)j

Yaklaş¬m teorisindeki klasik bir sonuç şu eşitsizlikleri verdi¼ginden dolay¬:

jjf �Bn(f)jj �
3

2
!1(f ;

1p
n
);

jj'�Bn(')jj �
3

2
!1(';

1p
n
)

ve buradan teoremi ispatlayan şu eşitsizli¼gi saptar¬z

DF [('; f; 
';f ); (Bn('); Bn(f); Qn)j �
3

2
[!1(';

1p
n
) + !1(f ;

1p
n
)] +

sup
a12[0;1]

jH(a1)�Bn(H)(a1)

� 3

2
[!1(';

1p
n
) + !1(f ;

1p
n
)] + !1(H;

1p
n
)];

Tan¬m 3.7 f : [0; 1] �! RF fuzzy (reel) fonksiyon olsun (Tan¬m 2.6.1�e bak¬n¬z.).

Şöyle tan¬ml¬fuzzy cebirsel polinomu

B(F)n (f)(x) =

nX
k=0

��
n

k

�
xk(1� x)n�k � f(k

n
)

Bernstein-tipi olarak adland¬r¬lacakt¬r (Burada
P � toplam¬ve � skalerle çarpma

i̧slemi Aç¬klama 2.6.1�de verilmi̧stir.).
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Şöyle bir gösterimde bulunal¬m

CF [a; b] = ff : [a; b] �! RF ; f her x 2 [a; b] de süreklidir;

f; (ja; bj; j � j) ve (RF ; D) metrik uzaylar¬aras¬nda bir gösterimdirg

Teorem 3.8 E¼ger f 2 CF [0; 1] ise o zaman

D(B(F)n (f)(x); f(x)) � 3

2
!
(F)
1 (f ;

1p
n
); n 2 N; x 2 [0; 1]

yani

lim
n�!+1

D(B(F)n (f)(x); f(x)) = 0

x 2 [0; 1]�e göre düzgün olarak limit 0 a eşittir.

(Burada

!
(F)
1 (f ; �) = supfD(f(x); f(y)); jx� yj � �; x; y 2 [0; 1]g

Teorem 2.6.2�deki D ye göredir.)

·Ispat

pn;k(x) =

�
n

k

�
xk(1� x)n�k

gösterimini yapal¬m.

nX
k=0

pn;k(x) = 1

ve
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f(x) = [
nX
k=0

pn;k(x)]� f(x) =
nX
k=0

�

[pn;k(x)� f(x)]

ile (Teorem 2.6.2�den sonra Aç¬klama 2.6.4 e bak¬n¬z.) şunu elde ederiz:

D(Bn(f)(x); f(x))

= D(
nX
k=0

�

[pn;k(x)� f(
k

n
)]; [

nX
k=0

pn;k(x)]� f(x))

= D(

nX
k=0

�

[pn;k(x)� f(
k

n
);

nX
k=0

�

pn;k(x)]� f(x))

� (Teorem2:6:2; (iv); (iii))

�
nX
k=0

pn;k(x)D(f(
k

n
); f(x))

�
nX
k=0

pn;k(x)!
(F)
1 (f ; jk

n
� xj)

=
nX
k=0

pn;k(x)!
(F)
1 (f ; �jk

n
� xj1

�
) = 


!
(F)
1 aşa¼g¬daki özelliklere sahiptir.

!
(F)
1 (f ; �1 + �2) � !(F)1 (f ; �1) + !

(F)
1 (f ; �2); �1; �2 > 0

!
(F)
1 (f ;n�) � n!(F)1 (f ; �); � > 0; n 2 N

!
(F)
1 (f ;��) � (�+ 1)!(F)1 (f ; �); � > 0; � > 0;
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f 2 CF [0; 1]; lim
�&0
!
(F)
1 (f ; �) = 0 koşulunu sa¼glar:

·Ilk özelli¼gi ispatlayal¬m.

jx00 � x0j � �1 + �2;

0 � x0 � x � x00 � 1 öyle ki

x� x0 = �1

olsun.

Şunu elde ederiz:

D(f(x00); f(x0))(Teorem 2.6.2,(i))

= D(f(x00)� f(x); f(x0)� f(x))

= D(f(x00)� f(x); f(x)� f(x0))

� (Teorem 2.6.2,(iv)) �

� D(f(x00); f(x) +D(f(x); f(x0))

� !
(F)
1 (f ; jx00 � xj) + !(F)1 (f ; jx� x0j) �

� !
(F)
1 (f ; �1) + !

(F)
1 (f ; �2)
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Buradan şunu elde ederiz:


 � !
(F)
1 (f ; �)

nX
k=0

 
1 +

j k
n
� xj
�

!
pn;k(x) =

= !
(F)
1 (f ; �) +

!
(F)
1 (f ; �)

�

nX
k=0

����kn � x
���� pn;k(x);

her � > 0; n 2 N; x 2 [0; 1]:

Fakat klasik yaklaş¬m teorisinden şu sonuç ç¬kar:

nX
k=0

����kn � x
���� pn;k(x) � 1

2
p
n
; x 2 [0; 1]; n 2 N:

� =
1p
n

seçersek şunu elde ederiz:

D(Bn(f)(x); f(x)) � !
(F)
1 (f ;

1p
n
) +

1

2
!
(F)
1 (f ;

1p
n
)

=
3

2
!
(F)
1 (f ;

1p
n
)

bu da teoremi ispatlar.

Tan¬m 3.8 f : X �! P(Y ) küme de¼gerli bir gösterim olsun. E¼ger f(x) in her bir

W komşulu¼gu için x in f(V ) � W olacak şekilde bir V komşulu¼gu varsa f , bir

x 2 X noktas¬nda sa¼gdan yar¬süreklidir deriz.

Ayn¬zamanda e¼ger f; X in her noktas¬nda sa¼gdan yar¬sürekli ise sa¼gdan yar¬sürekli

olarak adland¬r¬l¬r.
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Aç¬klama 3.9 (1) f sa¼gdan yar¬ süreklidir ancak ve ancak Y de ki her aç¬k W

kümesi için fx 2 X; f(x) � Wg kümesi X de aç¬kt¬r.

(2) f sa¼gdan yar¬sürekli ise o zaman Graph(f) kümesi X � Y de kapal¬d¬r.

CL(Y ) = fA � Y ;A boş olmayan ve Y de kapal¬bir kümedirg

şeklinde bir tan¬mlama yapal¬m.

Tan¬m 3.9 E¼ger her " > 0 için f(S�[x]) � S"[f(x)] olacak şekilde � > 0 varsa

f : X �! CL(Y ) sa¼gdan yar¬ve Haussdor¤ sürekli olarak adland¬r¬l¬r. Burada

S�[x] = fy 2 X; d(x; y) < �g ve S"[f(x)] =
S

y2f(x)
S�" [y]; S

�
" [y] = fz 2 Y ; �(z; y) < "g

şeklindedir.

E¼ger f her x 2 X noktas¬nda sa¼gdan yar¬ve Haussdor¤ sürekli ise f ye X üzerinde

sa¼gdan yar¬ve Haussdor¤ sürekli deriz.

Teorem 3.9 (X; d) metrik uzay olsun, (Y; jj:jj) normlu lineer uzay olsun ve (f; 'f );

X den CL(Y ) ye aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glayan fuzzy küme de¼gerli bir gösterim olsun.

(i) f , X üzerinde sa¼gdan yar¬süreklidir ve X de ki noktalar¬tek üyelilere götürür.

(ii) f(x) her x 2 X için ayr¬labilir, konveks bir kümedir.

(iii) 'f ; Graph(f) üzerinde bir Lipschitz fonksiyonudur yani M > 0 mevcuttur öyle

ki

8 (x; y); (x0 ; y0) 2 Graph(f) için
���'f (x; y)� 'f (x0 ; y0)��� �M:nd(x; x0); jjy � y0jjo

O zaman herhangi bir " > 0 için bir (F; 'F ) Fuzzy eşlemesi mevcuttur. Burada

F : X �! Y birinci s¬n¬f Baire fonksiyonudur. ( Yani Y nin her aç¬k A alt kümesi
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için f�1[A], X in bir F� altkümesidir.Beer, (1983a), sayfa 173 ü inceleyiniz.) ve

'F ; Graph(F ) üzerinde Lipschitz fonksiyonudur öyle ki

DF(f; F ) � "

Dahas¬ e¼ger her x 2 X için f(x) tamamen Y nin s¬n¬rl¬ alt kümesi ise o zaman

yukar¬da ki F : X �! Y , X üzerinde sürekli seçilebilir.

·Ispat Teoremden önceki tan¬ma göre ve Beer, (1983b) de, sayfa 180 e göre bir

F : X �! Y mevcuttur öyle ki F birici Baire s¬n¬f¬ndand¬r ( ya da 8 x 2 X için

f(x) tamamen s¬n¬rl¬oldu¼gunda bile süreklidir. ) ve

dH(Graph(f); Graph(F )) � "=(1 +M)

olur. Burada dH ; Graph(f); Graph(F ) aras¬ndaki klasik Haussdor¤ uzakl¬¼g¬d¬r.

Graph(f); Graph(F ); (X�Y; d0)metrik uzay¬n¬n ( u = (x1; x2); v = (y1; y2) 2 X�Y

için d0(u; v) = maxfd(x1; y1); jjx2 � y2jjg olarak tan¬mlad¬¼g¬) alt kümesidir.

Ayr¬ca f; X üzerinde sa¼gdan yar¬sürekli oldu¼gu için ( f : X �! P(Y ) küme de¼gerli

bir gösterim olsun. f sa¼gdan yar¬sürekli ise o zaman Graph(f) kümesi X � Y de

kapal¬d¬r.) aç¬klamas¬na göre Graph(f); (X � Y; d0) metrik uzay¬nda kapal¬d¬r.

'�f : Graph(f) �! (0; 1] ¬; (x; y) 2 Graph(f); '�f (x; y) = 'f (x; y) olarak gösterelim.

Teorem�de ki (iii) ile '�f ; kapal¬Graph(f) kümesi üzerinde Lipschitz fonksiyonudur,

bu da gösteriri ki '�f ; Graph(f) üzerinde süreklidir.

M� = jj'�f jj = supfj'�f (v)j; v 2 Graph(f)g olarak gösterelim. Must¼a̧t ¾a (1991), sayfa

78�e göre bir tan¬mlama yapal¬m. F � : X�Y �! R ¬̧söyle tan¬mlayal¬m. u 2 X�Y

olmak üzere e¼ger F1(u) � M� ise F �(u) = F1(u); e¼ger F1(u) > M� ise F1(u) = M�

olsun. Burada
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u 2 X � Y; F1(u) = inf
�
'�f (v) +M:d0(u; v); v 2 Graph(f)

	

Must¼a̧t ¾a (1991), sayfa 77-79 da gösterildi¼gi gibi (x; y) 2 Graph(f) için F �(x; y) =

'�f (x; y) olur,

8u1; u2 2 X � Y için jF �(u1)� F �(u2)j �M:d0(u1; u2)

ve

jjF �jj = sup fjF �(u)j;u 2 X � Y g =M� � 1

olur. Di¼ger tarafta her u 2 X � Y için F �(u) > 0 geçerlidir. Gerçekten e¼ger

u 2 Graph(f) ise o zaman F �(u) = '�f (u) > 0 olur.Şimdi u 2 X � Y�Graph(f)

olsun. Graph(f) in (X � Y; d0) metrik uzay¬nda kapal¬olmas¬

inf fd0(u; v) : v 2 Graph(f)g > 0

oldu¼gunu gösterir ve

F1(u) � inff'�f (v); v 2 Graph(f)g+M: inf fd0(u; v); v 2 Graph(f)g

eşitsizli¼giyle beraber bu durumda da F1(u) > 0 oldu¼gunu gösterir.

Şimdi bir tan¬mlama yapal¬m. 'F : X � Y ! [0; 1] i e¼ger u 2 Graph(F ) ise

'F (u) = F
�(u) de¼gilse 'F (u) = 0 olarak tan¬mlayal¬m.

Aç¬kça görülür ki 'F , Graph(F ) üzerinde Lipschitz fonksiyonudur. DF(f; F ) � "

oldu¼gunu ispatlamak için aşa¼g¬daki eşitsizlikleri ispatlamam¬z gerekir:

sup
a2G0('F )

inf
b2G0('f )

d�(a; b) �2

sup
b2G0('f )

inf
a2G0('F )

d�(a; b) �2
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Burada d�(a; b) = max fd(a1; b1); jj a2 � b2jj; jja3 � b3jjg ; a = (a1; a2; a3) 2 G0('F )

ve b = (b1; b2; b3) 2 G0('f ) dir.

·Ilk önce elimizde şu eşitlik vard¬r:

sup
a2G0('F )

inf
b2G0('f )

d�(a; b) = sup
a2G0('F )

inf
b2G0('f )

max fd(a1; b1); jj a2 � b2jj; jja3 � b3jjg

Fakat

ja3 � b3j

= 'F (a1; a2)� 'f (b1; b2)

= F �(a1; a2)� '�f (b1; b2)

= F �(a1; a2)� F �(b1; b2)

� M:max fd(a1; b1); jj a2 � b2jjg :

Bu yüzden d�(a; b) � (1 +M):max fd(a1; b1); jj a2 � b2jjg ve a 2 G0('F ) sabiti için

inf
b2G0('f )

d�(a; b) � (1 +M): inf
b2G0('f )

max fd(a1; b1); jj a2 � b2jjg

� (1 +M) sup
a2G0('F )

: inf
b2G0('f )

max fd(a1; b1); jj a2 � b2jjg

= (1 +M): sup
(a1;a2)2Graph(F )

: inf
(b1;b2)2Graph(f)

max fd(a1; b1); jj a2 � b2jjg

� (1 +M):dH [Graph(F ); Graph(f)]

� dH(Graph(f); Graph(F )) � "=(1 +M) � "

geçerlidir. a 2 G0('F ) ile supremuma geçersek

sup
a2G0('F )

inf
b2G0('f )

d�(a; b) �2

eşitsizli¼gini elde ederiz.
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Tamamen benzer olarak şu eşitsizli¼gi saptar¬z:

sup
a2G0('F )

d�(a; b) � (1 +M): inf
a2G0('F )

max fd(a1; b1); jj a2 � b2jjg

� (1 +M):dH [Graph(F ); Graph(f)] � "

Bu eşitsizlik ise

sup
b2G0('f )

inf
a2G0('F )

d�(a; b) �2

ve teoremi ispatlar.
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