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ÖZET
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Dan¬̧sman: Prof.Dr. Yusuf YAYLI

Bu tez dört bölümden oluşmaktad¬r.

·Ilk bölüm giri̧s k¬sm¬na ayr¬lm¬̧st¬r.

·Ikinci bölümde, temel tan¬mlar ve gerekli önbilgiler verilmi̧stir.

Üçüncü bölümde, Alt¬n oran ve özellikleri verildikten sonra Fibonacci ve Lucas

dizilerinden bahsedilip, Fibonacci ve Lucas dizilerinin geometrik bir yorumu yap¬lm¬̧st¬r.

Dördüncü bölümde, ilk önce diferensiyellenebilir manifoldlar üzerinde alt¬n yap¬n¬n

tan¬m¬verilmi̧s, sonrada alt¬n yap¬ya örnekler verilip, hemen hemen çarp¬m yap¬s¬

kullan¬larak manifold üzerinde alt¬n yap¬n¬n baz¬geometrik özellikleri incelenmi̧stir.

Temmuz 2010, 88 sayfa

Anahtar Kelimeler : Alt¬n oran, Alt¬n yap¬, Hemen hemen çarp¬m yap¬s¬
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ABSTRACT

Master Thesis

GOLDEN DIFFERENTIAL GEOMETRY

Elif Hatice YARDIMCI

Ankara University

Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Prof.Dr. Yusuf YAYLI

This thesis consists of four chapters.

The �rst chapter is devoted to the introduction.

In the second chapter, some basic concepts and required informations are given.

In the third chapter, the Golden ratio and its properties, Fibonacci and Lucas se-

quences is given. In the fourth chapter, �rstly, the Golden structure on di¤erentiable

manifold is de�ned. Then some examples of the Golden structure by using the al-

most product structurre are examined.

July 2010, 88 pages

Key Words: Golden ratio, Golden structure, Almost product structure
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TEŞEKKÜR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . iii

S·IMGELER D·IZ·IN·I . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . v
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1. G·IR·IŞ

Alt¬n say¬, alt¬n bölüm veya alt¬n ortalama olarak da bilinen alt¬n oran¬n, insanlar

taraf¬ndan ne zaman keşfedildi¼gine ve kullan¬lmaya başland¬¼g¬na dair kesin bir bilgi

mevcut olmamakla beraber, M: �O: 3: yüzy¬lda Öklid�in "Elementler" isimli 13 ki-

taptan oluşan çal¬̧smalar¬ndan 13: kitapta ilk kez ortaya at¬ld¬¼g¬düşünülmektedir.

Öklid bu çal¬̧smas¬nda bir do¼gruyu 0.6180339... noktas¬ndan bölmekten bahsetmi̧s

ve bunu bir do¼gruyu ekstrem ve önemli oranda bölmek diye adland¬rm¬̧st¬r.

Bu oran pek çok alanda kaŗs¬m¬za ç¬kmaktad¬r. Örne¼gin; insan bedeninin boyut-

lar¬nda, mimaride, görsel sanatlarda, uyumlu ses frekanslar¬ndaki oranlarda ve frak-

tallarda kaŗs¬laşmaktay¬z.

Son y¬llarda ise alt¬n oran, �zik araşt¬rmalar¬nda, matematiksel olas¬l¬k teorisinde,

Kantor uzay zaman¬nda, El Naschie�in alan teorisinde ve fraktal boyutlarda önemli

bir rol oynamaktad¬r.

Diferensiyel geometride Mircea Crasmareanu ve Cristina-Elena Hretcanu taraf¬ndan

yaz¬lan "Golden Di¤erential Geometry" adl¬makalede diferensiyellenebilir manifold-

lar üzerinde Q(X) = X2 � X � I yap¬polinomuna sahip (1; 1) tipindeki � tensör

alan¬yard¬m¬yla yeni bir polinom yap¬s¬olan alt¬n yap¬tan¬mlanm¬̧s ve hemen hemen

çarp¬m yap¬s¬kullan¬larak diferensiyellenebilir bir manifold üzerinde alt¬n yap¬n¬n

geometrisi incelenmi̧stir.

Bu çal¬̧sma ise yukar¬daki makalenin bir irdelenmesidir
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde, ilerleyen bölümlerde s¬kça kullanaca¼g¬m¬z baz¬temel tan¬m ve sembol-

leri tan¬taca¼g¬z.

Tan¬m 2.1: (Oran) Ayn¬türden iki şeyin nicelik aç¬s¬ndan kaŗs¬laşt¬r¬lmas¬olarak

tan¬mlayabiliriz. Örne¼gin do¼gru parçalar¬yla ilgileniyorsak, AB ve CD gibi iki do¼gru

parças¬n¬n oran¬n¬ AB
CD
, ya da bunlar¬n ayn¬birimle ölçülmüş uzunluklar¬, s¬ras¬yla,

a ve b ise a
b
ile sembolize ederiz (Çakar 1992).

2.1 Diferensiyellenebilir Manifoldlar

Tan¬m 2.1.1: (Topolojik manifold)M bir topolojik uzay olsun. M için aşa¼g¬daki

önermeler do¼gru ise M bir n-boyutlu topolojik manifold (veya k¬saca topolojik

n-manifold) dur denir.

(i) M bir Hausdor¤ uzay¬d¬r.

(ii) M nin her bir aç¬k alt cümlesi En e veya En nin bir aç¬k alt cümlesine homeo-

morftur.

(iii) M say¬labilir çoklukta aç¬k cümlelerle örtülebilir (Hac¬saliho¼glu 2000).

Tan¬m 2.1.2: (Koordinat komşulu¼gu = Harita) M bir n boyutlu topolojik

manifold ve U daM nin bir aç¬k bir alt cümlesi olsun. E¼ger U bir 	 homeomor�zimi

ile En nin bir W alt cümlesine eşlenebiliyorsa:

	 : U
homeomorfizim! W � En

(U;	) ikilisine M de bir koordinat komşulu¼gu (harita) denir. p 2 U için

	(p) 2 En dir ve 	(p) = (x1(p); :::; xn(p)); xi(p) 2 R; 1 � i � n dir. Burada
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xi(p) reel say¬s¬na 	(p) noktas¬n¬n i�yinci koordinat¬ve xi : U ! R fonksiyonuna

da koordinat fonksiyonu denir. (Şekil 2.1)

Şekil 2.1 Koordinat Fonksiyonlar¬

	 fonksiyonu bir homeomor�zim oldu¼gundan süreklidir ve dolay¬s¬yla xi : U ! R;

1 � i � n fonksiyonlar¬da süreklidirler.

x1(p); :::; xn(p) reel say¬lar¬na p 2 U noktas¬n¬n, (U;	) koordinat komşulu¼guna göre,

lokal koordinatlar¬ve U üzerinde tan¬ml¬olan (x1; :::; xn) reel de¼gerli fonksiyon

n�lisine de (U;	) üzerinde ki lokal koordinat sistemi denir (Hac¬saliho¼glu 2006).

Haritan¬n bir başka tan¬m¬da şu şekilde yap¬lmaktad¬r:

Boş olmayan bir küme M; M nin boş olmayan bir alt kümesi U ve

	 : U ! Rn

bir dönüşüm olsun. E¼ger

(i) 	 bire-bir

(ii) 	(U); Rn de aç¬k bir alt küme

3



ise, (U;	) ikilisine, M için bir n�boyutlu harita denir (Brickell ve Clark 1970).

Tan¬m 2.1.3: (Atlas)M bir n-boyutlu topolojik manifold veM nin bir aç¬k örtüsü

fU�g olsun. U� aç¬k cümlelerinin � indislerinin cümlesi A olmak üzere fU�g örtüsü

için fU�g � 2 A yazal¬m. En de U� ya homeomorf olan bir aç¬k cümle E� ve

	� : U�
homeomorfizim! E�

olsun. Koordinat komşuluklar¬n¬nf(U�;	�)g�2A koleksiyonuna bir atlas (koordi-

nat komşulu¼gu sistemi) denir (Hac¬saliho¼glu 2006).

Tan¬m 2.1.4: (Diferensiyellenebilir yap¬) Bir topolojik n�manifold M ve M

nin bir atlas¬S = f(U�;	�)g�2A olsun. E¼ger S atlas¬aşa¼g¬daki özeli¼ge sahip ise S

ye Cr; r � 1; s¬n¬f¬ndand¬r denir. U� \ U� 6= ; olmak üzere 8�; � 2 A için

��� = 	� �	�1� : 	�(U� \ U�)! 	�(U� \ U�)

ve

��� = 	� �	�1� : 	�(U� \ U�)! 	�(U� \ U�)

fonksiyonlar¬Cr s¬n¬f¬ndand¬r. E¼ger S atlas¬M üzerinde Cr s¬n¬f¬ndan ise S ye M

üzerinde bir Cr s¬n¬f¬ndan diferensiyellenebilir yap¬denir (Hac¬saliho¼glu 2006).

Tan¬m 2.1.5: (Diferensiyellenebilir manifold) M bir n-boyutlu topolojik man-

ifold ve M nin S atlas¬Cr s¬n¬f¬ndan olsun. O zaman M ye bir n-boyutlu difer-

ensiyellenebilir manifolddur denir (Hac¬saliho¼glu 2006).

Tan¬m 2.1.6: (Di¤eomor�zm)

Ayn¬boyutlu iki C1 manifold M;N ve F : M ! N birebir ve örten bir dönüşüm

olsun. E¼ger:
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i) F 2 Ck(M;N)

ii) F�1 2 Ck(M;N)

ise, F dönüşümüne bir Ck di¤eomor�zm ve bu durumda M ile N manifoldlar¬na

da Ck di¤eomor�ktirler denir (Brickell ve Clark 1970).

Tan¬m 2.1.7: (M Diferensiyellenebilir manifoldunun tanjant vektörü) M

diferensiyellenebilir manifold ve bir noktas¬p 2M olsun. Bir

Xp : C
1(M;R)! R

fonksiyonu, M üzerinde en az bir e¼grinin p noktas¬ndaki tanjant vektörü ise Xp ye

M nin p noktas¬nda ki bir tanjant vektörü denir (Hac¬saliho¼glu 2000).

M üzerindeki tanjant vektörlerinin cümlesi TpM ile gösterilir. TpM; bir reel vektör

uzay¬d¬r. Bu TpM vektör uzay¬na, M nin p noktas¬nda ki tanjant uzay¬ denir

(Hac¬saliho¼glu 2000).

p noktas¬nda bir harita (U;	 = (xi)); 1 � i � n ise TpM nin bir baz¬

�
@

@xi
jp : 1 � i � n

�

kümesidir. Bu baza TpM nin do¼gal (veya koordinat) baz¬denir (Brickell and

Clark 1970).

Tan¬m 2.1.8: (Vektör alan¬) M bir manifold veM de bir komşuluk V olsun. Bir

p 2 V noktas¬nda ki tanjant uzay TpV olsun. V nin bütün p noktalar¬üzerindeki

tanjant uzaylar¬n¬n birleşimi
[
p2V

TpV ile gösterilsin. Bir

� :
[
p2V

TpV ! V

5



dönüşümü 8tp 2 TpV tanjant vektörü için

�(tp) = p

biçiminde tan¬mlans¬n. O zaman V �M üzerinde ki bir vektör alan¬operatörü

X : V !
[
p2V

TpV

biçiminde bir fonksiyondur, öyle ki

� �X = I : V ! V

dönüşümü bir özdeşlik fonksiyonudur. M üzerindeki vektör alanlar¬n¬n cümlesini

�(M) ile gösterece¼giz (Hac¬saliho¼glu 2000).

Tan¬m 2.1.9: (Türev Dönüşümü)

m ve n boyutlu iki C1 manifold s¬ras¬yla M;N ve F : M ! N bir diferensiyel-

lenebilir dönüşümü yard¬m¬yla

F� : TpM ! TF (p)N

Xp ! F�(Xp) : C1(N;R) ! R

g ! [F�(Xp)] (g) = Xp [g � F ]

bir F� dönüşümü tan¬mlayal¬m. Bu F� dönüşümüne F dönüşümünün bir p 2 M

noktas¬ndaki türev dönüşümü denir (Hac¬saliho¼glu 2000).

Tan¬m 2.1.10: (Çok lineer dönüşümler) V1; V2; :::; Vn ve W uzaylar¬ayn¬K

cismi üzerinde tan¬ml¬birer vektör uzay¬ve kartezyen çarp¬mlar¬da V1�V2�:::�Vn
olsun. Bir

L : V1 � V2 � :::� Vn ! W

dönüşümü için aşa¼g¬da ki özelik varsa bu dönüşüme i�yinci yere göre lineerdir

6



denir.

�1 2 V1; �2 2 V2; :::; �i�1 2 Vi�1; "; � 2 Vi; �i+1 2 Vi+1; :::; �n 2 Vn ve 8a; b 2 K için

L(�1; �2; :::; �i�1; a"+ b�; �i+1; :::; �n) = aL(�1; �2; :::; �i�1; "; �i+1; :::; �n)

+bL(�1; �2; :::; �i�1; �; �i+1; :::; �n)

8i = 1; 2; :::; n için bu özellik sa¼glan¬yorsa L fonksiyonuna n � lineer d�on�us�um

denir (Hac¬saliho¼glu 2006).

L : V1 � V2 � ::: � Vn ! W şeklindeki bütün n � lineer dönüşümlerinin cümlesini

L(V1; V2; :::; Vn;W ) ile gösterelim.

L(V1; V2; :::; Vn;W ) =
n
LjL : V1 � V2 � :::� Vn

n�lineer! W
o

n� lineer dönüşümlerinin cümlesi bir vektör uzay¬olup,

boyL(V1; V2; :::; Vn;W ) = boyV1 � boyV2 � ::: � boyVn � boyW

d¬r (Hac¬saliho¼glu 2006).

Tan¬m 2.1.11: (Riemann metri¼gi) M bir manifold olsun. E¼ger M üzerinde bir

p 2M noktas¬için

g : M ! L(TpM;TpM ;R)

p ! gp : TpM � TpM ! R

şeklinde simetrik, pozitif tan¬ml¬bir lineer form tan¬mlanm¬̧s ise g yeM deRiemann

metri¼gi denir (Hac¬saliho¼glu 2006).

Tan¬m 2.1.12: (Riemann manifoldu) Bir M manifoldu üzerinde bir g Riemann

metri¼gi tan¬mlanm¬̧s ise bu (M; g) ikilisine birRiemann manifoldu denir (Hac¬sal-

iho¼glu 2006).
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Tan¬m 2.1.13 : (Vektör uzay¬üzerinde tensör) Bir reel vektör uzay¬V ve V

nin dual uzay¬V � olsun.

T : V � :::� V| {z }
r�tan e

� V � � :::� V �| {z }
s�tan e

! R

şeklinde herbir (r+s)�lineer dönüşümüne V üzerinde r: dereceden kovaryant ve

s: dereceden kontravaryant tensör (veya k¬saca (s; r) tipinden bir tensör)

denir (Okubo 1987).

Bir vektör uzay¬üzerinde tan¬ml¬(s; r) tipinden tensörlerin kümesi T rs (V ) ile gös-

terilir. T rs (V ); R üzerinde bir vektör uzay¬olup, boyV = n ise, boyT rs (V ) = nr+s dir

(Hac¬saliho¼glu ve Ekmekçi 2003).

Teorem 2.1.1: T s1 (V ) uzay¬L(V; V:::; V| {z }
s�tan e

;V ) uzay¬na izomorftur (Hac¬saliho¼glu ve

Ekmekçi 2003).

V vektör uzay¬yerineM manifoldunun p noktas¬ndaki tanjant uzay¬Tp(M) al¬n¬rsa,

M nin p noktas¬nda bir tensör uzay¬T rs (Tp(M)) elde edilir ve bu uzay¬n her bir

eleman¬na p noktas¬nda bir (s; r) tipinde tensör denir (Okubo 1987).

Tan¬m 2.1.14: (Tensör alan¬) Bir C1 manifoldM olsun. M nin her bir noktas¬na

(s; r) tipinden bir tensör kaŗs¬l¬k getiren dönüşüme M üzerinde (s; r) tipinden bir

tensör alan¬denilir (Okubo 1987).

O halde M üzerinde tan¬ml¬bir tensör alan¬,

T : M !
[
p2M

T rs (Tp(M))

p ! T (p) 2 T rs (Tp(M))

şeklinde tan¬ml¬bir dönüşümdür.
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Ayr¬ca w1; :::; ws 2 ��(M); X1; :::; Xr 2 �(M) ve p 2M olmak üzere;

(T : (X1; :::; Xr; w1; :::; ws))(p) = Tp(X1p; :::; Xrp; w1p; :::; wsp)

şeklinde tan¬mlan¬rsa,

T : �(M)� :::� �(M)| {z }
r�tan e

� ��(M)� :::� ��(M)| {z }
s�tan e

! C1(M)

şeklinde C1(M) de¼gerli bir (r + s) lineer dönüşüm olur (Lee 1997).

M üzerinde tan¬ml¬tensör alanlar¬n¬n kümesi, =rs(M) ile gösterilir. =rs(M); C1(M)

üzerinde bir modüldür.

Özel olarak:

=00 = C1(M)

=10 = ��(M)

=01 = �(M)

dir.

Dolay¬s¬yla (1; 1) tipindeki bir tensör alan¬n¬Teorem 2.1.1 den

T : �(M)
lineer! �(M)

şeklinde bir dönüşüm olarak görebiliriz.

Tan¬m 2.1.15 (Nijenhuis torsiyon tensörü) M diferensiyellenebilir bir manifold

olmak üzere F; (1; 1) tipinde tensör alan¬olsun.
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8X; Y 2 �(M) için

NF : �(M)� �(M) ! �(M)

(X; Y ) ! NF (X; Y )

olmak üzere

NF (X; Y ) = F 2([X; Y ]) + [F (X); F (Y )]� F ([F (X); Y ])� F ([X;F (Y )])

şeklinde tan¬mlanan (1; 2) tipindeki NF tensör alan¬na F nin Nijenhuis torsiyon

tensörü denir (Yano ve Kon 1984).

Sonuç 2.1.1: NF Nijenhuis torsiyon tensörü bi-lineer ve antisimetrik tensördür

(Öztürk 2006).

Tan¬m 2.1.16: (Lineer konneksiyon) Bir C1 manifold olsun.

r : �(M)� �(M) ! �(M)

(X; Y ) ! OXY

dönüşümü, 8f; g 2 C1(M) ve 8X;Y; Z 2 �(M) için

(i) rfX+gYZ = frXZ + grYZ

(ii) rXfY = frXY + (Xf)Y

(iii)rX(Y + Z) = rXY + rXZ

özeliklerini sa¼gl¬yorsa, r dönüşümüne M üzerinde bir lineer konneksiyon denir

(Brickell ve Clark 1970).

Tan¬m 2.1.17: (Lie parantez operatörü) Bir C1 manifold M olsun.

X;Y 2 �(M); p 2M ve 8f 2 C1(M) için

[X; Y ]p(f) = Xp(Y (f))� Yp(X(f))
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şeklinde tan¬ml¬

[; ] : �(M)� �(M)! �(M)

dönüşümüne Lie parantez operatörü denir (Brickell ve Clark 1970).

Tan¬m 2.1.18: (Lie grublar¬) G bir grup ve ayn¬zamanda diferensiyellenebilir

manifold olsun. E¼ger

� : G�G! G; �(a; b) = ab

ve G de ki inversiyon operatörü olan

� : G! G; �(a) = a�1

dönüşümlerinin her ikisi de diferensiyellenebilir ise G ye Lie grubu denir

(Hac¬saliho¼glu 2006).

O halde Lie gruplar¬ ayn¬ zamanda grup olan diferensiyellenebilir manifoldlard¬r.

Öyle ki grup operasyonu diferensiyellenebilirdir. Dolay¬s¬yla bir Lie grubu ayn¬za-

manda bir grup, bir topolojik uzay ve bir manifolddur (Hac¬saliho¼glu 2006).

Tan¬m 2.1.19: (Sa¼g etki) G bir Lie grubu ve M diferensiyellenebilir bir mani-

fold olsun. G Lie grubunun M manifoldu üzerindeki sa¼g etkisi aşa¼g¬daki özellikleri

sa¼glayan � :M �G!M bir dönüşümüdür.

(i) 8m 2M için �(m; e) = m; (e; G Lie grubunun etkisiz eleman¬)

(ii) 8m 2M ;8g1; g2 2 G için �(�(m; g1); g2) = �(m; g1g2) (Lewis 1993).

Tan¬m 2.1.20: (Yörünge) �, G nin M üzerindeki sa¼g etkisi ve m 2 M olsun.

m 2M den geçen � nin yörüngesi

#m = f�(m; g) j g 2 Gg
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şeklinde tan¬mlanan M nin alt cümlesidir (Lewis 1993).

2.2 Diferensiyellenebilir Lif Demet Yap¬lar¬

Tan¬m 2.2.1: (Çarp¬m manifoldlar¬) M ve N; s¬ras¬yla, m ve n boyutlu birer

Cr manifoldlar ve

Sm = f(Ui; �i)gi2I ile Sn =
�
(Vj;  j)

	
j2J

de, s¬ras¬ile, M ve N manifoldlar¬n¬n atlaslar¬olsunlar.

(i) fUig
i2I
ve fVjg

j2J
; s¬ras¬ile,M veN nin birer aç¬k örtüsü iseler fUi � Vjg(i;j)2I�J

de M �N nin bir aç¬k örtüsüdür.

(ii)
�i �  j : Ui � Vj ! Em+n

(p; q) ! (�i(p);  j(q))

olarak tan¬mlanan �i �  j dönüşümü

�i �  j : Ui � Vj ! �i(Ui)�  j(Vj)

aç¬k cümle aç¬k cümle

şeklinde bir homeomor�zimdir.

Dolay¬s¬yla M �N nin bir atlas¬

Sm+n =
�
(Ui � Vj); (�i �  j)

	
(i;j)2I�J

olur ve Sm+n de Cr s¬n¬f¬ndand¬r. Böylece M � N cümlesi de bir (m + n) boyutlu

topolojik manifold olur. Bu manifoldaM ve N manifoldlar¬n¬n çarp¬m manifoldu

denir (Hac¬saliho¼glu 2006).

M � N çarp¬m manifoldundaki bir nokta (p; q) şeklinde ifade edilir ve p 2 M ve
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q 2 N dir (Nakahara 2003).

Önerme 2.2.1: �1 :M �N !M ve �2 :M �N ! N projeksiyonlar¬diferensiyel-

lenebilirdir (Greub vd. 1972).

Tan¬m 2.2.2: (Lokal çarp¬m özeli¼gi ve lokal trivialisation) E; M; F s¬ras¬yla

(m + n); m; n boyutlu C1 manifoldlar, � : E ! M örten, C1 bir dönüşüm ve M

nin bir aç¬k örtüsü fU�g�2I ve 8U� için

� = �1 � ��; �1 : U� � F ! U�

olacak biçimde

�� : �
�1(U�)! U� � F

di¤eomor�zimlerinin bir f��g�2I s¬n¬f¬varsa, (F ye göre) � lokal çarp¬m özeli¼gine

veya lokal trivialisationa sahiptir denir (Greub vd. 1972, Morita 2001). (Şekil

2.3)

� = �1 � �� koşulu,

Şekil 2.2 � = �1 � �� diyagram¬
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diyagram¬n¬n de¼gi̧smeli olmas¬ile ayn¬anlama sahiptir.

Şekil 2.3 Lokal trivialisition

Tan¬m 2.2.3: (Diferensiyellenebilir lif demeti (�bre bundle)) Bir � : E !M

örten, C1 bir dönüşümü lokal trivialisation özeli¼gine sahip olsun. Bu durumda

� = (E; �;M; F ) dörtlüsüne M manifoldu üzerinde F lif modeli ile bir diferen-

siyellenebilir lif demeti denir (Greub vd. 1972).

Tan¬m 2.2.4: � = (E; �;M; F ) bir C1 lif demeti olsun. O zaman f(U�; ��)g�2I
sistemine � lif demetinin bir lokal koordinat gösterimi veye chart¬denir (Greub

vd. 1972).

Bir � = (E; �;M; F ) lif demetinde E ye � lif demetinin total (demet) uzay¬, M

ye (taban) baz uzay¬, F ye lif modeli (veya standart lif) ve � ye projeksiyon

ad¬verilir. Ayr¬ca, rank� = boyF olarak tan¬mlan¬r (Greub vd. 1972).

� = (E; �;M; F ) lif demeti bazen E total uzay¬ ile, bazen de � : E ! M; C1

dönüşümü ile gösterilir.
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Tan¬m 2.2.5: (Lif (�bre)) � = (E; �;M; F ) lif demeti olsun. 8x 2M için

��1(x) = Fx = fp 2 E j �(p) = xg

kümesine x 2M üzerinde bir lif denir (Greub vd. 1972).

Tüm Fx li�erin ayr¬k birleşimi E total (demet) uzay¬n¬verir; yani,

E =
[
x2M

Fx

dir (Greub vd. 1972).

boyFx = boyE � boyM say¬s¬na � nin lif boyutu denir (Greub vd. 1972).

� = (E; �;M; F ) lif demeti ve f(U�; ��)g�2I lokal koordinat temsilcisi olsun.

8x 2 U� için

�� : ��1(U�)! U� � F olmak üzere

��;x = ��jx : Fx ! fxg � F � F

ve ��;x : Fx ! F

di¤eomor�zmini elde ederiz (Nicola 2000).

� = (E; �;M; F ) lif demeti için genelde total uzay¬n¬n E tamam¬M manifoldu ile

F manifoldunun kartezyen çarp¬m¬na di¤eomor�k olmak zorunda de¼gildir.

Tan¬m 2.2.6: (Aşikar demet (Trivial bundle)) � = (E; �;M; F ) lif demeti

olsun. E¼ger E =M �F ve �; birinci izdüşüm fonksiyonu ise � ya bir aşikar demet

denir (Lee 2003).

Bu tan¬ma göre aşikar demetin total uzay¬n¬n E kartezyen çarp¬m yap¬s¬na sahip

olmas¬gerekmektedir.
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Ayr¬ca, her lif demeti lokal trivialdir.

Örnek 2.1(Silindir): (S1 � R; �1; S1) üçlüsünde �1 : S1 � R! S1 örten, diferen-

siyellenebilir bir dönüşümdür. Ayr¬ca,

Şekil 2.4 �1 � � = �1 diyagram¬

diyagram¬ için �1 � � = �1 eşitli¼gi yaz¬labilir. Bu eşitli¼gin gerçeklenmesi için en

az¬ndan � = IS1�R özdeşlik dönüşümü al¬n¬rsa, IS1�R bir di¤eomor�zm oldu¼gundan

(S1 � R; �1; S1) bir trivial demettir.

Örnek 2.2 (Möbiüs şeridi) Taban uzay¬S1 olmak üzere, S1 i � ile paremetre-

lendirelim. O halde S1 = f� j 0 � � � 2�g yazar¬z. F; lif modeli de [�1; 1] � R

olmak üzere bunu da t ile paremetrelendirirsek F = ft j � 1 � t � 1g olur.

S1 in iki aç¬¼g¬n¬; (yeterince küçük " > 0 için)

U� = f� j � " < � < � + "g ve U� = f� j � � " < � < "g

alal¬m. M; möbiüs şeridini göstermek üzere,

� : M ! S1

(�; t) ! �
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dönüşümü örten, diferensiyellenebilir bir dönüşümdür.

�� : ��1(U�) ! U� � F

(�; t) ! (�;�t)
ve

�� : ��1(U�) ! U� � F

(�; t) ! (�; t)

olarak tan¬mlans¬n. Böylece;

Şekil 2.5 �1 � �� = � diyagram¬

de¼gi̧smeli diyagram¬elde edilir. Çünkü; 8(�; t) 2 ��1(U�) için

�1 � ��(�; t) = �1(��(�; t)) = �1(�;�t) = � (2:2:1)

ve

�(�; t) = � (2:2:2)

eşitlikleri elde edilir. (2:2:1) ve (2:2:2) eşitlikleri 8(�; t) 2 ��1(U�) için sa¼gland¬¼g¬n-

dan

�1 � �� = �

eşitli¼gi yaz¬labilir. Böylece; �� di¤eomor�zim olup, M için bir lokal trivisialition

olur.
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Benzer şekilde �� n¬n da bir di¤eomor�zim oldu¼gu gösterilebilir ve �� da M için bir

lokal trivisialitiond¬r. Böylece (M;�; S1) bir lif demetidir. (Şekil 2.6)

Şekil 2.6 Mobius şeridi aşikar olmayan lif demetidir

Tan¬m 2.2.7: (Lif demetinin (diferensiyellenebilir) çapraz kesiti (cross-

section)) � = (E; �;M; F ) herhangi bir lif demeti olsun.

� � � = IM

olacak biçimde tan¬ml¬� : M ! E; C1 dönüşümüne � lif demetinin bir çapraz

kesiti (cross section) denir (Lee 2009).

Yani, 8x 2M için �(x) 2 Fx dir (Lee 2009).

U �M aç¬k bir alt küme

� � � = IU

olacak biçimde tan¬ml¬� : U ! E; C1 dönüşümüne U aç¬k alt kümesi üzerinde �

lif demetinin lokal diferensiyellenebilir kesiti denir (Lee 2009). (Şekil 2.7)
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� lif demetinin (diferensiyellenebilir) çapraz kesitlerinin kümesi �(�); �(E) veya �(�)

şeklinde gösterilir (Lee 2009).

Şekil 2.7 M manifoldu üzerinde lokal kesit

Tan¬m 2.2.8: (Demet dönüşümü (Bundle map)) (E1; �1;M; F1) ve (E2; �2;M; F2)

lif demetleri olsunlar. M üzerindeki demet dönüşümü �2 � f = �1 olacak şekilde

f : E1 ! E2 diferensiyellenebilir dönüşümüdür. (Şekil 2.8) Yani,

Şekil 2.8 Demet dönüşümü

diyagram¬de¼gi̧simlidir. Ayr¬ca, 8x 2 M için fx : E1x ! E2x lineer bir dönüşümdür

(E1x = ��11 (x) ve E2x = ��12 (x)) (Lee 2003).
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E¼ger f dönüşümü bir difeomor�zm ise de, f ye M üzerinde demet izomor�zmi

denir (Lee 2003).

Tan¬m 2.2.9: (Vektör demeti) � = (E; �;M; F ) bir C1 lif demeti olsun. E¼ger

aşa¼g¬daki iki özelik sa¼glan¬yorsa, � ye bir vektör demeti denir.

(i) 8x 2M için ��1(x) = Fx ve F reel vektör uzaylar¬d¬r.

(ii) 8x 2 M; ��;x : Fx ! F dönüşümleri lineer izomor�zim olacak biçimde � nin

f(U�; ��)g�2I lokal koordinat gösterimi vard¬r (Greub vd. 1972).

M; m boyutlu bir diferensiyellenebilir manifold olmak üzere M nin tüm noktalar¬n-

daki tanjant uzaylar¬n¬n ayr¬k birleşimi TM =
[
p2M

TpM ve TM üzerinde

� : TM !M

dönüşümü, �(vp) = p; (vp 2 TpM ) şeklinde tan¬mlans¬n. M üzerinde bir harita

(U�; '� = (x
i))1�i�m olsun. p 2 U� noktas¬nda TpM için bir baz

�
@
@x1
jp; :::; @

@xm
jp
	

d¬r. O halde vp 2 TpM

vp =
mX
i=1

vi
@

@xi
jp

şeklinde yaz¬l¬r. Bu durumda

e'� : ��1(U�)! '�(U�)� Rm �= Rm � Rm

dönüşümü

vp ! e'�(vp) = (x1 � �(vp); :::; xm � �(vp); dx1(vp); :::; dxm(vp))
= (x1(p); :::; xm(p); dx1(vp); :::; dx

m(vp))

şeklinde tan¬mlan¬rsa, e'� dönüşümü birebir, örten olup, görüntü kümesi R2m uza-
y¬n¬n bir aç¬k alt kümesidir. O halde (��1(U�);

�
'�) ikilisi TM üzerinde 2m boyutlu
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bir harita ve f(��1(U�); e'�)g�2I kolleksiyonuda TM için bir atlast¬r. Ayr¬ca

e'�1� (('�(p); v1; :::; vm) = (vp)
dir.

M üzerinde A = f(U�; '�)g�2I atlas¬ verildi¼ginde U� \ U� 6= ? olacak biçimde

(U�; '� = (xi))1�i�m ve (U�; '� = (yi))1�i�m haritalar¬n¬ alal¬m. O halde

��1(U�) \ ��1(U�) 6= ? olacakt¬r. Ayr¬ca p 2 U� \ U� noktas¬nda TpM için iki

baz
�

@
@x1
jp; :::; @

@xm
jp
	
ve
n

@
@y1
jp; :::; @

@ym
jp
o
d¬r. O halde herhangi bir vp 2 TpM

eleman¬vp =
mX
i=1

vi
@
@xi
jp =

mX
j=1

v
0
j
@
@yj
jp şeklinde ifade edilir.

��� = e'� � e'�1� : '�(U� \ U�)� Rm ! '�(U� \ U�)� Rm

olmak üzere

���(p) = e'� � e'�1� ('�(p); v01; :::; v0m) = e'�(vp)
= (x1 � �(vp); :::; xm � �(vp); dx1(vp); :::; dxm(vp))

olur. Burada xi � � ve dxi (1 � i � m) diferensiyellenebilir oldu¼gundan

��� = e'� � e'�1� de diferensiyellenebilirdir. Benzer şekilde ��� = e'� � e'�1� diferesiyel-

lenebilir oldu¼gu görülür. Benzer i̧slemleri ��1(U�) \ ��1(U�) 6= ? olacak biçimde

8�; � 2 I için yaparsak ��� ve ��� lar¬n diferensiyellenebilir oldu¼gunu görürüz. O

halde �
(��1(U�); e'�)	�2I

atlas¬diferensiyellenebilir bir yap¬d¬r. Bu yap¬yla, TM , 2m boyutlu bir C1 manifold

olup, M nin tanjant manifoldu olarak isimlendirilir (Carmo 1992, Tu 2007).

(TM; �;M;Rm) dörtlüsünün bir vektör demeti oldu¼gu kolayca gösterilebilir. Bu

demete M nin tanjant demeti, � : TM ! M sürekli, örten, C1 dönüşümüne de

do¼gal (kanonik) projeksiyon denir.
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M nin fxi : 1 � i � mg lokal koordinat sistemine göre herhangi bir vp 2 TM eleman¬

vp =

mX
i=1

vi
@
@xi
jp; �(vp) = p şeklinde ifade edilir. TM üzerindeki lokal koordinat

sistemi

(xi � �; dxi)1�i�m

şeklindedir. xi koordinat fonksiyonlar¬p 2M için Up �M koordinat komşulu¼gunda

tan¬ml¬olacak biçimde

	� : �
�1(Up)! Up � Rm

dönüşümü

	�(vp) = (�(vp); dx(vp)) = (p; v); x = (x1; :::; xm)

olarak tan¬mlans¬n. Böylece;

Şekil 2.9 �1 �	� = � diyagram¬

de¼gi̧smeli diyagram¬elde edilir. Çünkü 8vp 2 ��1(Up) tanjant vektörü için

(�1 �	�)(vp) = �1(	�(vp)) = �1(p; v) = p (2:2:3)

ve

(IUp � �)(vp) = IUp(�(vp)) = p (2:2:4)

eşitlikleri elde edilir. (2:2:3) ve (2:2:4) 8vp 2 ��1(Up) tanjant vektörü için sa¼g-
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land¬¼g¬ndan �1 �	� = � eşitli¼gi yaz¬labilir. Böylece 	� bir di¤eomor�zim olup, TM

manifoldu için bir lokal trivialisation olur. Dolay¬s¬yla (TM; �;M;Rm) bir vektör

demetidir (Özkan 2006).

Diferensiyellenebilir bir M manifoldu için TM tanjant demetinin kesitleri, M man-

ifoldu üzerinde vektör alanlar¬d¬r (Lee 2003).

Tan¬m 2.2.10: (Altvektör demeti) �E = (E; �;M; F ) ve �E0 = (E
0
; �jE0 ;M; F

0
)

iki vektör demeti olsun. E¼ger,

(i) 8x 2M için F
0
x li�Fx li�nin bir alt vektör uzay¬

(ii) U�; M nin bir aç¬¼g¬olmak üzere

��(�
�1(U�) \ E

0
) = U� � F

0 � U� � F

olacak şekilde (U�; ��) haritas¬var ve bu özelik ile E
0 � E bir alt manifold ise �E0

vektör demetine �E vektör demetinin bir altvektör demeti denir. ( ��1(U�)\E
0
=

�j�1
E0
(U�)) (Lee 2009).

� = (E; �;M; F ) bir vektör demeti ve U � M aç¬k bir alt küme olsun. E nin U

üzerindeki �1; :::; �k lokal kesitlerine lineer ba¼g¬ms¬z denir, e¼ger her bir x 2 U için

�1(x); :::; �k(x) vektörleri Fx in lineer ba¼g¬ms¬z elemanlar¬ise (Lee 2003)

E¼ger 8x 2 U için f�1(x); :::; �k(x)g cümlesi Fx vektör uzay¬n¬geriyorsa, �1; :::; �k
lokal kesitlerine E yi geriyor denir (Lee 2003).

U üzerinde E için lokal bir çat¬alan¬, E yi geren U üzerindeki lineer ba¼g¬ms¬z s¬ral¬

(�1; :::; �k) lokal kesitlerdir. Böylece 8x 2 U için f�1(x); :::; �k(x)g ; Fx için bir

bazd¬r (Lee 2009).
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Tan¬m 2.2.11: (Vertical uzay ve vertical tanjant vektör) � = (E; �;M; F ) lif

demeti olsun. 8z 2 E için

VzE = çek(��jz) = fAz 2 TzE j ��jz(Az) = 0g

kümesi, TzE tanjant uzay¬n¬n bir alt uzay¬d¬r. VzE uzay¬na E nin z noktas¬nda

vertical uzay¬ve bu uzay¬n her bir eleman¬na da bir vertical tanjant vektör

denir (Greub vd. 1972). (Şekil 2.10)

z 2 E ve �(z) = p olmak üzere VzE = Tz(Fp) dir (Greub vd. 1972).

E üzerinde vektör alanlar¬n¬n modülü �(E) olmak üzere A 2 �(E) olsun. 8z 2 E

için Az 2 VzE ise A ya vertical vektör alan¬denir ve A 2 �v(E) şeklinde gösterilir

(Greub vd. 1972).

� = (E; �;M; F ) bir lif demeti olsun. Bir

�TE : TE ! E

dönüşümü 8z 2 E için ��1TE(z) = TzE şeklinde tan¬mlans¬n. Bu durumda

TE =
[
z2E

TzE

olmak üzere �TE = (TE; �TE; E;Rm+n) dörtlüsü bir vektör demeti olup, bu E man-

ifoldunun tanjant demetidir (Greub vd. 1972).

Teorem 2.2.1: �V E = (V E; �V E; E;Rn) dörtlüsü TE nin bir altvektör demeti olup,

burada

V E =
[
z2E

VzE; �V E = �TEjV E; ��1V E (z) = VzE

dir (Turgut 1989).
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Tan¬m 2.2.12: (Vertical altdemet) �V E = (V E; �V E; E;Rn) vektör demetine

TE nin vertical altdemeti denir (Greub vd. 1972).

Tan¬m 2.2.13: (Whitney toplam¬) Vektör uzaylar¬n¬n (ya da modüllerin) direkt

toplam¬na benzer bir kavramda vektör demetlerinin Whitney toplam¬ad¬verilen

toplam¬d¬r. �1 ve �2 bir M manifoldu üzerinde iki vektör demeti ve � da bu iki

demetin Whitney toplam¬olan

� = �1 � �2

M manifoldu üzerinde yeni bir vektör demetidir. Bu durumda F�; F�1 ; F�2 s¬ras¬yla

�; �1 ve �2 nin li�eri olmak üzere

F� = F�1 � F�2 (2:2:5)

dir. Burada (2:2:5) ifadesindeki � i̧sareti adi direkt toplam¬göstermektedir (Turgut

1989).

Tan¬m 2.2.14: (Horizontal altdemet) � = (E; �;M; F ) bir lif demeti ve

�V E = (V E; �V E; E;Rn); TE nin bir vertical alt demeti olsun.

�TE = �HE � �V E

olacak biçimdeki �HE vektör demetine �TE nin horizontal altdemeti denir (Greub

vd. 1972).

Tan¬mdan horizontal altdemet �HE = (HE; �HE; E;Rm) şeklinde olup, burada

HE =
[
z2E

HzE; �HE = �TEjHE; ��1HE(z) = HzE
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dir. Ayr¬ca 8z 2 E için

TzE = HzE � VzE; TE =
[
z2E
(HzE � VzE) = HE � V E

yaz¬labilir (Greub vd. 1972).

HzE; TzE tanjant uzay¬n¬n bir altuzay¬d¬r ve bu uzaya E nin z noktas¬nda horizon-

tal uzay¬denir. Bu uzay¬n her bir eleman¬na da bir horizontal tanjant vektör

denir (Greub vd. 1972). (Şekil 2.10)

Şekil 2.10 Tanjant vektörün bileşenleri

B 2 �(E) olsun. 8z 2 E için Bz 2 HzE ise B ye horizontal vektör alan¬denir

ve B 2 �h(E) şeklinde gösterilir (Greub vd. 1972).

X 2 �(E) için X = Xh + Xv şeklindedir. Burada Xh ve Xv s¬ras¬yla X vektör

alan¬n¬n horizontal ve vertical bileşenleridir. Yani, Xh 2 �h(E) ve Xv 2 �v(E) dir.

Böylece

�(E) = �h(E)� �v(E)

dir (Greub vd. 1972).
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TE = HE�V E oldu¼gunu biliyoruz. h ve v de s¬ras¬yla HE ve V E ye kaŗs¬l¬k gelen

projeksiyonlar olmak üzere,

h : TE ! HE ve v : TE ! V E

h2 = h; v2 = v; h � v = v � h = 0; h+ v = I

çekh = V E ve çekv = HE

şeklinde ba¼g¬nt¬lar vard¬r (Burada I; TE üzerinde özdeşlik dönüşümüdür.) (Bejancu

ve Farran 2006).

h� v = P şeklinde bir dönüşüm tan¬mlarsak P; (1; 1) tipinde bir tensör alan¬olup,

P 2 = I oldu¼gundan P; E üzerinde bir hemen hemen çarp¬m yap¬s¬d¬r. Dolay¬s¬yla

(E;P ) ikilisi de bir hemen hemen çarp¬m manifoldudur (Bejancu ve Farran 2006).

Tan¬m 2.2.15: (Asli lif demeti (Principal �bre bundle)) G; bir Lie grubu

ve (P; �;M;G) diferensiyellenebilir bir lif demeti olsun. E¼ger aşa¼g¬daki iki önerme

do¼gru ise (P; �;M;G) dörtlüsüne diferensiyellenebilir bir asli lif demeti denir.

(i) T : P �G! P fonksiyonu G nin P üzerinde bir sa¼g etkisidir.

(ii) P nin 8x 2 U� (U� �M de aç¬k) ve 8a; b 2 G için

'�(x; ab) = T ('�(x; a); b)

olacak biçimde f(U�; '�)g koordinat gösterimi vard¬r.

Yukar¬daki T etkisine sa¼g etki, (ii) önermesini sa¼glayan f(U�; '�)g koordinat gös-

terimine de asli koordinat gösterimi denir (Leon ve Rodrigues 1989).

(P; �;M;G) bir asli lif demeti P (M;G) şeklinde de ifade edilebilir.
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(P; �;M;G) bir asli lif demeti ise z 2 P; a 2 G için

�(za) = �(z)

dir. (P; �;M;G) asli lif demeti olsun. z 2 ��1(x) ise

��1(x) = fzg j g 2 Gg

dir. Yani, z noktas¬n¬n üzerindeki lif z nin yörüngesine eşittir.

Tan¬m 2.2.16: (Lineer çat¬) M; n boyutlu bir manifold olsun. x 2 M olmak

üzere TxM nin s¬ral¬bir fx1; :::; xng baz¬na x noktas¬nda bir lineer çat¬denir (Leon

ve Rodrigues 1989).

Tan¬m 2.2.17: (Lineer çat¬lar¬n asli lif demeti) M üstündeki bütün lineer

çat¬lar¬n kümesini LM ile gösterelim. LM ye M manifoldunun çat¬lar¬n¬n demeti

denir.

� : LM !M

dönüşümü, 8x 2M için ve 8u 2 LM (u; x 2M noktas¬nda lineer çat¬) için

�(u) = x

şeklinde tan¬mlan¬r ve � ye LM nin projeksiyon dönüşümü denir.

GL(n;R) = fA j A = [aij] 2 Rnn; detA 6= 0g cümlesi matris çarp¬m¬na göre bir grup-

tur. Bu grup manifold yap¬s¬na sahiptir ve matris çarp¬m¬alt¬nda bir Lie grubudur.

A 2 GL(n;R) ve u 2 LM olsun. O halde A = [aij] ve u = (x1; :::; xn) için

yi =
nX
j=1

aijxj

olsun. fy1; :::; yng cümlesi x noktas¬nda bir çat¬d¬r. Ayr¬ca (y1; :::; yn) = uA oldu¼gun-
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dan
LM �GL(n;R) ! LM

(u;A) ! uA

dönüşümü, GL(n;R) nin LM üstüne sa¼gdan bir etkisidir.

(x1; :::; xn) M nin bir U koordinat komşulu¼gunda bir lokal koordinat olsun.

x 2 U için ( @
@x1
)x; :::; (

@
@xn
)x; x noktas¬nda bir lineer çat¬d¬r. Böylece x noktas¬nda her

u = (x1; :::; xn) çat¬s¬n¬

xi =
nX
j=1

xij
@

@xj

ile bir tek şekilde ifade edebiliriz. Burada [xij] 2 GL(n;R) dir. O halde ,

	 : ��1(U) ! U �GL(n;R)

u ! 	(u) = (x; [xij])

birebir, örten dönüşüm bulunur.

(xi; xij) yi ��1(U) da lokal koordinat sistemi olarak al¬rsak LM; n2 + n boyutlu bir

manifold olur. LM; GL(n;R) yap¬grubu ve � projeksiyonu ile M üzerinde bir asli

lif demetidir (Leon ve Rodrigues 1989).

Tan¬m 2.2.18: (Da¼g¬l¬m (Distribution)) m = (n + k)�boyutlu M manifoldu

üzerinde n�boyutlu diferensiyellenebilir bir da¼g¬l¬m, TM tanjant demetinin

rank n olan bir E altvektör demetidir (Lee 2009).

O halde M manifoldu üzerindeki n�boyutlu diferensiyellenebilir bir da¼g¬l¬m,

8x 2M ye kaŗs¬l¬k n boyutlu bir 4x � TxM alt vektör uzay¬n¬kaŗs¬l¬k getirir.

4 : M !
[
x2M

TxM

x ! 4x � TxM

Ayr¬ca, 8x 2 M nin bir U komşulu¼gunda lineer ba¼g¬ms¬z X1; :::; Xn vektör alan¬

29



vard¬r ki U komşulu¼gundaki 8q 2 U için fX1(q); :::; Xn(q)g cümlesi 4q alt vektör

uzay¬n¬n bir baz¬d¬r (Lee 2009).

E; M manifoldu üzerinde bir da¼g¬l¬m ve X de U �M aç¬k kümesi üzerinde tan¬ml¬

bir vektör alan¬olsun. E¼ger, 8p 2 U için Xp 2 4p ise X vektör alan¬E da¼g¬l¬m¬na

aittir denir ve X in E da¼g¬l¬ma ait oldu¼gunu göstermek için X 2 �(E) şeklinde

gösterilir (Baz¬ kaynaklarda X 2 E şeklinde de gösterilir.) (Bejancu ve Farran

2006).

Tan¬m 2.2.19: (·Involutive) TM nin bir E altvektör demetinde X; Y 2 �(E) için

[X; Y ] 2 �(E) ise E altvektör demetine involutive denir (Bejancu ve Farran 2006).

E da¼g¬l¬m¬integrallenebilir , E da¼g¬l¬m¬involutive (Bejancu ve Farran 2006).

Tan¬m 2.2.20: (Tümleyen da¼g¬l¬m (Complementary da¼g¬l¬m) M diferen-

siyellenebilir bir manifold ve R;S de M manifoldu üstünde iki complementary

da¼g¬l¬m, yani, 8x 2M için

TxM = Rx � Sx

yani

TM = R� S

dir (Özdemir vd. 2010).

r ve s s¬ras¬yla R ve S da¼g¬l¬mlar¬na kaŗs¬l¬k gelen projeksiyonlar olmak üzere r ve

s yi (1; 1) tipinde bir tensör alan¬olarak görebiliriz. Ayr¬ca,

r2 = r s2 = s

rs = sr = 0 ve r + s = ITM

özelikleri vard¬r (Özdemir vd. 2010).
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2.3. Demetler Üzerinde Konneksiyonlar

Tan¬m 2.3.1: (Ehresmann konneksiyonu) � : E ! M örten, submersion ve

V =çek��(TE nin vertical alt demeti) olmak üzere (E; �;M; F ) lif demeti üzerindeki

bir Ehresmann konneksiyonu TE = V � H olacak şekilde TE nin H horizontal

altdemetidir (Özdemir vd. 2010).

O halde,

(i) 8u 2 E için TuE = Vu �Hu

(ii) 8u 2 E için H : u 2 E 7! Hu � TuE diferensiyellenebilir bir dönüşümdür.

Tan¬m 2.3.2: (Vektör de¼gerli 1�form) V; m� boyutlu bir vektör uzay¬ve M

de diferensiyellenebilir bir manifold olsun. M manifoldu üzerinde vektör de¼gerli

1�form M de tan¬ml¬bir w dönüşümüdür ki 8p 2M için

wp : TpM
lineer! V

dir (Naber 1997).

E¼ger fe1; e2; :::; emg cümlesi V nin bir baz¬ise v 2 TpM için

wp(v) = w1p(v)e1 + :::+ wmp (v)em = wip(v)ei

yaz¬l¬r. Burada wip : TpM ! R; 1 � i � m reel de¼gerli 1�formlard¬r (Naber 1997).

M üzerinde V vektör uzay¬de¼gerli 1�formlar¬n cümlesi 
1(M ;V ) şeklinde gösterilir

(Naber 1997).

Ayr¬ca, (E; �;M; F ) lif demeti üzerindeki ehresmann konneksiyonu vektör de¼gerli

1�formlar yard¬m¬ile de tan¬mlanmaktad¬r:
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(E; �;M; F ) lif demeti üzerindeki ehresmann konneksiyonu, aşa¼g¬daki özelikleri

sa¼glayan v : TE ! V E; v 2 
1(E;V E) vektör de¼gerli 1� formdur.

(i) v2 = v

(ii) 8p 2 E için vp : TpE
lineer! VpE

(iii) v; bir projeksiyon: 8p 2 E için v(TpE) = VpE (yani, imv = V E)

v projeksiyon oldu¼gundan çekv = HE olup aç¬kt¬r ki TE = HE � V E ve 8p 2 E

için TpE = HpE � VpE dir (Greub vd. 1972).

Tan¬m 2.3.3: (Asli lif demetlerinde ehresmann konneksiyonu) P (M;G); M

manifoldu üzerinde G Lie grubu ile bir asli lif demeti olsun. P (M;G) üzerindeki

ehresmann konneksiyonu, V =çek�� vertical da¼g¬l¬m olmak üzere, G�invaryant

olacak şekilde V nin tümleyen da¼g¬l¬m¬H horizontal da¼g¬l¬m¬d¬r.

G� invaryant : 8p 2 P ve 8g 2 G için (Tg)�Hp = Hpg

T�umleyen da�g{l{m : 8p 2 P için TpP = Hp � Vp

Tan¬m 2.3.4: (Principal konneksiyon) P (M;G) asli lif demeti üzerindeki ehres-

mann konneksiyonu vektör de¼gerli 1�formlar yard¬m¬ile de şu şekilde tan¬mlanmak-

tad¬r: v : TP ! V P olmak üzere

(i) v2 = v

(ii) 8p 2 P için vp : TpP
lineer! VpP

(iii) v; bir projeksiyon: 8p 2 P için v(TpP ) = VpP (yani, imv = V P )
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(iv) v; G equivariant yani, (Ta)� � v = v � (Ta)�

ise v ye P (M;G) üzerinde principal konneksiyon denir (Greub vd. 1972).

Tan¬m 2.3.5: (H n¬n konneksiyon formu) (P; �;M;G) asli lif demeti üzerinde

bir H konneksiyonu verilsin. O zaman aşa¼g¬daki gibi tan¬mlanan w 2 
(P; g);

g�de¼gerli 1�forma H n¬n konneksiyon formu denir. (Burada g; G lie grubunun

lie cebiridir.)

8p 2 P için wp(Xp) := ((Tp)�;e)
�1 � v(Xp); e 2 G

şeklinde tan¬mlanan

wp : TpP
lineer! g

dönüşümüdür (Lee 2009).

Tan¬mdan da anlaş¬laca¼g¬gibi Xp 2 HpP () wp(Xp) = 0 ve

HpP = çekwp = fXp 2 TpP j wp(Xp) = 0g

d¬r (Lee 2009).

Tan¬m 2.3.6: (II. Temel Form) H konneksiyonunun e¼grilik formu:


(X; Y ) = dw(h(X); h(Y )); 8X; Y 2 �(P )

şeklinde tan¬mlanan g� de¼gerli 2�formdur (Leon ve Rodrigues 1989).

8X;Y 2 �(M) için dw(X;Y ) = fX(w(Y ))� Y (w(X))� w([X; Y ])g dir (Hac¬sali-

ho¼glu ve Ekmekçi 2003).
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O halde 8X; Y 2 �(P ) için,


(X; Y ) = dw(h(X); h(Y )) = �w([h(X); h(Y )])

dir.
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3. ALTIN ORAN

Alt¬n oran, do¼gada say¬s¬z canl¬n¬n ve cans¬z¬n şeklinde ve yap¬s¬nda bulunan özel bir

orand¬r. Do¼gada bir bütünün parçalar¬aras¬nda gözlemlenen, yüzy¬llarca sanat ve

mimaride uygulanm¬̧s, uyum aç¬s¬ndan en yetkin boyutlar¬verdi¼gi san¬lan geometrik

ve say¬sal bir oran ba¼g¬nt¬s¬d¬r. Ayr¬ca alt¬n oran göze çok hoş gelen bir orand¬r.

Do¼gada en belirgin örneklerine insan vücudunda, deniz kabuklar¬nda, DNA sarmal-

lar¬nda, galaksilerde, a¼gaç dallar¬nda, tavşanlar¬n üremesinde, M¬s¬r piramitlerinde,

geometrik şekillerde (dikdörtgen, üçgen, beşgen), fraktallarda... görülmektedir.

Bu bölümde ise k¬saca alt¬n oran¬n matematiksel tan¬m¬ndan ve özelliklerinden

bahsedece¼giz.

Tan¬m 3.1: Herhangi bir AB do¼gru parças¬n¬n üzerindeki bir C noktas¬için jABj
jACj

oran¬na aş¬t oran, jACjjCBj oran¬na da ortalama oran denir (Ya¼gc¬2005).

Şekil 3.1 Aş¬t ve ortalama oran

Tan¬m 3.2: E¼ger AB do¼gru parças¬n¬n üzerindeki bir C noktas¬için aş¬t oran ile

ortalama oran eşit oluyorsa, yani

jABj
jACj =

jACj
jCBj

ise C ye AB nin alt¬n bölümü veya alt¬n noktas¬denir. Bu oran¬oluşturan jABj
jACj

veya jACj
jCBjoran¬na da alt¬n oran denir (Ya¼gc¬2005).
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3.1 Alt¬n Oran¬n De¼geri

Yukar¬da çizdi¼gimiz AB do¼gru parças¬nda jACj = x ve jCBj = y olsun. (Şekil 3.2)

Şimdi jABjjACj ve
jACj
jCBj oranlar¬n¬x ve y cinsinden hesaplay¬p bu oranlar¬ eşitleyelim,

bakal¬m ne zaman

Şekil 3.2 Doru parças¬n¬n alt¬n kesimi

eşit ç¬kacaklar. Şekilden hemen

jABj
jACj =

x+ y

x

jACj
jCBj =

x

y

eşitlikleri ç¬kar. Demek ki, bu iki oran¬n eşit olmalar¬için x ve y uzunluklar¬

x+ y

x
=
x

y

denklemini sa¼glamal¬. Paydalar¬eşitleyelim:

xy + y2 = x2

Şimdi denklemi y2 ye bölelim:
x

y
+ 1 = (

x

y
)2

Bu aşamada ' = x
y
tan¬m¬n¬yapal¬m. Yukar¬dan

'2 � '� 1 = 0
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buluruz. Bu denklemin kökleri ise

'1 =
1 +

p
5

2
ve '2 =

1�
p
5

2

dir. x ve y > 0 oldu¼gundan, z = x
y
> 0. Dolay¬s¬yla z için negatif olan ifadeyi de¼gil,

pozitif olan ifadeyi almal¬y¬z. O halde

' =
1 +

p
5

2
= 1:6180339:::

AC
CB
= x

y
= ' oldu¼gundan alt¬n oran¬buluruz. (Ya¼gc¬2005).

3.2 Cebirsel Özelikler

f1 = 1; f2 = 1 başlang¬ç de¼gerleri ve

fn = fn�1 + fn�2; n > 2

ba¼g¬nt¬s¬ile tan¬ml¬diziye Fibonacci dizisi denir.Yani Fibonacci dizisinin her bir

terimi kendisinden önce gelen ilk iki terimin toplam¬şeklinde belirlenir. Fibonacci

dizisinde her n tamsay¬s¬na kaŗs¬l¬k gelen de¼gerede �bonacci say¬s¬denir. ·Ilk �-

bonacci say¬lar¬şöyle:

1; 1; 2; 3; 5; 8; 13; 21; :::

dir (Bolat 2008).

Fibonacci dizisinin genel terimi:

fn =
1p
5

" 
1 +

p
5

2

!n
�
 
1�

p
5

2

!n#
veya

fn =
1p
5
('n � (1� ')n)

d¬r. Bu formül Binet�s formülü olarak bilinmektedir.
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Bu dizinin ilginç bir yan¬, dizinin bir terimi öncekine bölündü¼günde bölümün n!1

için, alt¬n orana

' =
1 +

p
5

2
= 1:6180339:::

yak¬nsad¬¼g¬görülmektedir. Gerçekten,

lim
n!1

fn+1
fn

= lim
n!1

1p
5

��
1+
p
5

2

�n+1
�
�
1�
p
5

2

�n+1�
1p
5

h�
1+
p
5

2

�n
�
�
1�
p
5

2

�ni
=

1 +
p
5

2
lim
n!1

1�
�
1�
p
5

1+
p
5

�n+1
1�

�
1�
p
5

1+
p
5

�n
=

1 +
p
5

2
= '

d¬r. Fibonacci dizisinin ilk 16 terimi ve terimlerinin oran¬aşa¼g¬dad¬r.

n fn fn+1
fn+1
fn

1 1 1 1

2 1 2 2

3 2 3 1:5

4 3 5 1:666667

5 5 8 1:6

6 8 13 1:625

7 13 21 1:615385

8 21 34 1:610948

9 34 55 1:617647

10 55 89 1:618182

11 89 144 1:617977

12 144 233 1:618056

13 233 377 1:618026

14 377 610 1:618037

15 610 987 1:618033
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·Irrasyonel bir say¬olan ' = 1+
p
5

2
say¬s¬,

x2 � x � 1 = 0

veya

x = 1
x
+ 1

denkleminin pozitif de¼gerli kökü oldu¼gundan ' bir cebirsel say¬d¬r. (Cebirsel say¬lar,

katsay¬lar¬ tam say¬lar olan bir polinomun kökü olarak ifade edilebilen say¬lard¬r.

Örne¼gin tüm rasyonel say¬lar ayn¬zamanda bir cebirsel say¬d¬r; hepsi nx �m = 0

şeklindeki bir polinomun köküdür. Sanal bileşeni olan say¬lar da cebirsel olabilir.

Örne¼gin i say¬s¬n¬n kendisi cebirseldir; x2 + 1 = 0 polinomunun köküdür.)

'2 = '+ 1

den

' =
p
1 + ' =

q
1 +

p
1 + ' =

r
1 +

q
1 +

p
1 + '

=

r
1 +

q
1 +

p
1 + :::

yaz¬l¬r. Ayr¬ca

' = 1 +
1

'
= 1 +

1

1 + 1
'

= 1 +
1

1 + 1
1+ 1

'

= 1 +
1

1 + 1
1+ 1

1+:::

olmak üzere ' say¬s¬elemanlar¬1 olan bir sonsuz zincir kesiridir.

Ayr¬ca �1 = 1; �2 = ' başlang¬ç de¼gerleri ve

�n = �n�1 + �n�2; n > 2
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ba¼g¬nt¬s¬ile tan¬mlanan dizi

1 ; ' ; 1 + ' ; 1 + 2' ; 2 + 3' ; 3 + 5' ; 5 + 8'; ::: (3.1)

olmak üzere '2 = '+ 1 ba¼g¬nt¬s¬n¬n göz önüne al¬nmas¬yla,

1; '; '2; '3; '4; '5; :::

biçiminde yaz¬labilir. Görüldü¼gü gibi bu dizi ayn¬zamanda ortak çarpan¬' olan bir

geometrik dizidir. Bu diziye Alt¬n Dizi denilmektedir.

Alt¬n dizinin terimlerine (3:1) dikkatlice bakarsak, her bir terimin birinci terimleri

ve ikinci terimindeki ' lerin katsay¬s¬1; 1; 2; 3; 5; 8; ::: Fibonacci dizisini oluştur-

maktad¬r.

3.3 Alt¬n Dikdörtgen

Uzun ve k¬sa kenarlar¬n¬n oran¬alt¬n oran¬(') veren dikdörtgene alt¬n dikdörtgen

denir. (Şekil 3.3) Bu dikdörtgeni, k¬sa kenar¬n bir kare oluşturaca¼g¬biçimde bölersek

geriye yine uzun ve k¬sa kenarlar¬n¬n oran¬alt¬n oran (') olan bir alt¬n dikdörtgen

elde ederiz. Yeni oluşan dikdörtgende ayn¬ i̧slem tekrarlan¬rsa yine yeni bir alt¬n

dikdörtgen elde ederiz. Bu i̧slemi sonsuz defa tekrarlad¬¼g¬m¬zda yine kaŗs¬m¬za yeni

bir alt¬n dikdörtgen ç¬kacakd¬r.

Bu dikdörtgeni, kendisine benzer bir dikdörtgen ç¬kar¬ld¬¼g¬nda, geride kare b¬rakan

dikdörtgen diye de alg¬layabiliriz (Çakar 1992, Ya¼gc¬2005).
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Şekil 3.3 Alt¬n dikdörtgen

·Içinden defalarca kare ç¬kard¬¼g¬m¬z bu Alt¬n dikdörtgenin karelerinin kenar uzun-

luklar¬n¬yar¬çap alan bir çember parças¬n¬her karenin içine çizersek bir Alt¬n spiral

elde ederiz.

3.4 Alt¬n Üçgen

Öyle bir ikizkenar üçgen bulaca¼g¬z ki kendisinden kendine benzer bir üçgen ç¬kar¬ld¬¼gnda

geriye gene bir ikizkenar üçgen kalacak. Bu şart¬sa¼glayan üçgenlere Alt¬n üçgen

denir (Ya¼gc¬2005).

Teorem 3.4.1: Alt¬n üçgen tan¬m¬na uyan dar aç¬l¬ bir tek üçgen vard¬r ve bu

üçgenin tepe aç¬s¬36� dir (Ya¼gc¬2005). (Şekil 3.4)
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Şekil 3.4 Dar aç¬l¬alt¬n üçgen

Teorem 3.4.2: Alt¬n üçgen tan¬m¬na uyan geni̧s aç¬l¬bir tek üçgen vard¬r ve bu

üçgenin tepe aç¬s¬108� dir (Ya¼gc¬2005). (Şekil 3.5)

Şekil 3.5 Geni̧s aç¬l¬alt¬n üçgen

Teorem 3.4.3: Alt¬n üçgenlerin her ikisinde de uzun kenar¬n k¬sa kenara oran¬'

dir (Ya¼gc¬2005).

3.5 Fibonacci ve Lucas Dizileri

f1 = 1; f2 = 1 olmak üzere

fn = fn�1 + fn�2; n > 2
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ba¼g¬nt¬s¬kullan¬larak elde edilen diziye Fibonacci dizisi ve her n tamsay¬s¬na kaŗs¬l¬k

gelen de¼gere de Fibonacci say¬s¬denildi¼gini biliyoruz. Fibonacci say¬lar¬nda, ilk iki

say¬seçilmeden diziyi oluşturan elemanlar¬n bilinemeyece¼gi aç¬kt¬r. Bu iki başlang¬ç

say¬s¬n¬n özel bir yan¬olmad¬¼g¬ndan, başlang¬ç için başka de¼gerler de seçilebilir ve

ayn¬ba¼g¬nt¬y¬kullanarak tümüyle farkl¬bir say¬dizisi elde edilebilir. Frans¬z matem-

atikçi Edward Lucas, başlang¬ç saylar¬ için seçilebilecek ikinci en basit say¬lar¬n¬

seçerek

l1 = 1; l2 = 3

ve

ln = ln�1 + ln�2; n > 2 (3.2)

ba¼g¬nt¬s¬n¬kullanarak, Fibonacci dizisine benzer bir say¬dizisi elde etmi̧stir. Bir çok

araşt¬rmada da, bu iki say¬dizisi aras¬nda ilginç ba¼g¬nt¬lar¬n oldu¼gu kan¬tlanm¬̧st¬r .

Lucas dizisinde de her n tamsay¬s¬na kaŗs¬l¬k gelen de¼gere de Lucas say¬lar¬denir.

·Ilk Lucas say¬lar¬

1; 3; 4; 7; 11; 18; 29; :::

şeklindedir (Bolat 2008).

Bu iki say¬dizisi aras¬nda ki var olan bir ba¼g¬nt¬kullan¬larak Binet�s formülü elde

edilip, geometik bir yorum yap¬lacakt¬r.

Fibonacci ve Lucas dizileri aras¬ndaki ba¼g¬nt¬şu şekildedir:

2fn = fn�1 + ln�1 ve 2ln = 5fn�1 + ln�1 (3.3)

Bu ifadeleri matris formunda yazarsak0@ ln

fn

1A =
1

2

0@ 1 5

1 1

1A0@ ln�1

fn�1

1A =

0@ 1
2

5
2

1
2

1
2

1A0@ ln�1

fn�1

1A
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elde ederiz ve her ad¬mda (3:3) ba¼g¬nt¬s¬n¬kullanarak

0@ ln

fn

1A =

0@ 1
2

p
5
2

1
2
�
p
5
2

1A0@ l1

f1

1A =

0@ 1
2

5
2

1
2

1
2

1An�10@ 1

1

1A (3.4)

ifadesine ulaş¬r¬z.

0@ 1
2

5
2

1
2

1
2

1A matrisini köşegenleştirisek bu matrisin kuvvetini hesaplamak daha kolay

olacak. ������
1
2
� � 5

2

1
2

1
2
� �

������ = 0 =) �2 � �� 1 = 0 (�)

(�) denklemi, bu matrisin karekteristik denklemidir ve bu denklemin kökleri olan

karekteristik de¼gerler ise,

'1 =
1 +

p
5

2
ve '2 =

1�
p
5

2

dir. Eigen vektörler ise,0@ 1
2

5
2

1
2

1
2

1A0@ x

y

1A = 'i

0@ x

y

1A ; i = 1; 2

y = � 1p
5
x olup

0@ 1

1p
5

1A ve

0@ 1

� 1p
5

1A dir.

Bu iki vektörü bir matrisin sütunlar¬na yerleştirip, oluşan matrisin tersini al¬rsak,

0@ 1 1

1p
5
� 1p

5

1A�1

=

0@ 1
2

p
5
2

1
2
�
p
5
2

1A
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elde ederiz. O halde0@ 1
2

5
2

1
2

1
2

1A =

0@ 1 1

1p
5
� 1p

5

1A0@ '1 0

0 '2

1A0@ 1
2

p
5
2

1
2
�
p
5
2

1A
yazabiliriz. Dolay¬s¬yla

0@ 1
2

p
5
2

1
2
�
p
5
2

1An�1

=

0@ 1 1

1p
5
� 1p

5

1A0@ 'n�11 0

0 'n�12

1A0@ 1
2

p
5
2

1
2
�
p
5
2

1A
dir. Bu ifadeyi (3:4) de yerine yerleştirirsek

0@ ln

fn

1A =

0@ 1 1

1p
5
� 1p

5

1A0@ 'n�11 0

0 'n�12

1A0@ 1
2

p
5
2

1
2
�
p
5
2

1A0@ 1

1

1A
Sonucuna ulaş¬r¬z. Sa¼g tarafta gerekli i̧slemler ve sadeleştirmeler yap¬l¬rsa aşa¼g¬daki

sonuçlar¬elde ederiz:

fn =
1p
5
('n1 � 'n2 )

ln = 'n1 + 'n2

Bu formüllerin bir sonucu olarak

ln +
p
5fn

2
= 'n1 ve

ln �
p
5fn

2
= 'n2

Ayr¬ca,

l2n � 5f 2n = 4'n1'n2 = 4('1'2)n = 4(�1)n

l2n � 5f 2n = 4(�1)n
(3:5)

eşitli¼gi de sa¼glan¬r (Lewis ?).

3.6 Fibonacci ve Lucas Dizilerinin Geometrik Bir Yorumu

Fibonacci ve Lucas dizilerinin terimleri, (3:5) ifadesinde n çift oldu¼gu zaman,

x2 � 5y2 = 4 hiperbolünün pozitif k¬sm¬üzerindeki tamsay¬noktalar¬n¬n koordi-
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nat fonksiyonlar¬ve n tek oldu¼gu zaman x2 � 5y2 = �4 hiperbolünün pozitif k¬sm¬

üzerindeki tamsay¬noktalar¬n¬n koordinat fonksiyonlar¬d¬r. Fakat, bu hiperboller

ortak bir asimptota sahiptirler. (Şekil 3.6)

Şekil 3.6 Fibonacci ve Lucas dizilerinin geometrik yorumu

aşa¼g¬daki matris ise,

24 1
2

5
2

1
2

1
2

35
yukar¬daki şekildeki her bir hiperbolün bir kolunu di¼gerine çevirir (Lewis ?)
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4. ALTIN ORAN VE D·IFERENS·IYEL GEOMETR·I

Bu bölüm, Mircea Crasmareanu ve Cristina-Elena Hretcanu taraf¬ndan 2008 y¬l¬nda

yay¬mlanan "Golden Di¤erential Geometry" adl¬makalenin aç¬lm¬̧s halidir.

4.1 Manifoldlar Üzerinde Alt¬n Yap¬lar

Tan¬m 4.1.1: M , C1 reel bir manifold olsun. E¼ger (1; 1) tipindeki F tensör alan¬

aşa¼g¬daki cebirsel denklemini sa¼glar ve 8p 2 M için

F n�1(p); F n�2(p); :::; F (p); I lineer ba¼g¬ms¬zsa, F tensör alan¬na M manifoldu üz-

erinde bir polinom yap¬s¬denir.

Q(x) = xn + anx
n�1 + :::+ a2x+ a1I = 0

(Burada I, (1; 1) tipindeki tensör alanlar¬n¬n özdeşlik dönüşümü.) Q(x) polinomuna

da yap¬polinomu denir (Goldberg ve Yano 1970).

Aç¬klama 4.1.1: Q(x) = x2 + I yap¬polinomuna sahip (1; 1) tipindeki bir tensör

alan¬için hemen hemen kompleks yap¬y¬(J) elde ederiz. Yani; J2 = �I d¬r.

E¼ger bir manifoldun üzerinde hemen hemen complex yap¬mevcutsa, bu manifoldun

boyutu çifttir.

Q(x) = x2 � I yap¬polinomuna sahip (1; 1) tipindeki bir tensör alan¬için hemen

hemen çarp¬m yap¬y¬ (P), ve Q(x) = x2 yap¬ polinomuna sahip olan (1; 1)

tipindeki bir tensör alan¬için ise hemen hemen tanjant yap¬y¬(T) elde ederiz.

Dolay¬s¬yla P 2 = I ve T 2 = 0 d¬r.

Tan¬m 4.1.2: Aşa¼g¬daki denklemi sa¼glayan (1; 1) tipindeki bir � tensör alan¬na

M manifoldu üzerinde bir alt¬n yap¬denir.

�2 = �+ I (4.1)
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Bu yap¬lar¬n baz¬özeliklerine bakal¬m.

Önerme 4.1.1: M manifoldu üzerinde bir alt¬n yap¬aşa¼g¬daki gibi üslü kuvvetlere

sahiptir.

�n = fn� + fn�1I (4.2)

Burada ( fn)n Fibonacci dizisidir.

Fibonacci dizisini genel terimi olan

fn =
'n � (1� ')np

5
(4.3)

Binet�s formülünü (4:2) denkleminde yerine yerleştirirsek,

�n =
'n � (1� ')np

5
� +

'n�1 � (1� ')n�1p
5

I (4.4)

eşitli¼gini elde ederiz.

Önerme 4.1.2:

(i) Bir � alt¬n yap¬s¬n¬n eigen de¼gerleri alt¬n oran ' ve 1� ' dir.

(ii) � alt¬n yap¬s¬, 8x 2 M için M manifoldunun tanjant uzay¬üzerinde TxM bir

izomor�zimdir.

(iii) � alt¬n yap¬s¬n¬n tersi mevcuttur ve ��1 = b� olmak üzere
b�2 = �b� + I (4.5)

denklemini sa¼glar.
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·Ispat:

(i)

� : �(M)
lineer! �(M)

�(M) üzerinde � nin eigen de¼geri � ise 8X 2 �(M) için

�(X) = �X

dir. �; alt¬n yap¬oldu¼gundan

�2 = �+ I

eşitli¼gini sa¼glar.

=) �2(X) = �(X) + I(X)

=) �(�(X)) = �(X) +X; (�(X) = �X)

=) �(�X) = �X +X; (�; lineer)

=) ��(X) = �X +X; (�(X) = �X)

=) �(�X) = �X +X

=) �2X = (�+ 1)X

Bu eşitlik 8X 2 �(M) için do¼gru oldu¼gundan

�2 = �+ 1

eşitli¼gini elde ederiz. Bu denklemin kökleride

�1 =
1 +

p
5

2
= ' ve �2 =

1�
p
5

2
= 1� '

dir. �1 = ' ve �2 = 1� ' de¼gerleri de � alt¬n yap¬s¬n¬n eigen de¼gerleridir.
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(ii)

� : �(M)
lineer! �(M)

� alt¬n yap¬s¬n¬n bir izomor�zm oldu¼gunu göstermek için � lineer oldu¼gundan bire-

bir ve örten oldu¼gunu göstermeliyiz. E¼ger bir lineer dönüşümün çekirde¼gi
n!
0
o
ise

bu lineer dönüşüm bire-birdir. Dolay¬s¬yla � nin çekirde¼gine bakal¬m.

çek� =
n
X 2 �(M) j �(X) =

!
0
o

ve

�2 = �+ I oldu¼gundan

=) �(�(X) = �(X) + I(X); (�(X) =
!
0)

=) �(
!
0) =

!
0 +X; (� lineer oldu¼gundan �(

!
0) =

!
0)

=)
!
0 =

!
0 +X

=) X =
!
0

=) çek� =
n!
0
o

=) � bire-birdir.

Şimdi örtenli¼gine bakal¬m.

boy�(M) = rank� + boy(çek�); (çek� =
n!
0
o
oldu¼gundan boy(çek�) = 0 d¬r.)

=) boy�(M) = boy�(�(M))

=) �(M) = �(�(M))

=) �; örtendir
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(iii)

� izomor�zm oldu¼gundan bire-bir ve örtendir. Dolay¬s¬yla � nin tersi mevcuttur.

�2 = �+ I (Her iki tarafa sa¼gdan ��1 ni i̧sleme sokarsak)

=) �2��1 = ���1 + I��1

=) �(���1) = I + ��1

=) �I = I + ��1

=) � = I + ��1

=) ��1 = �� I; (Her iki tarafa tekrar sa¼gdan ��1 ni i̧sleme sokarsak)

=) ��1��1 = ���1 � I��1

=) (��1)2 = I � ��1; (��1 =
^

�)

=) b�2 = �b� + I

Aç¬klama 4.1.2: Alt¬n yap¬lar ikililer şeklinde yer al¬r. Yani ; � bir alt¬n yap¬isee� = I � � de alt¬n yap¬d¬r.

(I � �)2 = (I � �) � (I � �)

= (I � �� � + �2); (�2 = �+ I)

= (I � 2� + � + I)

= (I � �) + I

O halde

(I � �)2 = (I � �) + I

olup, bir alt¬n yap¬d¬r.

Benzer durum hemen hemen tanjant yap¬(T ve� T ) ; hemen hemen kompleks yap¬

(J ve� J) ve hemen hemen çarp¬m yap¬s¬(P ve� P ) için de geçerlidir. Yani, s¬ras¬

ile
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e¼ger T bir hemen hemen tanjant yap¬ise, (�T ) de bir hemen hemen tanjant yap¬d¬r.

J bir hemen hemen kompleks yap¬ise, (�J) de bir hemen hemen kompleks

yap¬d¬r.

P bir hemen hemen çarp¬m yap¬ise, (�P ) de bir hemen hemen çarp¬m yap¬d¬r.

Şimdi alt¬n yap¬ve hemen hemen çarp¬m yap¬s¬aras¬nda ili̧skiye bakal¬m.

Teorem 4.1.1: Bir P hemen hemen çarp¬m yap¬s¬ndan aşa¼g¬daki gibi bir alt¬n yap¬

elde ederiz.

� =
1

2
(I +

p
5P ) (4.6)

Kaŗs¬t olarak herhangi bir � alt¬n yap¬s¬ bir hemen hemen çarp¬m yap¬s¬ üretir.

Yani,

P =
1p
5
(2�� I) (4.7)

·Ispat:

�2 = �+ I

eşitli¼gi sa¼glan¬yor mu buna bakmal¬y¬z.

�2 = (� � �)

=
1

4

h
(I +

p
5P ) � (I +

p
5P )

i
=

1

4
(I +

p
5P +

p
5P + 5P 2); (P 2 = I)

=
1

4
(I + 2

p
5P + 5I)

=
1

2
(3I +

p
5P ) =

1

2
(I +

p
5P ) + I

= �+ I

O halde �2 = �+ I dir. Dolay¬s¬yla � bir alt¬n yap¬d¬r.

Şimdi de
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P 2 = I

oluyor mu buna bakaca¼g¬z.

P 2 = P � P

=
1

5
[(2�� I) � (2�� I)]

=
1

5
(4�2 � 2�� 2� + I); (�2 = �+ I)

=
1

5
(4� + 4I � 4� + I)

= I

O halde P 2 = I dir.

(4:6) ifadesinden esinlenerek baz¬yap¬lar tan¬mlayal¬m:

(i) M manifoldu üzerinde bir hemen hemen tanjant yap¬T olsun. O zaman

�t =
1

2
(I +

p
5T ) (4.8)

ifadesi (M;T ) hemen hemen tanjant manifoldu üzerinde bir tanjant alt¬n yap¬d¬r.

�t Tanjant alt¬n yap¬s¬,

�2t � �t +
1

4
I = 0 (4.9)

denklemini sa¼glar. Reel say¬larda bu denklemi düşünürsek, x2� x+ 1
4
= 0 d¬r ve bu

denklemin kökü 't =
1
2
say¬s¬da tanjant reel alt¬n orand¬r.

(ii) (M;J) bir hemen hemen kompleks manifold olsun.

�c =
1

2
(I +

p
5J) (4.10)

şeklinde tan¬mlanan �c tensör alan¬na (M;J) hemen hemen kompleks manifoldu
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üzerinde kompleks alt¬n yap¬denir. �c; kompleks alt¬n yap¬s¬

�2c � �c +
3

2
I = 0 (4.11)

denklemini sa¼glar. M = R2 al¬rsak x2 � x+ 3
2
= 0 olur. Bu deklemin kökleri ise,

x1 =
1

2
+
1

2

p
5i ve x2 =

�
x1 =

1

2
� 1
2

p
5i

dir.

Tan¬m 4.1.3:

'c =
1

2
+
1

2

p
5i

kompleks say¬s¬na kompleks alt¬n oran denir.

Aç¬klama 4.1.4: Bu say¬trigonometrik ifade içerir.

'c =

r
3

2
(
1p
6
+

r
5

6
i)

Tan¬m 4.1.4:

'uc = (
1p
6
+

r
5

6
i)

kompleks say¬s¬na birim kompleks alt¬n oran denilecek. 'uc nin sa¼glad¬¼g¬denklem

x2 �
p
6
3
x+ 1 = 0 d¬r. 'c ye kaŗs¬l¬k gelen matris0@ 1

2
�
p
5
2

p
5
2

1
2

1A
d¬r. Bu matrisin köşegenleştirilmi̧s hali:0@ 1

2
1
2

� i
2

i
2

1A0@ 1+
p
5i

2
0

0 1�
p
5i

2

1A0@ 1 i

1 �i

1A
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Bu bölümün bir sonucu olarak, üçlü bir kavram elde ederiz:

HARMON _I

.
Tanjant

't=
1
2

#
Alt{n

'=1+
p
5

2

&
Kompleks

'c=
1
2+

1
2

p
5i

='t+i('�'t)

4.2 Alt¬n Yap¬lara Örnekler

Örnek 4.2.1: ( Cli¤ord Cebirleri )

Cli¤ord cebiri olarak bilinen bu cebir, verilen bir vektör uzay¬için skalar çarp¬m¬n bir

seçimiyle tek türlü tan¬ml¬d¬r. Bu cebir vektörler aras¬nda bir çarp¬m tan¬mlanarak

oluşturulur. Cli¤ord çarp¬m¬denilen bu çarp¬m lineer ve birleşimlidir.

x; y; z vektörler ve a; b; c skalarler ise,

1) (ax)(by + cz) = (ab)xy + (ac)xz (Lineer)

2) (xy)z = x(yz) (birleşme)

Cli¤ord çarp¬m¬skalar ve d¬̧s çarp¬m yard¬m¬yla tan¬mland¬¼g¬için iki vektör aras¬n-

daki d¬̧s çarp¬m¬n özeliklerine bakal¬m (Lounesto 2001).

4.2.1 ·Iki vektörün d¬̧s çarp¬m¬

V , sonlu boyutlu bir reel vektör uzay¬olsun. ·Iki vektör aras¬ndaki d¬̧s çarp¬m aşa¼g¬-

daki özeliklere sahiptir.

(i) 8v 2 V için v ^ v = 0

(ii) 8v1; v2 2 V için v1 ^ v2 = �v2 ^ v1
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(iii) 8a 2 R ve 8v1; v2 2 V için

(av1) ^ v2 = v1 ^ (av2) = a(v1 ^ v2)

(iv) 8v1; v2; v3 2 V için

(v1 + v2) ^ v3 = (v1 ^ v3) + (v2 ^ v3)

v3 ^ (v1 + v2) = (v3 ^ v1) + (v3 ^ v2)

(Hac¬saliho¼glu ve Ekmekçi 2003).

4.2.2 ·Iki vektörün cli¤ord çarp¬m¬

Rn nin herhangi x ve y vektörü için cli¤ord çarp¬m¬xy ile gösterilir ve

xy = hx; yi+ x ^ y (4.12)

olarak tan¬mlan¬r (Lounesto 2001).

8x; y 2 Rn için hx; yi = hy; xi ve x ^ y = �y ^ x oldu¼gundan

yx = hy; xi+ y ^ x = hy; xi � x ^ y (4.13)

elde ederiz. Bu durumda (4:12) ve (4:13) eşitliklerini taraf tarafa toplarsak,

xy + yx = 2hx; yi

olur.

Rn vektör uzay¬n¬n fe1; e2; ::: ; eng ortonormal baz¬,
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eiej = hei; eji| {z }
=0

+ ei ^ ej = ei ^ ej

ejei = hej; eii| {z }
=0

+ ej ^ ei = ej ^ ei = �ei ^ ej = �eiej

=) eiej = �ejei

eiei = hei; eii| {z }
=1

+ ei ^ ei| {z }
=0

= 1

O halde cli¤ord çarp¬m¬na göre Rn vektör uzay¬n¬n standart bazlar¬8<: e2i = eiei = 1; i = j

eiej + ejei = 0; i 6= j
(4.14)

ba¼g¬nt¬lar¬n¬sa¼glarlar.

Rn nin cli¤ord cebiri cl(Rn) şeklinde gösterilir.

O halde (4:14) ba¼g¬nt¬lar¬n¬kullanarak, �i = 1
2
(1 +

p
5ei) şeklinde tan¬mlanan ifade

aşa¼g¬daki özeliklere sahiptir.8<: �i = Alt¬n yap¬(�2i = �i + 1)

�i�j + �j�i = �i + �j � 1
2
; i 6= j

(4.15)

4.2.3 R2 nin Cli¤ord Cebiri

fe1; e2g ; R2 nin ortonormal bazlar¬olsun,

1 skalar

e1; e2 vekt�or

e1e2 bivekt�or

Yukar¬daki dört eleman R2 nin cl(R2) cli¤ord cebiri için f1; e1; e2; e1e2g baz eleman-
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lar¬n¬oluşturur. Yani cl(R2) de ki herhangi bir eleman¬; u0 skalar¬, eu = u1e1 + u2e2

vektörü ve bu = u12e1e2 bivektörünün lineer birleşimi olarak yazar¬z.

u = u0 + u1e1 + u2e2 + u12e1e2

cl(R2) cli¤ord cebiri f1; e1; e2; e1e2g baz elemanlar¬yla dört boyutlu bir reel vektör

uzay¬d¬r (Lounesto 2001).

4.2.4 cl(R2) nin matris cebiri olarak ifade edilmesi

R2 vektör uzay¬nda ortonormal baz vektörleri e1 ve e2;

1 w

0@ 1 0

0 1

1A = I; e1 w

0@ 1 0

0 �1

1A ; e2 w

0@ 0 1

1 0

1A
ve e1e2 bivektörü

e1e2 w

0@ 0 1

�1 0

1A (1)

matrisleri ile ifade edilir (Lounesto 2001).

Böylece,8>>>>>><>>>>>>:
(i) �1 =

1
2
(I2 +

p
5e1) =

0@ 1+
p
5

2
0

0 1�
p
5

2

1A =

0@ ' 0

0 1� '

1A
(ii) �2 =

1
2
(I2 +

p
5e2) =

1
2

0@ 1
p
5

p
5 1

1A (4.16)

ifadelerini elde ederiz.

Örnek 4.2.2: (2D Alt¬n matrisler)

� 2 Rnn olmak üzere �2 = � + I şart¬n¬sa¼glayan matrislere Alt¬n matris denir.
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n = 2 için (4:1) ifadesini çözersek Alt¬n yap¬lar¬n iki paremetreli ailesini elde ederiz.

Yani, � 2 R22 olmak üzere

� =

0@ a c

b d

1A ; a; b; c; d 2 R

dir ve (4:1) ifadesini çözdü¼gümüzde de

�2 = �� (F)

=

0@ a c

b d

1A0@ a c

b d

1A
=

0@ a2 + bc ac+ dc

ab+ bd cb+ d2

1A

� + I =

0@ a c

b d

1A+
0@ 1 0

0 1

1A (FF)

=

0@ a+ 1 c

b d+ 1

1A
(F) ve (FF) ifadeleri eşit oldu¼gundan

0@ a2 + bc ac+ dc

ab+ bd cb+ d2

1A =

0@ a+ 1 c

b d+ 1

1A
=)

a2 + bc = a+ 1 ab+ bd = b

ac+ dc = c cb+ d2 = d+ 1

=) a+ d = 1 ve c = �1
b
(a2 � a� 1) dir.

=) �a;b =

0@ a �1
b
(a2 � a� 1)

b 1� a

1A ; a 2 R; b 2 R� (4.17)

elde ederiz. O halde n = 2 için Alt¬n matrisler (4:17) format¬ndad¬r.
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Ayr¬ca, (4:16)(i) den �1 ve I2��1 matrisleri (4:17) format¬nda olmad¬¼g¬halde ikiside

alt¬n matrisdir. Çünkü,

�21 = �1�1

=

0@ ' 0

0 1� '

1A0@ ' 0

0 1� '

1A
=

0@ '2 0

0 (1� ')2

1A
=

0@ '+ 1 0

0 1� 2'+ '+ 1

1A
=

0@ '+ 1 0

0 2� '

1A =

0@ ' 0

0 1� '

1A
| {z }

=�1

+

0@ 1 0

0 1

1A
| {z }

=I2

=) �21 = �1 + I2

dir. Benzer şekilde (I2 � �1)2 = (I2 � �1) + I2 oldu¼gu gösterilebilir.

�2 = � 1
2
;
p
5
2

iken

�';b =

0@ ' 0

b 1� '

1A
matrisi �1 matrisi gibi aynen esas köşegen üzerinde x2�x�1 = 0 denkleminin kökleri

olan ' ve 1� ' bulunmaktad¬r. O zaman �1 = lim
b!o
�';b şeklinde düşünebiliriz.

(4:17) ifadesine geri dönersek, belirtelim ki:

(i) �a;b matrisinin determinant¬a ve b paremetrelerinden ba¼g¬ms¬zd¬r, yani, (�1)

dir. �cos t;sin t matrisinin O�(2) = fS 2 O(2) j detS = �1g ye ait olup olmad¬¼g¬n¬

incelerken şunu elde ediyoruz:

�cos t;sin t =

0@ cos t sin t+ cot t

sin t 1� cos t

1A ; t 2 Rn fk� j k 2 Zg (4.18)
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şeklinde olup, det�cos t;sin t = �1 dir. Fakat �cos t;sin t matrisi incelendi¼ginde ortogonal

bir matris de¼gildir. Yani �cos t;sin t =2 O(2) dir. Dolay¬s¬yla �cos t;sin t =2 O�(2) dir.

(4:18) den şu örnek ortaya ç¬k¬yor

�0;1 =

0@ 0 1

1 1

1A

(ii) �a;b matrisinin izi a ve b paremetrelerinden ba¼g¬ms¬zd¬r, yani, (+1) dir.

�cos t;sin t =2 O�(2) dair yeni bir sebeb de �cos t;sin t matrisinin izi (+1) olmas¬d¬r.

Çünkü O�(2) ye ait elemanlar¬n izine bak¬ld¬¼g¬nda

A 2 O�(2) olsun. O halde detA = �1 ve A 2 O(2); (A 2 O(2)() AT = A�1 )

A =

0@ a b

c d

1A ve A�1 =
1

ad� bc

0@ d �b

�c a

1A
=) A�1 =

1

ad� bc| {z }
=�1

0@ d �b

�c a

1A ; (detA = �1 )

=) A�1 = �

0@ d �b

�c a

1A =

0@ �d b

c �a

1A
AT = A�1 özeli¼gini kullan¬rsak,

=)

0@ a c

b d

1A =

0@ �d b

c �a

1A
=) a = �d ve c = b =) A =

0@ �d b

b d

1A 2 O�(2)

=) izA = �d+ d = 0

oldu¼gu görülür. (Tr�ka;b)k�0 izlerinin dizisi 2; 1; 3; 4; 7; ::: şeklinde olup, Fibonacci

dizisi elde edilir.

(iii) x2� x� 1 = 0 denkleminin kökleri ' ve 1�' olup, toplamlar¬(+1) dir. Bunu
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(4:17) ifadesi üzerinde do¼grulayarak, şuna var¬yoruz:

I2 � �a;b = �1�a;b yani

�a;b + �1�a;b = I2

dir. Belirtelim ki, aşa¼g¬daki genel kuadratik denklem

L(x) = x2 + �x+ �

�a;b =

0@ a �1
b
L(a)

b ��� a

1A a 2 R; b 2 R�

matrisini çözüm kabul eder.

Örnek 4.2.3: (Alt¬n yans¬malar)

Bir E Öklid uzay¬nda bir H hiperdüzlemine göre yans¬ma H hiperdüzlemini sabit

b¬rakan, H ya dik herbir v 2 E n f0g vektörünü �v vektörüne dönüştüren ve

rv = x 2 E ! rv(x) = x� 2hx; vihv; vi v

formülüne sahip olan ortogonal bir dönüşümdür (Processi 2007).

r2v = IE; (IE = E üzerinde özdeşlik dönüşümü) Böylece, v vektörüne göre Alt¬n

yans¬may¬

�v =
1

2
(IE +

p
5rv)

olarak tan¬mlayabiliriz. Yani, �2v = �v + IE dir. Ayr¬ca, v vektörü �v nin 1 � '

eigen de¼gerine kaŗs¬l¬k gelen eigen vektörüdür.

Lemma 4.2.1: X ortogonal bir dönüşüm ve v de bir vektör ise

XrvX
�1 = rX(v)
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dir (Processi 2007).

Bu lemmada rv yi �v cinsinden rX(v) yi de �X(v) cinsinden yazarsak,

X�vX
�1 = �X(v)

ifadesini elde ederiz. �v lineer dönüşümünün aç¬k bir ifadesi:

�v(x) = 'x�
p
5hx; vi
hv; vi v

şeklindedir.

Örnek 4.2.4: (Alt¬n yap¬larla ilgili olarak üçlü yap¬lar)

F ve P , M manifoldu üzerinde (1; 1) tipinde tensör alanlar¬ olsunlar.

(F; P; J = P � F ) üçlü ile aşa¼g¬daki dört yap¬y¬oluşturabiliriz.

(1) F 2 = P 2 = I ve P � F � F � P = 0 ise J2 = I

(2) F 2 = P 2 = I ve P � F + F � P = 0 ise J2 = �I

(3) F 2 = P 2 = �I ve P � F � F � P = 0 ise J2 = I

(4) F 2 = P 2 = �I ve P � F + F � P = 0 ise J2 = �I

s¬ras¬yla bu yap¬lara, hemen hemen hyperproduct (ahp), hemen hemen biprod-

uct complex (abpc), hemen hemen product bicomplex (apbc) ve hemen

hemen hypercomplex (ahc) denir.

(4:6) ifadesinden yola ç¬karak

�F =
1

2
(I +

p
5F ); �P =

1

2
(I +

p
5P ); �J =

1

2
(I +

p
5J)

63



şeklinde olup, bu yap¬lar ars¬ndaki ba¼g¬nt¬

p
5�J = 2�P�F � �P � �F + 'I

d¬r ve (�F ;�P ;�J) üçlüsüsünü göz önüne al¬rsak

(1) (F; P; J = P � F ) üçlüsü bir hemen hemen hyperproduct (ahp) () �F ; �P

Alt¬n yap¬ve �P�F = �F�P ise �J Alt¬n yap¬

(2) (F; P; J = P �F ) üçlüsü bir hemen hemen biproduct kompleks (abpc)() �F ;

�P Alt¬n yap¬ve 4(�P�F + �F�P ) = 2(�P + �F )� I ise �J kompleks alt¬n yap¬

(3) (F; P; J = P � F ) üçlüsü bir hemen hemen product bicomplex (apbc) () �F ;

�P kompleks alt¬n yap¬ve �P�F = �F�P ise �J Alt¬n yap¬

(4) (F; P; J = P � F ) üçlüsü bir hemen hemen hypercomplex (ahc) () �F ; �P

kompleks alt¬n yap¬ve 4(�P�F + �F�P ) = 2(�P + �F ) � I ise �J kompleks alt¬n

yap¬

Örnek 4.2.5: M = R41 üzerinde � = 1
2
(1+

p
5
!
s ); (

!
s
2
= �1) ifadesi bir kuaterniyon

kompleks alt¬n yap¬d¬r.

·Ispat:

�2 = �� 3
2
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eşitli¼gi sa¼glan¬yor mu? Buna bakal¬m.

�2 =
1

4
(1 +

p
5
!
s )(1 +

p
5
!
s )

=
1

4
(1 +

p
5
!
s +

p
5
!
s � 5)

=
1

4
(�4 + 2

p
5
!
s )

= (
1

2
(1 +

p
5
!
s ))| {z }

=�

� 3
2

=) �2 = �� 3
2

Örnek 4.2.6: M = R4 üzerinde � = 1
2
(1 +

p
5
!
s ); (

!
s
2
= 1) ifadesi bir split

kuaterniyon alt¬n yapid¬r.

·Ispat:

�2 = �+ 1

eşitli¼gi sa¼glan¬yor mu? Buna bakal¬m.

�2 =
1

4
(1 +

p
5
!
s )(1 +

p
5
!
s )

=
1

4
(1 +

p
5
!
s +

p
5
!
s + 5)

=
1

4
(6 + 2

p
5
!
s )

= (
1

2
(1 +

p
5
!
s ))| {z }

=�

+ 1

=) �2 = �+ 1

4.3 Alt¬n Yap¬lar Olarak Konneksiyonlar

4.3.1 Asli lif demetlerinde konneksiyonlar

P (M;G) bir asli lif demeti olsun. V =çek�� (� : P ! M lif projeksiyonu) P

üzerindeki vertical da¼g¬l¬m ve H da V nin tümleyen da¼g¬l¬m¬, yani TP = V � H
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ve H; G-invariant. O halde v ve h s¬ras¬yla V ve H a kaŗs¬l¬k gelen projeksiyonlar¬

göstermek üzere

F = v � h

(1; 1) tipindeki tensör alan¬P üstünde bir hemen hemen çarp¬m yap¬s¬d¬r. P asli lif

demeti üzerindeki bu F hemen hemen çarp¬m yap¬s¬bir konneksiyona kaŗs¬l¬k gelir

() aşa¼g¬daki şartlar sa¼glan¬rsa

(1) F (X) = X () X 2 V

(2) dRa � Fu = Fua � dRa; 8a 2 G ve u 2 P

(4:6) ifadesi göz önüne al¬narak, şunu elde ederiz:

Önerme 4.3.1: P; asli lif demeti üzerindeki bir � alt¬n yap¬s¬bir konneksiyon ifade

eder () aşa¼g¬daki şartlar sa¼glan¬rsa

(10) X 2 �(P ) (= P üzerindeki vektör alanlar¬n¬n Lie cebiri) � Alt¬n yap¬s¬n¬n '

eigen de¼gerine kaŗs¬l¬k gelen eigen vektörü () X vertical vektör alan¬

� =
1

2
(I +

p
5F ) =) F =

1p
5
(2�� I)

F (X) = X , 1p
5
(2�� I)(X) = X

, 2�(X)�X =
p
5X

, �(X) = 1
2
(
p
5X +X)

, �(X) = 1
2
(1 +

p
5)(X)

, �(X) = 'X

(20) dRa � �u = �ua� dRa; 8a 2 G ve u 2 P; ( I = �(P ) üzerindeki özdeşlik)

w 2 
(P; g); H n¬n e¼grilik konneksiyon 1�formu olsun. Burada g; G Lie grubunun
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Lie cebiridir. w n¬n e¼grilik formu:

8X; Y 2 �h(M) için 
(X; Y ) = dw(h(X); h(Y )) = �w([X; Y ])

dir. 8X; Y 2 �(M) için F hemen hemen çarp¬m yap¬s¬n¬n Nijenhuis tensörü

NF (X; Y ) = F 2([X; Y ]) + [F (X); F (Y )]� F ([F (X); Y ])� F ([X;F (Y )]); (F 2 = I)

= [X; Y ] + [F (X); F (Y )]� F ([F (X); Y ])� F ([X;F (Y )])

dir. F = v � h idi. O halde 8X; Y 2 �h(M) için F (X) = v(X)� h(X) = �h(X) =

�X olup,

NF (X; Y ) = [X; Y ] + [X; Y ] + F ([X;Y ]) + F ([X; Y ])

NF (X; Y ) = 2[X; Y ] + 2F ([X; Y ])

w(NF (X;Y )) = 2w([X; Y ]) + 2w(F [X; Y ])

(w � F = w(v � h) = w � v � w � h| {z }
=0

= w � v = w)

w(NF (X; Y )) = 2w([X; Y ]) + 2w([X; Y ])

�1
4
w(NF (X; Y )) = �(w([X; Y ]) )

dir. O halde 
(X; Y ) = �1
4
w(NF (X;Y )) olur. Ayr¬ca,

NF (X; Y ) = F 2([X; Y ]) + [F (X); F (Y )]� F ([F (X); Y ])� F ([X;F (Y )])

= [X; Y ] + [F (X); F (Y )]� F ([F (X); Y ])� F ([X;F (Y )]); 8X; Y 2 �(M)

ve � = 1
2
(I +

p
5F ) ve F = 1p

5
(2�� I) oldu¼gunu biliyoruz. O halde
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NF (X; Y ) = [X; Y ] +
1

5
[(2�� I)X; (2�� I)Y ]� 1

5
(2�� I)[(2�� I)X; Y ]

�1
5
(2�� I)[X; (2�� I)Y ]

= [X; Y ] +
2

5
[�(X); (2�� I)Y ]� 1

5
[X; (2�� I)Y ]� 2

5
(2�� I)[�(X); Y ]

+
1

5
(2�� I)[X; Y ]� 2

5
(2�� I)[X;�(Y )] +

1

5
(2�� I)[X; Y ]

= [X; Y ] +
4

5
[�(X);�(Y )]� 2

5
[�(X); Y ]� 2

5
[X;�(Y )] +

1

5
[X; Y ]

�4
5
�([�(X); Y ]) +

2

5
[�(X); Y ] +

2

5
�([X; Y ])� 1

5
[X; Y ]� 4

5
�([X;�(Y )])

+
2

5
[X;�(Y )] +

2

5
�([X; Y ])� 1

5
[X; Y ]

=
4

5
[X; Y ] +

4

5
�([X; Y ])| {z }

= 4
5
�2([X;Y ])

+
4

5
[�(X);�(Y )]� 4

5
�([�(X); Y ])� 4

5
�([X;�(Y )])

=
4

5
(�2([X;Y ]) + [�(X);�(Y )]� �([�(X); Y ])� �([X;�(Y )]))

=
4

5
N�(X; Y )

NF (X; Y ) =
4

5
N�(X; Y ) elde edilir. (4.19)

Dolay¬s¬yla,


(X; Y ) = �1
4
w(NF (X;Y ))

= �1
5
w(N�(X; Y ))

olur.

4.3.2 Tanjant demetlerde konneksiyonlar

Tan¬m 4.3.2.1: J; (1; 1) tipinde bir tensör alan¬olmak üzere e¼ger

imJ = çekJ
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ise, J ye M manifoldu üzerinde hemen hemen tanjant yap¬denir (Crasmareanu

2003).

Tan¬mdan da rahatça görülece¼gi gibi J2 = 0 d¬r ve imJ = V (M) dir (Crasmareanu

2003).

� : TM ! M; M manifoldunun tanjant demeti olsun. V (M) =çek��

(�� : TTM ! TM) şeklinde gösterilir ve V (M) ye M manifoldunun vertical

da¼g¬l¬m¬denir. M üzerinde (xi)1�i�n bir lokal koordinat sistemi olmak üzere TM

üzerindeki bir lokal koordinat sistemide (x; y) = (xi; yi)
1�i�n şeklindedir. TM de

(x; y) = (xi; yi)
1�i�n lokal koordinat sistemli bir atlas için, TM nin bir J tanjant

yap¬s¬

J =
@

@yi

 dxi yani

J(
@

@xi
) =

@

@yi
; J(

@

@yi
) = 0 dir.

Tan¬m 4.3.2.2: (1; 1) tipindeki bir tensör alan¬v : �(M)! �(M) olmak üzere8<: J � v = 0

v � J = J
(4.20)

şartlar¬sa¼glan¬yorsa v tensör alan¬na vertical projector denir.

(4:20)1 den imv � çekJ = V (M) ve (4:20)2 den de v jimJ= IV (M) elde ederiz, yani,

V (M) = imJ � imv dir. Sonuç olarak imv = V (M) ve v2 = v dir (Crasmareanu

2003)

Tan¬m 4.3.2.3: V (M) vertical da¼g¬l¬m¬n complementary da¼g¬l¬m¬na N; yani,

�(M) = N � V (M) (4.21)
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Normalization veya Horizontal da¼g¬l¬m veya lineer olmayan konneksiyon

denir.

v vertical projektörü C1(M)-lineer ve imv = V (M) oldu¼gundan aşa¼g¬daki önermeyi

söyleyebiliriz.

Önerme 4.3.2.1: Bir v vertical projectorü çekv = N(v) ba¼g¬nt¬s¬ sayesinde bir

non-lineer konneksiyon üretir.

Buradaki önemli bir aç¬klama şudur ki: en son önermenin terside do¼grudur. Yani,

e¼ger N non-lineer bir konneksiyon ise (4:21) ayr¬̧s¬m¬na göre hN ve vN horizontal ve

vertical projeksiyonlar¬olmak üzere aşa¼g¬daki önerme verilir.

Önerme 4.3.2.2: vN ; N(vN) = N olacak şekilde bir vertical projectordür.

·Ispat:

vN : �(M)! V (M) ve hN : �(M)! N

imvN = V (M) =çekJ oldu¼gundan (4:20)1 ifadesi sa¼glan¬r.

vN(V (M) ) = V (M) = imJ oldu¼gu içinde (4:20)2 sa¼glan¬r. Böylece (4:20) ifadesin-

deki iki şart sa¼gland¬¼g¬için vN bir projectordür ve çekvN = N(vN) = N dir.

Lineer olmayan konneksiyon = vertical projector özdeşleştirmesine göre lineer ol-

mayan konneksiyonun başka bir karakterizasyonu aşa¼g¬da verilmi̧stir.

Tan¬m 4.3.2.4: �; (1; 1) tipindeki bir tensör alan¬� : �(M)! �(M)8<: � � J = �J

J � � = J
(4.22)

şartlar¬n¬sa¼gl¬yorsa � tensör alan¬na hemen hemen çarp¬m tipinde lineer ol-

mayan konneksiyon denir.
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Önerme 4.3.2.3: E¼ger �; hemen hemen çarp¬m tipinde lineer olmayan konneksiyon

ise

(i) v� =
1
2
(I�(M) � �) bir vertical projectordür.

(ii) V (M); � tensör alan¬n¬n (�1) eigen de¼gerine kaŗs¬l¬k gelen eigen uzay¬d¬r.

(iii) N(v�); � tensör alan¬n¬n (+1) eigen de¼gerine kaŗs¬l¬k gelen eigen uzay¬d¬r.

·Ispat:

(i) J � v� = 1
2
(J � J � �) (4:19)2= 1

2
(J � J) = 0 ve

v� � J = 1
2
(J � � � J) (4:19)1= 1

2
(J + J) = J

O halde (4:20) deki iki şart sa¼gland¬¼g¬için v� bir vertical projectordür.

(ii) V (M) = im v� = fX 2 �(M) j �(X) = �Xg

v� =
1
2
(I�(M) � �) şeklinde tan¬ml¬. V (M) = fX 2 �(M)jv�(X) = Xg : O halde

v�(X) =
1

2
(I�(M)(X)� �(X))

X =
1

2
(X � �(X))

=) �(X) = �X

dir. Dolay¬s¬yla V (M) = im v� = fX 2 �(M) j �(X) = �Xg dir.

(iii) N(v�) = çekv� = fX 2 �(M) j �(X) = Xg

v� =
1
2
(I�(M) � �) şeklinde tan¬ml¬. O halde çekv� = fX 2 �(M) j v�(X) = 0g : O
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halde

v�(X) =
1

2
(I�(M)(X)� �(X))

0 =
1

2
(X � �(X))

=) �(X) = X

dir. Dolay¬s¬yla N(v�) = çekv� = fX 2 �(M) j �(X) = Xg dir.

Sonuç olarak, her v vertical projector � = I�(M) � 2v şeklinde bir hemen hemen

çarp¬m tipinde lineer olmayan konneksiyon oluşturur.

� = I�(M) � 2v ifadesi için

�2 = � � �

= (I�(M) � 2v) � (I�(M) � 2v)

= I�(M) � 2v � 2v + 4v2

= I�(M) � 4v + 4v

= I�(M)

oldu¼gundan �; tensör alan¬M manifoldu üzerinde bir hemen hemen çarp¬m yap¬s¬d¬r.

Bundan yola ç¬karak aşa¼g¬daki ifade elde edilir:

Önerme 4.3.2.4: v; vertical projectorü ile verilen M manifoldu üzerindeki bir N

lineer olmayan konneksiyonu bir alt¬n yap¬yla da tan¬mlanabilir

� = 'I�(M) �
p
5v

ve N;� nin ' eigen de¼gerine kaŗs¬l¬k gelen eigen uzay¬, V (M) de � nin (1�') eigen

de¼gerine kaŗs¬l¬k gelen eigen uzay¬d¬r.
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·Ispat:

� = I�(M) � 2v ve �; bir hemen hemen çarp¬m yap¬s¬oldu¼gundan (4:6) eşitli¼ginden

yola ç¬karak

� =
1

2
(I�(M) +

p
5�) eşitli¼gini kullanarak

� =
1p
5
(2�� I�(M)) elde ederiz.

·Ikinci eşitli¼gi � = I�(M) � 2v ifadesinde yerine yerleştirirsek

1p
5
(2�� I�(M)) = I�(M) � 2v

2�� I�(M) =
p
5I�(M) � 2

p
5v

2� = I�(M) +
p
5I�(M) � 2

p
5v

� = 'I�(M) �
p
5v

elde ederiz.

N =çekv = fX 2 �(M) j �(X) = 'Xg

� = 'I�(M)�
p
5v oldu¼gundan v = 1p

5
('I�(M)��) dir. N = fX 2 �(M)jv(X) = 0g.

O halde

v(X) =
1p
5
('I�(M)(X)� �(X))

0 =
1p
5
('X � �(X))

=) �(X) = 'X

dir. Dolay¬s¬yla N =çekv = fX 2 �(M) j �(X) = 'Xg dir.

V (M) = imv = fX 2 �(M) j �(X) = (1� ')Xg dir.

� = 'I�(M)�
p
5v oldu¼gundan v = 1p

5
('I�(M)��) dir. V (M) = fX 2 �(M) j v(X) = Xg.
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O halde

v(X) =
1p
5
('I�(M)(X)� �(X))

X =
1p
5
('X � �(X))

=) �(X) = (1� ')X

dir. Dolay¬s¬yla V (M) = imv = fX 2 �(M) j �(X) = (1� ')Xg dir

4.4 Alt¬n Yap¬lar¬n ·Integrallenmesi Ve Paralelizmi

�; Alt¬n yap¬s¬n¬n Nijenhuis tensörüne bakal¬m:

N�(X; Y ) = �
2[X; Y ] + [�X;�Y ]� �[�X; Y ]� �[X;�Y ]

dir. R ve S deM manifoldu üzerinde complemantary da¼g¬l¬m olsunlar, yani, 8x 2M

için

TxM = Rx � Sx

demet durumunda da

TM = R� S

şeklindedir. r ve s de s¬ras¬yla R ve S ye kaŗs¬l¬k gelen projeksiyonlar olmak üzere,8<: r2 = r s2 = s

rs = sr = 0 r + s = ITM

ba¼g¬nt¬lar¬vard¬r.

r� s = F olmak üzere F nin bir hemen hemen çarp¬m yap¬s¬oldu¼gunu biliyoruz. O

halde 8<: r + s = ITM

r � s = F
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oldu¼gundan r = 1
2
(ITM + F ) ve s = 1

2
(ITM � F ) dir.

� =
1

2
(ITM +

p
5F )

olmak üzere 8<: r = 1p
5
�� 1�'p

5
I

s = � 1p
5
� + 'p

5
I

d¬r.

Hat¬rlatma:

(i) E¼ger N� = 0 ise � alt¬n yap¬s¬integrallenebilirdir. (4:19) ifadesinden NF = 4
5
N�

oldu¼gunu biliyoruz. O halde � alt¬n yap¬s¬ integrallenebilir () F hemen hemen

çarp¬m yap¬s¬integrallenebilir

(ii) s[rX; rY ] = 0 ise M manifoldu üzerinde R da¼g¬l¬m¬integrallenebilir.

r[sX; sY ] = 0 ise M manifoldu üzerinde S da¼g¬l¬m¬integrallenebilir.

�r = r� =
1p
5
�2 � 1� 'p

5
�; (�2 = �+ I)

=
1p
5
� +

1p
5
I � 1� 'p

5
�

=
'p
5
� +

1p
5
I

= 'r

Benzer şekilde �s = s� = (1� ')s = '�1p
5
�� 1p

5
I d¬r. O halde

8<: �r = r� = 'r = 'p
5
� + 1p

5
I

�s = s� = (1� ')s = '�1p
5
�� 1p

5
I
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d¬r. Bu eşitliklerin yard¬m¬yla

N�(rX; rY ) = �2[rX; rY ] + [�rX;�rY ]� �[�rX; rY ]� �[rX;�rY ]

(�r = 'r)

= �2[rX; rY ] + '2[rX; rY ]� '�[rX; rY ]� '�[rX; rY ]

= �[rX; rY ] + [rX; rY ] + '[rX; rY ] + [rX; rY ]� 2'�[rX; rY ]

= (1� 2')�[rX; rY ] + (2 + ')[rX; rY ]
1

5
sN�(rX; rY ) =

(1� 2')
5

s�[rX; rY ] +
(2 + ')

5
s[rX; rY ], (s� = (1� ')s)

=
(1� 2')

5
(1� ')s[rX; rY ] +

(2 + ')

5
s[rX; rY ]

= (
1� '� 2'+ 2'2 + 2 + '

5
)s[rX; rY ]

= s[rX; rY ]

=) 1

5
sN�(rX; rY ) = s[rX; rY ] elde ederiz.

Benzer bir ispatla r[sX; sY ] = 1
5
rN�(sX; sY ) elde edilir. O halde8<: 1

5
sN�(rX; rY ) = s[rX; rY ]

1
5
rN�(sX; sY ) = r[sX; sY ]

dir. Bu son ifadelerden yola ç¬karak aşa¼g¬daki önerme çok rahat görülür.

Önerme 4.4.1: (i) R integrallenebilir () sN�(rX; rY ) = 0

(ii) S integrallenebilir () rN�(sX; sY ) = 0

(iii) � integrallenebilir ise de hem R hemde S integrallenebilir.

4.4.1 Hemen hemen çarp¬m manifoldlar¬üzerinde uyarlanm¬̧s lineer kon-

neksiyonlar

D; (n + p) boyutlu bir M manifoldu üzerinde n�da¼g¬l¬m olsun. M manifoldu üz-
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erindeki bir lineer konneksiyon r�olmak üzere

r�
XU 2 �(D); 8X 2 �(TM); U 2 �(D)

ise r� lineer konneksiyonuna D ye uyarlanm¬̧s denir (Bejancu and Farran 2006).

D
0
; M manifoldu üzerinde D da¼g¬l¬m¬n¬n tümleyen bir p�da¼g¬l¬m¬olsun. O halde

TM = D�D0
d¬r. Q veQ

0
de s¬ras¬ylaD veD

0
ye kaŗs¬l¬k gelen projeksiyonlar olsun.

Dolay¬s¬yla Q�Q
0
= F şeklinde bir hemen hemen çarp¬m yap¬s¬oluşturabiliyoruz.

(M;D;D
0
) üçlüsüne de hemen hemen çarp¬m manifoldu denir.

Hemen hemen çarp¬m manifoldu üzerindeki bir lineer konneksiyona r�;uyarlanm¬̧s

lineer konneksiyon denir e¼ger r� hem D hemde D
0
ye göre uyarlanm¬̧s ise, yani,

r�
XQY 2 �(D)

r�
XQ

0
Y 2 �(D

0
) 8X; Y 2 �(TM)

·Ilk kez Schouten Van-Kampen ve Vranceanu taraf¬ndan tan¬t¬lan ve kendi isimleriyle

bilinen hemen hemen çarp¬mmanifoldlar¬üzerinde iki uyarlanm¬̧s lineer konneksiyon

vard¬r. Bu konneksiyonlar şu şekilde tan¬mlan¬r: M bir hemen hemen çarp¬m man-

ifoldu ve r; M üzerinde bir lineer konneksiyon olmak üzere 8X; Y 2 �(TM) için

(i) Schouten konneksiyonu
Sc

rXY = Q(rXQY ) +Q
0
(rXQ

0
Y )

(ii) Vranceanu konneksiyonu
V

rXY = Q(rQXQY ) +Q
0
(rQ0XQ

0
Y ) +Q[Q

0
X;QY ] +Q

0
[QX;Q

0
Y ]

d¬r (Bejancu ve Farran 2006).

M manifoldu üzerinde Q � Q
0
= F; F hemen hemen çarp¬m yap¬s¬e¼ger

�
r lineer
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konneksiyonuna göre kovaryant türevi s¬f¬ra eşit ise, yani,

(
�
rXF )Y =

�
rXFY � F

�
rXY = 0; 8X; Y 2 �(TM)

F hemen hemen çarp¬m yap¬s¬
�
r lineer konneksiyonuna göre paraleldir denir (Be-

jancu ve Farran 2006).

Önerme 4.4.1.1: r ve s projektorleriM manifoldu üzerindeki her r lineer konnek-

siyon için Schouten ve Vranceanu konneksiyonuna göre paraleldir ve � alt¬n yap¬s¬

da Schouten ve Vranceanu konneksiyonuna göre paraleldir.

·Ispat:

8X; Y 2 �(M) için

r projectorunün Schouten ve Vranceanu konneksiyonuna göre paralelli¼gi:

Sc

(rXr)Y =
Sc

rXrY � r(
Sc

rXY )

= r(rXr
2Y ) + s(rXs(rY )| {z }

=0

)� r [r(rXrY ) + s(rXsY )]

(r2 = r; rs = sr = 0)

= r((rXrY )� r2((rXrY ))

= r((rXrY )� r((rXrY ) = 0

V

(rXr)Y = (
V

rXrY )� r(
V

rXY )

= r(rrXr(rY )) + s(rsXs(rY )| {z }
=0

) + r[sX; r(rY )] + s[rX; s(rY )| {z }
=0

]

�r(r(rrXrY ) + s(rsXsY ) + r[sX; rY ] + s[rX; sY ])

= r(rrXrY ) + r[sX; r(rY )]� r(rrXrY )� r[sX; rY ] = 0

Benzer şekilde s projectorunün Schouten ve Vranceanu konneksiyonuna göre paralel-
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li¼gi gösterilebilir.

�; Alt¬n yap¬s¬n¬n Schouten ve Vranceanu konneksiyonuna göre paralelli¼gi:

Sc

(rX�)Y =
Sc

(rX�Y )� �(
Sc

rXY )

= r(rXr(�Y ) + s(rXs(�Y ))

��[(r(rXrY ) + s(rXsY )];

�
�r = r� = 'r

�s = s� = (1� ')s

�
= r(rX'(rY )) + s(rX(1� ')sY )� 'r(rXrY )� (1� ')s(rXsY )

= 'r(rX(rY )) + (1� ')s(rX(sY ))� 'r(rXrY )� (1� ')s(rXsY )

= 0

V

(rX�)Y =
V

(rX�Y )� �(
V

rXY )

= r(rrXr(�Y ) + s(rsXs(�Y )) + r[sX; r(�Y )] + s[rX; s(�Y )]

��r(rrXrY )� �s(rsXsY )� �r[sX; rY ]

��r[rX; sY ];
�

�r = r� = 'r

�s = s� = (1� ')s

�
= r(rrX'(rY )) + s(rsX(1� ')sY ) + r[sX; '(rY )] + s[rX; (1� ')sY ]

�'r(rrXrY )� (1� ')s(rsXsY )� 'r[sX; rY ]� (1� ')s[rX; sY ]

= 'r(rrXrY ) + (1� ')s(rsXsY ) + 'r[sX; rY ] + (1� ')s[rX; sY ]

�'r(rrXrY )� (1� ')s(rsXsY )� 'r[sX; rY ]� (1� ')s[rX; sY ]

= 0

D; M manifoldu üzerinde bir da¼g¬l¬m, e¼ger; X 2 �(M) ve Y 2 �(D) için

rXY 2 �(D) ise D da¼g¬l¬m¬na r lineer konneksiyonuna göre paraleldir denir.

Önerme 4.1.1.2: R ve S da¼g¬l¬mlar¬M manifoldu üzerindeki her r lineer konnek-

siyon için Schouten ve Vranceanu konneksiyonuna göre paraleldir.
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·Ispat:

X 2 �(M) ve Y 2 �(R)olsun. Y 2 �(R) =) s(Y ) = 0 ve r(Y ) = Y

Sc

rXY = r(rXrY ) + s(rXsY )

= r(rXY ) 2 R
V

rXY = r(rrXrY ) + s(rsXsY ) + r[sX; rY ] + s[rX; sY ]

= (r(rrXY ) + r[sX; Y ]) 2 R

X 2 �(M) ve Y 2 �(S) olsun. Y 2 �(S) =) r(Y ) = 0 ve s(Y ) = Y

Sc

rXY = r(rXrY ) + s(rXsY )

= s(rXY ) 2 S
V

rXY = r(rrXrY ) + s(rsXsY ) + r[sX; rY ] + s[rX; sY ]

= (s(rsXY ) + s[rX; Y ]) 2 S

4. 5. Alt¬n Riemannian Metrikleri

P; M manifoldu üzerinde hemen hemen çarp¬m yap¬s¬ve g de

g(P (X); P (Y )) = g(X; Y ) 8X; Y 2 �(M)

veya buna denk olarak P; bir g�simetrik endomor�zm

g(P (X); Y ) = g(X;P (Y ))

olacak şekildeM manifoldu üzerinde bir Riemann metri¼gi olmak üzere (g; P ) ikilisine

Riemannian hemen hemen çarp¬m yap¬s¬denir.

Önerme 4.5.1: P; bir g�simetrik endomor�zm , �; Alt¬n yap¬s¬da g�simetrik

endomor�zm.
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·Ispat:

():) g(P (X); Y ) = g(X;P (Y )) =) g(�(X); Y ) = g(X;�(Y )) (?)

� =
1

2
(I +

p
5P ) oldu¼gunu biliyoruz

=) P =
1p
5
(2�� I) d¬r.

g(P (X); Y ) = g(X;P (Y )) =) g(( 1p
5
(2�� I))(X); Y ) = g(X; ( 1p

5
(2�� I))(Y ))

=) 1p
5
[g(2�(X); Y )� g(X; Y )] = 1p

5
[g(X; 2�(Y ))� g(X; Y )]

=) 2g(�(X); Y ) = 2g(X;�(Y ))

=) g(�(X); Y ) = g(X;�(Y ))

((=:) g(�(X); Y ) = g(X;�(Y )) =) g(P (X ); Y ) = g(X;P (Y )) (?)

� =
1

2
(I +

p
5P )

g(�(X); Y ) = g(X;�(Y )) =) g((1
2
(I +

p
5P ))(X); Y ) = g(X; (1

2
(I +

p
5P ))(Y ))

=) 1
2

�
g(X; Y ) + g(

p
5P (X); Y )

�
= 1

2

�
g(X; Y ) + g(X;

p
5P (Y ))

�

=)
p
5g(P (X); Y ) =

p
5g(X;P (Y ))

=) g(P (X); Y ) = g(X;P (Y ))

Tan¬m 4.5.1: (Alt¬n Riemannian Manifoldu) g; M manifoldu üstünde

g(�(X); Y ) = g(X;�(Y )); 8X; Y 2 �(M)
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olacak şekilde bir Riemann metri¼gi ise (g;�) ikilisine Alt¬n Riemanian yap¬ve

(M; g;�) üçlüsüne de Alt¬n Riemannian manifoldu denir.

Önerme 4.5.1: Alt¬n Riemannian manifoldu üzerinde

(i) r; s projektörleri g�simetriktir. Yani,8<: g(r(X); Y ) = g(X; r(Y ))

g(s(X); Y ) = g(X; s(Y ))

dir.

(ii) R; S da¼g¬l¬mlar¬g�ortogonaldir.

g(r(X); s(Y )) = 0

(iii) Alt¬n yap¬, N��simetriktir.

N�(�(X); Y ) = N�(X;�(Y ))

·Ispat:

(i)

r =
1p
5
�� 1� 'p

5
I

ve

g(�(X); Y ) = g(X;�(Y ))

oldu¼gunu biliyoruz. O halde � =
p
5r + (1� ')I ve

g(�(X); Y ) = g(X;�(Y ))

82



oldu¼gundan

g((
p
5r + (1� ')I)(X); Y ) = g(X; (

p
5r + (1� ')I)(Y ))

g((
p
5r(X); Y ) + g((1� ')I(X); Y ) = g(X; (

p
5r(Y )) + g(X; (1� ')I(Y ))

p
5g(r(X); Y ) + (1� ')g(X; Y ) =

p
5g(X; r(Y )) + (1� ')g(X; Y )

g(r(X); Y ) = g(X; r(Y ))

olur. Ayr¬ca s = � 1p
5
� + 'p

5
I ve g(�(X); Y ) = g(X;�(Y )) oldu¼gunu biliyoruz.

Yukar¬dakine benzer şekilde g(s(X); Y ) = g(X; s(Y )) oldu¼gu gösterilebilir.

(ii) R ve S da¼g¬l¬mlar¬tümleyen da¼g¬l¬m oldu¼gundan

TxM = Rx � Sx

dir. M manifoldu üzerinde g metri¼gi koydu¼gumuz için (Rx)? = Sx ve (Sx)? = Rx

olur. Dolay¬s¬yla

g(r(X); s(Y )) = 0

d¬r.

(iii) � alt¬n yap¬s¬n¬n Nijenhuis tensörü

N�(X; Y ) = �
2([X; Y ]) + [�(X);�(Y )]� �([�(X); Y ])� �([X;�(Y )])

dir. O halde

N�(�(X); Y ) = �2([�(X ); Y ]) + [�2(X);�(Y )]� �([�2(X); Y ])� �([�(X);�(Y )])

= �([�(X ); Y ]) + [�(X ); Y ] + [�(X);�(Y )] + [X;�(Y )]

��([�(X); Y ])� �([X; Y ])� �([�(X);�(Y )])
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ve

N�(X;�(Y )) = �2([X;�(Y )]) + [�(X);�2(Y )]� �([�(X);�(Y )])� �([X;�2(Y )])

= �([X;�(Y )]) + [X;�(Y )] + [�(X);�(Y )] + [�(X ); Y ]

��([�(X);�(Y )])� �([X;�(Y )])� �([X;Y ])

dir. Dolay¬s¬yla N�(�(X); Y ) = N�(X;�(Y )) dir.
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