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SIMGELER DiZiNi

E M, F C* — manifoldlar

T,M p € M noktasindaki tanjant uzay

(E,m M, F) Lif demeti

s Projeksiyon

F, (E,m, M, F) lif demetinin = € M noktasindaki lifi

TM M manifoldunun tanjant manifoldu

V.E E nin z noktasindaki vertical uzayi

H.E E nin 2z noktasindaki horizontal uzay1

VE TE nin vertical altdemeti

HE T'E nin horizontal altdemeti

v Vertical projeksiyon

h Horizontal projeksiyon

X(E) E tizerinde tamimh C*° vektor alanlarimin modiilii

X' (E) E iizerinde tanimh C'™ vertical vektor alanlarinin modiilii
X"(E) E tizerinde tanimli C'*° horizontal vektor alanlarimin modiilii



P(M,G)

LM

Jn

¢ demetinin capraz kesitlerinin kiimesi

Lif demetinin capraz kesiti

Lie grubu

Asli 1if demeti

Lineer catilarin kiimesi

Altin oran

Altin yapi

Fibonacci dizisi

Lucas dizisi

Riemannian metrigi

Schouten konneksiyonu

Vranceanu konneksiyonu

Lie parantez operatorii
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1. GIRIS

Altin sayi, altin boliim veya altin ortalama olarak da bilinen altin oranin, insanlar
tarafindan ne zaman kegfedildigine ve kullanilmaya baglandigina dair kesin bir bilgi
mevcut olmamakla beraber, M.O. 3. yiizyilda Oklid’in "Elementler" isimli 13 ki-
taptan olusan ¢aligmalarindan 13. kitapta ilk kez ortaya atildigi diisiintilmektedir.
Oklid bu calismasinda bir dogruyu 0.6180339... noktasmndan bolmekten bahsetmis

ve bunu bir dogruyu ekstrem ve 6nemli oranda bolmek diye adlandirmigtir.

Bu oran pek ¢ok alanda karsimiza ¢ikmaktadir. Ornegin; insan bedeninin boyut-
larinda, mimaride, gorsel sanatlarda, uyumlu ses frekanslarindaki oranlarda ve frak-

tallarda karsilagsmaktayiz.

Son yillarda ise altin oran, fizik arastirmalarinda, matematiksel olasilik teorisinde,
Kantor uzay zamaninda, El Naschie’in alan teorisinde ve fraktal boyutlarda énemli

bir rol oynamaktadir.

Diferensiyel geometride Mircea Crasmareanu ve Cristina-Elena Hretcanu tarafindan
yazilan "Golden Differential Geometry" adli makalede diferensiyellenebilir manifold-
lar {izerinde Q(X) = X? — X — [ yap1 polinomuna sahip (1,1) tipindeki ® tensor
alani yardimiyla yeni bir polinom yapisi olan altin yap: tanimlanmis ve hemen hemen
carpim yapist kullanilarak diferensiyellenebilir bir manifold {izerinde altin yapinin

geometrisi incelenmigtir.

Bu calisma ise yukaridaki makalenin bir irdelenmesidir



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bolimde, ilerleyen boliimlerde sikga kullanacagimiz bazi temel tanim ve sembol-

leri tanitacagiz.

Tanim 2.1: (Oran) Aym tiirden iki seyin nicelik agisindan kargilagtirilmas: olarak

tanmimlayabiliriz. Ornegin dogru parcalariyla ilgileniyorsak, AB ve C'D gibi iki dogru

AB
cD?

a ve b ise § ile sembolize ederiz (Cakar 1992).

parcasinin oranini ya da bunlarin ayni birimle 6l¢iilmiis uzunluklari, sirasiyla,

2.1 Diferensiyellenebilir Manifoldlar

Tamim 2.1.1: (Topolojik manifold) M bir topolojik uzay olsun. M i¢in agagidaki
onermeler dogru ise M bir n-boyutlu topolojik manifold (veya kisaca topolojik

n-manifold) dur denir.

(i) M bir Hausdorff uzayidir.

(ii) M nin her bir agik alt climlesi E™ e veya E™ nin bir agik alt ciimlesine homeo-

morftur.

(iii) M sayilabilir ¢oklukta acik ctimlelerle ortiilebilir (Hacisalihoglu 2000).

Tanim 2.1.2: (Koordinat komsulugu = Harita) M bir n boyutlu topolojik
manifold ve U da M nin bir agik bir alt ciimlesi olsun. Eger U bir ¥ homeomorfizimi

ile E™ nin bir W alt ciimlesine eslenebiliyorsa:

homeomor fizim

V.U — W cCE™

(U, V) ikilisine M de bir koordinat komsulugu (harita) denir. p € U igin
U(p) € E™ dir ve ¥(p) = (x1(p), ..., zn(p)), wi(p) € R, 1 < i < n dir. Burada

2



z;(p) reel sayisina ¥(p) noktasimn i—yinci koordinat1 ve x; : U — R fonksiyonuna

da koordinat fonksiyonu denir. (Sekil 2.1)

k3 n
T ——WwWc E

= i
= U0

IR

Sekil 2.1 Koordinat Fonksiyonlar:

U fonksiyonu bir homeomorfizim oldugundan siireklidir ve dolayisiyla z; : U — R,

1 <1 < n fonksiyonlar1 da siireklidirler.

z1(p), ..., z,(p) reel sayilarma p € U noktasinin, (U, ¥) koordinat komsguluguna gore,
lokal koordinatlar: ve U iizerinde tammh olan (zy, ..., z,) reel degerli fonksiyon
n—lisine de (U, ¥) iizerinde ki lokal koordinat sistemi denir (Hacisalihoglu 2006).

Haritanin bir bagka tanimi da su sekilde yapilmaktadir:

Bos olmayan bir kiime M, M nin bos olmayan bir alt kiimesi U ve

v:U —R"”

bir doniigiim olsun. Eger

(1) ¥ bire-bir

(17) U(U), R™ de agik bir alt kiime



ise, (U, ) ikilisine, M igin bir n—boyutlu harita denir (Brickell ve Clark 1970).

Tanim 2.1.3: (Atlas) M bir n-boyutlu topolojik manifold ve M nin bir agik ortiisii
{U,} olsun. U, acik ciimlelerinin « indislerinin ctimlesi A olmak tizere {U,} ortiisii

icin {U,} a € A yazalim. E" de U, ya homeomorf olan bir agik climle E, ve

homeomor fizim
—

v, U, E,

olsun. Koordinat komsuluklarmin{(U,, ¥,)}, . 4 koleksiyonuna bir atlas (koordi-

acA

nat komsulugu sistemi) denir (Hacisalihoglu 2006).

Tanim 2.1.4: (Diferensiyellenebilir yap1) Bir topolojik n—manifold M ve M
nin bir atlast S = {(Ua, ¥a)},cq olsun. Eger S atlasi agagidaki 6zelige sahip ise S
ye C",r > 1, simfindandir denir. U, N Us # () olmak iizere Vo, 8 € A i¢in

Doy = Voo WUy : Ws(UyNUs) — Vo(Uy NUp)
ve

q)ga = \I’,g o ‘I’;l : \I’a(Ua N U,B) — \IIB(UQ N UB)

fonksiyonlar1 C" simifindandir. Eger S atlast M {izerinde C” sinifindan ise S ye M

tizerinde bir C" simifindan diferensiyellenebilir yap1 denir (Hacisalihoglu 2006).

Tanim 2.1.5: (Diferensiyellenebilir manifold) M bir n-boyutlu topolojik man-
ifold ve M nin S atlas1 C" smifindan olsun. O zaman M ye bir n-boyutlu difer-

ensiyellenebilir manifolddur denir (Hacisalihoglu 2006).
Tanim 2.1.6: (Diffeomorfizm)

Ayni boyutlu iki C'*° manifold M, N ve F' : M — N birebir ve ¢rten bir doniisiim

olsun. Eger:



i) F € C*(M, N)
ii) F~1 € C*(M, N)

ise, F' doniistimiine bir C* diffeomorfizm ve bu durumda M ile N manifoldlarina

da C* diffeomorfiktirler denir (Brickell ve Clark 1970).

Tanim 2.1.7: (M Diferensiyellenebilir manifoldunun tanjant vektorii) M

diferensiyellenebilir manifold ve bir noktas1 p € M olsun. Bir
X, : C*(M,R) - R

fonksiyonu, M {izerinde en az bir egrinin p noktasindaki tanjant vektorii ise X, ye

M nin p noktasinda ki bir tanjant vektorii denir (Hacisalihoglu 2000).

M tizerindeki tanjant vektorlerinin ctimlesi T, M ile gosterilir. 7, M, bir reel vektor
uzayidir. Bu T,M vektor uzayma, M nin p noktasinda ki tanjant uzayi denir

(Hacisalihoglu 2000).

p noktasinda bir harita (U, ¥ = (z;)), 1 < i < n ise T, M nin bir baz

é)| 1< <
amip. <1< n

kiimesidir. Bu baza 7,M nin dogal (veya koordinat) bazi denir (Brickell and
Clark 1970).

Tanmim 2.1.8: (Vektor alani) M bir manifold ve M de bir komguluk V' olsun. Bir
p € V noktasinda ki tanjant uzay 7,V olsun. V' nin biitiin p noktalar tizerindeki

tanjant uzaylariin birlesimi U T,V ile gosterilsin. Bir
peV

W:UTPVHV

peV



doniistimii V¢, € T,V tanjant vektorti icin

m(ty) =p
bi¢iminde tanimlansi. O zaman V' C M {izerinde ki bir vektdr alani operatorii

X:v-|Jnv

peV

bi¢iminde bir fonksiyondur, tyle ki
ToX=1:V->V

doniisiimii bir 6zdeglik fonksiyonudur. M {izerindeki vektor alanlarinin ciimlesini

X(M) ile gosterecegiz (Hacisalihoglu 2000).
Tanim 2.1.9: (Tiirev Doniisiimii)

m ve n boyutlu iki C*° manifold sirasiyla M, N ve F' : M — N bir diferensiyel-

lenebilir dontisiimii yardimiyla

F. : T,M — TpyN
X, — FJ(X,) : C®WN,R) — R

9 — [F(X)](9) =XplgoF]

bir F, doniisiimii tanimlayalim. Bu F, doniisiimiine F' doniisiimiiniin bir p € M

noktasindaki tiirev doniistimii denir (Hacisalihoglu 2000).

Tamim 2.1.10: (Cok lineer doniisiimler) Vi, V5, ..., V, ve W uzaylar aym K
cismi tizerinde tanimli birer vektor uzay: ve kartezyen carpimlari da Vj x Vo x...xV,
olsun. Bir

L:VixVoax .. xV,—-W

doniisiimii i¢in agagida ki 6zelik varsa bu doniisiime i—yinci yere gore lineerdir



denir.

a1 € ‘/1,&2 € ‘/2, QG € ‘/Z'_l,ﬁ,,u < V;,Oéi_H € ‘/i-i-la vy Oy € Vn ve ‘v’a,b e K 1§1n

L(oy, g, .y a1, a8 + bty gy, oy ) = al(an, ag, .o, 1, €, iy, ., Q)

+bL(Oél, Ay ey Oy 1, by i1y ..., Oén)

Vi = 1,2,...,n icin bu ozellik saglaniyorsa L fonksiyonuna n — lineer doniisiim

denir (Hacisalihoglu 2006).

L:VyxVyx..xV, — W geklindeki biitiin n — lineer doniisiimlerinin ciimlesini

LV, Va, ..., Vs W) ile gosterelim.
ﬁ%ﬂ%ﬂnﬂﬂzﬁﬂu%x%xmx%m@wW?
n — lineer doniisiimlerinin ciimlesi bir vektor uzayi olup,
boyL(V1, Va, ..., Vs W) = boyVi - boyVs - ... - boyV,, - boyW

dir (Hacisalihoglu 2006).

Tanim 2.1.11: (Riemann metrigi) M bir manifold olsun. Eger M {izerinde bir

p € M noktasi igin

g : M — L(T,M,T,M;R)
p — gL ,MxT,M—R

seklinde simetrik, pozitif tanimli bir lineer form tanimlanmis ise g ye M de Riemann

metrigi denir (Hacisalihoglu 2006).

Tanmim 2.1.12: (Riemann manifoldu) Bir M manifoldu iizerinde bir g Riemann
metrigi tanimlanmig ise bu (M, g) ikilisine bir Riemann manifoldu denir (Hacisal-

ihoglu 2006).



Tanim 2.1.13 : (Vektodr uzay: iizerinde tensor) Bir reel vektor uzayr V ve V

nin dual uzay1 V* olsun.

T:l/x...xvjxl/*x...xVi—ﬂR

r—tane s—tane

seklinde herbir (r+ s)—lineer doniigiimiine V' iizerinde r. dereceden kovaryant ve
s. dereceden kontravaryant tensor (veya kisaca (s,r) tipinden bir tensor)

denir (Okubo 1987).

Bir vektor uzay: iizerinde taniml (s,7) tipinden tensorlerin kiimesi 77 (V) ile gos-
terilir. T7(V), R {izerinde bir vektor uzay1 olup, boyV = n ise, boyT: (V) = n"** dir
(Hacisalihoglu ve Ekmekgi 2003).

Teorem 2.1.1: T7(V) uzayr L(V,V...,V; V) uzayma izomorftur (Hacisalihoglu ve
——

s—tane

Ekmekgi 2003).

V' vektor uzay: yerine M manifoldunun p noktasindaki tanjant uzayi 7,,(M) alinirsa,
M nin p noktasinda bir tensor uzay1 77 (7,(M)) elde edilir ve bu uzaymn her bir

elemanina p noktasinda bir (s,7) tipinde tensdr denir (Okubo 1987).

Tanim 2.1.14: (Tenso6r alan1) Bir C* manifold M olsun. M nin her bir noktasia
(s,r) tipinden bir tensor karsilik getiren doniisiime M iizerinde (s,7) tipinden bir

tensor alani denilir (Okubo 1987).

O halde M iizerinde taniml bir tensor alani,

T M - | JTHT,(M))
p — Tp) € T;(T,(M))

seklinde taniml bir doniistimdyiir.



Ayrica wy, ..., ws € X* (M), X1,..., X, € x(M) ve p € M olmak iizere;
(T: (X1, ..., Xy, w1, oo, ws) ) () = Tp(Xip, ooy Xopy Wi, .oy W)
seklinde tanimlanirsa,

T2 x(M) x ... x x(M) x x*(M) x ... x x*(M) — C=(M)
r—tane s—tane

seklinde C*°(M) degerli bir (r + s) lineer doniigiim olur (Lee 1997).

M iizerinde tammli tensor alanlarimin kiimesi, 3% (M) ile gosterilir. S%(M), C*(M)

tizerinde bir modiildiir.

Ozel olarak:

3 = (M)
S = (M)
37 = x(M)

dir.

Dolayisiyla (1,1) tipindeki bir tensér alanim Teorem 2.1.1 den
T : x(M) "7 x(M)

seklinde bir doniisiim olarak gorebiliriz.

Tamim 2.1.15 (Nijenhuis torsiyon tensoérii) M diferensiyellenebilir bir manifold

olmak iizere F, (1, 1) tipinde tensor alani olsun.



VX,Y € x(M) icin

Np @ x(M) xx(M) —  x(M)
(X,Y) — Np(X,Y)

olmak tizere
Np(X,Y) = FX([X,Y]) + [F(X), F(Y)] = F([F(X),Y]) = F([X, F(Y)])

seklinde tanimlanan (1,2) tipindeki N tensor alanina F' nin Nijenhuis torsiyon

tensorii denir (Yano ve Kon 1984).

Sonug 2.1.1: Np Nijenhuis torsiyon tensorii bi-lineer ve antisimetrik tensordiir

(Oztiirk 2006).

Tanim 2.1.16: (Lineer konneksiyon) Bir ' manifold olsun.

Voo x(M) xx(M) — x(M)
(X,Y) = VxY

déniigiimii, Vf, g € C®°(M) ve VX, Y, Z € x(M) igin

(Z) fo+gyZ = vaZ + gVyZ
(1) VY = [VxY + (X[)Y
(ZZZ)V)(<Y + Z) =VxY + VxZ2

ozeliklerini sagliyorsa, V doniistimiine M iizerinde bir lineer konneksiyon denir

(Brickell ve Clark 1970).

Tanim 2.1.17: (Lie parantez operatorii) Bir C'* manifold M olsun.

X, Yex(M),pe M veVfe C®M) igin

(XY, (f) = X,(Y(f) = V(X ()

10



seklinde tanimli

L] x(M) x x(M) — x(M)

doniigiimiine Lie parantez operatorii denir (Brickell ve Clark 1970).

Tanim 2.1.18: (Lie grublar1) G bir grup ve aym zamanda diferensiyellenebilir

manifold olsun. Eger

p:GxG— G, pula,b)=ab

ve G de ki inversiyon operatorii olan

£:G—G, €&a)=a

doniigiimlerinin her ikisi de diferensiyellenebilir ise G' ye Lie grubu denir

(Hacisalihoglu 2006).

O halde Lie gruplar1 ayn1 zamanda grup olan diferensiyellenebilir manifoldlardir.
Oyle ki grup operasyonu diferensiyellenebilirdir. Dolayisiyla bir Lie grubu ayni za-

manda bir grup, bir topolojik uzay ve bir manifolddur (Hacisalihoglu 2006).

Tanim 2.1.19: (Sag etki) G bir Lie grubu ve M diferensiyellenebilir bir mani-
fold olsun. G Lie grubunun M manifoldu tizerindeki sag etkisi asagidaki 6zellikleri

saglayan ® : M x G — M bir doniigiimiidiir.

(i) Vm € M igin ®(m,e) =m, (e, G Lie grubunun etkisiz elemani)

(il) Ym € M Vg1, g2 € G igin ®(®(m, g1), g2) = P(m, g192) (Lewis 1993).

Tanmim 2.1.20: (Yoriinge) ®, G nin M iizerindeki sag etkisi ve m € M olsun.

m € M den gegen ® nin yoriingesi

U = {®(m,g) | g € G}

11



seklinde tanimlanan M nin alt ciimlesidir (Lewis 1993).
2.2 Diferensiyellenebilir Lif Demet Yapilar:

Tanim 2.2.1: (Carpim manifoldlar1) M ve N, sirasiyla, m ve n boyutlu birer

C"™ manifoldlar ve

Sm = {(U;, ¢i)}z‘el ile 5, = {(VJ ¢j)}j€J

de, sirasi ile, M ve N manifoldlarinin atlaslar: olsunlar.

(1) {Ui},_, ve {Vj}jeJ , sirast ile, M ve N nin birer agik ortiisii iseler {U; x Vj}(i’j)elw

de M x N nin bir acgik ortiistidiir.

o xp; o UpxVy — Emn
(r,q) — (9:(p),¥;(q))

olarak tammlanan ¢; x ¢, doniigimi

o} o UixV;  — ¢;(Us) x ’l/}](‘/])

acik ciimle acik ciimle

seklinde bir homeomorfizimdir.

Dolayisiyla M x N nin bir atlasi

Stn = {(Uz X Vj)v (¢z X sz])}

(B,3)€lxJ

olur ve Sy, de C" smfindandir. Boylece M x N ciimlesi de bir (m + n) boyutlu
topolojik manifold olur. Bu manifolda M ve N manifoldlarinin garpim manifoldu

denir (Hacisalihoglu 2006).

M x N c¢arpim manifoldundaki bir nokta (p,q) seklinde ifade edilir ve p € M ve

12



g € N dir (Nakahara 2003).

Onerme 2.2.1: 7, : M x N — M ve ms : M x N — N projeksiyonlar1 diferensiyel-
lenebilirdir (Greub vd. 1972).

Tamim 2.2.2: (Lokal carpim 6zeligi ve lokal trivialisation) E, M, F sirasiyla
(m +n), m, n boyutlu C*° manifoldlar, = : E — M &rten, C* bir doniigiim ve M

nin bir agik ortiisii {Us},; ve YU, icin
T=mo¢p,, T :UsxFE—=U,

olacak bicimde

by 7T_1(Ua) — U, x F

diffeomorfizimlerinin bir {¢,} ., smifi varsa, (F' ye gore) 7 lokal garpim 6zeligine
veya lokal trivialisationa sahiptir denir (Greub vd. 1972, Morita 2001). (Sekil
2.3)

T =T o ¢, kosulu,

-1 a4 .
T Um)—— U XF
b4 &
UEE

Sekil 2.2 m = 7 o ¢, diyagrami
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diyagraminin degismeli olmasi ile ayni anlama sahiptir.

Y U) U x RF

fﬂ- ifﬁ

) U

Sekil 2.3 Lokal trivialisition

Tanim 2.2.3: (Diferensiyellenebilir lif demeti (fibre bundle)) Birr: £ — M
orten, C'*° bir doniigiimii lokal trivialisation 6zeligine sahip olsun. Bu durumda
¢ = (E,m, M, F) dortliisiine M manifoldu iizerinde F' lif modeli ile bir diferen-
siyellenebilir lif demeti denir (Greub vd. 1972).

Tanim 2.2.4: ¢ = (E, 7, M, F) bir C* lif demeti olsun. O zaman {(U,, ¢,)}

ael

sistemine ¢ lif demetinin bir lokal koordinat gdsterimi veye charti denir (Greub

vd. 1972).

Bir £ = (E, 7, M, F) lif demetinde F ye £ lif demetinin total (demet) uzayi, M
ye (taban) baz uzayi, F' ye lif modeli (veya standart lif) ve 7 ye projeksiyon
ad1 verilir. Ayrica, rank& = boyF' olarak tanimlamr (Greub vd. 1972).

¢ = (E,7m, M, F) lif demeti bazen E total uzay1 ile, bazen de 7w : E — M, C*

doniistimii ile gosterilir.
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Tanim 2.2.5: (Lif (fibre)) £ = (E,x, M, F) lif demeti olsun. Va € M i¢in
(@) =F,={p€ E|n(p) =z}
kiimesine x € M iizerinde bir lif denir (Greub vd. 1972).

Tiim F, liflerin ayrik birlesimi E total (demet) uzayim verir; yani,

E:UFx

zeM

dir (Greub vd. 1972).
boyF, = boyE — boyM sayisina ¢ nin lif boyutu denir (Greub vd. 1972).

¢ = (E,m,M,F) lif demeti ve {(U,,¢,)} lokal koordinat temsilcisi olsun.

ael

Vz € U, icin

Go Wﬁl(Ua) — U, x F' olmak iizere
¢a,:}c = ¢a’x:Fx_>{-T}XF =F

ve Qn,  Fp—F
diffeomorfizmini elde ederiz (Nicola 2000).

¢ = (E,m, M, F) lif demeti i¢in genelde total uzaymin £ tamami M manifoldu ile

F manifoldunun kartezyen carpimina diffeomorfik olmak zorunda degildir.

Tanim 2.2.6: (Asikar demet (Trivial bundle)) ¢ = (E,n, M, F) lif demeti
olsun. Eger £ = M x F' ve 7, birinci izdiigiim fonksiyonu ise ¢ ya bir agsikar demet

denir (Lee 2003).

Bu tamima gore agikar demetin total uzaymin E kartezyen ¢arpim yapisina sahip

olmas1 gerekmektedir.
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Ayrica, her lif demeti lokal trivialdir.

Ornek 2.1(Silindir): (S! x R, 7, S) ticliistinde 7, : S? x R — S* 6rten, diferen-

siyellenebilir bir doniigiimdiir. Ayrica,

g
glyg ———mwz3lx R

Sekil 2.4 71 0 ¢ = m; diyagrami

diyagrami icin 7 o ¢ = m; esitligi yazilabilir. Bu esgitligin gergeklenmesi igin en
azindan ¢ = Ig14r Ozdeglik doniisiimii alinirsa, Ig1,r bir diffeomorfizm oldugundan

(S' x R, 71, S1) bir trivial demettir.

Ornek 2.2 (Mobiiis geridi) Taban uzayr S olmak iizere, S* i # ile paremetre-
lendirelim. O halde S* = {6 | 0 <0 < 27} yazanz. F, lif modeli de [-1,1] C R

olmak iizere bunu da t ile paremetrelendirirsek F' = {t | —1 <t < 1} olur.
St in iki agigin; (yeterince kiiciik € > 0 igin)
Uo={0| —e<b<m+c}velUs={0|m—ec<b<c}

alalim. M, mobiiis seridini gostermek iizere,

T M — St
0,t) — 6
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doniisiimii orten, diferensiyellenebilir bir doniisiimdiir.

¢, : mHU,) — UyxF
0,t) — (6,-t)

ve
QZ5,3 : 7T71(U/3) — UﬁXF
@.t)  — (6,1

olarak tanimlansin. Boylece;

dy
-1
T Ua) ——— pU_XF
g Hl
Ul':t:

Sekil 2.5 11 0 ¢, = 7 diyagrami

degismeli diyagrami elde edilir. Ciinkii; V(0,t) € 771(U,) igin

mod.(0,1) = m(6.00,8) =m0, —t)=0  (2.2.1)

m(0,t) = 0 (2.2.2)

esitlikleri elde edilir. (2.2.1) ve (2.2.2) esitlikleri V(0,t) € 7= (U, ) icin saglandigin-
dan

7'('10¢a:7T

esitligi yazilabilir. Boylece; ¢, diffeomorfizim olup, M igin bir lokal trivisialition

olur.
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Benzer sekilde ¢5 nin da bir diffeomorfizim oldugu gosterilebilir ve ¢5 da M igin bir
lokal trivisialitiondir. Boylece (M, 7, S1) bir lif demetidir. (Sekil 2.6)

Ua %! = :

LRSI 5
UgxF P : n

Sekil 2.6 Mobius seridi agikar olmayan lif demetidir

Tanim 2.2.7: (Lif demetinin (diferensiyellenebilir) capraz kesiti (cross-

section)) ¢ = (E,m, M, F) herhangi bir lif demeti olsun.
moo =1y

olacak bicimde tanimh ¢ : M — FE, C*° doniisiimiine ¢ lif demetinin bir gapraz

kesiti (cross section) denir (Lee 2009).
Yani, Vo € M igin o(x) € F, dir (Lee 2009).

U C M acik bir alt kiime

moo = Iy

olacak bigimde tanimhi ¢ : U — E, C'*° doniisiimiine U acik alt kiimesi iizerinde &

lif demetinin lokal diferensiyellenebilir kesiti denir (Lee 2009). (Sekil 2.7)
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¢ lif demetinin (diferensiyellenebilir) gapraz kesitlerinin kiimesi I'(), I'(E) veya I'()
seklinde gosterilir (Lee 2009).

Sekil 2.7 M manifoldu tizerinde lokal kesit

Tanim 2.2.8: (Demet doniisiimii (Bundle map)) (Ey, 7, M, Fy) ve (Es, mo, M, F)
lif demetleri olsunlar. M iizerindeki demet doniisiimii 79 o f = m; olacak sekilde

f : By — E, diferensiyellenebilir doniigiimiidiir. (Sekil 2.8) Yani,

£
Ej ——® B

N

Sekil 2.8 Demet doniistimii

diyagrami degisimlidir. Ayrica, Vo € M i¢in f, : F1, — Es, lineer bir doniistimdiir
(B = 71 (2) ve By = 75 (2)) (Lee 2003).
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Eger f doniisiimii bir difeomorfizm ise de, f ye M iizerinde demet izomorfizmi

denir (Lee 2003).

Tanim 2.2.9: (Vektor demeti) ¢ = (E, 7, M, F') bir C* lif demeti olsun. Eger

asagidaki iki 6zelik saglaniyorsa, £ ye bir vektor demeti denir.
(i) Vo € M igin 7= !(z) = F, ve F reel vektor uzaylaridir.

(ii) Vo € M, ¢, : F, — F doniigtimleri lineer izomorfizim olacak bicimde ¢ nin

{(Ua, ¢4)}oes lokal koordinat gosterimi vardir (Greub vd. 1972).

M, m boyutlu bir diferensiyellenebilir manifold olmak iizere M nin tiim noktalarin-
daki tanjant uzaylarimin ayrik birlesimi 7'M = U T,M ve T'M {izerinde

peEM

m:TM — M

dontigiimii, 7(v,) = p, (v, € T,M ) seklinde tamimlansin. M {izerinde bir harita
(Uns 0o = (2))1<i<m olsun. p € U, noktasinda T,M icin bir baz {2, ..., 3% |, }
dir. O halde v, € T,M

- 0
Up = Zvi%’p

=1

seklinde yazilir. Bu durumda
Do T HUy) — 0, (Uy) x R™ 2 R™ x R™

doniisiimii

vy = Polvy) = (@t o m(vp), .o, ™ 0 (W), dxt (vp), ..., dz™(vp))

= (z'(p), ..., 2™ (p), dz*(vy), ..., dz™(vp))

seklinde tamimlanirsa, p,, doniisiimii birebir, érten olup, goriintii kiimesi R?*™ uza-

yinm bir acik alt kiimesidir. O halde (7~1(U,), p,,) ikilisi TM {izerinde 2m boyutlu
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bir harita ve {(77"(Uy), $4) }oes kolleksiyonuda T'M igin bir atlastir. Ayrica

@;1(((10a(p)7 CAPRER Um) = (Up)

dir.

M iizerinde A = {(Ua, p,)},e; atlast verildiginde U, N Up # @ olacak bigimde
(Uar o = (2")1<icm Ve (Us, 93 = (¥'))i<icm haritalarim alahm. O halde
7N Uy) N7 1 (Ug) # @ olacaktir. Ayrica p € U, N Uz noktasimda T, M igin iki
baz {32y, .. 52|} Ve {a%l|p,...,ayim|p} dir. O halde herhangi bir v, € T,M

m m

eleman1 v, = E Vi |p = g v; a 91, seklinde ifade edilir.

=1 j=1

Do = P00 P05 95(UaNUs) X R™ — ¢ (Uy N Ug) x R™
olmak iizere

ap(P) = o 05 (95(D), V1, V) = Pulvy)
= (ztom(vy), ..., x™ o m(vy),dx  (vp), ..., dz™(vy))

olur. Burada z' o m ve dz' (1 < i < m) diferensiyellenebilir oldugundan
Do = P © @gl de diferensiyellenebilirdir. Benzer sekilde ¢4, = @50 o, diferesiyel-
lenebilir oldugu goriiliir. Benzer iglemleri 7—1(U,) N 7! (Us) # @& olacak bi¢imde
Va, 8 € I igin yaparsak ¢,5 ve ¢g, larn diferensiyellenebilir oldugunu goriirtiz. O
halde

{7 (Ua), Ba) } e

atlasi diferensiyellenebilir bir yapidir. Bu yapiyla, T'M, 2m boyutlu bir C*° manifold
olup, M nin tanjant manifoldu olarak isimlendirilir (Carmo 1992, Tu 2007).

(TM,m, M,R™) dortliisiiniin bir vektor demeti oldugu kolayca gosterilebilir. Bu

demete M nin tanjant demeti, 7 : TM — M siirekli, ¢rten, C'*° doniigiimiine de

dogal (kanonik) projeksiyon denir.
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M nin {2’ : 1 <14 < m} lokal koordinat sistemine gore herhangi bir v, € T'M elemam

m

=Y s

Up = Vi ga
=1

sistemi

»» T(v,) = p seklinde ifade edilir. 7'M iizerindeki lokal koordinat

(Ii o, dlL’i>1§Z’Sm

seklindedir. 2 koordinat fonksiyonlar1 p € M i¢in U, C M koordinat komsulugunda
tanimh olacak bicimde

U, 7 Y U,) = U, x R™

doniistimii

Vo(vp) = (m(vy), dz(vp)) = (p,v), T = (21, .., Tny)

olarak tanimlansin. Boylece;

'l.._I.l'
- E
x 1(Up)4pupxmm

Sekil 2.9 7, o ¥, = 7 diyagrami

degismeli diyagram elde edilir. Ciinkii Vv, € 7~(U,) tanjant vektorii i¢in

(moWa)(vp) = m(Va(vp)) =m(p,v) =p (2.2.3)
(v, om)(vp) = v, (7(vp)) =p (2.2.4)

esitlikleri elde edilir. (2.2.3) ve (2.2.4) Vv, € 7 '(U,) tanjant vektorii igin sag-
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landigindan 7, o ¥, = 7 esitligi yazilabilir. Boylece ¥, bir diffeomorfizim olup, T'M
manifoldu i¢in bir lokal trivialisation olur. Dolayisiyla (T'M,x, M,R™) bir vektor
demetidir (Ozkan 2006).

Diferensiyellenebilir bir M manifoldu i¢in 7'M tanjant demetinin kesitleri, M man-

ifoldu tizerinde vektor alanlaridir (Lee 2003).

Tanim 2.2.10: (Altvektér demeti) (= (B, n, M, F) ve £ = (B, 7|, M, F)

iki vektor demeti olsun. Eger,
(i) Vo € M icin F, lifi F, lifinin bir alt vektor uzay
(i7) Uy, M nin bir agig1 olmak iizere
(T HUNNE)Y=Uyx F CU, X F

olacak sekilde (U,, ¢,,) haritasi var ve bu ozelik ile E' C E bir alt manifold ise &

vektor demetine ¢ vektor demetinin bir altvektdr demeti denir. (7~ 1(U,)NE =

|2 (Ua)) (Lee 2009).

¢ = (E,m, M, F) bir vektor demeti ve U C M acik bir alt kiime olsun. £ nin U
tizerindeki oy, ..., 0y lokal kesitlerine lineer bagimsiz denir, eger her bir z € U i¢in

o1(z), ..., or(z) vektorleri F, in lineer bagimsiz elemanlar: ise (Lee 2003)

Eger Vo € U igin {o1(x),...,0k(z)} ciimlesi F, vektor uzayimn geriyorsa, oy, ..., 0%

lokal kesitlerine E' yi geriyor denir (Lee 2003).
U tizerinde E icin lokal bir ¢at1 alani, E yi geren U {izerindeki lineer bagimsiz sirali

(01,...,0k) lokal kesitlerdir. Boylece Vo € U icin {o4(2),...,01(z)}, F, igin bir
bazdir (Lee 2009).
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Tanim 2.2.11: (Vertical uzay ve vertical tanjant vektor) £ = (E,x, M, F) lif

demeti olsun. Vz € F i¢in
V.E = ¢ek(m.|.) = {A, € T.E | m.[.(A;) = 0}

kiimesi, T, E tanjant uzayimin bir alt uzayidir. V,FE uzayma E nin z noktasinda
vertical uzay1 ve bu uzaymn her bir elemanina da bir vertical tanjant vektor

denir (Greub vd. 1972). (Sekil 2.10)
z € E ve m(z) = p olmak iizere V,E = T,(F,) dir (Greub vd. 1972).

E iizerinde vektor alanlarimin modiilii x(FE) olmak iizere A € x(FE) olsun. Vz € E
icin A, € V,F ise A ya vertical vektor alani denir ve A € x¥(E) seklinde gosterilir
(Greub vd. 1972).

¢ = (E,m, M, F) bir lif demeti olsun. Bir
TTE - TE — FE
doniisiimii Vz € E i¢in m;1(2) = T, E seklinde tanimlansin. Bu durumda

TE=|JT.E
zeEE
olmak tizere {pp = (TE, mrp, E,R™™) dortliisii bir vektér demeti olup, bu £ man-

ifoldunun tanjant demetidir (Greub vd. 1972).

Teorem 2.2.1: &, = (VE, myg, E,R") dortliisii TE nin bir altvektor demeti olup,
burada

VE = UVzE> TvE = TrelvE, 7Tx_/}~; (2)=V.E

zeE

dir (Turgut 1989).
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Tanmim 2.2.12: (Vertical altdemet) ¢, = (VE, myg, E,R") vektor demetine
TE nin vertical altdemeti denir (Greub vd. 1972).

Tanim 2.2.13: (Whitney toplami) Vektor uzaylarmin (ya da modiillerin) direkt
toplamina benzer bir kavramda vektor demetlerinin Whitney toplami adi verilen
toplamidir. &, ve &, bir M manifoldu iizerinde iki vektoér demeti ve £ da bu iki

demetin Whitney toplami olan

§:51@52

M manifoldu tizerinde yeni bir vektor demetidir. Bu durumda F, F¢ , F, sirasiyla

&, & ve &, nin lifleri olmak {izere
Fe=F, @ F, (2.2.5)

dir. Burada (2.2.5) ifadesindeki & isareti adi direkt toplami gostermektedir (Turgut
1989).

Tanim 2.2.14: (Horizontal altdemet) & = (E, w, M, F') bir lif demeti ve
¢vp = (VE,myg, E,R"), TE nin bir vertical alt demeti olsun.

§re =E&up ®Sve

olacak bigimdeki £ ;5 vektor demetine £, nin horizontal altdemeti denir (Greub

vd. 1972).

Tanimdan horizontal altdemet &, = (HE, myg, E,R™) seklinde olup, burada

HE = U H.E, 7wyg="1re|lue, 71}%('2) = H.E

z€E
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dir. Ayrica Vz € E igin

T.E=HE®V.E, TE=|J(H.E®V.E)=HE®VE

zeE

yazilabilir (Greub vd. 1972).

H_E. T, F tanjant uzayimin bir altuzayidir ve bu uzaya E nin z noktasinda horizon-
tal uzay1 denir. Bu uzayin her bir elemanina da bir horizontal tanjant vektor

denir (Greub vd. 1972). (Sekil 2.10)

|

Sekil 2.10 Tanjant vektoriin bilegenleri

B € x(F) olsun. Vz € F i¢gin B, € H,F ise B ye horizontal vektér alani denir
ve B € x"(F) seklinde gosterilir (Greub vd. 1972).

X € x(B) igin X = X" + X" geklindedir. Burada X" ve XV swrasiyla X vektor
alanini horizontal ve vertical bilegenleridir. Yani, X" € x"(E) ve XV € x¥(F) dir.

Boylece
X(E) = x"(E) & x"(E)

dir (Greub vd. 1972).
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TE = HE®V FE oldugunu biliyoruz. h ve v de sirasiyla HE ve V E ye karsilik gelen

projeksiyonlar olmak {izere,

h : TE— HE ve v:TE —VE
h* = h, v®*=wv, hov=voh=0, h+v=1

cekh = VE ve ¢ekv=HE

seklinde bagintilar vardir (Burada I, T'E iizerinde 6zdeglik doniistimiidiir.) (Bejancu

ve Farran 2006).

h — v = P geklinde bir doniisiim tammlarsak P, (1,1) tipinde bir tenstr alani olup,
P? = ] oldugundan P, E iizerinde bir hemen hemen carpim yapisidir. Dolayisiyla

(E, P) ikilisi de bir hemen hemen ¢arpim manifoldudur (Bejancu ve Farran 2006).

Tanim 2.2.15: (Asli lif demeti (Principal fibre bundle)) G, bir Lie grubu
ve (P,m, M, Q) diferensiyellenebilir bir lif demeti olsun. Eger agagidaki iki énerme

dogru ise (P, w, M, G) dortliisiine diferensiyellenebilir bir asli lif demeti denir.

(i) T: P x G — P fonksiyonu G nin P iizerinde bir sag etkisidir.

(i4) P nin Vo € U, (U, C M de agik) ve Va,b € G igin

9004(]:7 ab) = T((pa<l‘, CL), b)

olacak bicimde {(U,, ¢,)} koordinat gosterimi vardur.

Yukaridaki T etkisine sag etki, (ii) onermesini saglayan {(U,, ¢,)} koordinat gos-

terimine de asli koordinat gosterimi denir (Leon ve Rodrigues 1989).

(P,m, M,G) bir asli lif demeti P(M, G) seklinde de ifade edilebilir.
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(P,m, M,G) bir asli lif demeti ise z € P, a € G i¢in
m(za) = w(2)
dir. (P,7, M,G) asli lif demeti olsun. z € 7 !(x) ise
mHz)={z2g9 | g€ G}
dir. Yani, z noktasinin iizerindeki lif z nin yo6riingesine esittir.

Tanim 2.2.16: (Lineer g¢ati1) M, n boyutlu bir manifold olsun. z € M olmak
tizere T, M nin siral bir {x, ..., ,,} bazina x noktasinda bir lineer gati denir (Leon

ve Rodrigues 1989).

Tanim 2.2.17: (Lineer catilarin asli lif demeti) A iistiindeki biitiin lineer
catilarin kiimesini LM ile gosterelim. LM ye M manifoldunun catilarinin demeti

denir.

7m: LM — M

doniigiimii, Vo € M icin ve Vu € LM (u, x € M noktasinda lineer ¢at1) igin
m(u) =x
seklinde tanimlanir ve 7w ye LM nin projeksiyon doniisiimii denir.

GL(n,R) ={A | A=[a;] € R, det A # 0} ciimlesi matris carpimina gore bir grup-

tur. Bu grup manifold yapisina sahiptir ve matris ¢arpimi altinda bir Lie grubudur.
A e GL(n,R) ve u € LM olsun. O halde A = [a;;] ve u = (21, ..., ) i¢in
Yi = Zaiﬂj
j=1

olsun. {yi, ..., y,} ciimlesi z noktasinda bir ¢atidir. Ayrica (yi, ..., y,) = vA oldugun-
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dan
LM x GL(n,R) — LM

(u, A) — uA

doniigiimii, GL(n,R) nin LM iistiine sagdan bir etkisidir.

(x1,...,2,) M min bir U koordinat komgulugunda bir lokal koordinat olsun.
x € U igin (a%l)ﬂ“ e (%)w, x noktasinda bir lineer ¢atidir. Boylece x noktasinda her
u = (z1,...,T,) catisimi

& 0

ile bir tek sekilde ifade edebiliriz. Burada [z;;] € GL(n,R) dir. O halde ,

v . 71 (U) - UxGL(n,R)
o = () = (2, [2;])

birebir, érten doniistim bulunur.

(2%, ;) yi 7 1(U) da lokal koordinat sistemi olarak alirsak LM, n? 4+ n boyutlu bir
manifold olur. LM, GL(n,R) yap1 grubu ve 7 projeksiyonu ile M {izerinde bir asli
lif demetidir (Leon ve Rodrigues 1989).

Tanim 2.2.18: (Dagilim (Distribution)) m = (n + k)—boyutlu M manifoldu
tizerinde n—boyutlu diferensiyellenebilir bir dagilim, 7'M tanjant demetinin

rank n olan bir E altvektor demetidir (Lee 2009).

O halde M manifoldu iizerindeki n—boyutlu diferensiyellenebilir bir dagilim,
Vx € M ye karsilik n boyutlu bir A, C T, M alt vektor uzayini karsilik getirir.

A M — UTxM
xeM
r — N, CT,M

Ayrica, Vo € M nin bir U komgulugunda lineer bagimsiz X1, ..., X,, vektor alani
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vardir ki U komsulugundaki Vg € U i¢in {X;(q), ..., Xn(q)} ctimlesi A, alt vektor
uzaynin bir bazidir (Lee 2009).

E, M manifoldu iizerinde bir dagilim ve X de U C M acik kiimesi iizerinde taniml
bir vektor alam olsun. Eger, Vp € U icin X, € A, ise X vektor alan1 £ dagihmina
aittir denir ve X in E dagihma ait oldugunu gostermek i¢in X € T'(E) seklinde
gosterilir (Baz1 kaynaklarda X € FE geklinde de gosterilir.) (Bejancu ve Farran
2006).

Tanim 2.2.19: (Involutive) TM nin bir E altvektor demetinde X,Y € T'(E) igin
[X,Y] € I'(F) ise E altvektor demetine involutive denir (Bejancu ve Farran 2006).

E dagilimi integrallenebilir < E dagilimi involutive (Bejancu ve Farran 2006).

Tanim 2.2.20: (Tiimleyen dagilim (Complementary dagilim) M diferen-
siyellenebilir bir manifold ve R,S de M manifoldu iistiinde iki complementary

dagilim, yani, Vx € M igin

yani

TM = R&S

dir (Ozdemir vd. 2010).

r ve s sirasiyla R ve S dagilimlarina karsilik gelen projeksiyonlar olmak iizere r ve

s yi (1,1) tipinde bir tensor alam olarak gorebiliriz. Ayrica,

reo=r s°=s

rs = sr=0 ve r+s=Iry

ozelikleri vardir (Ozdemir vd. 2010).
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2.3. Demetler Uzerinde Konneksiyonlar

Tanim 2.3.1: (Ehresmann konneksiyonu) 7 : £ — M orten, submersion ve
V =¢ekn,(TE nin vertical alt demeti) olmak iizere (F, 7, M, F') lif demeti iizerindeki
bir Ehresmann konneksiyonu T'F = V @& H olacak sekilde TE/ nin H horizontal
altdemetidir (Ozdemir vd. 2010).

O halde,
(1) Vu € Eigin T,E =V, ® H,
(14) Yu € E'i¢in H : w € E — H, C T, F diferensiyellenebilir bir déniigiimdiir.

Tanim 2.3.2: (Vektor degerli 1—form) V, m— boyutlu bir vektor uzay1 ve M
de diferensiyellenebilir bir manifold olsun. M manifoldu tizerinde vektor degerli

1—form M de tanimli bir w doniisiimiidiir ki Vp € M igin
wy : Ty M tneer yy
dir (Naber 1997).
Eger {ey, e, ...,en,} ciimlesi V nin bir baz ise v € T,M igin
wy(v) = wp(v)er + ... + w) (v)en = w)(v)e;

yazilir. Burada w : T,M — R, 1 <14 <m reel degerli 1—formlardir (Naber 1997).

M iizerinde V vektor uzay: degerli 1—formlarin ciimlesi Q'(M; V') seklinde gosterilir

(Naber 1997).

Ayrica, (E, 7, M, F) lif demeti iizerindeki ehresmann konneksiyonu vektor degerli

1—formlar yardimi ile de tanimlanmaktadir:
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(E,m, M, F) lif demeti iizerindeki ehresmann konneksiyonu, asagidaki 6zelikleri

saglayan v : TE — VE, v € QY E; VE) vektor degerli 1— formdur.

(i) v = v

(ii) Vp € E igin v, : T,E "5 V,E

(417) v, bir projeksiyon: Vp € E i¢in v(T,E) = V,E  (yani, imv = VE)

v projeksiyon oldugundan ¢ekv = HFE olup agiktir ki TE = HE® VE ve Vp € E
icin T,F = H,E & V,E dir (Greub vd. 1972).

Tanim 2.3.3: (Asli lif demetlerinde ehresmann konneksiyonu) P(M,G), M
manifoldu iizerinde G' Lie grubu ile bir asli lif demeti olsun. P(M,G) iizerindeki
ehresmann konneksiyonu, V' =c¢ekn, vertical dagilim olmak {iizere, G—invaryant
olacak gekilde V' nin tiimleyen dagilimi H horizontal dagilimidir.

G —invaryant : Vp € P ve Vg € G i¢in (1,).H, = H),

Timleyen dagilim : Vp € P i¢in T,P = H, ® V),

Tanim 2.3.4: (Principal konneksiyon) P(M, G) asli lif demeti tizerindeki ehres-
mann konneksiyonu vektor degerli 1—formlar yardim ile de su sekilde tanimlanmak-
tadir: v : TP — V P olmak tizere

(i) v2 =

(i) Vp € P igin v, : T,P "5" VP

(i4i) v, bir projeksiyon: Vp € P i¢in v(T,P) = V,P  (yani, imv =V P)
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(1v) v, G equivariant yani, (7,).o0cv =wvo (T,).
ise v ye P(M, Q) iizerinde principal konneksiyon denir (Greub vd. 1972).

Tanmim 2.3.5: (H nmin konneksiyon formu) (P, 7, M,G) asli lif demeti iizerinde
bir H konneksiyonu verilsin. O zaman agagidaki gibi tammmlanan w € Q(P,g),
g—degerli 1—forma H nin konneksiyon formu denir. (Burada g, G lie grubunun

lie cebiridir.)
Vpe Pigin wy(X,) := ((Tp)ee) ' ov(X,), e€G

seklinde tanimlanan

lineer
wy TP —" g

doniigiimiidiir (Lee 2009).
Tammdan da anlagilacag) gibi X, € H,P <= w,(X,) =0 ve
H,P = celiuy = (X, € TyP | wy(X,) = 0}
dir (Lee 2009).
Tanim 2.3.6: (II. Temel Form) H konneksiyonunun egrilik formu:
QX,Y) =dw(h(X),h(Y)), VXY ex(P)
seklinde tanimlanan g— degerli 2—formdur (Leon ve Rodrigues 1989).

VXY € x(M) icin dw(X,Y) = {X(w(Y)) - Y(w(X)) —w([X,Y])} dir (Hacsali-
hoglu ve Ekmekgi 2003).
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O halde VX, Y € x(P) icin,

QX,Y) = dw(h(X), h(Y)) = —w([h(X), h(Y)])

dir.
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3. ALTIN ORAN

Altin oran, dogada sayisiz canlinin ve cansizin seklinde ve yapisinda bulunan ¢zel bir
orandir. Dogada bir biitiiniin parcalar1 arasinda gozlemlenen, yiizyillarca sanat ve
mimaride uygulanmig, uyum acisindan en yetkin boyutlar: verdigi sanilan geometrik
ve sayisal bir oran bagintisidir. Ayrica altin oran goze ¢ok hos gelen bir orandir.
Dogada en belirgin ¢rneklerine insan viicudunda, deniz kabuklarinda, DNA sarmal-
larinda, galaksilerde, agac¢ dallarinda, tavsanlarin {iremesinde, Misir piramitlerinde,

geometrik gekillerde (dikdortgen, iicgen, beggen), fraktallarda... goriillmektedir.

Bu boliimde ise kisaca altin oranin matematiksel tanimindan ve ozelliklerinden

bahsedecegiz.

Tanim 3.1: Herhangi bir AB dogru parcasinin iizerindeki bir C' noktas igin %
oranina asit oran, % oranina da ortalama oran denir (Yagc: 2005).

» - i

& Z B

Sekil 3.1 Asit ve ortalama oran

Tanim 3.2: Eger AB dogru parcasinin iizerindeki bir C' noktasi i¢in agit oran ile
ortalama oran egit oluyorsa, yani

|AB|  |AC|
|AC|  |CB]
ise C' ye AB nin altin béliimii veya altin noktasi denir. Bu oran1 olugturan %

veya %Oramna da altin oran denir (Yagc 2005).
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3.1 Altin Oranin Degeri

Yukarida ¢izdigimiz AB dogru parcasinda |AC| = x ve |CB| = y olsun. (Jekil 3.2)
Simdi 1‘3—3‘ ve % oranlarimi z ve y cinsinden hesaplayip bu oranlar: esitleyelim,

bakalim ne zaman

L Y &»
& i E

Sekil 3.2 Doru parcasinin altin kesimi

esit cikacaklar. Sekilden hemen

AB|  x+y
[Acl
|AC] @
|CB] y

egitlikleri ¢ikar. Demek ki, bu iki oranin egit olmalar1 i¢in x ve y uzunluklar

T+y x
x oy

denklemini saglamali. Paydalar: esitleyelim:

zy +y° =2’
Simdi denklemi y? ye bolelim:

x x

SHL=()

Y Y

Bu asamada ¢ = 5 tanimini yapalim. Yukaridan

' —p—1=0
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buluruz. Bu denklemin kokleri ise

1+ 1-5

B

dir. x ve y > 0 oldugundan, z = 5 > (. Dolayisiyla z icin negatif olan ifadeyi degil,

pozitif olan ifadeyi almaliyiz. O halde

1 5
o= +2\/_ — 1.6180339...
% = % = ¢ oldugundan altin oram buluruz. (Yagcr 2005).

3.2 Cebirsel Ozelikler
fi =1, fo = 1 baglangi¢ degerleri ve

fn:fn—1+fn—2; n>2

bagintisi ile tanimh diziye Fibonacci dizisi denir.Yani Fibonacci dizisinin her bir
terimi kendisinden 6nce gelen ilk iki terimin toplami geklinde belirlenir. Fibonacci
dizisinde her n tamsayisina karsilik gelen degerede fibonacci sayisi denir. ilk fi-

bonacci sayilar soyle:

1,1,2,3,5,8,13,21, ...

dir (Bolat 2008).

Fibonacci dizisinin genel terimi:

1
V5

veya

() ()]

fn = ﬁ(w"— (I—=¢)")

fn:

dir. Bu formiil Binet’s formiilii olarak bilinmektedir.
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Bu dizinin ilging bir yani, dizinin bir terimi éncekine boliindiigiinde boliimiin n — oo

i¢in, altin orana

yakinsadigr goriilmektedir.

n—oo fTL

= 1.6180339...

1++5
<p: 2

Gergekten,

dir. Fibonacci dizisinin ilk 16 terimi ve terimlerinin orani asagidadir.

O R T
1 1 1 1

2 1 2 2

3 2 3 1.5
4 3 5  1.666667
5 5 8 1.6
6 8 13 1.625
7 13 21 1.615385
8§ 21 34 1.610948
9 34 55 1.617647
10 55 89 1.618182
11 89 144 1.617977
12 144 233 1.618056
13 233 377 1.618026
14 377 610 1.618037
15 610 987 1.618033
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Irrasyonel bir say1 olan ¢ = 5 saylsl,
2 — 1 — 1 =0
veya
_ 1

denkleminin pozitif degerli kokii oldugundan ¢ bir cebirsel sayidir. (Cebirsel sayilar,
katsayilar1 tam sayilar olan bir polinomun kokii olarak ifade edilebilen sayilardir.
Ornegin tiim rasyonel sayilar aym zamanda bir cebirsel sayidir; hepsi nz —m = 0
seklindeki bir polinomun kokiidiir. Sanal bilegeni olan sayilar da cebirsel olabilir.

Ornegin i sayisinin kendisi cebirseldir; 22 + 1 = 0 polinomunun kokiidiir.)

p'=p+1

den

o = V1i+tep=4/1+ 1+g0=\/1+ 1++1+¢
= \/1+ 1+vV14 ..

yazilir. Ayrica

1 1
p = 1+—=1+ =1+ -
1
= 1+—F
L

1+4...

olmak {iizere ¢ sayisi elemanlar1 1 olan bir sonsuz zincir kesiridir.

Ayrica a; = 1, g = ¢ basglangic degerleri ve

Qp = Qp_1 + Qp_g, n>2



bagintisi ile tanimlanan dizi

1,0,14¢0,142p,24+3¢p, 3+5p, 5+ 8p,... (3.1)

olmak iizere ©? = ¢ + 1 bagmtisinin goz o6niine alinmasiyla,

Lo, ©%, ©° %60 ..

bigiminde yazilabilir. Goriildiigii gibi bu dizi aynm1 zamanda ortak ¢arpani ¢ olan bir

geometrik dizidir. Bu diziye Altin Dizi denilmektedir.

Altin dizinin terimlerine (3.1) dikkatlice bakarsak, her bir terimin birinci terimleri
ve ikinci terimindeki ¢ lerin katsayisi 1, 1, 2, 3, 5, 8, ... Fibonacci dizisini olugtur-

maktadir.

3.3 Altin Dikdortgen

Uzun ve kisa kenarlarinin orani altin orani (¢) veren dikdortgene altin dikdértgen
denir. (Sekil 3.3) Bu dikdortgeni, kisa kenarin bir kare olugturacagi bigimde bolersek
geriye yine uzun ve kisa kenarlarinin orani altin oran () olan bir altin dikdértgen
elde ederiz. Yeni olusan dikdortgende ayni iglem tekrarlanirsa yine yeni bir altin
dikdortgen elde ederiz. Bu islemi sonsuz defa tekrarladigimizda yine kargimiza yeni

bir altin dikdortgen cikacakdir.

Bu dikdortgeni, kendisine benzer bir dikdortgen cikarildiginda, geride kare birakan
dikdortgen diye de algilayabiliriz (Cakar 1992, Yagci 2005).
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%

o F 1 a

Sekil 3.3 Altin dikdortgen

Icinden defalarca kare cikardigimiz bu Altin dikdortgenin karelerinin kenar uzun-
luklarini yaricap alan bir gember parcasini her karenin icine cizersek bir Altin spiral

elde ederiz.

3.4 Altin Ucgen

Oyle bir ikizkenar iicgen bulacagiz ki kendisinden kendine benzer bir iicgen cikarildignda
geriye gene bir ikizkenar iiggen kalacak. Bu sart1 saglayan tiggenlere Altin iicgen

denir (Yagc: 2005).

Teorem 3.4.1: Altin iiggen tanimina uyan dar acili bir tek iiggen vardir ve bu

tiggenin tepe agist 36° dir (Yager 2005). (Sekil 3.4)
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B

Sekil 3.4 Dar acgili altin iiggen

Teorem 3.4.2: Altin iiggen tanimina uyan genis acili bir tek tiggen vardir ve bu

ticgenin tepe agis1 108° dir (Yagc1 2005). (Sekil 3.5)

2y 3y = 108

¥ 2y /?\

B B -

Sekil 3.5 Genig acgili altin tiggen

Teorem 3.4.3: Altin iiggenlerin her ikisinde de uzun kenarmm kisa kenara orani ¢

dir (Yagc: 2005).

3.5 Fibonacci ve Lucas Dizileri

fi=1, fo =1 olmak iizere

fn:fn—1+fn—27 n>2
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bagintis1 kullanilarak elde edilen diziye Fibonacci dizisi ve her n tamsayisina karsilik
gelen degere de Fibonacci sayisi denildigini biliyoruz. Fibonacci sayilarinda, ilk iki
say1 se¢ilmeden diziyi olusturan elemanlarin bilinemeyecegi agiktir. Bu iki baglangig
sayisinin ¢zel bir yani olmadigindan, baglangic icin baska degerler de secilebilir ve
ayni bagintiy1 kullanarak tiimiiyle farkli bir say1 dizisi elde edilebilir. Fransiz matem-
atik¢i Edward Lucas, baglangic saylar: igin secilebilecek ikinci en basit sayilarini
secerek

llz]_, l2:3

ve

ln = ln—l + ln_g, n > 2 (3.2)

bagintisini kullanarak, Fibonacci dizisine benzer bir say1 dizisi elde etmistir. Bir ¢ok

aragtirmada da, bu iki say1 dizisi arasinda ilging bagintilarin oldugu kanitlanmigtir .

Lucas dizisinde de her n tamsayisina karsilik gelen degere de Lucas sayilar: denir.
i1k Lucas sayilar

1,3, 4,7, 11, 18, 29, ...
seklindedir (Bolat 2008).

Bu iki say1 dizisi arasinda ki var olan bir baginti kullanilarak Binet’s formiilii elde

edilip, geometik bir yorum yapilacaktir.

Fibonacci ve Lucas dizileri arasindaki bagint1 su sekildedir:

2fn = fnfl + o1 ve 20, = 5fn*1 + ln-1 (3'3)

Bu ifadeleri matris formunda yazarsak

Ly 15 ln—1

1 ln—l
fa 2\ 11 Fac

fnfl

NI N
= Nt
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elde ederiz ve her adimda (3.3) bagntisini kullanarak

L, 1 V5 I 15
S [ o
Jf 5 % fi 3 32 1

ifadesine ulagiriz.

matrisini kdsegenlestirisek bu matrisin kuvvetini hesaplamak daha kolay

NI— N
NI—= Njot

olacak.
- g

—A

1
2

X =0= X -A-1=0 (%)
2

N[

(%) denklemi, bu matrisin karekteristik denklemidir ve bu denklemin kokleri olan

karekteristik degerler ise,

1++5 . 1—+/5
= Vi =
¥1 9 2 9
dir. Eigen vektorler ise,
1 5
= 2 x z
f f =@, , i=1,2
2 2 Yy Y
+ 1 1
=+—2x olu
V5 P
1 1
ve dir.
1 _ 1
V5 V5

Bu iki vektorii bir matrisin siitunlarina yerlestirip, olusan matrisin tersini alirsak,

-1

—
N[= D=
ok
N
[S
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elde ederiz. O halde

1 5 1L V5
s 2 | _ [ 1 1 pr 0 3 9
11 1 1 1 V5
3 32 iV 0 ¢ 3 T3
yazabiliriz. Dolayisiyla
1 5 ot 1 1 5
3 2 _| 11 1 0 3 2
1 V5 1 1 -1 1 V5
3 T2 7 OV 0 ¢ 3 T2
dir. Bu ifadeyi (3.4) de yerine yerlestirirsek
Ly _ (1 1 it 0 1 5 1
1 1 n—1 1 V5
In NV 0 ¥ 2 T2 1

Sonucuna ulagiriz. Sag tarafta gerekli iglemler ve sadelestirmeler yapilirsa agagidaki

sonuclar1 elde ederiz:
fo = %(%01 — ¥5)
ln = 90711 + 903

Bu formiillerin bir sonucu olarak

T A v T =

Ayrica,
12— 5f7 = 4ptps = 4(@ 0y)" = 4(—1)"

3.5
i~ 577 = 4(-1y o7

esitligi de saglamir (Lewis 7).
3.6 Fibonacci ve Lucas Dizilerinin Geometrik Bir Yorumu

Fibonacci ve Lucas dizilerinin terimleri, (3.5) ifadesinde n ¢ift oldugu zaman,

22 — 5y* = 4 hiperboliiniin pozitif kismi tizerindeki tamsay1 noktalarmin koordi-
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nat fonksiyonlar1 ve n tek oldugu zaman 22 — 5y* = —4 hiperboliiniin pozitif kismi
iizerindeki tamsay1 noktalarinin koordinat fonksiyonlaridir. Fakat, bu hiperboller

ortak bir asimptota sahiptirler. (Sekil 3.6)

T 1 =5yt =—d
"' (e yp20) -

Py fred
x-Syl =4
(xyz0)

e

P(EJJ . -flr}

X

Sekil 3.6 Fibonacci ve Lucas dizilerinin geometrik yorumu

asagidaki matris ise,

N[= N
= ot

yukaridaki gekildeki her bir hiperboliin bir kolunu digerine ¢evirir (Lewis 7)
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4. ALTIN ORAN VE DIiFERENSIYEL GEOMETRI

Bu boliim, Mircea Crasmareanu ve Cristina-Elena Hretcanu tarafindan 2008 yilinda

yayimlanan "Golden Differential Geometry" adli makalenin agilmig halidir.

4.1 Manifoldlar Uzerinde Altin Yapilar

Tanim 4.1.1: M, C* reel bir manifold olsun. Eger (1,1) tipindeki F' tensér alan
agagidaki  cebirsel = denklemini  saglar ve  Vp € M igin
F"Y(p), F"2(p), ..., F(p), I lineer bagimsizsa, F tensor alanina M manifoldu {iz-

erinde bir polinom yapisi1 denir.

Qz) = 2"+ apz™ '+ ...+ ayr + a1 ] =0

(Burada I, (1, 1) tipindeki tensor alanlarimin 6zdeglik déniigiimii.) @(z) polinomuna

da yap1 polinomu denir (Goldberg ve Yano 1970).

Agiklama 4.1.1: Q(z) = 2? + I yap1 polinomuna sahip (1, 1) tipindeki bir tensor
alani igin hemen hemen kompleks yapiy1 (J) elde ederiz. Yani; J? = —I dir.
Eger bir manifoldun iizerinde hemen hemen complex yapi mevcutsa, bu manifoldun

boyutu c¢ifttir.

Q(z) = 2% — I yap1 polinomuna sahip (1,1) tipindeki bir tensér alani i¢in hemen
hemen garpim yapiy1 (P), ve Q(x) = z? yap1 polinomuna sahip olan (1,1)
tipindeki bir tensor alani igin ise hemen hemen tanjant yapiy1 (T) elde ederiz.

Dolayisiyla P? = I ve T? = 0 dur.

Tanim 4.1.2: Agagidaki denklemi saglayan (1,1) tipindeki bir ® tensor alanina

M manifoldu iizerinde bir altin yap1 denir.

PP=d+1 (4.1)
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Bu yapilarin baz 6zeliklerine bakalim.
Onerme 4.1.1: M manifoldu iizerinde bir altin yap: agagidaki gibi tislii kuvvetlere

sahiptir.
" = fL, &+ [, 11 (4.2)

Burada ( f,,), Fibonacci dizisidir.

Fibonacci dizisini genel terimi olan

" — (1 —o)"
- 4.3
f N (4.3)
Binet’s formiiliinii (4.2) denkleminde yerine yerlegtirirsek,
il Sl 2 S il €k D
" = o+ I 4.4
Vi Vi (4.4)

esitligini elde ederiz.
Onerme 4.1.2:
(7) Bir @ altin yapisinin eigen degerleri altin oran ¢ ve 1 — ¢ dir.

(17) ® altin yapisi, Vo € M i¢in M manifoldunun tanjant uzayi tizerinde 7, M bir

izomorfizimdir.

(i17) @ altin yapisinin tersi mevecuttur ve &~ = ® olmak iizere

denklemini saglar.
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ispat:
(2)
lineer
P x(M) =" x(M)

X (M) tizerinde ® nin eigen degeri \ ise VX € x(M) i¢in
B(X) = \X

dir. @, altin yap1 oldugundan
P’ =0+ ]

esitligini saglar.

— P*(X)=d(X)+I(X)

= P(P(X))=0(X)+ X, (P(X)=)\X)
— PAX) = AX + X, (®, lineer)
— AO(X) = AX + X, (B(X) = AX)
— AMAX)=AX+X

— MNX=0\+1X

Bu esitlik VX € x(M) igin dogru oldugundan
N =A+1

esitligini elde ederiz. Bu denklemin kokleride

_ 145 1-+/5

A1 5 = ¢ ve Ay = =1—0

dir. A\ = ¢ ve Ay = 1 — ¢ degerleri de ® altin yapisinin eigen degerleridir.
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(i)

lineer
P x(M) = x(M)

® altin yapisinin bir izomorfizm oldugunu gostermek icin @ lineer oldugundan bire-
bir ve orten oldugunu gostermeliyiz. Eger bir lineer doniistimiin ¢ekirdegi {O} ise

bu lineer doniistim bire-birdir. Dolayisiyla ® nin cekirdegine bakalim.

cek® = {X ex(M) | ®(X) = 6} ve
> = &+ oldugundan
B(B(X) = B(X) + I(X),  (B(X)=0)

@(6) —0+ X, (® lineer oldugundan @(6) = 6)

cekd = {6}

® Dbire-birdir.

Simdi ortenligine bakalim.

—

boyx(M) = rank® + boy(¢ek®),  (¢cekd = {0} oldugundan boy(¢ek®) = 0 dir.)

boyx (M) = boy®(x(M))

U
=
=
é
=
=

®, ortendir
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(iid)

® izomorfizm oldugundan bire-bir ve 6rtendir. Dolayisiyla ® nin tersi mevcuttur.

P? =

e

® + I (Her iki tarafa sagdan ® ' ni igleme sokarsak)

o = pp~! + 1O

(PP ) =T+ !

PI=1+0"

d=7+07"

' =& I, (Her iki tarafa tekrar sagdan ® ' ni igleme sokarsak)
' =0 — JO !

(@ V2 =1-0" (@4=é)

-~

P2 = -0+

Aciklama 4.1.2: Altin yapilar ikililer gseklinde yer alir. Yani ; ® bir altin yap ise

® =T — ® de altin yapidir.

O halde

(I-®)? = (I-®)o(I—d)
= (I-%—-9+9?%, (@* =+ 1)
= (I-20+®+1)
= (I—®)+1

olup, bir altin yapidir.

Benzer durum hemen hemen tanjant yapi (T' ve — T') , hemen hemen kompleks yap1

(J ve — J) ve hemen hemen ¢arpim yapisi (P ve — P) igin de gegerlidir. Yani, sirasi

ile
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eger T bir hemen hemen tanjant yapi ise, (—7") de bir hemen hemen tanjant yapidir.

J bir hemen hemen kompleks yapi ise, (—J) de bir hemen hemen kompleks

yapidir.
P bir hemen hemen ¢arpim yapi ise, (—P) de bir hemen hemen ¢arpim yapidir.
Simdi altin yap1 ve hemen hemen carpim yapisi arasinda iligkiye bakalim.

Teorem 4.1.1: Bir P hemen hemen ¢arpim yapisindan agagidaki gibi bir altin yap1

elde ederiz.

B — %(I +V5P) (4.6)

Kargit olarak herhangi bir & altin yapisi bir hemen hemen carpim yapisi iiretir.
Yani,

P=—_(20 1) (4.7)

4l

ispat:
= +17

esitligi saglaniyor mu buna bakmaliyiz.

2
I
E
(]
=

[(1+V5P) o (1+5P)]
(I++V5P++5P+5P%, (P*=1)

(I +2V5P +51)

e S R S SN

= 5(3]+\/3P):%(I+\/5P)+]
= d+17

O halde ®? = ® + I dir. Dolayisiyla ® bir altin yapidir.
Simdi de
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PP=1
oluyor mu buna bakacagiz.
P? = PoP
1
= —[2P—-1)o (20 —1)]
(49° — 20 — 20 + 1), (P*=d+1)

(49 + 41 — 4% + I)

N Ot = ot = ot

O halde P? =T dir.
(4.6) ifadesinden esinlenerek baz yapilar tanimlayalim:

(1) M manifoldu tizerinde bir hemen hemen tanjant yap: 7" olsun. O zaman
1
b= (1 + V5T) (4.8)

ifadesi (M, T') hemen hemen tanjant manifoldu iizerinde bir tanjant altin yapidir.

®, Tanjant altin yapisi,

1
d? — @, + 71=0 (4.9)

denklemini saglar. Reel sayilarda bu denklemi diisiiniirsek, 2% — x + }l = (0 dir ve bu

denklemin kokii ¢, = % sayisida tanjant reel altin orandir.

(73) (M, J) bir hemen hemen kompleks manifold olsun.
1
o= (I + V5.) (4.10)

seklinde tanimlanan ®. tensor alanina (M, .J) hemen hemen kompleks manifoldu
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iizerinde kompleks altin yapi denir. ®., kompleks altin yapist

<I>§—<I>c+gI:0 (4.11)

denklemini saglar. M = R? alirsak 2% — 2 + % = 0 olur. Bu deklemin kokleri ise,
1 1 - -1 1 -
x1:§+§\/gz ve xglezﬁ—ix/gz
dir.
Tanim 4.1.3:
1 1
=~ 4+ =5
Pe 5 + 2\/_2

kompleks sayisina kompleks altin oran denir.

Aciklama 4.1.4: Bu say1 trigonometrik ifade igerir.
\/§ Ly \/3 )

=14/ z(——%= —1

SDC 2 \/6 6

Tanim 4.1.4:

(= +1/20)
= (—= 1
gpc \/6 6

kompleks sayisina birim kompleks altin oran denilecek. ¢} nin sagladigi denklem

r? — ‘/Téx + 1 =0 dir. ¢, ye karsilik gelen matris

1 5
2 2
Vi1
2 2
dir. Bu matrisin kogegenlestirilmis hali:
1 1 14+/5% .
5 5 —a 0 1 ]
i 7 1—+/5% .
5 3 0 5 1 —

o4



Bu boliimiin bir sonucu olarak, iiclii bir kavram elde ederiz:

HARMONT
Tanjant Altin Kompleks
pr=% p=11y/5 ve=%+3V5i

=prt+i(e—pt)

4.2 Altin Yapilara Ornekler

Ornek 4.2.1: ( Clifford Cebirleri )

Clifford cebiri olarak bilinen bu cebir, verilen bir vektor uzayi igin skalar ¢arpimin bir
se¢imiyle tek tiirlii tanimhdir. Bu cebir vektorler arasinda bir carpim tanimlanarak
olugturulur. Clifford carpimi denilen bu ¢arpim lineer ve birlesimlidir.

x,y, z vektorler ve a, b, c skalarler ise,

1) (azx)(by + cz) = (ab)zy + (ac)zz (Lineer)

2) (xy)z = x(yz) (birlesme)

Clifford garpimi skalar ve dig carpim yardimiyla tanimlandig icin iki vektor arasin-

daki dig carpimin 6zeliklerine bakalim (Lounesto 2001).

4.2.1 Iki vektériin dis carpimm

V, sonlu boyutlu bir reel vektor uzay: olsun. Iki vektor arasindaki dis carpim asagi-

daki 6zeliklere sahiptir.

(()VoeViginvAv=0

(77) Yv1,v3 € V igin vg Avg = —vg A vg
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(7ii) Ya € R ve Yy, vy € V igin

(av1) A vg = vy A (ave) = a(vy A vg)

(iv) Yvy,v9,v3 € V igin

(Ul + Ug) A V3 = (Ul A 1)3) -+ (UQ A "03)

v3 N\ (’Ul + Ug) = (Ug VAN Ul) + (Ug VAN 1)2)

(Hacisalihoglu ve Ekmekgi 2003).

4.2.2 Tki vektériin clifford carpimi

R™ nin herhangi x ve y vektorii icin clifford carpimi zy ile gosterilir ve

vy = (v, y) +T Ay

olarak tanimlanir (Lounesto 2001).

Vx,y € R" i¢in (x,y) = (y,x) ve z Ay = —y A x oldugundan

yr = (y, ) +yAxr = (y,x) —r Ny

elde ederiz. Bu durumda (4.12) ve (4.13) esitliklerini taraf tarafa toplarsak,

vy +yx = 2(z,y)

olur.

R™ vektor uzaymin {eq, es,... ,e,} ortonormal baz,
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€ie; = <€Z‘, €j> +e; VAN €j = € A €;

=0

€j€i = <6j, 6i> + ej A €, = €j A\ €, = —¢€; A\ ej = —eiej
——

=0

— €i€; = —€;€;

€;€; = <ei7€i> + e A €; = 1
——

=1 =0

O halde clifford ¢arpimina gore R vektor uzayimin standart bazlar

e?=ee; =1, i=]
(4.14)

eiej teje; =0, i#]

bagmntilarini saglarlar.
R” nin clifford cebiri ¢/(R™) seklinde gosterilir.

O halde (4.14) bagmtilarmi kullanarak, ®; = (1 +/5¢;) seklinde tanimlanan ifade

asagidaki 6zeliklere sahiptir.

®; = Altin yap1 (97 = &; + 1)

(4.15)

4.2.3 R? nin Clifford Cebiri

{e1, €2}, R? nin ortonormal bazlar olsun,

1 skalar
e, ey vektor

er1es  bivektor

Yukaridaki dort eleman R? nin cl(R?) clifford cebiri i¢in {1, 1, €3, e1e5} baz eleman-
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larimi olusturur. Yani c/(R?) de ki herhangi bir elemani; uq skalari, U = uye; + uges

vektorii ve U = ujgeies bivektoriiniin lineer birlesimi olarak yazariz.

U = Up + uie1 + Uo€9 + U12€1€2

cl(R?) clifford cebiri {1, ey, eq, €165} baz elemanlariyla dort boyutlu bir reel vektor

uzayidir (Lounesto 2001).

4.2.4 cl(R?) nin matris cebiri olarak ifade edilmesi

R? vektor uzaymnda ortonormal baz vektorleri e; ve e,

ve ejes bivektorii

€169 22 (1)

-1 0

matrisleri ile ifade edilir (Lounesto 2001).

Boylece,

(

S

1+

(i) ®1 = L(I + V5ey) = ’ 20

(4.16)

Hﬁlw
ot

(i1) ®2 = 3(I> + V5es) = 2

2
0

1
V5
ifadelerini elde ederiz.

Ornek 4.2.2: (2D Altin matrisler)

® € R" olmak iizere ®* = & + [ gartim saglayan matrislere Altin matris denir.
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n = 2 igin (4.1) ifadesini ¢ozersek Altin yapilarin iki paremetreli ailesini elde ederiz.

Yani, ® € R2 olmak iizere

d = , a,b,c,d € R

dir ve (4.1) ifadesini ¢ozdiigiimiizde de

P = PO (%)

a?+be ac+de
ab+bd cb+ d?

a c 10
d+1 = + (Fe k)
b d 0 1
a—+1 c
b d+1
(%) ve (Je¥k) ifadeleri esit oldugundan
a? +be ac+dc a+1 ¢
ab+bd cb+ d? b d+1
a’+bc=a+1 ab+bd=">b
—
ac+dc=c ch+d®*=d+1
1
== a—{—d:lvec:—g(aQ—a—l) dir.
a —3(a®—a—1)
= Qqp = , a€R, beR* (4.17)
b 1—a

elde ederiz. O halde n = 2 i¢in Altin matrisler (4.17) formatindadir.
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Ayrica, (4.16)(i) den ®; ve I, —®; matrisleri (4.17) formatinda olmadig halde ikiside

altin matrisdir. Ciinkii,

P = PP
¢ 0 ¢ 0
0 1—9p (O 1—¢
> 0

0 ﬂw?)
p+1 0

0 1-2p+¢+1

e+1 0 o 0 10
= = _|_
0 2—¢ 0 1—¢ 0 1
%, =L,

— (I)%:(I)1+[2

dir. Benzer sekilde (I, — ®1)% = (I — ®;) + I oldugu gosterilebilir.

®y =P, 5 iken

1
27 2
%) 0
b 1—op

q)so,b =

matrisi ®; matrisi gibi aynen esas kosegen tizerinde 22—z —1 = 0 denkleminin kokleri

olan ¢ ve 1 — ¢ bulunmaktadir. O zaman ®; = %imCI)%b seklinde diisiinebiliriz.
(4.17) ifadesine geri donersek, belirtelim ki:

(i) ®,p matrisinin determinanti a ve b paremetrelerinden bagimsizdir, yani, (—1)
dir. Pcostsint matrisinin O~ (2) = {S € O(2) | det S = —1} ye ait olup olmadigim
incelerken sunu elde ediyoruz:

cost sint + cott
écostsint - 5 t < R\ {kﬂ- ’ k S Z} (4.18)

sint 1 —cost
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seklinde olup, det o5t sint = —1 dir. Fakat ®cosy sin+ matrisi incelendiginde ortogonal

bir matris degildir. Yani ®costsin: ¢ O(2) dir. Dolayisiyla ®eostsine ¢ O (2) dir.

(4.18) den su 6rnek ortaya gikiyor

Doy =

(it) ®,p matrisinin izi a ve b paremetrelerinden bagimsizdir, yani, (+1) dir.
Deostsint & O (2) dair yeni bir sebeb de @eosssint matrisinin izi (4+1) olmasidir.

Ciinkii O~ (2) ye ait elemanlarin izine bakildiginda

A € O (2)olsun. O halde det A= —-1ve Ac O(2), (AcO2) <= AT=A4"1)

a b . 1 d —b
A = ve Al=
c d ad — bc c a
1 1 d -
= = , (detA=-1)
ad — bc c a
=-1
. d —b —d b
e A = — =
—c a c  —a
AT = A7 6zeligini kullamirsak,
a c —d b
—— =
b d c —a
—d b
— a=—-d ve c=b = A= €0 (2)
b d
— zA=—-d+d=0

oldugu goriiliir. (Trcblg,b)kzo izlerinin dizisi 2, 1, 3, 4, 7, ... seklinde olup, Fibonacci

dizisi elde edilir.

(iii) 2* — 2 — 1 = 0 denkleminin kokleri ¢ ve 1 — ¢ olup, toplamlar1 (+1) dir. Bunu
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(4.17) ifadesi iizerinde dogrulayarak, suna variyoruz:

]2_(I>a,b = <I)l—a,b yani

q)a,b + q)l—a,b - [2
dir. Belirtelim ki, asagidaki genel kuadratik denklem
L(z)=2*+az+f

a —3L(a)
op = aeR, beR*
b —a—a

matrisini ¢oziim kabul eder.
Ornek 4.2.3: (Altin yansimalar)

Bir £ OKklid uzaymmda bir H hiperdiizlemine gore yansima H hiperdiizlemini sabit

birakan, H ya dik herbir v € £\ {0} vektoriinii —v vektoriine doniigtiiren ve

r,=r€FE—-r(x)=x—

formiiliine sahip olan ortogonal bir déniistimdiir (Processi 2007).

r2 = Ig, (Ig = E iizerinde 6zdeglik doniigiimii) Boylece, v vektoriine gore Altin
yansimay1

1
by = (Ip+ V5r,)

olarak tanimlayabiliriz. Yani, ®2 = ®, + I dir. Ayrica, v vektorii ®, nin 1 — ¢

eigen degerine kargilik gelen eigen vektoriidiir.

Lemma 4.2.1: X ortogonal bir doniisiim ve v de bir vektor ise

XTUX_l = TX(v)
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dir (Processi 2007).

Bu lemmada r, yi ®, cinsinden rx,) yi de ®x(, cinsinden yazarsak,
X0, X' =dx(,

ifadesini elde ederiz. ®, lineer doniisiimiiniin agik bir ifadesi:

seklindedir.
Ornek 4.2.4: (Altin yapilarla ilgili olarak iiglii yapilar)

F ve P, M manifoldu iizerinde (1,1) tipinde tensoér alanlari olsunlar.

(F, P, J = PoF) iiclii ile asagidaki dort yapiy1 olugturabiliriz.

(1) F?=P?2=Ive PoF—FoP=0ise J2=1

(2) F?=P>=Ive PoF+FoP=0ise J?=—1
(B)F?=P?=—-IvePoF—-FoP=0ise J2=1

(4) F?=P>=—Ive PoF+ FoP=0ise J* = —1

sirasiyla bu yapilara, hemen hemen hyperproduct (ahp), hemen hemen biprod-
uct complex (abpc), hemen hemen product bicomplex (apbc) ve hemen

hemen hypercomplex (ahc) denir.

(4.6) ifadesinden yola gikarak
1 1 1
Op = (I + VBF), ®p = S+ V5P), &, = S+ V5.J)
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seklinde olup, bu yapilar arsindaki baginti
V5P, =28p0p — Dp — Pp + @I

dir ve (Op, Pp, ®,) tigliisiisiinii géz oniine alirsak

(1) (F, P, J = P o F) iigliisii bir hemen hemen hyperproduct (ahp) <= ®p, ®p
Altin yap1 ve p®p = &pdp ise ¢; Altin yapi

(2) (F, P, J = PoF) iigliisti bir hemen hemen biproduct kompleks (abpc) <= &,
$p Altin yapr ve 4(PpPp + PpdPp) = 2(Pp + Pr) — I ise ®; kompleks altin yapi

(3) (F, P, J = P o I) iigliisii bir hemen hemen product bicomplex (apbc) <= ®p,
®p kompleks altin yapi ve ®pPp = PpPp ise ; Altin yapr

(4) (F, P, J = P o F) iigliisii bir hemen hemen hypercomplex (ahc) <= @5, ®p
kompleks altin yapr ve 4(®pPp + Opdp) = 2(Pp + $p) — [ ise $; kompleks altin

yapi

Ornek 4.2.5: M = R iizerinde ® = (1 +55), (32 = —1) ifadesi bir kuaterniyon

kompleks altin yapidir.

ispat:
3
P2 =0 — =
2
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esitligi saglaniyor mu? Buna bakalim.

»? = —(1+V5s)1+V55)
(1++v55 +55 —5)

—4+2V55)

N e S TN
—

N —

Il
—

Ornek 4.2.6: M = R* tizerinde ® = (1 + V55), (;2 = 1) ifadesi bir split

kuaterniyon altin yapidir.

ispat:
=P +1

egitligi saglaniyor mu? Buna bakalim.

P2 = —(1+V5s)(1+V55)

— |

= -(1+V55s+V5s +5)

(6+2V55s)

%(1 +v55)) +1

SN

—~

|

=P
— P*=0+1

4.3 Altin Yapilar Olarak Konneksiyonlar
4.3.1 Asli lif demetlerinde konneksiyonlar

P(M,QG) bir asli lif demeti olsun. V =c¢ekm, (r : P — M lif projeksiyonu) P
tizerindeki vertical dagilim ve H da V nin timleyen dagihmi, yani 7P =V & H
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ve H, G-invariant. O halde v ve h sirasiyla V' ve H a karsilik gelen projeksiyonlar:
gostermek tizere

F=v—-h
(1,1) tipindeki tensor alam P iistiinde bir hemen hemen ¢arpim yapisidir. P asli lif
demeti tizerindeki bu F' hemen hemen carpim yapisi bir konneksiyona karsilik gelir
<= asagidaki sartlar saglanirsa
(H)FX)=X<—=XeV
(2) dR, 0o F,, = Fy0dR,, Ya€G ve u€P

(4.6) ifadesi goz oniine alinarak, sunu elde ederiz:

Onerme 4.3.1: P, asli lif demeti tizerindeki bir ® altin yapis: bir konneksiyon ifade

eder <> asagidaki sartlar saglanirsa

(1) X € x(P) (= P tizerindeki vektor alanlarimin Lie cebiri) ® Altin yapisinin ¢

eigen degerine kargilik gelen eigen vektorii <= X vertical vektor alan

(2") dR, o @, = @40 dR,, Va e G ve ue P, (I=x(P) iizerindeki 6zdeslik)

w € Q(P,g), H nmn egrilik konneksiyon 1—formu olsun. Burada g, G Lie grubunun
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Lie cebiridir. w nmin egrilik formu:
VX, Y € x"(M) igin Q(X,Y) = du(h(X), h(Y)) = —w([X,Y])
dir. VX,Y € x(M) igin F' hemen hemen ¢arpim yapisinin Nijenhuis tensorii

Np(X)Y) = FXX,Y])+[F(X),F(Y)] - F(F(X),Y]) - F(IX,F(Y)]), (F*

Il
~
SN—

= XY+ [F(X), F(Y)] = F(IF(X),Y]) = F(X, F(Y)])

dir. F =v—hidi. O halde VX,Y € xY"(M) igin F(X) = v(X) — h(X) = —h(X) =
—X olup,

Np(X,Y) = [X,)Y]+[X,)Y]+ F(X,Y])+ F([X,Y])
Np(X,Y) = 2[X,Y]+2F([X,Y])
w(Np(X,Y)) = 2w([X,Y]) +2w(F[X,Y])

(woF = wlw—h)=wov—woh=wov=uw)
=0

w(Np(X,Y)) = 2w([X,Y]) + 2w([X,Y])
e N(X,Y) = —(w(X,Y)))

dir. O halde Q(X,Y) = —3w(Np(X,Y)) olur. Ayrica,

Np(X)Y) = FYXY])+[F(X),F(Y)] - F([F(X),Y]) = F([X, F(Y)])
= XY+ [F(X), F(V)] = F([F(X),Y]) = F(IX, F(Y)]), VXY € x(M)

ve & = 3(I +V/5F) ve F = 5-(2® — I) oldugunu biliyoruz. O halde
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Np(X,Y)

Dolayisiyla,

olur.

(X, Y]+ %[(2@ —DX,(2¢ - NY] - é(ch —D[2® - X,Y]

1
5
(X, Y]+ %[@(X), 20 — I)Y] - %[X, 20 — I)Y] — %(2@ — D[®(X),Y]

(20 — I)[X, (2@ — 1)Y]

4120 - D)X, Y] - §<2q> _ D)X, 0(Y)] + %(2@ DX, Y]

)
X V] 4 S[B(X), B(Y)] — 2[2(X), Y] ~ 21X, &(V)] + £[X. Y]
~SB(R(X), Y]) + Z[B(X),Y] + B(X,V]) ~ 1[X,V] - 12X, 2(V))
FIIX0(V)] + S B(X,V]) ~ £[X,V]
SIX Y]+ SR, Y]) 4 S [B(X), 2(V)] — SR([(X),Y]) — £ B((X, &()))
:%cb;(TX,Y])
S (@ (X, Y]) + [B(X), B(¥)] ~ B(12(X), Y]) - B(X, B(¥)])
Zgqu)(X, Y)
Np(X,Y) = %Nq)(X, Y) elde edilir. (4.19)
QYY) = —qu(Np(X.Y))

= —u(Ne(X, )

4.3.2 Tanjant demetlerde konneksiyonlar

Tanim 4.3.2.1: J, (1,1) tipinde bir tensor alani olmak iizere eger

imJ = ¢ekJ
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ise, J ye M manifoldu iizerinde hemen hemen tanjant yapi denir (Crasmareanu

2003).

Tanimdan da rahatga goriilecegi gibi J? = 0 dir ve im.J = V(M) dir (Crasmareanu

2003).

m : TM — M, M manifoldunun tanjant demeti olsun. V(M) =c¢ekm.,
(me : TTM — TM) seklinde gosterilir ve V(M) ye M manifoldunun vertical
dagihm denir. M iizerinde (z%);<;<, bir lokal koordinat sistemi olmak tizere T'M

tizerindeki bir lokal koordinat sistemide (z,y) = (z°, ) seklindedir. TM de

1<i<n

(z,y) = (2°,y),.,., lokal koordinat sistemli bir atlas i¢in, 7'M nin bir J tanjant

yapisl

J = i ®dx'  yani
ay*

0 0 0

) =0 dir.

Tamim 4.3.2.2: (1,1) tipindeki bir tensor alani v : (M) — x(M) olmak iizere

Jov=20
volJ=1J

(4.20)

sartlar1 saglaniyorsa v tensor alanina vertical projector denir.
(4.20); den imv C ¢ekJ = V(M) ve (4.20); den de v |ims= Iy elde ederiz, yani,

V(M) = imJ C imuv dir. Sonug olarak imv = V(M) ve v? = v dir (Crasmareanu

2003)

Tamim 4.3.2.3: V(M) vertical dagilimin complementary dagilimina N, yani,

X(M) =N & V(M) (4.21)
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Normalization veya Horizontal dagilim veya lineer olmayan konneksiyon

denir.

v vertical projektorii C*° (M )-lineer ve imv = V(M) oldugundan agagidaki 6nermeyi

soyleyebiliriz.

Onerme 4.3.2.1: Bir v vertical projectorii ¢ekv = N(v) bagmtis1 sayesinde bir

non-lineer konneksiyon {iretir.

Buradaki 6nemli bir agiklama sudur ki: en son 6nermenin terside dogrudur. Yani,
eger N non-lineer bir konneksiyon ise (4.21) ayrigimina gore hy ve vy horizontal ve

vertical projeksiyonlar1 olmak tizere asagidaki énerme verilir.

Onerme 4.3.2.2: vy, N(vy) = N olacak sekilde bir vertical projectordiir.

ispat:
oy x(M) = V(M) ve hy:x(M)— N

imuy = V(M) =c¢ekJ  oldugundan  (4.20); ifadesi saglanir.
oy (V(M) ) = V(M) = imJ oldugu iginde (4.20), saglanir. Boylece (4.20) ifadesin-
deki iki sart saglandig i¢in vy bir projectordiir ve ¢ekvy = N(vy) = N dir.

Lineer olmayan konneksiyon = vertical projector tzdeslestirmesine gore lineer ol-

mayan konneksiyonun bagka bir karakterizasyonu agagida verilmistir.

Tanim 4.3.2.4: T', (1,1) tipindeki bir tensor alani I" : x (M) — x (M)

I'oJ=-J
JoI'=J

(4.22)

sartlarin sagliyorsa I' tensor alanina hemen hemen c¢arpim tipinde lineer ol-

mayan konneksiyon denir.
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Onerme 4.3.2.3: Eger I, hemen hemen carpim tipinde lineer olmayan konneksiyon

ise

(i) vr = 3(Ly(ary — ') bir vertical projectordiir.

(17) V(M), T" tensor alaninin (—1) eigen degerine karsilik gelen eigen uzayidir.

(#73) N(vr), I' tensor alanimin (+1) eigen degerine kargilik gelen eigen uzayidir.

ispat:
(i) Jovor=2(J—JoT) “E2 L(Jo.)) =0 ve
vpod =3I —Tog) "Ly )=

O halde (4.20) deki iki sart saglandig1 i¢in vr bir vertical projectordiir.

(i4) V(M) = im v = {X € x(M) | D(X) = —X}

or = 3(Iyary — I) seklinde tammh. V(M) = {X € x(M)]or(X) = X}. O halde
w(X) = SUan(X) -~ T(X)
X = (X -T(X)

dir. Dolaywsiyla V(M) =im vp = {X € x(M) | I'(X) = — X} dir.

(1ii) N(vr) = ¢ekvr ={X e x(M) | ['(X) = X}

N[

vr = 5 (L) — T') seklinde tamimh. O halde ¢ekvr = {X € x(M) | vp(X) =0}. O
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halde

w(X) = S(han(X) - T(X))
0 = (X -T(X)
— T(X)=X

dir. Dolaysiyla N(vr) = ¢ekvr = {X € x(M) | ['(X) = X} dir.

Sonug olarak, her v vertical projector I' = I, 5y — 2v seklinde bir hemen hemen

carpim tipinde lineer olmayan konneksiyon olusturur.

I' = I — 2v ifadesi i¢in

? = I'oll
= (Ix(M) — 21}) o (Ix(M) — 21))
= Ly — 20 — 20 + 40

= IX(M) —4v + 4v

x(M)

oldugundan I'; tensor alan1 M manifoldu tizerinde bir hemen hemen ¢arpim yapisidir.

Bundan yola cikarak agagidaki ifade elde edilir:

Onerme 4.3.2.4: v, vertical projectorii ile verilen M manifoldu tizerindeki bir N

lineer olmayan konneksiyonu bir altin yapiyla da tanimlanabilir
Q= ol (m) — V50

ve N, ® nin ¢ eigen degerine kargilik gelen eigen uzayi, V(M) de ® nin (1 — ) eigen

degerine karsilik gelen eigen uzayidir.
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ispat:

I' = I m) — 2v ve I', bir hemen hemen ¢arpim yapisi oldugundan (4.6) esitliginden

yola cikarak

1

o = §(Ix( My + V/5I) esitligini kullanarak
1 .

r = %(2@ — L)) elde ederiz.

Ikinci esitligi I' = I (ary — 2v ifadesinde yerine yerlestirirsek

1
%(WD —Lan) = Ly —2v
20 — Ly = V5L — 2V50
20 = L + VBLn — 2V50

¢ = ol — Vo

elde ederiz.
N —cekv = {X € (M) | §(X) = pX}

® = oI, (s —/5v oldugundan v = %(@[X(M)—QJ) dir. N ={X € x(M)|v(X) = 0}.
O halde

o(X) = %(gofx(M)(X)—@(X»
0 = %(@X—é(ﬁf))
— B(X) = pX

dir. Dolayisiyla N =¢ekv = {X € x(M) | (X) = p X} dir.
V(M) =imv={X € x(M) | ®(X)=(1—-¢)X} dir

® = I —V5v oldugundan v = = (@l —®) dir. V(M) = {X € x(M) | v(X) = X}.
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O halde

o(X) = %(@IX(M)(X)—‘D(X))

X = %«ox—@m)

— D(X)=(1-p)X

dir. Dolaysiyla V(M) =imv = {X € x(M) | (X) = (1 — )X} dir

4.4 Altin Yapilarin Integrallenmesi Ve Paralelizmi

®, Altin yapisinin Nijenhuis tensoriine bakalim:
Ne(X,Y) = ®?[X, Y] + [®X,dY] — ®[®X,Y] — ®[X, DY

dir. R ve S de M manifoldu iizerinde complemantary dagilim olsunlar, yani, Vo € M
icin

T.M =R, ® S5,

demet durumunda da

TM=R®S
seklindedir. r ve s de sirasiyla R ve S ye kargilik gelen projeksiyonlar olmak iizere,

r=r s2=s

rs=sr=0 r+s=1Ipy

bagintilar1 vardir.

r —s = F olmak iizere F' nin bir hemen hemen ¢arpim yapisi oldugunu biliyoruz. O

halde
rT+Ss= [TM

r—s=1F
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oldugundan r = I(Iry + F) ve s = (Iry — F) dir.

1
¢ = §(ITM+\/SF)

olmak iizere

_ 1 1—
1

dir.

Hatirlatma:

(i) Eger Ng = 0 ise ® altin yapisi integrallenebilirdir. (4.19) ifadesinden Ny = £ N
oldugunu biliyoruz. O halde ® altin yapisi integrallenebilir <= F' hemen hemen
carpim yapisi integrallenebilir

(i7) s[rX,rY] = 0 ise M manifoldu iizerinde R dagilim integrallenebilir.

r[sX,sY] = 0 ise M manifoldu iizerinde S dagilimi integrallenebilir.

1 1—o
or = r1d=—0>— —"0, P? =D+ 1
7 7 ( )
1 1 1—o
= —P4+ =] - ——
Vi Vb e
% 1
= o4 —=IJ
VB Vb

= 907"

Benzer gekilde ®s = s® = (1 — ¢)s = S"T?CI) - \/Lg] dir. O halde

CIJT:NI):W’:%‘I)—FLI

V5 V5
q)s:sq):(l—@)s:ﬁ‘%cb—\/igf
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dir. Bu esitliklerin yardimiyla

Ne(rX,rY) = ®?rX,rY]+[®rX, &rY] — [®rX,rY] — ®[rX, drY]
(®r = or)
= X, rY]+ @ [rX,rY] — p®[rX,rY] — p®[rX,rY]
= O X, Y|+ [rX, Y]+ orX,rY] + [rX,rY] — 20pQ[r X, rY]

= (1-=20)2rX,rY]+ (24 ¢)[rX,rY]
(2+¢)
5

1 1-2
gqu)(rX, rY) = MS@[TX, rY] +

5 sirX,rY], (s®=(1—¢p)s)

1-2 2

= d-2) : <p)(1—<p)s[7’X,7°Y]—i—( _’E;CP)S[’/’X,TY]
1l—p—2 202 4 2

- (IR X Y]

= sirX,rY]

1
— gSNq:.(TX, rY) = s[rX,rY] elde ederiz.

Benzer bir ispatla r[sX, sY] = trNg(sX, sY) elde edilir. O halde

1sNg(rX,rY) = s[rX,rY]

trNg(sX,sY) = r[sX, sY]

ot

dir. Bu son ifadelerden yola cikarak asagidaki énerme ¢ok rahat goriiliir.

Onerme 4.4.1: (i) R integrallenebilir <= sNg(rX,rY) =0

(i7) S integrallenebilir <= rNg(sX,sY) =0

(77) ® integrallenebilir ise de hem R hemde S integrallenebilir.

4.4.1 Hemen hemen c¢arpim manifoldlar: iizerinde uyarlanmis lineer kon-

neksiyonlar

D, (n + p) boyutlu bir M manifoldu tizerinde n—dagilim olsun. A/ manifoldu {iz-
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erindeki bir lineer konneksiyon V*olmak iizere
ViU € I'(D), VX eT(TM), UeT(D)

ise V* lineer konneksiyonuna D ye uyarlanmig denir (Bejancu and Farran 2006).

D', M manifoldu tizerinde D dagiliminin tiimleyen bir p—dagilimi olsun. O halde
TM = DD’ dir. Q ve Q' de sirasiyla D ve D' ye karsilik gelen projeksiyonlar olsun.
Dolayisiyla Q — Q" = F seklinde bir hemen hemen carpim yapisi olusturabiliyoruz.

(M, D, D) iicliistine de hemen hemen carpim manifoldu denir.

Hemen hemen ¢arpim manifoldu iizerindeki bir lineer konneksiyona V* uyarlanmisg

lineer konneksiyon denir eger V* hem D hemde D’ ye gore uyarlanmis ise, yani,

VyQY € TI'(D)
ViQY e T(D) VX,Y eI(TM)

Ik kez Schouten Van-Kampen ve Vranceanu tarafindan tanitilan ve kendi isimleriyle
bilinen hemen hemen carpim manifoldlar: iizerinde iki uyarlanmis lineer konneksiyon
vardir. Bu konneksiyonlar su sekilde tanimlanir: M bir hemen hemen ¢arpim man-

ifoldu ve V, M iizerinde bir lineer konneksiyon olmak tizere VX,Y € I'(T'M) igin

(i) Schouten konneksiyonu

Q(VxQY)+Q (VxQY)

(77) Vranceanu konneksiyonu

Vi¥ = Q(VoxQY)+Q (Vo x@Y) +QIQ'X,Qv] + Q[QX, QY]

Sc
VxY

dir (Bejancu ve Farran 2006).

M manifoldu tizerinde Q — Q" = F, F hemen hemen carpim yapisi eger V lineer
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konneksiyonuna gére kovaryant tiirevi sifira esit ise, yani,
(VxF)Y = VxFY — FVUxY =0, VX,Y € [(TM)

F hemen hemen ¢arpim yapisi V lineer konneksiyonuna gére paraleldir denir (Be-

jancu ve Farran 2006).

Onerme 4.4.1.1: 7 ve s projektorleri M manifoldu tizerindeki her V lineer konnek-
siyon i¢in Schouten ve Vranceanu konneksiyonuna gore paraleldir ve ® altin yapisi

da Schouten ve Vranceanu konneksiyonuna gore paraleldir.
ispat:
VX,Y € x(M) igin

r projectoruniin Schouten ve Vranceanu konneksiyonuna gore paralelligi:

Sc Sc Sc
(V)Y = VxrY —r(VxY)

= 7(Vxr?Y) +5(Vxs(rY)) —r[r(VxrY) + s(VxsY)]
=0
(r* = r, rs=sr=0)

= r((VxrY) —r*((VxrY))
= r((VxrY)—r((VxrY)=0

(VX’I")Y = (%XT‘Y) — T‘(%XY)

= 1(Voyr(rY)) + s(Vsxs(rY)) + r[sX,r(rY)] + s[rX, s(rY)]
-0 -0

—r(r(VoyrY) 4+ s(VsxsY) + r[sX,rY] + s[rX, sY])
= (VoY) +r[sX,r(rY)] = r(V,yrY) —r[sX,rY] =0

Benzer gekilde s projectoruniin Schouten ve Vranceanu konneksiyonuna gore paralel-
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ligi gosterilebilir.

®, Altin yapisinin Schouten ve Vranceanu konneksiyonuna gore paralelligi:

Sc Sc Sc
(Vo ®)Y = (V, 3Y)—®(VyY)

— P (Vxr(®Y) + 5(Vxs(@Y))
—[(r(VxrY) + 5(VsY)), <¢S‘I:";Tj . f;)s)

= (VY ) + 8(Vx(1 = 9)s¥) — pr(Var¥) — (1 - )s(TxsY)

= or(Vx(rY)) + (1 = ¢)s(Vx(sY)) = or(VxrY) — (1 = ¢)s(VxsY)

= 0

\% |4 \%4
(V@)Y = (V,®Y)—d(VxY)

= 7(Viyr(PY) + s(Vsx s(PY)) + r[s X, r(PY)] + s[rX, s(PY)]

—Or(V, 1Y) — &s(VsxsY) — Or[sX,rY]

Or =rd = or >
Ps=sP=(1—¢)s
= (Viyp(rY)) + s(Vax (1 = ¢)sY) +r[s X, o(rY )] + s[rX, (1 — ¢)sY]

—drirX, sy, (

—pr(V, YY) — (1 — ¢)s(VsxsY) — or[sX,rY] — (1 — ¢)s[rX, sY]

= or(V, rY)+ (1 —9)s(VsxsY) + or[sX,rY] + (1 — ¢)s[rX, sY]
—pr(Vy YY) — (1 — 9)s(VsxsY) — or[s X, rY] — (1 — ¢)s[rX, sY]

= 0

D, M manifoldu iizerinde bir dagiim, eger; X € x(M) ve Y € I'(D) igin

VxY € I'(D) ise D dagilmina V lineer konneksiyonuna gore paraleldir denir.

Onerme 4.1.1.2: R ve S dagihmlar1 M manifoldu tizerindeki her V lineer konnek-

siyon i¢in Schouten ve Vranceanu konneksiyonuna gore paraleldir.
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ispat:
Xex(M)veY el'(R)olsun. Y e '(R) = s(Y)=0ver(Y)=Y

Sc
VxY = r(VxrY)+ s(VxsY)
= r(VxY)eR
v
VxY = r(V,xrY)+ s(VexsY) +r[sX,rY] + s[rX, sY]

= (r(V,xY)+r[sX,Y])eR
Xex(M)yveY el'(S)olsun. Y € I'(S) = r(Y)=0ves(Y)=Y

ViV = r(VyrY)+ s(VysY)
= s(VxY)e S

VY = #(VoxrY)+ s(VoxsY) + r[sX, Y] + s[rX, sY]
= (s(VxY)+s[rX,Y]) e S

4. 5. Altin Riemannian Metrikleri

P, M manifoldu iizerinde hemen hemen carpim yapisi ve g de
g(P(X), P(Y)) =g(X,Y) VXY €x(M)
veya buna denk olarak P, bir g—simetrik endomorfizm
g(P(X),Y) = g(X, P(Y))

olacak gekilde M manifoldu iizerinde bir Riemann metrigi olmak iizere (g, P) ikilisine

Riemannian hemen hemen ¢arpim yapisi denir.

Onerme 4.5.1: P, bir g—simetrik endomorfizm < ®, Altin yapis: da g—simetrik

endomorfizm.
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ispat:

(=) g(P(X),Y) = g(X, P(Y)) = g(®(X),Y) = g(X,2(Y)) (?)

o = %(I ++/5P) oldugunu biliyoruz
1
— P= %(QQD — 1) dir.
g(P(X),Y) = g(X, P(Y)) = g((75(22 - 1))(X),Y) = g(X, (522 — ))(Y))

— = [8(20(X),Y) —g(X,Y)] =

ot

= 28(®(X),Y) = 25(X, 2(Y))
= 8(®(X),Y) = (X, 2(Y))
(=) g(®(X),Y) = g(X,2(Y)) = g(P(X ),Y) = (X, P(Y))  (?)
o= %(I +/5P)
g(2(X),Y) = g(X, (Y)) = g((3(I + VBP))(X),Y) = (X, (5(I + V5P))(Y))

= 3 [8(X,Y) +g(VEP(X), V)] = 3 [g(X,Y) + g(X, V5EP(Y))]

= g(P(X),Y) = g(X, P(Y))
Tanim 4.5.1: (Altin Riemannian Manifoldu) g, M manifoldu iistiinde

g(®(X),Y) = g(X,2(Y)), VXY e x(M)

81



olacak sekilde bir Riemann metrigi ise (g, ®) ikilisine Altin Riemanian yapi ve

(M, g, @) iicliisiine de Altin Riemannian manifoldu denir.

Onerme 4.5.1: Altin Riemannian manifoldu tizerinde

(1) r, s projektorleri g—simetriktir. Yani,

dir.

(77) R, S dagilhimlar1 g—ortogonaldir.

g(r(X),s(Y)) =0

(73i) Altmn yapi, Ng—simetriktir.

No(®(X),Y) = No(X, ®(Y))

ispat:
(7)
1 1—0p
r=-—&—- ——
V5 V5
ve

g((I)(X)a Y) = g(Xv <I)<Y))

oldugunu biliyoruz. O halde ® = v/5r + (1 — ¢)I ve

g(®(X),Y) = g(X, @(Y))
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oldugundan

g((Vor + (1= p))(X)
g((V5r(X),Y) +g((1 = 9)I(X)
VBg(r(X),Y) + (1 - p)g(X

g(r(X)

Y) = g(X,(Vor+(1—9))(Y))

Y) = g(X, (Vor(Y)) +g(X, (1 - )I(Y))
Y) = Vag(X,r(Y) + (1 - 9)s(X.Y)
Y)

= g(X,r(Y))

I
?
Y
Y

olur. Ayrica s = _\/qu) + F1 ve g(®(X),Y) = g(X,®(Y)) oldugunu biliyoruz.
Yukaridakine benzer sekilde g(s(X),Y) = g(X, s(Y)) oldugu gosterilebilir.

(17) R ve S dagihmlan tiimleyen dagilim oldugundan

T.M =R, ® S,

dir. M manifoldu iizerinde g metrigi koydugumuz igin (R,)* = S, ve (S;)* = R,
olur. Dolayisiyla

g(r(X),s(Y)) =0

dir.

(737) ® altin yapisinin Nijenhuis tensorii
Na(X,Y) = @*([X,Y]) + [0(X), (V)] — D([®(X),Y]) — &([X, 2(Y)])
dir. O halde

Na(®(X),Y) = @*([®(X),Y]) +[2*(X), ®(Y)] — ®([2*(X),Y]) — &([2(X), ®(Y))])
= O([®(X ), Y]) +[®(X ), Y]+ [®(X), 2(Y)] + [X, (V)]
—9([2(X), Y]) = ([X, Y]) — 2([2(X), 2(Y)])
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ve

No(X,2(Y)) = @*([X, @(Y)]) + [2(X), 2*(V)] — ([®(X), 2(Y)]) — ([, 2*(Y))])
= O([X,2(Y)]) + [X, (V)] + [2(X), &(Y)] + [®(X ), Y]
—0([2(X), 2(Y)]) — @([X, 2(Y)]) — &([X, Y])

dir. Dolayisiyla Ng(®(X),Y) = Neo(X, ®(Y)) dir.
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