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Danigman : Prof, Dr. Cevat KART

Bu tez dort bsliimden olugmaktadur,
Birinci bélitmde, diferensiyel denklemlerin aykin noktalari hakkinda bilgiler verildi.

[kinci bsliimde, Painlevé denklemlerinin tarihsel gelisimi ve Painlevé dzeligi tizerinde
duruldu. Painlevé ve arkadaglar: sabit kritik noktalt 50 denklemin varhgim gosterdiler.
Sabit kritik noktali yani kanonik formda P-tiiriinde olan bu denklemler bu bglitmde
verildi. Denklemler hakkinda bilgilere de ayrica deginildi.

Ugtincil bsliimde, Painleve testi hakkinda bazi 6n bilgiler verildikten sonra, ikinci veya
tiglinclt basamaktan bir diferensiyel denklemin, Painlevé 6zehgme sahip olup
olmayacagna dair bir inceleme ele alinds.

Son bolimde, sabit kritik noktalt denklemler arasinda ayricalikli olmalarindan dolay1
Painleve Denklemleri olarak adlandinilan alti denklem igin genel bilgiler verildi ve bu
denklemlerden bir kisminin rasyonel ¢6ziimleri iizerinde duruldu.

2002, 64 sayfa

ANAHTAR KELIMELER: Painlevé Diferensiyel Denklemleri, Painlevé Ozeligi,
Biécklund Déniistimi.



ABSTRACT
Master Thesis

PAINLEVE DIFFERENTIAL EQUATIONS
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Supervisor : Prof. Dr. Cevat KART

This thesis consists of four chapters.

In the first chapter, some informations are given about singular points of differential
equations.

In the second chapter, the historical development of the Painlevé equations and Painlevé
property are introduced. Painlevé and his friends showed that there are only fifty types
of equations which have the property of having no movable critical points. In this
chapter, the equations which have no movable critical points i.e. the equations
which are in P-type in canonical form and some informations about these equations are
given.

In the third chapter, introducing some of the informations about the Painlevé test
whether a second or a third order differential equation has the Painlevé property or not,
is investigated.

In the last chapter, general informations about the six equations called as Painlevé
equations, which have the priviliges in these fifty equations, are given and the rational
solutions of some of these equations are investigated.

2002, 64 pages

Key Words: Painlevé Differential Equations, Painlevé Property,
Bicklund Transformations
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1. GIRIS
1.1 On Bilgiler

Cesitli tabiat olaylan kargumiza ¢ogunlukla lineer olmayan tiirden diferensiyel
denklemler ¢ikarmaktadir. Bu tiirden denklemleri analitik olarak (kapal form)
¢6zebilmenin genel yontemleri olmadifindan bu bigimdeki denklemlerin incelenmesi
oldukga zorluk arz etmektedir. Ote yandan gok sayida ozellikler ve giizellikler bu tiir
denklemler tarafindan kontrol edilmektedir.

Cesitli agilardan bu denklemlere yaklagilarak bu denklemlerden bir seyler
yakalayabilmenin yollar1 aranmaktadur.

Lineer olmayan onemli bir denklem simfi, 20. asrin baglarinda Paul Painlevé (1863-
11933, Fransiz) ve atkadaslan (E. Picard, L. Fuchs, R. Fuchs, J. Chazy, B. Gambier, S.
Kowalevski, R. Garnier) tarafindan ele alinmugtir. Bu matematikgiler s6zii edilen
denklem siufiny, denklemleri aykir: noktalar agisindan ele alarak incelediler (Sachdev
1991, Ablowitz ve Clarkson 1992).

Aykiri noktalar ve diferensiyel denklem iligkileri hakkinda temel bilgiler, bu konuda
daha. 8nce yapilan bir ¢alismada verilmektedir (Yildiz 1998). Aykurt noktalar sabit ya da
hareketli olabilir. Bir lineer diferensiyel denklem igin aykin nokia denildiginde
denklemin katsayilarinmn, lineer olmayan diferensiyel denklem igin aykiri nokta
denildiginde denklemin ¢Sziimlerinin aykini noktalart kastedilmektedir. Lineer
diferensiyel denklemlerin aykirt noktalarn sabit oldugu halde, lineer olmayan
diferensiyel denklemlerin aykirt noktalar: ¢ogunlukla hareketli olmak lizere sabit ve
hareketli olabilir.

Sabit ve hareketli aykir noktalar; kutup, dallanma noktasi (cebirsel, logaritmik) ya da
esas aykint nokta olarak karsimiza gikabilir (Davis 1962, Hille 1976. Anasov ve Arnold
1985, Sachdev 1991, Ablowitz ve Clarkson 1992).



Hareketli aykiri noktalara sahip bazi denklemleri ele alalim:

Ornek 1.1 %=l+w2 5 w(zy)=0

probleminin ¢oziimii, w =tan(z—z,) bigimindedir. Bu ¢bzlim z=z;+2n+ l)%

seklinde hareketli aykiriliklara sahiptir ve bunlar basit kutuplardir,

Ornek 1.2 my'y™ =1 , melN
denkleminin g¢dziimit y = (t—c)'""seklindedir. ceC bir integrasyon sabitidir. y(t)

¢dzitmil t = ¢ de hareketli cebirsel dallanma noktasina sahiptir.

2
Ornek 1.3 G, e,

dx x

denklemi u=

= ¢Oziimiine sahiptir. Bu ¢6ziim hem sabit logaritmik dallanma
+lnx

noktasina hem de hareketli basit kutuplara sahiptir.

Ornek 1.4 y'+y?=0
denklemi y=In(t—c,}+¢c, ¢;,¢,€C g¢o6ziimiine sahiptir. Bu ¢6ziim logaritmik

dallanma noktalarina sahiptir.

Ornek 1.5 yy"+y"? [2(1,)”2 - 1} =0
y

1

denklemi y=clem‘~c2 , €,¢, €C ¢bziimiine sahiptir. Bu ¢ziim de t=c, de

hareketli esas aykir1 noktalara sahiptir.



Bir diferensiyel denklemin bir ¢Oziimil, gesitli tiirlerdeki aykiriliklara sahip olabilir.
Kutup diginda herhangi bir aykirt nokta bir kritik nokta olarak adlandirilir. Bir kritik
nokta, bir dallanma noktas1 ya da bir esas aykirt nokta olabilir. Dallanma noktalari,
sonlu sayida dala ( iki ya da daha fazla) ya da sonsuz sayida dala sahip olabilir. Bu tiir

dallanma noktalar: sirastyla cebirsel ya da logaritmik dallanma olarak adlandrrilir.

Yukarida oldugu fizere lineer olmayan diferensiyel denklemleri inceleyerek ¢oziimlerini
bulup ne titr aykirtliklara sahip oldugunu belirtmek genel olarak miimkiin degildir. O
halde denklemi ¢6zmeden ya da ¢dzemeden denklemin ¢dziimleri hakkinda neler
sOylenebilir sorusu, ¢esitli bilimsel yaklagimlar agisindan, ¢afimzin en onemli
problemlerinden birisidir. Bu alanda sayilamayacak gogunlukta ¢aligma yapilmistir ve
vaptlmaktadir. Bu ¢aligmada, bu alanda yapilan ¢aligmalardan bazi giizellikler ortaya
konulacaktir.



2. SABIT KRITiK NOKTALI DENKLEMLER
2.1 Painlevé Ozeligi

F, wvew' ’ye gore rasyonel, z’ye gore analitik bir fonksiyon olmak iizere

2
% =F(z,w,w") AR

denklemini g6z oOniine alahm. 1887 yilinda E. Picard, ifadesi agagida verilen bir
problem ortaya koydu:

Acaba , (2.1.1) bigimindeki hangi tiir denklemlerin ¢oziimleri hareketli aykinhklar
olarak sadece kutuplara sahiptir? Ya da baska bir anlatun ile, (2.1.1) bigimindeki hangi
tiir denklemlerin ¢ziimleri sabit kritik noktalara sahiptir? Painlevé ve arkadaglari yogun
bigimde bu problem iizerine egildiler ve hareketli aykirthklar sadece kutuplar olan bir

denklem sinifi ortaya koydular.

Tanmm 2.1.1 Kompleks diizlemde bir diferensiyel denklemin ya da diferensiyel
denklem sisteminin g¢oziimleri sadece sabit kritik noktalara sahip ise bu durumda,
denklem ya da sistem Painlevé ozelifine sahiptir ya da P-tiiriindendir denir (Steeb ve

Euler 1988, Sachdev 1991, Ablowitz ve Clarkson 1992).

Bu tamum ¢ok sonralart Ablowitz, Ramani, Segur (ARS 1978) tarafindan verilmistir.
Yeri gelmigken belirtelim ki genellestirilmis Riccati denklemi Painlevé 6zelligine sahip
birinci basamaktan tek denklemdir. S6zii edilen problemin incelenmesinde kullanilan
genel youtem o -ydntemi olarak adlandimlmaktadir ve bu yéntem Painlevé’ye aittir
(Ince 1956). Incelemeler sonucunda sabit kritik noktal: kanonik formda tam 50 denklem

ortaya konmustur:



2.2. Kanonik Formda P-Tiiriinde Denklemier

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

w' =0
w" = 6w?
1
W= 6w’ + =
2
w=6wl+z

W' =[g(z)- 2wl + g’ (2w

W' =-{q(z)+3w]w ~g(2Jw” - w’

w’ = 2w

W= +Bw+ 2w

w=2w+zw+a

W= —ww' +w’ ~12g(z)w+12¢'(2)

ww' = w'?

ww' = w'? ot Bw o yw’ +Sw'

2ww" = 2w'? —ww' + oz +Bw+yw’ + dzw’

ww” = w? + [q(2w? + (@) + ' —r' (2w

=T 4 (2 %["7(%)]

W' =w'? - q'(z)w’ +wt - q(z)w3 + q"(z)w
w1 —1 r2

ww = ——-mw
m

1
ww" = —w'? + 4wt
2
ww" = Ew’z +4w® +2w?

1
ww" = Ew'z + 4w +2z2w°



28.

29.

30.

31

32.

33.

34.

35.

36.

3
ww” = Zw'?

3
ww" = Zw'?

4

3
ww' ==

+3w?

—-w

w2 3w +ow’ +Bw

ww'" =ﬂ—1w +q )W2 ! ’nQ(Z) 3 qu(z) W4
m

3
ww" = = w
4
. 3
ww =—w
4
ww" = ﬂ:l
m
ww' =—
ww'" = lw,z
2

1

Mmoo 3
+m+2(g 1w

FEW
2

m+2

_m ey,
)2

(m+

>+ {qw-w - 72p? +3[¢1'+%q2jw2 -2qw’ +%w4

(m + 2)2

q

el L2y W' qwerw’ 2w L
2 2 4
2+ 6g'w —36g"7 ~12¢"w+12qw” + 3w’

2 +(—2’——2+fw+gw2Jw'—i~ﬁv+hwz
m m

2,4

2

ww' =—w'?*— %az + 2w’ + dyw® + % w!

2

ww" =%w’2 —%az +2(z2 —B)w2 + 42w’ +%w“

1
ww' = 5 wi_
WM’" - lwﬂ
2
1
wiw" = Ew
2
ww'” = 3 w

Ww"—-—w

1
2

-l+aw2+4w3
2

1
& —5—zw2 +daw?

2 ( 2 2

3

, a=0

2)w’—3pz+(2pq~3p')w '

8 5) 5, 10 5 2,
+{ p+dq’ +—q° W ——gw’ +=w
[p T3 J 3Ty

+

5

+(p—3q’+§qz)

( 2
p——qw—-w

W

5
917 ——(pq+5p)

W’ +I—Iqw3 ML

5
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37. (w -w? )w” = %(1 ~ 3w

38, (w-w )w” = %(I—BW)W'2 +ow?(1-w) +p(t-w)

+yw? (1 w)+ 5w’

39. ( wz)w 22(1-3ww'? — 2wl —ww' + o (1 - w)’

40.

41.

42.

43.

44,

45.

(oo =

+ B(l —w) +yzw{l - w)+ 827w (L +w)

(w -w? )w" =(1-3wjw? + 2(pw +gw? )w’ +(1-w) (szw2 —tz)
+2w (1~ w)[q2 -pr+(p+ q’)]
e - 2-2mp

o2 " = 2= 2w+ [pw + gl1 =)+ rw? (- )
3 raerli-n) s 39w -307(- )
3t —w) {w +2r(pra- r)}wz (1-w)
- {39,' pra- r)}w(l —wp
+ [317' - g—p(p tg+ r)]W’ (1-w)

fo-w

%(l 2whw'?

(w w? )w” = %(1 =2ww'? + ol — w) +Bw? (1—w)+2yw? (1 - w)’

1 2whw'? + fow(l - w)+ Bt - w)+ ywlw’

+482w (1 - w) (1 - 2w) - B2 (1-w)* +y?w?
— (L= w) + k(1 —w)



” 3 12 1 H' '
(w——wz)w =Z(l—2w)w +§?(w+2w2)w

+‘fH WA= w) (- 2w)+ 2 (’;’1] (1+2w)
+ 3(%) w? (1~ w)— Hw(l —w)’

(w—w2)w” =%(1—2w)w’2 +%£{~1w(2w+l)w’
+w2(1 WZ(I 2w )(2a+l) +( )wz
“\2H

— Hw(l-w) +%[2[%J - (HF'JZ}M (1-w)

(w—wz)w” = l(4—7w)w'2 +( l~w)(onw2 +Bw+y)w’
~—a W l-w) - i l-w) -3y* (1 -w)

—gw? —hw(l-w) + ggw"' t-w)

w(l—w)o —ww" = {a 2o+ 1w+ 3w ]w’2 +Bw? (1-w) (o - w)

+y(1-w) (- w) +dw{a-w) + ow? (1-wy

wl—w)z - ww" = 1 [z =2z + w+3w? ]w’z

+ 28 j) [z +(1- 2Z)w]\

2(1 [aw (—w)(z-w)' —Bz(t - w)’ (z—w)’*

-1~ z)w2 (z—w) -8z(1- z2)w?(1—-w)’



2.1.1 Denklemlerin katsayilar: hakkinda bilgiler

10 nolu denklemde ¢ =0,1,z olmak fizere g, ¢" = 6¢° + ¢ denklemini saglamaktadir.

26 nolu denklemde ¢ = O,%,z olmak fizere ¢, ¢" = 6g° + ¢ denklemini saglamaktadir.

’ ?
¢ Tl

28 nolu denklemde p= %(v2 -v),q= ifadelerini saglar, v;,v, ; ¢ = 0,%,2

2 1

olmak iizere " =6v> +c¢ denkleminin ¢oztimleridir.
35 nolu  denklemde p= —%S - %(q' +g%) ifadesini  ve

q; S=0,p,zve T=0,0,0 olmak izere ¢" =2¢° +Sq+ T denklemini saglar.

1 ' 2 ! —3 7
36 nolu denklemde p= sz] + §_6_v2 S o Bkl ,g=22"1 ifadelerini
5 3 5\v, ~v v, =V

saglar ve v,,v,;S = O,%,z olmak fizere v’ =6v+.S denkleminin ¢6ziimleridir.

40 nolu denklemde s'=-2¢gs , ¢ =21p ifadelerini saglar.

¢

42 nolu denklemde 3p=2v, , 3¢ =X'—+v, +£+2C , 3r =v—'—v1 +£—2C ifadeleri
v, v, v, v,

saglanir ve v, , 2w =v"" +3v* +8Cy* +4Dv? —E’  denkleminin herhangi bir

¢Oztimiidir.

45 nolu denklemde

a=2"0 poye ey pry=-22 0 solo vy h=2paap
v, =V 2 2v, - 2

k=2y"+ay ifadelerini saglarve v,,v,; S=0,B,z ve T =0,a,0 olmak ilzere
v =2 +Sv+T denkleminin ¢dziimleridir.

46 nolu denklemde H =2(v+vl)+B  ifadesini saglar ve v, V" =2v + By +a
denkleminin herhangi bir ¢oziimtidiir,

47 nolu denklemde H =2(v,+v})+z ifadesini saglar ve v,,v" =2v’ +zv+a

denkleminin herhangi bir ¢oziimiidiir.



48 nolu denklemde katsayilar o = —%(u +w),B= é(Zu +5w),8= —g(w— 2u),

9, 3.,

f= %(p’ -rq) —% g=o7, h=30"—rs) =57 ifadelerini saglar. Burada;

1| v, —v; v —v vl —-v vi-v z . .
p=—f 2Ly 3 AL =2 3 T yw=-2 seklindedir ve
z

2iv, =y, vy

VY, 5 S = 0,%,2 olmak fizere v" = 6v? +S denkleminin {ig 6zel ¢8ziimiidiir.

2.2.2 Denklemler hakkinda genel bilgiler

Painlevé’ye ait oldugu belirlenen o -yénsemi iki agamadan olugmaktadir. Ik agamada
hareketli kritik noktalarin olmamasi igin iki gereklilik kosulu elde edilmekte ve bu
gerekli kogullar saglayan, sabit kritik noktali kanonik formda 50 denklemin belirgin

formlar ortaya konmaktadir.

Bu yontemde sozii edilen gereklilik kosullarimn, dogrudan integrasyon ya da bagka

tekniklerle ayn1 zamanda yeferli olduklan gosterilmigtir.

Painlevé ve arkadaglari, baglangicta sabit kritik noktalr -50 denklemin ortaya
¢ikarilmasinda sadece hareketli dallanma noktalarimn var olmamasi diisiincesiyle
hareket ettiler. O tarihlerde hareketli esas aykin noktalarm'da var olmamasimn ispati
¢ok zor bir isti. Ne iyiki esas aykuri noktanin ¢ok seyrek ortaya ¢ikmasi bir sorun
yaratmadi, yani denklemlerde esas aykirilik durumu ortaya g¢ikmad:, Durum b&ylece
sliriip  gitti. Nihayet 1990 yilinda Joshi ve Kruskal, Painlevé denklemlerinin

¢Oziimlerinin hareketli esas aykiriliklara da sahip olmadigini ispatladilar.

50 denklemden belli 6 tanesi var ki onlar ¢ok ozel tneme sahiptir ve onlar Painleve
Denklemleri olarak 6zel bir ad alirlar. 50 denklem igerisinde s6zit edilen 44 tanesinin
¢Oziimleri, ya klasik elemanter fonksiyonlar (cebirsel, trigonometrik, ters trigonometrik,
iistel, logaritmik ) ya asik transandant fonksiyonlar ( Airy, Bessel, Weber-Hermite,
Whittaker, Hipergeometrik) ya eliptik fonksiyonlar (Jacobi, Weierstrass) cinsinden ifade
edilebilir ya da Painlevé denklemlerine indirgenebilir.

10



3. PAINLEVE TESTI
F fonksiyonu w,w',w’,..., wi e gbre rasyonel ve z ye gore analitik olmak tizere

d"w
dzﬂ

= Flz,w, ., w) 3.1)

ile belirtilen n-yinci basamaktan denklem igin bir algoritma, Ablowitz ve arkadaglari
(ARS 1980) tarafindan verilmektedir. Algoritma ile 6zel tiirde bir problemi gozmek igin,
standardize edilmig herhangi bir yontem kastedilmektedir. S6zii edilen algoritmada {ig

adim vardir:

a) Etkin davranisi bulmak
b) Rezonanslari bulmak

c) Integrasyon sabitlerini bulmak

Bu incelemeden bilimmektedir ki algoritma birinci, ikinci ya da {igiincii adimda sona
erebilir (Sachdev 1990, Ablowitz ve Clarkson 1992). Ayrica bu konu iizerinde yapilan
bir ¢alismada da, bu algoritma iizerinde durulmaktadir (Yildiz 1998).

Bir denklem ya da sistemin ¢8ztimil bulunarak ¢oztimlerin ayirt edici nitelikleri ortaya
konabilir. Ancak bu ¢ogunlukla miimkiin degildir. C6ziim hi¢ bulunamayabilir, bazen
de bulunsa bile, o kadar karisik olabilir ki ¢tziimlerin ayirt edici nitelikleri ortaya

konamayabilir.

Painlevé testi, denklem ya da sistemi ¢ozmeden ya da ¢8zemeden, ¢Oziimlerin ayirt
edici nitelikleri hakkinda bilgi veren son derece 6nemli ve gagdag bir yontemdir. Ancak
bu yontem esas aykiriliklart karakterize etmez ve bu yiizden verilen bir diferensiyel
denklemin P-tiiriinde olmast igin sadece gerek sartlar verir.

Orpegin;

2
(w? + 1)‘12—? =(2w- 1)(%) (32)



denkleminin ¢8ziimi
w = tan(ln(4z — B)]

olarak elde edilir. Burada A ve B keyfi sabitlerdir. Keyfi olarak z nin % olarak
segilmesi durumunda w nin sonlu ya da sonsuz limitinin olmamasi durumunu géz Sniine
alalim. Bu taktirde gergekten fonksiyon % noktasinda sonsuz sayida farkli dala sahiptir

ve bu hem bir dallanma hem de esas aykiri noktadir. GOriildiigil {izere bu nokta bir
hareketli aykir noktadir. Burada

W)= ) e -)

k=0

ile belirtilen Laurent agilimum g6z oniine alahm. Buna gdre (3.2) denkleminden etkin
davranigh denklem

seklindedir. Bununla beraber m=-1 ve a, keyfi segilebilir. Sonug olarak (3.2)
denklemi Painlevé testini kabul eder. Baska bir deyisle denklem, algoritmada

tanimlanan gereklilik kogullarim saglamaktadir. Bununla beraber yeterlilik durumu
saglanmaz. Kisacas1 Painlevé testini kabul eden her denklem Painlevé Szellifine sahip
olmak zorunda degildir. Bunun sebebi, daha Snce de belirtildigi tizere yontemin sadece

hareketii dallanma noktalarini karakterize etmesidir.

Bu bolimde, verilen bir diferensiyel denklemin Painleve ozelligine sahip olup
olmadiim anlayabilmek igin ilging bir inceleme ele alinacaktir. 2. ya da 3. basamaktan
bir diferensiyel denklemin, Painlevé &zelligine sahip olup olmadigim anlayabilmek igin
yeterlilik kosullarmma ihtiyag vardir. Bu gesit kogullarin analizi igin asagidaki teorem

esas alnir.
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Teorem 3.1 fj(w,,wz,...,wm,z) s J=Ll.,m,
z=z igin w =w,w, =wl,. ,w, =w) olmak lizere; w,,w,,..,w, degiskenlerinin
analitik fonksiyonlan olsun. Bu durumda z=2z noktasinda analitik olan ve

w(z)=w (j=1..m) igin

aw,
EJ' =fj(w,,...,wm)

diferensiyel denklem sistemini saglayan bir ve yalmuz bir;
;=W (z )

fonksiyonlar sistemi vardir.

Simdi ilk olarak 2. basamaktan bir diferensiyel denklem igin yeterlilik kosullarmni
inceleyelim;

d*w ,

7 Flw,w,z) (3.3)

olsun. Burada f, z ye gore analitik, diger argiimentlere gére de rasyoneldir.

Bir keyfi z, noktast komsulugunda bir serisel ¢ozim;

i-1 @
W(Z)= 0‘(Z -2z )k + Zaku (Z_ Z )kﬁ +¢ (Z - Zn)k“ + Zah, (z - Zt)k” (3.4)

j=l Jal+l

seklinde buldugumuzu kabul edelim. Burada ¢, keyfi ve k<0 dir. Bu durumda z =z,
k-yinc1 basamaktan bir kutuptur. (3.4) ifadesinde tiirev alinirsa,

-1
Z,—w = ak(z —Z )H + Z(k +j)ak+, (Z -z )kﬁ_l + (k +l)cl (Z —Z )N—1
Z =
i 3.5
+ Z/:(k + j)ak«l-j (Z -z )Im_1
Sl

elde edilir. w(z)=v(z)" oldugunu kabul edelim. Buradan

13



+1 ;kgift
v(z)=e,,[w(z)]% , ek={-l 'kf;k (3.6)

dw
azilabilir. Simdi —’ yi
y S o 7

dw & ek
5 = @)™ G.7

=0

olacak sekilde yazmak istiyoruz. Buradan;

Jrk-1 it
? = ibj-fk—l':skw(z)ll‘} :ibj+k-—18£+k—lwl(z)j+: ’
iz 3 <0

= by () T+ byetu(e)+ byt () s+

=1 =i+l

. e
-1 k
=b,&f" {O‘(Z - zl)k + Z“k+1 (Z =z )k” +¢ (z -z )k” + i“ku (z —-Z )kﬁ}
-1 . .
+bke:{a(z-zl)" S mn ) rale—n )+ z()}
=

P (3.8
E
=1 X * | &
+b,,84" {O‘(Z —Z )k + Zak+j (Z 4 )k” +¢ (Z -z )M g Zak+j (Z -4 )k” }
=1 Jmbel
+...
Yukanidaki agilimda O[(z -z, )k“”] terimleri ihmal edilirse
k-1
I-1 ) P
% = bk—lgl/:l{a(z ~z) +;ak+j(z ~2)" 42—z )hl}
11 ) )
+ ka: {a(z - )k + Zak+, (Z -z )k“ +& (Z - -'1)“[} (3.9
=
kel
i-1 ) P
+b,,&5" {a(z ~z, )+ > a, (z=z, )" +e(z=z )"} +..
=]
elde edilir. j =0L2,... igin z, noktas: komsulugunda
= ke cr | f
u(z—z,)ki—Zakﬂ.(z—zl) Y te(z-2,) (3.10)
7=l

agthimin ,

14



=0

> dD, (z -z ) G.11)

kuvvet serisi ile ifade edelim. Buna gore (3.9) diizenlenirse;

b,e k de““] k+1—1+bk kde_” z - zl)k“"’ +0[(Z 2 )k+l+l]

= pars
b{d (= 2) + a0 -2 ) o r d) (-5 )}
+bk8k{dl)(z zl)k+dk+1(z Zl)“l"' +d,£]+),(z Zl)k”}"- +0[(z z)“/”]

=a; (Z_Z1)k_I + (k +1)ak+|(z—zl)k + (k + Z)akﬂ(z—zl)k“ +

(3.12)
(ke =Dapy (2~ 2 )7+ (e + Do =2} + Ol -2, )]
Bu, b,,b,,....b,,,, katsayilarn elde edilmesini saglar. Bdylece
!
% = Y b e+ Ol -2 )] (.13)

f=0

formunun bir agilimtni elde etmis olduk. Simdi (3.3) ile verilen diferensiyel denkleme

asagidaki déniistinleri uygulayacak olursak;

w(z)= v(z)" (3.14.a)

% = b z) " 4,92} + .t () (3.142)
(3.14.2) dan;
o _Dwds _yordh
dz Ovdz
ve buradan da;
av

=7 "(Z )™ Lige i—v(z)l'k {bk_lv(z)"“' +bv(z) +. +u(z(z) }

&k dz

= b 1B b ] : (3.15)



elde edilir. (3.14.b) denkleminden;

% = ”dd; [bk—l V(Z)k—l]+ %[bk wz)" ]+ ot ’('j%[u(z)v(z)k“—l] (3.16)

yazilabilir. b,,,, =b,,,(z) ; /=0l,...,]-1 olmasi miimkiin oldugundan

dw _db,, b b »
?;V - —Zizuv(z)k by, (k“l)v(z)k ’ E+E"V(Z)k +b,kv(z)" [Ev

ot B a1 1) D

= By w(z) ™ + %bmv(z)k-z [bk—x +bv(2) ..t u(z)v(z)‘]

dz
. %v(?)k 52 s 45+ ot ul W) | (317
h %_() ALL ;f e b, + bvle)+ . +ule e ]

2
Bununla beraber d_:v,

d*w

Ly p[w%",zJ = Fe by 2+t u( e 2)

denklemini saglamalidir. Buna gore

du

= v(z)™ {F (V(Z)k b (2) T ulz(2) z)
_[% W) + fl'c"_lb,‘_,v(z)m [bk—l + b v(z)+ .k u(z)v(z)z]
+ da% V(Z)" + bkv(z)k~1 [b,{_l + bkv(Z) +.t ”(Z)V(z)l ]+

LG bole) s leble) ]}}

16



Bboylece verilen ikinei basamaktan diferensiyel denklem;

% - %[b,(_, +b(2) o+l @] (3.18.)
ZZ =v(z)™" {F (v(z)k,bk_lv(z)l‘“[ ot u(z)v(z)k”'l,z)
[b a+h v(z)+ +u(z)v(z ]Ii—k—l - IV(A) +b,‘v(z)k"1

LA v(z)’”l—z}—[%iv(z)k—l Py

ot Btz (Yoo }} (3.185)
dz

seklindeki birinci basamaktan diferensiyel denklem sistemine egdegerdir. Eger sag taraf
u(z,):uo, v(zl)=v° baglangic degerleri i¢in analitik fonksiyonlar ise bu durumda
Teorem 3.1 kullanilabilir. Sonug olarak z, komsulugunda v = v(z) ve u = u(z) analitik
fonksiyonlarinin , u(zl)=u° ve v(zl)=v° baglangi¢c kosularuu ve ikinci basamaktan
diferensiyel denklem sistemini saglayan bir tek ¢oziim ¢ifti vardir. Buradan, verilen
ikinci basmaktan diferensiyel denklem z, noktasi komsulugunda bir analitik ¢oziime

sahiptir ve boylece diferensiyel denklem Painlevé 6zeligine sahiptir.

Ornek 3.1 1. Painlevé transandantin ele alalim:

2
d = 6w +z (3.19)

w nin sagladip sexi, z, ve c keyfi olmak fizere

w(z)= ooy —%z(z ~z) —%(z-— z,) +elz—z) +.. (3.20)
seklinde bulunur. Buradan

%———m——z(z 7)- (L-ZI) rac(z—z,) +.. (3.20.5)
elde edilir.
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Kabul edelim ki

w(z) =v(z)? (3.21.3)
ve
% - %3+b,v+b2v2 Fhy (321b)
olsun, Buradan £ = +1 igin
@—b ew® 2 +hew" 2+ bw +hew 2+ (3.21.¢)
Al ) ) A 21,

Ol(z -z )sj terimleri ibmal edilecek olursa bu durumda,

3-2
dw 1 1 1
d—zzb_3a{m——laz(z—zl)2 _E(z—zl)3 +c(z—zl)4}
B 1 Y
+bltr:{(7_27—l—oz(z—zl)2 “E(Z“ZI)B+C(Z“Z1)4}
1 1 1 B
+b2{m~ﬁz(z—z,)z "'E(Z—Zx)3 ‘9‘(.‘(2—21)4}

-3.2
1 1 1
+b38{m—52(2-—21)2 “E(Z_Z‘Y +C(Z—zl)4}

1 1
Y=l+[~wz(z—~zl)4—E(z—z,)5+c(z—zl)6J (3.22)
diyecek olursak
dv_ bt SV 2 abe(z—z W 2 4b, (22 Y Y 4Bz~ 2, f Y (3.23)
dz (Z - Zl)

elde edilir. Simdi

(1+X)m =1+mX+m(n21]—1)x2 + m~(m";)'(m—2)x3 n




agtlimuni kullanalim. Buna gére;

B 2 f o daeen) fema) sole-a) |

dz (z—zl)3
+bls(z—z,)+b2(z—z, )2 +b38(2—21)3

b_3g ==2 = b 3= —2¢

b]g._ =2 =—— = bl =——8Z

20 5

b2_3b_3s__i = b, =_l
30 10 ’ 2

A 3b;8€ de = b =Tec

dir. Béylece

@=_%g_5v5—-lv2 +76cv® +...
dz v 2 2

Sxmd1 asagidaki iki déniigiim formiiltint kullanabiliriz:

w(z)=v(z)”
dw 2 z 1
et 5o ) bl

(3.26.a) dan
dw owdv _ 2dv

d vd Vi

ve buradan da

19

b..€ 3b_.ez 3b_e
3 +[b]g._. 26 ](z—zl)+(b2~ 36 )(z—z,) (b8+

)

(3.24)

(3.25)

(3.26.0)
(3.26.)



dz 2 dz
ve
dv v’{ 2 z ) 3
e - Se-Cve-v dewy
dz 20 v 2
cestemia iyt S tane (327
4 A
(3.26.b) denkleminden;
2
d—?—:Gs "ﬂ—zs-lazﬂ~v—+sduv3+3uvzs@
dz 2 2 dz dz dz
=6gv™ ‘c:+lzv"tr:+lvs—lt»:uv‘S e
4 4 2 2
—lsz[e+lzv“e+lv5 AT 8+lzv‘t:+lv5 —leuv6 (3.28)
2 4 4 772 4 4’ 72
+£1‘£v3 +3uv’e 5+lzv4s+lv5 - L
dz 4 4
d*w . .
olup P ifadesi,
2?=6w’+z=6v"‘+z (3.29)

denklemini saglamalidir. Buna gore

L R S O SR SO S S S DN
& 37V ¥ 7

elde edilir. Boylece (3.19) denklemi

el i Ly Lo (3.30.)
dz 4 4 2

L i et 1t et s 2y (3.30.5)
dz 8 8 4
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diferensiyel denklem sistemine egdegerdir. Teorem 3.1 den  bu sistem, 2z
komsulugunda analitik ve u(z,)=u, , v(z )=, baslangig kogullarini saglayan bir tek
¢oziime sahiptir. Boylece (3.19) denklemi Painlevé dzeligine sahiptir.

Simdi 3. basamaktan bir diferensiyel denklem igin yeterlilik kosullarni inceleyelim.

w” = F(w, W, w"; z) (3.3

olsun. Burada F, z ye gore analitik, w,w', w” e gore rasyoneldir. Bir keyfi z, noktas:

komgulugunda bir serisel ¢6ztimi

= 1,-1
wz)=alz-z) + 3 a2 )" +alz-2)" + Ya,@-z)"
=l

Jehel

+c, (Z -z )k“2 + iak” (Z -4 )k”
Julytl

(3.32)

seklinde buldugumuzu kabul edelim. Burada ¢, ve ¢, keyfi sabitler ve k<0 dir.

Boylece z = z, k-yinc1 basamaktan bir kutuptur. Buna gore;

daw o = 9 + J- Sitd
;Z«=ak(z—z,)k ' +Z(k+.])ak+j(z—zl)k o +(k+ll)c,(z—zl)k s

=

+ sz,(k + j)ak+/ (Z -z )hj—l + (k +1, )cz (Z —Z )1”12-‘ 6.33)

J=h+t
il N
+ Z(k + j)ak+j (Z -4 )k“_]
Jelyl

ve

——ock(k 1)(2 41)k2+2(k+j)(k+j l)a,ﬂj(z zl)l'”'2

J=l

Pt Xe+1 -1, (z-2, )" + i(k + Yk + j-Vay,, (22 )" (3.34)

=ttt

sk e+l -y (2 -2 1 1 3 e+ e j-Day,, (22,

Judy+l
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wz)=v(z ) oldugunu kabul edelim. Buradan;

Tl keift
V(Z)= & [W(Z)]”k ’ & ={ 1 :ktek

yazilabilir. Simdi;

dw & "
== b, (2™ (3.35)
j=0 )
ve
d w k=2
—= Z(;e eaV(z) (3.36)

olusturabiliriz. v(z) =g, [w(z)]' ¥y yerine yazarsak

dw & k1)
=S Jrket (k1) k
dz ; J+lc—-18k w Z)
yani
e = k-lgllﬁ—lw(z)(k»]) g +bk5:W( ) k+131¢+lw(z)(k“) i (3.37)

dz

yazilabilir. z; noktast komsulugunda w(z)(“j ik (i=0,1,...) nin olasi agilun:

Z d/g)m—l (Z -4 )k“”—l

i=0

seklinde bir kuvvet serisidir. Burada Ol(z—z,)k”’“j terimleri ihmal edilmektedir.

Buradan ;

1
k & k deu—l k+1 1 +bk8i2d£+)i(z_zl)k+i +,..+O[Z—'Z] )k+1,+l]

i=0 i=0

-1
SCLCEED RS X (%) TCEEY SR (RUN AR A
j=1
L1 ! )
+ 2 (k * j)a/w (z 4 )“H + (k +1, )cz (Z —% )Mrl + 0[(2 —z )Wz]

j=l+]

(3.38)
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Bu, b,b,.....0,,,,, katsayilarini ¢dzmemizi saglar. Boylece

21;“,_]1: (@) + Ol -z, )] (3.39)

j=0

seklinde bir agilim elde edilmis oldu. (3.36) denkleminden

dzw’ & k4
- -2 (rk-2) &
X Zej+k-25k W(Z)
=0
yani
d*w

. k-2
—5 =8, w(z

— )(k—z), k +

et w2 wegtwz) 4. (3.40)

z, noktast komsulugunda j=0,1,2,... igin w(z)('”j'z)"' nin olas1 agilimi

DI EREN i

i=0
seklinde bir kuvvet serisidir. Burada 0[(z—z Mz”] terimleri ihmal edilmektedir.

Buradan

d*w P (0) Li-2 & 0} rie1 Ky
7 = €58 zglm 22— 2 ) +e, 18 igkn—l(z”zl) +“‘+0[(z_zl) : ]
i=0 1=0

-1
=akl(k -1z -2,)7 + Y (k+ Nk + j -V, (z ~ 7, )
=t

1,-1
+ e+ Yo+t -0 (22, )"+ Y (e + )b+ j-Day,, (22, )7 (3.41)

J=h+l

+(k+ LY e +L ~e,(z—2, ) + O[(z -z )"*”"]

Simdi €hgsChgrn g katsayilar1 bulunabilir. Boylece

dZ 1 e .
—d; = e ey 4Ol — 2, Y] (3.42)
f=0
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seklinde bir agilim elde edilmis oldu. (3.31) seklinde verilen diferensiyel denkleme
asagidaki i déniisiim formiliing uygulayalim;

w(z) = v(z)* (3 43 .a)
%” =b,_ v(2) +5,v(2)* +...+ v (Z)v(z)*H (3.433)
dzw_e W) e, v(2) N ot kely=2 (3 43 )
Al EUC el vt vy (2)V(2) 43.c
(3.43.a) dan
dw_owdv_ e dv
gz ovdz
ve
dv 1 1ok dw
hadopi h.v(z) hadid
dz k dz

=@ e ) e pef ]

1 .
= ; [b,{_I +b, v(z) + b,mv(z)2 +oo+ Y (z)v(z)l2 ] (3.44)
dir. (3.43.b) den
2
% = g; [b,‘_,v(z)/"l +o,v(z) +... 4, (z)v(z)k”’"'] (3.45)
byejor = by (2) G=0,1,2....) olmast mitmkiin oldugundan:

P B o 4y, A s 40+ be otV

" %V(z)k + bkv(z) i [bk~1 + ka(Z)+ b“IV(Z) +o.+V (Z)V(Z)2 ]

4
+ % V(z)k+lz~1 +v; (Z)w v(z)/wl;—z [bw +b, v(z) + bk+1v(z)2 T (Z)v(z)l‘ ]
= e /(2) 7 +e (2 + v () (3.46)

Buradan
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B () {ekkzv(z)k'z +e,‘_1v(z)"“' B A
{if;?—lv(z)‘ Wb L b+ Bevle) 4w ()]
+f5—?z"~v(z)k +hy(o) [bk_l b, {2+t (2 le) ]
@ ) o b )

dir. (3.43.c) den

(3.47)

3
O O O e IR )

yaziabilir. j=0L...1, -1 i¢in e, , =€, ., (z) olabileceginden

d*w  de,_ o s dv
dz? = fv(z)k ’ +e,‘~2(k—2)v(z)k ’ E

de,_ r 2 dv
+ 7’;—'1:(2)" "vre (k-1(z)? - (3.49)
dV Hy— iy d
+...+d—z’v(z)k 52y, (2 )k + 1, - 2p(z) —é
(3.44) denkleminden,

3
= Heualc- 2@ e (- D) +

vy (X + 1, — 22 o, + by (z) + .ot v, @) | (3.50)

+ 8%yt

dvz k+l,-2
" v)

L y(z) T =2
elde edilir. W nin 3. basamaktan tiirevi,

3
% =F (v(z)k,bk_,v(z)k'] +b(z)f v (),

€r v(z)k—2 + € V(Z)k_] +..+ v, (z)v(z)k“'/z -2 , Z)
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diferensiyel denklemini saglar. Buradan,

% - v(z)z—k—l, {_[[dek -2 ( )L -2 e;. | V( )k— +. +dez+zlz—3 ( )k+l,—3:]
. i[ek_z (k=22 + ey, (D) + . +v, (2l 41, ~ 2ule)]

T +bv@ v ]) G.51)
+F(V(Z) b,_ ,V(Z)k - b, v(Z) ot (Z)v(z)k"lz'l,
e, ov(@) 7 +e v(@) T+t v, (2)v(z) z)}

Boylece verilen diferensiyel denkleme esdeger olacak ii¢ boyutlu bir diferensiyel

denklem sistemine varilir:

Z: [bx 1 b, v(z)+bk+,v(z) *.. +"1(Z)V( )Il] (3.52.a)

ﬂ =v(z) " {e,(_zv(z)l‘“2 te, v(z) " o+, (2 (z)

dby., et by L fry-2
{ > wz)" + = v(z)t et v(z)

- [bk_, + bkv(z)+ bk“v(z)2 +.. (z)v(z)'z ]
k~1 /w2 = k+il, -1 P
.[bk,,_k_v(z) Pl ) ]}

(3.52.b)

dv, =y {_{[dzk_z V() +d:1 V) 4 k+l;—3 Vi) }
z z

+ % o (k—20{(2) e, (k=1)v(z)” +..+v, () +1, - 2)v(z)k”‘"3]

. [bw +ka(Z)+...+ vl(z)y(z)Iz ]) 5520
+ F(v(z)k by v(2) 7 + b V() v (2)v()

e, v(2) 7 +e v(2) ! .t v, (2v(2) ,z)}
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Eger sag taraf, v(z,)=v",v(z)=v{.v,(z,)=v; baslangig deperleri igin analitik
fonksiyonlar ise bu durumda Teorem 3.1 kullarulabilir. Bagka bir deyisle biliyoruz ki

z, noktas: komsulufunda 3. basamaktan diferensiyel denklem sistemini ve
v(z,)=v",v,(z)=v{,v,(z,)=v; kosullanni saglayan bir ve yalmz bir
v=uz), v =n(z), v, =v, (z) analitik fonksiyon sistemi vardir. Buradan verilen 3.
basamaktan diferensiyel denklem z, noktast komsulugunda bir analitik ¢6ziime sahiptir
ve boylece diferensiyel denklem Painlevé zeligine sahiptir.

3 >
Ornek 3.2 AV _ o % + w+z% (3.53)

denklemini ele alalim. w nin sagladig: seri

w(z) ( ) 5 (z z)+¢(z- z,) +ey(z—z) +.. (3.54.2)
1 Zy¢ 1 2 3
=—(ZT,)_€(A—ZI)+ cl+g (z-2,) +¢,(z—2) +... (3.54.b)
seklindedir. Buradan,
dw 1 z 1
= —(7—_;1)7_?(201 +gj(z—z,)+ 3¢c,(z—2, ) +... (3.54.c)
ve
d*w
R — +2¢, +6¢,(z—2)+.... (3.54.d)
1
Kabul edelim ki,
1
e
ve
%w_ 22—+b +hy+bv byt
z v
olsun.
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Buradan v(z)= % yerine yazilirsa
w(z

% =bw by +bw +b,w T bW 4 (3.55)

O[(z ~z) J terimleri ihmal edilecek olursa,

dw

o +b‘[(z%zx)—§(z-z‘)+[cl ‘%)(Z—zl)z +c2(z—z1)3}-l
+b2[(7_17l)—%(z—zx)+(cx *%j(z_z‘)z HZ(Z—Z'YT

gyt a{as et et ]

( b ¥ Y2 by +by +b(z-2) " +,(z—2 )V 7 +0y(z—2 )Y (3.56)
z—z

Burada,

H{-g(z_zl)z +(q +%j(z—zl)3 +cz(z—zl)4J (3.57)
seklindedir. Simdi,

(1+X)m =1+mx+ m(nzl'—l)xz + m(ln—;)(m_l)x3 .

agilumm kullanalim. Buna gére



- {m{_g(z-z,)u(q+§j(z—z,>’+cz(z—zl)‘}

z-z,)

{_g(z__zl)z (e e Lo +c2(z—zl)4}z}+b0

+b,(z—zl){1—[~§(z—zl)2+(cl +é)(z.—zl)3 +cz(z_zl)4J}

+bz(z"21)2{1—2[~§(2~z,)2 o(aeg)e-ar +cz(z_zl)4]}

. +b3(z—-z,)3 +..

=(7f;2)_2+[%+b0]+{2b_2(q+é]+bl}(z—zx)

s (3.58)
+[2b_2c2 +b, ;_6 + bz}(z ~z)
(3.54.c) denkleminden
dw 1 z 1
-EZ. :-(z_7—g+—6~(z—z])+201(2‘7—2,)+302(z—zl)2 +O[(z—zl)3] (3.59)
Burada;
z i z?
b__z =-1, bo ='—-2< B b] =E+4CI B bZ =56’2 +'§—6~
seklinde elde edilir. Boylece,
dw 1 z (1 2?
Z=_;{_5+(5+4Cl]v+(SC2 +§€]v’+... (3.60)
Simdi,
d2
dZ—?:%+%+%+eo+e,v+... (3.61)
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oldugunu kabul edelim. Burada da katsayilar,

seklinde elde edilir. Bsylece,
2
»‘if;z—”;’=v%+§~(4cl +1)+... (3.62)

yazilabilir. Simdi agagidaki dontigiim formiilleri kullanilabilir;

w(z)=—L (3.63.2)
v(z)
aw 1 z E o
{ Far: e (3.63.b)

\7dz—2=v +;+V2 (3.64(3)
(3.63.a) dan
do__1dv
dz v dz
ve buradan da
&
dz dz
ve
@ 4 1
a;——v R A
1 5 3
=1+—2~zv -y (3.64)

elde edilir. (3.63.b) denkleminden
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dZd Vd 2 'dz dz
1 avy 2
= 2+E+ 5ty |1+ -zt -y
2 z
=v—3+;+1«'2

elde edilir. Buradan,

dd'w_ 6dv 1 zdv dv
—+__.

dz dz* vid v vde dz
=[—E+lj(l+lzv2 —v1v3)+l+dﬁ
v 2

v dz
—i[—}—-—z+vv]+l+z—i—i+vv
vt o2 Ty o2 !
ve dolayisiyla
M _y
dz

dir. Béylece (3.53) diferensivel denklemi agagdaki sisteme esdegerdir;

-
-(ZK=1+—22—VZ -y

dz

< dv, 1 12, 5.4
— ==Vt ===V, F Y
dz v 2 2
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Buradan;

v, =%+4c1+0(v2)

ve

v, =~4¢, =1+ 0(v)

Boylece

v+, +%=0(v)

Teorem 3.1 den bu sistem z, noktas: komsulugunda

V1(21)=V10’v2(21)=v3 s V(Zx)=0

baslangig kosullarini saglayan bir tek analitik ¢6z{ime sahiptir. Bdylece diferensiyel
denklem Painlevé 5zeligine sahiptir.
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4. PAINLEVE DENKLEMLERI
4.1. Painlevé Denklemleri igin Genel Bilgiler

Sabit kritik noktali 50 denklem igerisinde son derece ayricalikli olmalarindan dolayi
Painlevé Denklemleri olarak adlandirilan ve sirasiyla PI-PVI olarak adlandirilan bu alty

denklem agagida verilmektedir;

d*w

PI. - =6w’+z

d*w

Pil

d*w 1(awY ldw 1/ , , 6
prp. W _Afawh 1AW w4 Bt + 2
dz? w[a’z) z dz Z(aw ﬂ) g

2 , 2
PIv. ﬂ=—1«(i”1J +%w3+4zwz+2(zz—a)w+£

dz* 2w\ dz w
2 2 ) i 2 :
PV. iTM):['L"'LJ(@J _l@_,_(w 21) (aw+ )_,_7”’ 5W(W 1)
dz 2w w-1A dz z dz z w z w—
2 ; 2
PVI d_?}:l(lq. ! + 1 j(,@.‘.) _[l_}.i_{. 1 Jﬂ_;.
dz 2\w w-1 w-zA\dz z -1 w-z)dz

A e Y U z)[ ﬂz e-1) | dlz— )]
2(z-1) T

Painlevé denklemlerinde bulunan o,B,y ve § parametrelerdir. Bu denklemlerden PI,
PIIL, PIII 1893’te baslayan ¢aligmalariyla Painlevé tarafindan verilmis; PIV, PV, PVI da
1903’ten 1910°a kadar yaptigi ¢aligmalarla 6grencisi Gambier tarafindan bulunmugtur.

PVI aym zamanda hiinerli yaklagum ve farkli incelemelerle R. Fuchs tarafindan yeniden
_ ortaya konmugtur.

Bu alt: denklem indirgenemez tiirden denklemlerdir. Burada indirgenemez tiirden
demekle, bu denklemlerin daha basit bir denklem ile ya da daha basit denklemlerin

birlesimi olarak degistirilemeyecegi kastedilmektedir.
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PI denklemi bazen
d*w
dz*

=6w +2z 4.1.1)

seklinde g6z oniine alinir. Bunun nedeni (4.1.1) denkleminin
z=A" , w=ATty 4.1.2)

doniigiimil ile PI denklemine indirgenmesidir. Bu yiizden belirtelim ki Painlevé
denklemleri, paramerre igeren denklemlerdir. Bu denklemler aynm zamanda otonom

olmayan denklemledir,

Painlevé denklemlerinin g¢bziimlerine Painlevé fonksiyonlar: ya da Painleve
transandantlart deniyor ise de Painlevé denklemlerine de Painlevé transandantlari

denilmektedir.

PI denklemihin, Painlevé denklemleri arasinda en basit formda olmasina 'ragmen,
bilinen klasik transandantlar cinsinden ifade edilebilen higbir 6zel ¢6ziimii yoktur. PI’in

¢oziimleri yeni transandant fonksiyonlar tanimlamaktadir.

Parametrelerin zel degerleri igin PIL...,PVI denklemleri rasyonel ¢éziimlere sahiptir ve
asagida belirtilen klasik transandant fonksiyonlar cinsinden ifade edilebilen bir
parametreli ¢6ziim ailesi kabul ederler (Sachdev 1991, Ablowitz ve Clarkson 1992) ;

PII : Airy Fonksiyonlar:

PIII : Bessel Fonksiyonlar:

PIV : Weber-Hermite Fonksiyonlar:
PV . Whittaker Fonksiyonlar
PVI : Hipergeometrik Fonksiyonlar

Painlevé denklemleri hakkinda pek ¢ok sayida gesitli agilardan ¢alisma yapilmigtir ve

yapimaktadir. Bu denklemlerin ¢esitli yaklapimlar bakimundan incelenmesi henilz
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tamamlanabilmis degildir. Bu alanda yapilan galigmalar ve galigma yapanlar o kadar
goktur ki, kaynaklarda buiylik ¢apta yazarlar indeksi olugmaktadir. Bunlarin biiyik
cogunjugunun ifade ettigi iizere bu alan, 21. asirda da 6nemli aragtirma ve ¢aligmalarin

agirlikh konusu olacaktir,

Painlevé denklemleri her ne kadar baglangigta tamamen matematiksel diigiinceler
sonucu ortaya konduysa da bu denklemler son yillarda Gnemini biiyiik 6lgiide
hissettirmis bulunmaktadir. Painlevé denklemleriyle gesitli tabiat olaylar arasinda gok
onemli iligkiler bulunmakla birlikte, Painlevé denklemleriyle kismi tiirevli denklemler
afasmda da iligkiler kurulmug bulunmaktadir. Bunun yam sira Painlevé denklemleri
.1970’lerden baglayan ve giiniimiize kadar devam eden caligmalarla ¢ok sayida yeni
fiziksel uygulamalarda da kargimiza g¢ikmaktadir (Steeb ve Euler 1988, Sachdev 1991,
Ablowitz ve Clarkson 1992).

4.2. Painlevé Denklemlerinin Rasyonel Céziimleri

Lineer olmayan evrim denklemleri iizerindeki son ¢ahgmalar gosterdi ki, ters sagilim
tipindeki denklemlerin bir gogunun rasyonel ¢dziimleri vardir. P-tiiriindeki denklemler
ve bunlann ters sagilim ySntemiyle ¢oziilebilenleri arasindaki iligki, klasik Painlevé
Transandantlar igin rasyonel ¢6ziimlerin bulunabilecegini 6ne siirer. Bu durumun bir
sonucu bu béliimde gosterilecektir. Ayrica, P,ve P, denklemleri bir rasyonel goziime
sahip olacak sekilde, sabitlerin alabilecegi biittin degerler belirlendi. P, denkleminde
oldugu gibi P, denklemi i¢in de bir Bécklund doniigiimiiniin var oldugu tahmin
edilmektedir. Bununla birlikte benzer bir Bicklund doniigtimi i¢in, benzer bir metodun
bulunmast kolay degildir. P, denklemi igin bir Bécklund doniisiimil inga edilmistir.
Béylece, bu dénilgiim sonsuz sayida rasyonel ¢6ziimiin elde edilmesine imkan vermistir.
P, denklemi iki Riccati denklemi igeren bir sisteme indirgenmigtir. Yine P denklemi
parametrelerin 6zel degerleri igin,P, denkleminin bir 6zel haline indirgenebilir. Bu

sayede P, denkleminin bir §zel ¢6ziimii elde edilebilecektir.
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4.2.1. Korteweg-de Vries (KdV) ve Modifiye Korteweg-de Vries (mKdV)

denklemlerinin benzerlik ¢oziimleri

6u, =3uu, — %um 4.2.11)

seklindeki XdV denklemini ele alalim. Burada u, = %‘ S U, = Z—’: dir. Kabul edelim ki
1 2
z=xt ve ulx,t)= 3 h(z) 4.2.1.2)
olsun, Bu durumda h fonksiyonu;
h” = 8h + 4zh' + 6hh’ 4.2.1.3)

denkleminin bir ¢6ztimidiir (h’ = z—h-) .
z

d(d+1)
2

6,, derecesi olan bir polinom olmak tizere (4.2.1.1) denkleminin rasyonel

- ¢ozitmleri

2
u, (5,1 = —2§x—2~log 0,(x.¢) (4.2.1.4)

seklindedir. ~ ,(x,6) = x°I1,(x* ~a¢) oldugunda, 8,(z), 6,(z)=z"11,(z’-a,)

- olarak tanumlanabilir. Bu durumda
d? .
h(z)=-2 —&-Z—Z log8,(z) (4.2.1.5)

fonksiyonlar: (4.2.1.3) tin ¢dziimleridir. Ornegin d=2 igin
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6x(x* -21) 62(z° -2)
u, (x,8) = i ve I(z)= FErn
seklindedir. Simdi
6v, =3v?v, —%vm (4.2.1.6)

mKdV denklemini ele alalim. v, (4.2.1.6) denkleminin bir ¢6ziimii ve

L
v(x,0) =t 3y(z) 4.2.1.7)
olsun. Bu durumda y fonksiyonu;
y' =2y’ +4zy+8 (4.2.1.8)

denkleminin bir ¢Oziimiidiir. Burada 8 bir integrasyon sabitidir. v, (4.2.1.6)
denkleminin bir ¢6z{imii olmak iizere, u fonksiyonu u=v, +v? seklinde tanimlanirsa
u, (4.2.1.1) denkleminin bir ¢dziimiidiir. Dahasi eger v, (4.2.1.7) seklinde ise bu
durumda u da (4.2.1.2) formundadir. fkinci Painleve denklemi ;

Y =2y +zy+6 4.2.1.9)
(4.2.1.8) denkleminden, bir degisken degistirmesiyle veya daha onceki metod ile

3y, =6viv, v, (4.2.1.10)

denkleminden elde edilir. (4.2.1.10), =zaman degiskeni degistirildiginde (4.2.1.6)

denklemine déner.
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4.2.2. P, denkleminin ¢oziimleri

2. Painlevé denklemi;

Y =2y tzy+6 4.2.2.1)

seklindedir. (4.2.2.1) de 8 nin -3 ya doniismesi durumu , y nin —y e dénmesi durumuna

2
kargilik gelir. Ayni zamanda 8 =1 i¢in y(z) = L ,80=-2 iginde y(z)= JL + ?z
z z z +4
(4.2.2.1) denkleminin bir ¢6ziimiidir.
Lemma 4.2.2.1:
w=y? -2~y —z?, u:expjwdz, v=uy
2wy =w+y, 2w, =w-y, u, =exp ledz, U, = eXp szdz
olsun. (4.2.2.1) denkleminin ¢ziimtiniin genel sekli , u, ve u,,
V=, —Uyl, Ve u=u,
olacak sekildeki fonksiyonlar olmak iizere;
y=ta B Y (4.22.2)
o ou, u
seklindedir. » ve v fonksiyonlar1 tamdir ve
wd" =" +v' =0 (4.22.3)
Wv-w'f =v* + 2 + Q6 +u' W’ (42.2.4)

sistemini saglarlar.
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Lemma 4.2.2.2: u, ve u, fonksiyonlar;

AN & LA
Mt

e WL (422.5)
w, U
', — wyuy +3(uuy —uuy) = 2(ugu, — ) + g, (42.2.6)

sistemini saglar.

Ispat: (4.2.2.5) iligkisi (4.2.2.3) den elde edilir ve (4.2.2.6) da (4.2.2.5) i kullanarak,
(4.2.2.2) nin (4.2.2.1) in bir ¢6ziimii olmast gergeginden elde edilir.

u, ve u,, Schrodinger operatoriiniin ozfonksiyonlart arasindaki iliski agagidaki
gibidir:

Lemma 4.2.2.3: u, ve u, iki tam fonksiyon ve y =2 olsun. Bu durumda U, ve u,,
U

(4.2.2.5) denklemini ancak ve ancak

" 2
1;— = -2%10@2 422.7)

ise saglar. Ispat y"/y =(y'/y) +(y'/v)* kullamilarak gosterilebilir.

Lemma4.2.2.4: i="2 ve y, Lemma 4.2.2.1 deki gibi olsun. Bu durumda (y,A),
Uy

Yy =21 (4.2.2.8)
(44 =2)y=24"+6 (4222.9)

sistemini saglar. Tersine olarak eger (y,1), (4.2.2.8)-(4.2.2.9) sisteminin bir ¢oziimii ise
bu durumda y, (4.2.2.1) denkleminin bir ¢6ziimtidtr.

39



fspat: (4.22.8), (422.7) den ¢kar. (4.22.9) u elde etmek igin (4.2.2.8)
diferensiyellenip (4.2.2.1) kullamlir. Tersi igin (4.2.2.8) diferensiyellenerek (4.2.2.9)

kullamlir.

Ornekler:

_@4+&)

1. 2=1/z alalim. (4.2.2.9) dan =
z alalim. ( ) »(z) ZArsh

elde edilir. § igin iki olasilik vardir;

d=1veya 3=-2.

2. A'(2) =% alalim. Bu durumda y'+3* = —% dirvey, 6 =——§ olmak iizere

Bu drnekleri 8 nin bir tamsayi ya da yarm tamsay: olma durumuna genellestirmeliyiz,

Uyan 4.2.2.1: y= B ove y, Lemma 4.2.2.1 deki gibi olsun. Bu durumda
u,

Yy =2y (4.2.2.10)
@y’ —2)y=-24"+6 (422.11)
elde edilir.
Uyan4.22.2: y, ve y,

Yby? oyl by = ool (422.12)

olacak sekildeki fonksiyonlar olsunlar. Kabul edelim ki

_th
==t ve p=-1
u, u,

olmak iizere

Yi=H —A ve Y. =A-},
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]

olsun. 4 =2 alalim. Bu durumda (422.12);
S u

! + ’
YitYs ¥a— Vi =2h—p, ~ 11, (4.2.2.13)
YitYs

ifadesine denktir. (4.2.2.13) iin integrasyonu, K bir sabit olmak iizere;

wu, —u,u) =Ku? (4.2.2.14)

sonucunu verir,

u, u, ¥ d? .y . .
Yy =— Ve 7y,=-—% nun, —=-2--logu nun iki 6zdegeri olduguna dikkat
u u Y dz

edelim. (4.2.2.14) ifadesi Wronskiyenlerin sabit oldugunu ve

" =72=JYE2
2

oldugu gergegini agiklar.

Kabul edelim ki 8 =3, i¢in y,, (4.2.2.1) denkleminin bir ¢6zitmii ve § =8, i¢inde y,

(4.2.2.1) in bir ¢dziimii olsun. Lemma 4 ten;

27 +8
=h+ !
t Wz
ve
27 -8
=X 2
#a -z
seklindedir. Buradan;
8 2
g g, = 0 KW (4.2.2.15)
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Bu, ¢ bir sabit olmak {izere u,u, ,u, tam fonksiyonlarinin

wu, =c(4\’ ~z)u’ . (4.2.2.16)
formiiliinii sagladifini ispatlar.
P, denklemi igin bir Backlund déntisiimi agagidaki sekilde elde edilir;

Teorem 4.2.2.1: 8=3_ olmak lizere (y,A) , (4.2.2.8)-(4.2.2.9) sisteminin bir ¢6ziimil

olsun. g=A+y alalimve 44—z =0 ise

2u"+6
4u' -z

9:

(Bicklund donitgiimit) olsun. Bu durumda (y,4) , 8=8,-1 veya 8§=-3; icin
(4.2.2.8)-(4.2.2.9) sisteminin bir ¢bziimiidiir.

Ispat: 7 +9* =24 olup olmadifina bakmak yeterlidir. Bu amagla p, p’ve 1" nii z

ve y cinsinden hesaplayalim.

I__l ’ 2
ﬂ—z(y )
ve (4.2.2.1) den
” y, 2y 3 60
s+ =4y 4+
H ¥y 5 ¥y 2
ve
#"’=~y'2—2y“—zyz—50y+§+zy7+3y’y’

elde edilir. Bu ifadeler,

24~ 2) = Q"+ 5" -1-8) _
2 =-2u
(4u'-2)
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- denkleminde yerlerine yazilirsa her sey sadelesir ve bu § igin 8=8,-1 ve §=-93,

olasiliklarim ortaya gikarir.

Simdi (4.2.2.1) denkleminin rasyonel ¢dziimlerine bakalim. Eger u,bir polinom ise

(4.2.2.9) dan y bir rasyonel fonksiyon ve u, de bir polinomdur.

Lemma 4.2.2.5: u, veu, nin birer polinom oldugunu kabul edelim.
d,=degu, , d,=degu, olsun. Bu durumda (4.2.2.5), n tamsayr olmak f{izere

d, = w ve d, = @ olduéunu gosterir.

Ispat: (4.2.2.5) de daha yiiksek dereceden terimleri karsilagtirdifimiz  zaman
d,(d, -1)+d,(d, ~1)=2d,d, elde edilir. Bu denklem, d, igin ¢oziiliirse diskriminant;

) ise bir tam karedir.

A=8d, +1 dir. A, sadece n bir tamsay1 ved, =

Uyari: Lemma 4.2.2.5 in ispatinda d; =d, durumunun s6z konusu olamayacagim

gormek kolaydir.

Lemma 4.2.2.6: (4.2.2.1) denkleminin sifirdan farkli bir rasyonel ¢Sziimii varsa, bu

durumda 8, sifirdan farkli bir tamsayidir.

ispat: d, =degu, , d, =degu, olsun. (4.2.2.6) da daha yiiksek dereceden terimleri
alirsak 3 =d, —d, buluruz. ’

Teorem 4.2.2.2: (4.2.2.1) denkleminin bir rasyonel ¢oziime sahip olmast 8§ mn bir
tamsayl olmasi durumuna esdegerdir.§=0 ise bu durum agikardir. Bunun diginda

8§ =n i¢in bu ¢dziim;

y, =ty et 4.2.2.17)
U U

n n-1
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ile verilir. Burada u, , C keyfi bir sabit olmak {izere

Uty = C(2g, +2)u; (4.2.2.18)
ile hesaplanir ve
u, =1, u(2=z,.. 4.2.2.19)
igin
d2
q,=-2 Elog u, (4.2.2.20)

dir. 8 =-n igin, y_, =-y, dir.

ispat: Lemma 4.2.2.6 dan (4.2.2.1) rasyonel goziimlere sahip ise 8 bir tamsayidur.
Tersine olarak & tamsayilarin bir dizisini gdsterdiginde, Teorem 4.2.2.1 i kullanarak
rasyonel ¢oziimler olugturabiliriz. (4.2.2.18) indirgeme bagintisi (4.2.2.16) mn boyle bir
dizisidir.

’

Uyare: A="  ve d=degu alalm. Bu durumda Lemma 4224,
u

2
y 8 vey +yt = 8 +,5 oldufunu gosterir. Fakat —21'~ 2—? dir. d=n(n+1)/2
z z z

oldugunda Lemma 4.2.2.5 ten §+&° =n(n+1) denklemi S=n ve §=—(n+1)

Ozdegerlerini verir.

Uyan: (422.18) de “> | y
u

n

ve g, cinsinden ifade edildikge, C sabitinin degerini her

n

hesaplama i¢in degistirebiliriz.

Simdi (4.2.2.1) denkleminin bagka ¢oziimler simfin ele alalim. A;
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Y +y? = —g (4.2.2.21)

denkleminin bir ¢6ziimdi olsun. Bu durumda 6:—% oldugunda A, (4.2.2.1)

denkleminin bir ¢6ziimtidtir.
r 2 2
u, z .. , 2 d
= icin A+ A% =-2-—logu
uo 8 ¢ de e o
ve
1 2 ’ '
BoZyaA igin A=Y Yo
u 8 u, U,
elde edilir.

Teorem 4.2.2.3: n bir tamsay! olmak lizere 8§ =n+% ise (4.2.2.1) denklemi Airy

fonksiyonunun bir rasyonel fonksiyonu olan bir ¢dziime sahiptir ve bu ¢dziim

tiirevlenebilirdir. Bu ¢6ziimler asagidaki gibi hesaplanir;

1 6.8
5= 5 igin Yo=4
s=-Lin igin U U
2 ¥ w, u,
1 .
= 57n igin Yy =Y,

u, fonksiyonlar1 (4.2.2.18)-(4.2.2.19) formiilleriyle hesaplamr ve

3

u(Z)=exp— , =y .. (4.22.22)
24 :
dir. Burada y" = —%y ve A=Y di Hatta q, fonksiyonlari,
Y
q" =2q+2q" +6qq’ (4.2.2.23)

Korteweg-de Vries denkleminin benzerlik ¢ézimleridir.
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Ispat: Teorem 4.2.2.1 ve (4.2.2.16) formiilii kullamhr. ik ¢bziimlerin hesaplamalan
(4.2.2.18), (4.2.2.20), (4.2.2.22) den; :

=4y , uy=A"yu,
(4.2.2.24)
1, (2) = (-82z4'* +16 44" +3)y u,
seklinde bulunur.
q fonksiyonu igin;
0,(2)= §+ 24 : (4.2.2.25)
z A" z 2 44
A - _ N - 42226
D)= T T 2B sl ( )
7 , A:4 AAI2
q3(2)=—5+6A +8~F+87 (42227)
elde edilir. Hesaplamalarda
Ael=-% | weoar=-L
2 2
A" +247 +244" =0
kullanilabilir. (4.2.2.1) denkleminin ¢dzlimlerinin ,
6——3 icin y=—A+ (4.2.2.28)
2 z+24° -
252
5=-> icin ymde—i o (2F24) (4.2.2.29)
2 24247 24(z+247)-1

oldugu bulunur.
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4.2.3. P, icin elde edilen sonuglarm daha yiiksek basamaktan denklemler ig:in'

genisletilmesi

Yerel analizde, ispat edildi ki bazi yiiksek basamaktan K-dV denklemlerinin benzerlik

¢6ziimleri, P-6zeligine sahip olmas: igin gerekli kosullar: saglar. Bu .kesimde, Kesim
422 de elde edilen sonuglarin daha yiiksek basamaktan denklemlere nasil

- genisletilecegi izerinde durulacaktir.
d
L, operatorii (D=—) ;
w OP ( dx)

L, =2@u+DuD™)-D?

olsun. Asagidaki akilar dizisini ele alalim;

X]u=Du=D%
Ou

X,,,u:LuXm_lu:DaH’" s m=23,..
Ou
Bu durumda;
Xou=06uu, —u,.,
elde edilir.
z=xt™*" Y olmak tizere, u(x,t)=12*"Vg(z);
@m-Nu, =X ,u

(42.3.1)

(4.2.3.2)

(4.2.3.3)

(4.2.3.4)

denkleminin bir ¢éziim{ olsun. q fonksiyonu, L, ve X, q (4.2.3.1)-(4.2.3.3) deki

gibi tanimlanmak {izere,
X,9+29+qz=0

diferensiyel denklemini saglar.
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Eger ¢ =3+’ ise S, operatoriinii
2 'yt 2
S,=4y*+4y'D"y-D (4.2.3.6)
seklinde tamimlayalim. Bu durumda

@y +D)S, =L,(2y + D) (4.23.7)
ve

X.q=Qy+D)S,"" (¥ (4.2.3.8)
elde edilir. Kesim 4.2.2 de Lemma 4.2.2.4 kolayca bu duruma déner.

i Lemma 4.2.3.1:

y+y'=¢ 4.2.3.9)
OH
y(2~ﬁ"’+z)+é‘=Xm“]q (4.2.3.10)
sistemi .
D“’S‘;"I(y’)+zy+6 =0 (4.2.3.11)

denklemine esdegerdir. Eger y, (4.2.3.9)-(4.2.3.10) sisteminin bir ¢bziimil ise q,
(4.2.3.5) denklemini saglar.

fspat: (4.2.3.9)-(4.2.3.10) sisteminin (4.2.3.11) denklemine esdeger oldugunu
g6stermek i¢in (4.2.3.8) denklemini kullanarak, (4.2.3.10) denkleminde q yok edilir.

Simdi y, (4.2.3.11) denkleminin bir ¢6ziimi olsun. (4.2.3.8) denklemi ile X _q
hesaplamp (4.2.3.5) elde edilir.

(4.2.3.9)-(4.2.3.10) sistemi i¢gin bir Bicklund ddniistimii simdi olusturulabilir:
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Teorem 42.3.1: §=6,-1, r=¢g-2)y" ve 28};—”‘“’-&2 #0 igin (y,q) (4.2.3.9)-
»

(4.2.3.10) sisteminin bir ¢6ziimii olsun.

5= Xpar=0
2 —6H’"“' +2z
or

(4.2.3.12)

alalim. Budurumda 8 =38, ve 8=8,-1 igin (§,7); (4.2.3.9)-(4.2.3.10) sisteminin

bir ¢6ziimiidiir.
ispat: -y +yt=r (4.2.3.13)

dir. Egery, 8, sabiti igin (4.2.3.11) denkleminin bir ¢6ziimii ise bu durumda —y de -3,

i¢in bir ¢6ziimdiir. Buradan

X, e _y(z% +7)-6, (4.2.3.14)
-

elde edilir.

N=X,,r-& ve M=26f;’"“' +z
r

olsun. Bu durumda '= ad~ olmak lizere
z

, M'=2N+26+1

<
Rl=

ve (4.2.3.14) denkleminden;

N=-yM-§, -8

seklindedir. Boylece M'=-2yM-28,+1 dir. ¥ +§° =-y'+y® ninispat1 simdi

kolaydur. & igin iki deger verilir; §=-8, ve 8=8,-1.
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Ornek (m=3 durumu) : Modifiye KdV denkleminden (20) deki semayla elde edilen
denklem;

59, + Ve ~10v?v, ~10v, = 40vv v, +30v*v, =0 (4.2.3.15)
denklemidir.-u = v, + v’ fonksiyonu
Su, =t + 2000, +10uu, — 300 u, (4.2.3.16)

denkleminin bir ¢dziimiidiir.

~1/5

v, v(x,) =t ’y(2) , z=xt™"? olmak tizere, (4.2.3.15) denkleminin bir ¢6ziimii

olsun. Bu durumda y,
¥y = zy +10y’y" +10yy'? —6y° + 6 (42.3.17)
denkleminin bir ¢6ziimiidiir.

Lemma 4.2.3.2: (4.2.3.17) denklemi;

V+yi=q (42.3.18)
W(z-69" +2¢") =~69¢' +q" -5 (4.2.3.19)

sistemine esdegerdir.

Lemma 4.2.3.3: ¢q;

q" =3¢ - % (4.2.2.20)

P, denkleminin bir ¢ézimii olsun. Bu durumda u(x,t)=t7"’q(z) (4.2.3.16)
denkleminin bir ¢oziimiidtir. Dahas1 Bécklund dénitstimii , y, (4.2.3.18) denkleminin bir
¢Oziimii olmak tizere , (4.2.3.17) nin y ve q ya gore rasyonel ¢dziimlerini verir.
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4.2.4 P, denklemi igin bir Biicklund déniigitmit
P, denklemi

r2 .
y”=y—+§y3+4zy2 +2(z"—a)y+£ (4.24.1)
2y 2 y

seklindedir.

Lemma 4.2.4.1: ¢ bir integrasyon sabiti olmak iizere (4.2.4.1) denklemi asagidaki

sisteme egdegerdir;

V' =2w+2y° +62° +4(2F ~a)y+e (4.2.4.2)
W=y’ +22) (4.2.43)

Ispat: t* =y olsun. Bu durumda (4.2.4.1) denklemi ;
" _ 3 6 4 2 2 ﬁ
2t _Et +4zt" +2z* ~a) +t—2 (4244
denklemine egdegerdir. Bu denklem de t ye boliindp t’ile arpilacak olursa;
ren 2 Ser 3.0 2 1 ﬁ ’
Ut = 21 t'+4zt°t +2(z° -t +;;t (4.2.4.5)

denklemi elde edilir. w, (4.2.4.3) de tanumlandin gibi olmak iizere (4.2.4.5) integre

edilecek olursa;

1= %tﬁ st (P ) + w~§+% (4.2.4.6)

denklemi elde edilir. (t2)"=2¢?+2#" kullamlarak ve t* yerine (4.2.4.6)
denklemindeki y yazilirsa (4.2.4.2) elde edilir.
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Tersine (y,w)’nin (4.2.4.2)-(4.2.4.3) sisteminin bir ¢6zfimi oldugunu kabul edelim.
(4.2.4.2), y' ile carpilir ve (4.2.4.3) kullamlarak integre edilirse

¥ =y 14z’ 4wy +4(2  —@)y? +2cy 28 4.2.4.7)

elde edilir.

2 )
Y3 hant o2 —ayy+ L (4.2.4.8)
2y 2 y

ifadesi hesaplandiginda (4.2.4.8)’in (4.2.4.2) de oldugu gibi y" ne esit oldugu bulunur.
Bu da y nin (4.2.4.1) denkleminin bir ¢bziim{l oldugunu ispatlar.

Uyarn: (4.2.4.2)-(4.2.4.3) sistemi

¥ =w?+4(w-ay)y+2cy—28 (4.2.4.9)
w=—(y" +22y) (4.2.4.3)

sistemine esdegerdir.

ispat: (4.2.4.9) denklemi (4.2.4.7) den elde edilir.

Lemma 4.2.4.2: (4.2.4.2)-(4.2.4.3) sistemi y = u -2 olmak iizere )
y'+y2 +2zy=-24' (4.2.4.10)
(/1'+a—l)y=%+ﬂ.—/1’z (4.2.4.17)

sistemine egdegerdir.

Ispat : (y,A)nmn (4.2.4.10)-(4.2.4.11) sistemini safladifaini  kabul edelim.
w=y+21-¢ olsun. (4.2.4.10) , (4.2.4.3) i verir. (42.4.10) diferensiyellenip,
(4.2.4.11) kullanilirsa (4.2.4.2) elde edilir.
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Tersine olarak -2 =y'+y? +2zy alalm. Buradan (4.24.3), w=y+2l—c

oldugunu gosterir. (4.2.4.10) diferensiyellenir ve y” yerine (4.2.4.2) deki ifadesi yazilir,

tekrar diferensiyellenir ve (4.2.4.10) kullarularak y? yok edilirse,

”

Yma =2 yA" = 1" J%

elde edilir. (4.2.4.12) denkleminin integrali (4.2.4.11) i verir.
Lemma 4.2.4.3: (4.2.4.2)-(4.2.4.3) sistemi y = g— 1 olmak lizere

=Y +y 422y =24

(#’+a+1)y=—%+ﬂ~ﬂ'z

sistemine egdegerdir.
Ispat: Lemma 4.2.4.3°tin ispat: Lemma 4.2.4.2’nin ispatina benzerdir.

Lemma 4.2.4.4: (4.2.4.10)-(4.2.4.11) sistemi;

Y4y +2zy=-21"
QA -A"—20'%)y =247 +

sistemine esdegerdir.

(4.2.4.12)

(424.13)
(4.2.4.14)

(4.2.4.15)
(4.2.4.16)

Ispat: (4.2.4.10) diferensiyellenir, (4.2.4.1) ve (4.2.4.10) kullanlarak y” ve y' yok
edilir. Daha sonra (4.2.4.11) kullantlarak (4.2.4.16) elde edilir. (4.2.4.1) kullanilarak

ispatin tersi de gosterilebilir.

Sonug: A fonksiyonu;
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- 2(% . xz)(%" —A+AZ) = QAT + o —1) (4.2.4.17)

denkleminin bir ¢8ztimitdiir.
Uyar1 4.2.4.1: (4.2.4.17) denkleminde , X nn;
A -1 +6A% + f=~A"+4z(AZ—~ 1) 4.2.4.18)

denklemini saglamas: gerektigi bulunur.

Uyan 4.2.4.2: ¢; —g = (2c+a—1)" olacak sekilde bir sabit olsun. Eger A, (4.2.4.17)

denkleminin bir ¢bziimil ise g =4 ~cz de, (4.2.4.17) denkleminin bir ¢6ziimiidiir.
Bir Bicklund déniigtimii asagidaki gibi elde edilir;

Teorem 4.2.4.1: o =, olmak iizere y , (4.2.4.1) denkleminin bir ¢6ziimil olsun. A ve y
(4.2.4.10)-(4.2.4.11) sistemindeki gibi olmak iizere y =gz~ olsun. Bu durumda

p4a,+1#0 ise o=a,+2 olduuzaman;

5= _y+—/2[(fi ;"f)l (4.2.4.19)
0

ile verilen y da, (4.2.4.1) denkleminin bir ¢6ziimiidiir.
Ispat: Lemma 4.2.4.3° ten

"2—pu+ u'z o W2+ u—pz
_—_.‘t‘_'#:-ﬂ'._# ve y=ﬂ—ru=},_y
oo+l sra+l
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elde edilir.Lemma 4.2.4.2 den dolayr 5"+ 5 + 229 =24’ oldugunu géstermek.

yeterlidir ve son agama da kolaydir.

Ciz. 4.2.4.1: P, denkleminin rasyonel ¢ozitmleri
o B 7 A y
-2 -2 z+l 1
z z
-1 ._§ izs +l+g. ___Ez
9 27 z 3 z 3
e 1
-1 -8 2z —-2z
z .
0 2 4t 2,
9 27, 3 3
1 -8 1 ~2z-1
Z z
1 8 s T2,
9 27 z
i 2 s .1
~-= —2 +— 24,
1 9 27 2 4.24.11)
2 £ -z 1
z
- 2 45 1
2 S 27 z . (4.24.11)

Ornek: Tablo 4.2.4.1 .deki y fonksiyonlarinin (4.2.4.1) denkleminin ¢6ziimleri oldugu

kontrol edilebilir.

Teorem

42.4.1

deki

Bicklund

doniisimi

kullamlarak

da

y= L gz (e=1p4= ~§) ¢oziimiinden , o =3 oldugunda (4.2.4.1) denkleminin
z

bir ¢oziim{i hesaplanabilir.
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y=u —%z’ oldugunu biliyoruz. Buradan z ve u'= %z’ ——17-2 elde edilir.
z

‘(4.2.4.19) dana=3veP= —g oldugunda (4.2.4.1) denkleminin bir ¢8z{imii

1 2 108z ~162°
y=__.+._
z

§108z-1027 4.2.420
35 22 43622 27 ( )

seklinde elde edilir.

Simdi kabul edelimki,
V4t +2zy=2a-1) (4.2.421)

olsun. B = -2(a—1)? oldupunda (4.2.4.21) denkleminin herhangi bir ¢6ziimit, (4.2.4.1)

denkleminin bir ¢6ziimiidiir.

y, (4.2.4.21) denkleminin bir ¢oziimii olsun. Bu durnmda (4.2.4.19) dan

=042 vep=-2(6-3)" igin;

o) —
+~(y y'z)

; (4.2.4.22)
y+2

y=-y

(4.2.4.1) denkleminin bir ¢6ziimiidiir.

Uyar: o =-noldugunda H_ * ler n. basamaktan Hermite Polinomlart olmak iizere

y==2z+ z” , (4.2.4.21) denkleminin bir ¢dziimudiir. Benzer olarak a=n ise

n

(4.2.4.21) denkleminin rasyonel ¢oziimleri elde edilir. Omnegin @ =2 igin y=l ve
z

a=-1igin y= 1 2z elde edilir.
z
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4.2.5. P, denkleminin ¢dziimleri

P, denklemi;
2
y,,_y___+ (@ + B+ +2 (4.2.5.1)
2y z ¥y

seklindedir. Belirtelim ki eger y (4.2.5.1) denkleminin bir ¢6ziimii ise bu durumda 1/y
de sabitler degistiginde bir ¢6ziimdiir.

u, ve u,, tam fonksiyonlar olmak {izere y=ﬂ formundaki ¢dziimlere bakacak

U,

olursak (4.2.5.1) denklemi agagidaki sisteme eydegerdir;

u lu, au ul
(4] = tm ek A (4.252)

u, zu, zu, = ul

' / 2
[ﬁ) _lu Buy cuy (4253)

u zu, zu o

Lemma 4.2.5.1: u, ve u, nin iki polinom ve a#0 yaday=0 oldugunu kabul

edelim. Bu durumda & = =0 vedegu, < degu, dir.

ispat: d, =degu, olsun. Bu durumda z sonsuza giderken

[

_lfz_=.d_z+0(l.) ve (u_z) +.l_’/.l£.
z

u, z u, zu,

(—) ye benzer olarak sifira gider. (4.2.5.2) denkleminden Z X + y ifadesi sifira
z u, u2

gider. Eger o # 0 yada y = 0 ise bu durumda degu, < deg u, dir. (4.2.5.3) kullamlarak

B =8 =0 sonucu elde edilir.
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Teorem 4.2.5.1: B=8=0 olsun. Bu durumda (4.2.5.1) denklemi iki ¢bzlim ailesine

sahiptir;
p=-® ve 44D=% T ign () Eal (4.2.5.4)
a7 xR V= (B 4D o
“ve
. 1
2a=a ve b*-4dad= icin z)= 4,255
4 ¢ y@) z(alog® z + blogz +d) ¢ )

Ispat: z=¢* ve y=e® olsun. v = g + x alahm. Bu durumda (4.25.1) deﬁklemi,
v =oe? +y e (4.2.5.6)

denklemine egdegerdir. (4.2.5.6) y' ile carpihr ve integre edilirse, ¢ bir integrasyon

sabiti olmak tizere;

v’ =20e" +ye® +2c (4.2.5.7)
elde edilir. u =¢™ alalim. Buradan u' = -y ve (4.2.5.7) denkleminden

w? =2au+y+2cu’ (4.2.5.8)
elde edilir. (4.2.5.8) integre edilirse ¢ #0 igin (4.2.5.4) , ¢=0 igin de (4.2.5.5) elde
edilir.
Her ne kadar P, denkleminin Bécklund donfisiimiiniin olugturulmasinda bagarili

olunamasa da, P, denklemi asagidaki Riccati denklem sistemlerine indirgenebilmistir:

Lemma 4.2.5.2; (4.2.5.1) denklemi asagidaki sistemlerden herhangi birine esdegerdir;

58



Sistem 1:
v+ =g (4.2.5.9)
z

Heg' +(1+a)g-Pl=2(5+¢%) (4.2.5.10)

Burada y =c® ve a=(a-1)c dir

Sistem 2:
y=Ligt+g (4.2.5.11)
z
PR N CLLV (4.2.5.12)
zZ z
Burada f=g(l—a) ve §=—g” dir. .
Sistem 3:
Vi=cyl+g (4.2.5.13)
2
g-5_8. 8.2 (4.2.5.14)
y z z 'y
==p-S+% 4y (4.2.5.15)
zZ zZ

Ispat: Herbir durumda sistemin ilk denkleminin téirevi alinir ve (4.2.5.1) denkleminde

yerine konur.

Uyare: v, vev, Vv, =gv, vev,=—cv, olacak sekilde iki fonksiyon olsunlar. Bu
"

durumda y =, (4.2.5.13) denkleminin bir ¢6ziimiidiir.
Y2

g=;y ve c=—v—zl kullamilarak (4.2.5.14) ve (4.2.5.15) denklemleri asagidaki
v va ¥

denklemlere doniigtirler:
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(4.2.5.16)
) o, 1 an W ‘
v,

(4.2.5.17)
(4.2.5.16) ile (4.2.5.17) toplamr ve (4.2.5.1) denklemi elde edilir.

4.2.6. P denkleminin P; denklemine indirgenmesi

P, denklemi;

y=(l+_LJy2 Ly 02D, +ﬂpyl+aﬂlig @2.6.1)
2y y-1 z 2’ z y—1

2 2
seklindedir. Bu denklem o = 2 ve B =~-—— olmak iizere

RAPRCAL) (i) (4.2.62)
z
y+1( +5)+7—t(1-a—b)
y=12 z

(4.2.6.3)
sistemine egdegerdir.

2
t bir sabit olmak tizere 6=—t— ve y=t(l-a—-b)

oldugunu kabul edelim. Bu
durumda

y =y Y@ ©(4264)
z
denkleminin ¢dziimleri, (4.2.6.1) denkleminin ¢8ztimleridir

(4.2.6.2)-(4.2.6.3) sisteminde y yerine Wi alinacak olursa;
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e Lty b (atbwra-b (4.2.6.5)
2 2 z
I r_t
f=w(=+8)+L——(1-a-b) (4.2.6.6)
2 z z
sistemi elde edilir.

8 =17 =0 oldugunda P; denklemi, P, denkleminin 6zel bir haline indirgenebilir.

Lemma 4.2.6: Y, P, denkleminin bir ¢6ziimit olsun.

2 r —
pro X Y o)y b (4.2.6.7)
Yy Zz z
ve c=atb-1 olmak tizere w=£_—;zz—(i alalim. Bu durumda y=14)—ii-
w—

2 2
fonksiyonu, 8=y=0 ve B= —b?, o= a? oldugunda P; denkleminin bir

¢6ziimiidiir. Bununla beraber y, t=2Y oldugunda (4.2.6.4) denkleminin bir &zel

¢oziimiidiir.

Ispat: t=2Y ve 8=v=0 vec=a+b-1 alalim. Bu durumda
(b-a)—(c+w

w=-Yw +¥+ (4.2.6.8)
4
¥ —wr?+ 5L (4.2.6.9)
zZ

sistemi elde edilir. Bu sistem (4.2.6.7) denklemine egdegerdir. w, (4.2.6.9) ile

hesaplanir.
-1
Ornek: y=—=
n_ 1
42
fonksiyonu
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denkleminin bir ¢8ztimiidiir.

(A2~ 2t (A-2)/48

Y = 3 1 P o 2) AR

(4.2.6.10)

fonksiyonunun, (4.2.6.1) denkleminin ve

.27 +y2—1
Y= yar?

denkleminin bir ¢éziimii oldugu sonucu elde edilir.

(4.2.60.1) denklemi dnceki dontisiim yoluyla P, denkleminin ¢dziimlerinden gelmeyen

rasyonel ¢6ziimlere sahiptir. Ornegin y(z) = L .
z
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