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mevcut yayinlar tanitilmigtir.

Ikinci bolimde, n-boyutlu Oklid uzayinda genel yiizey teorisi ile 1-parametreli
homotetik hareketler ve 6zelikleri verilmistir.

Ucgiincii boliimde, indeks=1 olan n-boyutlu yar1-Oklid uzayinda genel yiizey teorisi ve
1-parametreli homotetik hareketler ve 6zelikleri verilmistir.
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Dérdiincii boliimde, énce 3-boyutlu Oklid uzayinda birim kiirenin bir diizlem iizerinde
daha sonra herhangi bir alt manifoldun diizlem {izerinde ve son olarak da herhangi iki
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1. GIRIS

Hareket, fiziksel olarak bir kat1 cismin belli bir referans noktasina gore siirekli olarak
yer degistirmesi olayidir. 19. ylizyil sonunda Newton’un hareket kanunlarini belirleyip
“Principia” adli eserinde yaymladiktan sonra, Ozelikle fizikgilerin ilgisi cisimlerin
hareketleri iizerine yogunlagsmistir. 20. yiizyilda da bu caligmalara matematik¢iler de
katilmistir. “The Rolling Of One Curve Or Surface Upon Another” baslikli makalede,
iki egrinin birbiri {izerinde 1-parametreli yuvarlanma hareketi ve n-boyutlu Oklid
uzayinda hareket doniistimii tanimlanmistir (Clifford and McMahon 1961). Buna gore
A nxn tipinden ortogonal matris X, ve C nxl matrisler olmak {izere 1-parametreli
hareket

X=4X,+C (1)
seklinde tanimlanmistir. Burada A ve C matrisleri elemanlar1 t zaman parametresine

bagl siirekli ve diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. X, hareket eden cismin iizerinde
t =t, baslangic anindaki noktanin yervektoriinii ve X de hareketin herhangi bir t aninda
X, noktasinin sabit uzaydaki karsilifi olan noktanin yervektoriinii gostermektedir.

Dolayisiyla yukarida verilen hareket denklemi, hareket esnasinda, hareket eden ve
hareketsiz olan iki cisimden birinin digerine gore hareketi olarak diisiiniilebilir. O halde

X, ve X noktalari, sirastyla, hareketli ve sabit cisimler (veya hareketli ve sabit egriler)

uzerindeki noktalardir. Hareketin sadece Oteleme ve donmeden ibaret olmasindan

kaginmak amaci ile

alinmalidir. Bir egrinin bir diger egri lizerinde yuvarlanma hareketini temsil eden (1)
denkleminde egrilerin degme noktalar1 yuvarlanan egri i¢in ani donme merkezleridir.
Herhangi bir t aninda bu noktalarin geometrik yerini bulmak i¢in

dX dA X dC

= - +—=90 2
dt dt ° dt @

denklemi ¢oziilmelidir. Z—A matrisi regiiler ise, ¢oziim tek olarak su sekilde bellidir.
t



dA" ac
X =-=| = 3
0 {dt} dt )

% matrisi singiiler ise, A ortogonal oldugundan, 4" 4 = I yazlabilir. Esitligin her iki

tarafinin tiirevi alinirsa,

A4=0

A+ A4
dt dt dt dt

A7 4 [ad” | dd”
d rdA _ {d A} L4
elde edilir. Burada uzayin boyutu olan n sayis1 tek ise,

44t

dt
matrisi determinanti sifir olan nxn tipinden antisimetrik matrisdir. n ¢ift ise,
o
dt

=0

olacaktir. O halde ¢ift boyutlu Oklid uzaymnda 4" C;—A matrisinin determinant1 sifir olan

hareketlere singiiler hareketler denir (Clifford and McMahon 1961). Hareketin
singiiler olmadig1 ¢ift boyutlu Oklid uzaymnda, herhangi bir t aninda ani dénme
merkezleri olan noktalar (3) denklemi ile verilir. Dolayisiyla bu noktalarin Sabit

uzaydaki karsiliklart (1) denklemine gore
X=-44"'C+C 4)
ile verilir. Hareketin singiiler olmasi durumunda ise; (2) denklemindeki A matrisinin
ranki r ve n=r+s olsun. Bu durumda rank[A,C]>rolup (2) denkleminin ¢6ziimii
yoktur. (2) denkleminin homojen kisminin ¢éziim uzay1 s-boyutlu olup ¢6ziim uzayinin
ortonormal kabul edilen baz vektdrleri (s-lineer bagimsiz ¢oziimleri) B°, P ,..., P’ ise
Py =SplR, Py, P7 ) (5)
uzayt denklemin homojen kisminin ¢oziim uzayidir. Bu uzaya s-boyutlu lineer uzay
veya eksen uzayr denir (Sabuncuoglu 1982). O ; (2) denklemini saglayan bir 6zel

¢Oziim ve homojen kismin genel ¢6ziimii de

X, = i/’tipio

i=1



olmak tizere (2) denkleminin genel ¢6ziimii A, ler t nin fonksiyonlari olan parametreler

olmak iizere,
Xy=0,+ ) 4P’ (6)

seklinde olacaktir (Clifford ve McMahon 1961). Boylece, sadece bir egri i¢in degil s-
boyutlu diizlemlerle olusturulan yuvarlanma hareketi yapan (s+1)-boyutlu yiizey elde

edilmisdir. Burada her bir A, bu yiizey lizerinde striksiyon ¢izgilerini belirleyecektir.

Miiller (1966)’da yaymladigi “Zur Bewegunss Geometrie In R&umen Hoherer
Dimension” makalesinde bu hareketin regiiler olmasi durumunda (3) ile elde edilen
noktalar1 ani pol noktalar1 olarak ve Clifford ve  McMahon’un elde ettigi ylizeyi de
hareketli axoid ylizeyi olarak adlandirmis ve sabit uzayda olusan sabit axoid yiizeyini
elde etmistir. Yayh (1985)’de hazirladigi “Cayley Formiili Uzerine Kinematik
Uygulama” baslikli yiiksek lisans tezinde, 3-boyutlu Oklid uzayinda bu ¢oziime
alternatif olacak pratik bir metod vermistir. Sabuncuoglu (1982)’de hazirladig
“Genellestirilmis Regle Yiizeyler” baslikli dogentlik tezinde aksoid yiizeylerinin aslinda

birer genellestirilmis regle ylizeyler oldugunu gdstermistir.

1977 de Nomizu “Kinematics And Differential Geometry Of Submanifols” baglikli
calismasinda, 1-parametreli hareketleri 6ncelikle 3-boyutlu Oklid uzaymndaki baz &zel
manifoldlar kullanarak incelemis ve daha sonra n-boyutlu uzaydaki manifoldlarin pol
egrileri boyunca hareketini incelemistir. Nomizu K. Bu ¢alismasinda, pol egrileri
boyunca paralel vektor alanlar1 tanimlanmig ve yuvarlanmanin tanimini, hareketin agisal
hiz vektoriiniin (Darboux vektorii) manifoldlarin (pol egrilerinin) degme noktalarindaki

tanjant uzayda kalmasi ile tanimlamaistir.

Diger taraftan, Olcaylar 1956 ve 1967 yillarinda, homotetik doniisiimler yardimiyla bir
diizlemin diger diizlem iizerindeki homotetik hareketini tanimlamis ve 3-boyutlu
uzaydaki homotetik hareketleri incelemistir. Hacisalihoglu (1971)’de yayinladigir “On
The Rolling Of One Curve or Surface Upon Another” baslikli makalesinde n- boyutlu
homotetik hareket denklemini, h homotetik sabit olmak iizere,

X =hAX,+C (7)



seklinde vermis, (Clifford and McMahon 1961) ve (Miiller 1966) makalelerinde
inceledigi kavramlar1 homotetik hareketler i¢in ele almistir. Bu ¢alismada egrilerin veya
yiizeylerin birbiri iizerindeki homotetik hareketinin her aninda hem kayma hem de
yuvarlanma oldugu ve bunun yaninda, n-boyutlu Oklid uzaylarinda tanimlanan 1-
parametreli homotetik hareketlerin regiiler hareketler oldugu ve hareketin her t aninda
bir tek ani pol noktasina sahip oldugu gibi dnemli sonuglar elde edilmistir. Ayrica (7)
esitliginde h=1 olmas1 durumunda (Clifford and McMahon 1961) ve (Miiller 1966) in

caligmalarinda tanimladiklar1 1-parametreli hareketler elde edilmektedir.

Karakas (1982)’de hazirladigi  “Altmanifoldlarin  Diferensiyel Geometrisi ve
Kinematigine Dair” baslikli doktora tezinde, Nomizu (1977)’deki calismasini, 3-
boyutlu Oklid uzaymdaki homotetik hareketler i¢in ele almistir.

Calismamizin birinci béliimiinii temel kavramlara ayirdik. ikinci boliimde, (Nomizu
1977) ve (Karakas 1982) calismalarini goz oniine alarak, 3-boyutlu Oklidyen uzaydaki
altmanifoldlarin homotetik hareketini, pol egrilerinin Frenet elemanlarini, Darboux
catisin1 ve pol egrileri boyunca elde ettigimiz ortonormal vektdr alanlarini kullanarak,
homotetik hareket denklemlerini olusturduk ve hareketin, Nomizu (1977)’de
tanimlanan anlamda yuvarlanma olmast icin gerekli ve yeterli sartlar1 inceledik. Ugiincii
boliimde ise 3-boyutlu Lorentz uzayindaki altmanifoldlarin homotetik hareketlerini,
ikinci boliimde kullandigimiz metotlarla inceledik. Ayrica manifoldlar tizerindeki
egrilerin karakterlerine gore hareketi homotetik hareket olacak sekilde ayr1 ayri

inceledik.



2. E" DE HOMOTETIK HAREKETLER

Bu boliimde n-boyutlu Oklid uzayinda yiizey teorisine ait temel kavramlar verilecek, 1-

parametreli homotetik hareketler ve buna ait temel teori islenecektir.
2.1 E" de Diferensiyellenebilir Manifoldlar

Tamm 2.1.1: Bir Hausdorff uzay1 M olsun. M nin her bir noktas1 n-boytlu Oklid uzay1

E"in bir acik alt climlesine homeomorf bir komsuluga sahip ise M ye n-boyutlu

topolojik manifold denir (Matsushima 1972).

Tamim 2.1.2: Bir n-boyutlu topolojik manifold M olsun. M nin bir V agig1
Y.U->V
homeomorfizmi ile £” in bir U ag¢igina homeomorf olarak verilsin. (U ,‘P) ikilisine M
nin bir p noktasindaki koordinat komsulugu denir.
E" deki bir {u,,...,u, } koordinat sistemi igin

Y.U->V

olmak {izere
X, u, oWV —>IR 1<i<n
biciminde tanimli fonksiyonlarin {xl ,...,xn} ciimlesine V de bir lokal koordinat sistemi

denir (Matsushima 1972).

Tamim 2.1.3: Bir n-boyutlu topolojik manifold M ve V, ¢ M agik alt climlelerinin {Vl}
ailesi M nin bir ortiisii olmak iizere; her bir ¥, nin E" deki bir U, acik alt climlesine
¥, ile homeomorf oldugunu diisiinelim. Bir indis climlesi I olmak iizere, bu bi¢cimde
elde edilen (U,,¥,) koordinat komsuluklarnin

4={v,¥,) |iel}
ailesine M nin bir atlas1 denir. Eger

\P(Ui)m(Uj);é ¢



olacak sekildeki her (i, j) e I x I igin
¥low ; ve ‘{’j’l o', fonksiyonlar1 » >1 i¢in r defa diferensiyellenebilir ise A ya C"-

sinifindan atlas denir (Matsushima 1972).

Tamm 2.1.4: Bir n-boyutlu topolojik manifold M olsun. Eger M nin C’-sinifindan

atlas1 varsa M ye C’-smifindan diferensiyellenebilir manifold denir (Matsushima

1972).

Tammm 2.1.5: Bir diferensiyellenebilir manifold M, M den IR ye biitiin

diferensiyellenebilir fonksiyonlarin ctimlesi C* (M, IR) ve p € M olmak lizere
X,:C"(M,IR) - IR
fonksiyonu her f,g € C*(M,IR) ve her a,b € IR igin,
i.X, (of +bg)=a(X,f)+b(X,g)
ii. X, (fe)=(X,eglp)+f(p)X,g)

ozeliklerini sagliyor ise bu fonksiyona M nin p noktasindaki bir tanjant vektorii denir.

Bu bigimde tanimli fonksiyonlarin ciimlesi 7, (p) ile gosterilirse, her X .Y, €T, (p),
her f e C*(M,IR) ve her a € IR igin

(x, e ) N=x,[r]+7,[/]
(a®Xp)(f):aXp[f]

islemleriyle birlikte 7),(p), IR iizerinde bir vektdr uzayr olup, M nin p noktasindaki

tanjant uzay1 adini alir (Matsushima 1972).

Tamm 2.1.6: Bir diferensiyel manifold M olsun.

1.1 drten

X M—> UMTM(p)
PE
p—> X, €T, (p)

bigiminde tanimli X doniisiimiine M manifoldu iizerinde bir vektér alani denir

(Matsushima 1972).



Bir M manifoldu {izerindeki vektor alanlarmin ciimlesi y(M) ile gosterilir. Her
X,Ye y(M), aclR, peM igin

(Xerkp) =X,+7,

(a®X)p)=aX,

islemleriyle birlikte y (M) climlesi /R iizerinde bir vektor uzayidir.

Tamim 2.1.7: Bir diferensiyel manifold M olsun.
(,): x(M)x g(M) > C*(M,IR)

biciminde, asagidaki Ozeliklere sahip bir i¢ carpim tanimli ise M ye bir Riemann
manifoldu ve <,> dontlistimiine de M iizerinde metrik tensor veya Riemann metrigi
denir. X,Y € y(M), ae IR igin

i (X,Y)=(r,X)

i (X+Y,2)=(X,Z)+(Y,Z), Ze y(M)

iii. (aX,Y)=a(X,Y)

iv. (X,X)=0< X =0

v. X,Y vektor alanlar diferensiyellenebilir ise <X Y > :M — IR fonksiyonu da
diferensiyellenebilirdir. Eger (iii) dzeligi yerine VX € (M) igin, (X,Y)=0=Y =0

0zeligi alinirsa M manifolduna yari-Riemann manifoldu denir (Hicks 1974).

Tanim 2.1.8: Bir yari-Riemann manifoldu M olmak tizere
D:y(M)x g (M) — x(M)
XY —D(X,Y)=D,Y

fonksiyonu VX.Y,Z € y(M) ve Vf € C*(M,IR) igin
i. D (Y+Z)=D,Y+D,Z
ii. D,,Z=D,Z+D,Z
iii. DY =/D,Y
iv. D, (fY) = /D, Y+ ()Y
v. D,Y-D, X =[X,Y]



vi. X(Y,Z)=(D,Y,Z)+(Y,D,Z)
Ozeliklerini saglarsa bu D fonksiyonuna M iizerinde bir Riemann koneksiyonu ve D, ’e

de X’e gore Riemann anlaminda kovaryant tiirev operatorii denir ve Y vektor alani

diferensiyellenebilir olmak iizere

DY =(X[y]..X[y,]

bigiminde tanimlanir (Hicks 1974).

Ornek 2.1.1: n-boyutlu Oklid uzayr E” bir n-boyutlu diferensiyellenebilir manifold ve

ayrica bir Riemann manifoldudur.

Tanim 2.1.9: Bir (n-1)-boyutlu diferensiyellenebilir manifold M olmak iizere
f M —E"
doniigiimii diferensiyellenebilir ve her p € M i¢in

(f.), :Ty(P) > T,.(f(p))

tiirev doniisiimii birebir ise f(M )= M manifolduna E" in bir (n-1)-altmanifoldu veya

bir hiperyiizeyi denir (Hicks 1974).

Tamm 2.1.10: E" in bir hiperylizeyi M ve M nin birim normal vektér alani N

olsun. Vp € M igin

S:T,(p)—>Ty(p)
X—>S(X,)=D, N

bi¢iminde tanimli S doniisiimiine M nin sekil operatorii denir (Hicks 1974).

Tanim 2.1.11: E£" nin bir hiperyiizeyi M olsun.

II: y(M)x y(M)— C”(M,IR)
X, Y—>II(X,Y)=(S(X).Y)

bi¢ciminde tanimli II fonksiyonuna M {izerinde ikinci temel form denir (Hicks 1974).



2.2 E" de 1-Parametreli Homotetik Hareketler

Tanmm 2.2.1: I < IR sifirn igeren bir aralik olsun. AeSO(n), CeIR"; t* ye goére
diferensiyellenebilen matrisler, h homotetik bir sabit ve B =hA4 olmak iizere 1-1 ve
orten

F:E"——>E"

x—>y=F(x)=Bx+C

(2.2.1)

diferensiyellenebilir fonksiyonuna FE”" de 1-parametreli homotetik hareket denir

(Hacisalihoglu 1971).

Her t i¢in A(¢) # sbt alinacaktir. Ayrica sirf 6teleme ve sirf donmeden kaginmak
i¢in

ﬁA+hd—A;r&O ve d—C;tO

dt dt dt
kabul edilecektir.

Bir x € E” i¢in F(x)=Bx+ C noktalarinin geometrik yeri E" de bir egri olup

bu egriyi Y ile gosterelim. Bu durumda,

dY _dB__,dx dC

Ry T i (2.2.2)
dt dr dt = d

yazabiliriz.

Tamm 2.2.2: (2.2.2) esitligindeki, CL—Y ye mutlak hiz, ?XJriZ_C ye stiriiklenme hizi
t t t

ve B% ye de izafi hiz denir (Hacisalihoglu 1971).

Teorem 2.2.1: det(?j # 0 dir (Hacisalihoglu 1971).
t

Teorem 2.2.2: n-boyutlu Oklid uzay1 E” nin homotetik hareketleri her n icin regiiler
hareketlerdir (Hacisalihoglu 1971).



Teorem 2.2.3: n-boyutlu Oklid uzayr E” nin homotetik hareketi esnasinda her t aninda

bir tek ani pol noktas1 vardir (Hacisalihoglu 1971).

Bir t aninda sabit bir x € E” noktasinin F hareketi altindaki yoriingesi £” de bir egri
olup bu egriyi (Y(t)) (kisaligin hatir1 i¢in (Y) ile) gosterelim. (Y) egrisinin her bir
noktasi y ile gosterilirse y = F'(x) dir. (Y) yoriinge egrisinin teget vektor alani

dY dF(x)
dt  dt

olup, burada x = F~'(y) yerine yazilirsa,

dy dF _,
—=—F 223
@ () (2.2.3)
olacaktir. Ayrica x noktasi t aninda sabit oldugundan
ar_ds _ ic 224
dt dt dt
ve (2.2.1) den de
x=B"'(y-C) (2.2.5)
yazabiliriz. Bu x degeri (2.2.4) de yerine yazilirsa
d_Y :d_BB_l(y_C)+d_C :d_BB_1y+(_d_BB_1C+d_CJ
dt dt dt dt dt dt
H_J
Ao V()
ar =H@®)y+V() (2.2.6)
dt
Burada H(t) matrisi
H(t) =ﬁh—11+d—AAT (2.2.7)
dt dt
o(t) S(0)
olur. Boylece (2.2.6) esitligi
dF _1
EF (V) = (@O +S(0)y +V (1) (2.2.8)

seklinde ifade edilir.
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Tamm 2.2.3: (2.2.8) esitligiyle verilen CZ—FF ' doniisiimiine t anindaki ani hareket
t

denir (Nomizu 1977).
Teorem 2.2.4: B matrisi bir regliler matrisdir (Hacisalihoglu 1971).
Tamim 2.2.4: Belli bir 7, aninda

dY (1)
dt

t(b
esitligini saglayan y noktasina hareketin ani donme merkezi ve bu noktalarin

geometrik yerine de ani donme ekseni veya Darboux ekseni denir (Nomizu 1977).

H(t) matrisi bir skalar ve bir anti-simetrik matrisin toplam1 olarak yazilabildiginden
H(t)=0 olmas1 i¢in gerek ve yeter sart ¢(¢) =0 ve S(¢) =0 olmasidir. Burada ¢(z) ve
S(¢) matrisleri, t anindaki ani hareketin, sirasiyla, kayma ve yuvarlanma kismina ait
matrislerdir. Eger ¢(¢) =0 ise ani hareket bir yuvarlanmadan, S(¢) =0 ise hareket bir
kaymadan ibarettir. Her t aninda hem kayma hem de yuvarlanma olsun istedigimiz i¢in,
aksi soylenmedikge ¢(¢) #0 ve S(¢) # 0 alinacaktir. Diger taraftan (2.2.8) esitliginde

verilen ani harekette

dF .,
—F =0
Ry
esitligini saglayan bir y noktasi varsa, bu noktaya sabit uzaydaki ani pol noktas1 denir.
Buna karsilik hareketli uzayda
d_BB—ly_d_BB—1C+d_C =
dt dt dt
9B pi(y—c)+ € -
dt dt

0

0

dB dC
—x+—=0
dt dt
esitligini saglayan x noktasi tek olarak bulunur ki, bu nokta da hareketli pol noktasidir.

O halde ani donme merkezleri ani pol noktalaridirlar.
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Tamm 2.2.5: U < IR® olmak iizere,
S(U) = WAU (2.2.9)

esitligiyle taniml W vektoriine hareketin acisal hiz vektorii veya Darboux vektorii

denir (Nomizu 1977).

Tamm 2.2.6: M ve N, E° de iki yiizey olsun.
F-M——>N

x—>y=Fx)=Bx+C

homotetik hareketi verilsin. Belli bir t aninda W vektorii N ye teget ise homotetik
harekete t aninda bir kaymali yuvarlanma hareketi denir. Her t i¢in hareket kaymali
yuvarlanma ise harekete M nin N iizerindeki kaymali yuvarlanma hareketi denir

(Nomizu 1977).

(2.2.7) esitligiyle verilen esitligi goz Oniine alirsak, S anti simetrik matrisiyle
belirli olan lineer doniisimi yine S ile gosterelim. F:M ——> N bir kaymal
yuvarlanma hareketi ise W Darboux vektorii, M ile N yiizeylerinin {izerinde secilen (X)

ve (Y) egrilerinin degme noktalarindaki ortak olan teget diizlemde kalacagi asikardir.

Bu sebeple S doniisimii S : 7,

vV ——Spin} seklinde tammlanir. Bu durumda su

tanimi verebiliriz.

Tamm 2.2.7: M ve N, E" de iki (n-1)-hiper yiizey olsun.
F:M——>N

x—>y=F(x)=Bx+C
homotetik hareketi verilsin. S:T,, N ——)Sp{n} ile belirli S doniigiimii 7, ,, N uzaymni
Sp{n} uzayinin i¢ine ve Sp{ry}uzaylm da Ty, N uzaymnn i¢ine resmeden bir doniigiim

ise F hareketine, M ve N iizerindeki (X) ve (Y) pol egrileri boyunca M nin N iizerinde

bir kaymal1 yuvarlanmasi denir (Nomizu 1977).
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3.E", DE HOMOTETIK HAREKETLER

Bu béliimde yari-Oklid uzaylar1 ve yari-Riemann manifoldlar1 genel olarak tanitilacak

ve daha sonra yar1-Oklid uzayda 1-parametreli hareketler incelenecektir.
3.1 Simetrik Bilineer Formlar

Tamm 3.1.1: V bir reel vektor uzayi olsun. g : ¥V xV — IR doniisimii Va,b € IR ve
Yu,v,weV igin;

i g(u,v)=g(v,u)

il. g(au+bv,w)=ag(u,w)+bg(u,w)

iii. g(u,av+bw)=ag(u,v)+bg(u,w)
ozeliklerine sahip ise, bu durumda g doniisiimiine V vektdr uzay: lizerinde simetrik

bilineer form denir (O’Neill 1983).

Tamim 3.1.2: V reel vektor uzay lizerinde bir simetrik bilineer form g olsun.

i. VuelV ve v#0i¢in g(u,v) >0 ise, bu durumda g simetrik bilineer formuna
pozitif tanimli,

iil.VuelV ve v#0igin g(u,v) <0 ise, bu durumda g simetrik bilineer formuna
negatif tanimli,

iii. YuelV ve v#0i¢cin g(u,v)>0 ise, bu durumda g simetrik bilineer
formuna yari-pozitif tanimli,

iv. VueV ve v#0i¢in g(u,v) <0 ise, bu durumda g simetrik bilineer formuna

yari-negatif tanimli denir (O’Neill 1983).

Tamm 3.1.3: V bir reel vektor uzayr ve g:V xV — IR; V simetrik bilineer form
olsun.

i. g nin non-degenere olmasi i¢in gerek ve yeter kosul g(u,v)=0 ve VvelV

i¢in # = 0 olmasidir.
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ii. g nin degenere olmasi i¢in gerek ve yeter kosul g(w,v)=0 ve Vu eV igin
w # 0 olmasidir (O’Neill 1983, Duggal and Bejancu 1996).
V iizerindeki g non-degenere simetrik bilineer form V nin bir alt vektoér uzayina

indirgenebilir. indirgenen simetrik bilineer form degenere ve non-degeneredir.

Tanim 3.1.4: V bir reel vektor uzay1 ve g:V xV — IR ; V simetrik bilineer form olsun.
V nin sifir uzay1 (radikal veya null uzay1);

RadV = {§ eV:g&,v)=0,ve V}
seklinde tanimlanir ve RadV cV dir. RadV alt uzaymin boyutuna g nin sifirlik

derecesi (nullity degree) denir ve nullV ile gosterilir (Duggal and Bejancu 1996).

Yukaridaki tanima gore; V lizerindeki g simetrik bilineer formunun dejenere (veya non-

dejenere) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul nullV >0 ( veya nullV =0) olmasidir.

Ornek 3.1.1: 2-boyutlu reel vektdr uzayr IR* ve g simetrik bilineer formu Vx, y € IR*
i¢in;
g IR* xIR* - IR
(X, ) > g(x,») = —x, 3, + X, ¥,

seklinde tanimlansin. Buna gore RadIR” = {(0,0)} ve g nin sifirlik derecesi null IR* =0

olur. Tanim geregince g non-dejeneredir.

Tamm 3.1.5: g simetrik bilineer formuna karsilik gelen kuadratik form; Vv e V' i¢in

h:V —> IR
v h(v) = g(v,)

seklinde taniml1 bir doniigiimdiir. Bu durumda g, h yardimiyla Vv,w € V' i¢in;

g(3w) = {1+ )= (v) = ()

seklinde ifade edilebilir. V nin bir £ = {el,ez,...,em} bazi i¢in; A, € IR ve v, ler de v

nin E bazina karsilik gelen koordinat bilesenleri olmak tizere
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M) =Y 4,0

formuna sahiptir. 4, katsayilarinin pozitif, negatif ve sifir olanlarinin sayilari,sirasi ile,
p, q ve r ise, bu durumda h ye (p, q, r)-tipindendir denir ve ayrica p+qg+r=m dir

(Duggal and Bejancu 1996).

Onerme 3.1.1: V iizerinde g simetrik bilineer formuna ait (p,q,r)-tipinden bir kuadratik
form h olsun. Bu durumda
i. g nin dejenere (veya non-dejenere) olmasi igin gerek ve yeter kosul » > 0(r = 0)
olmasidir.
ii. g nin pozitif (vaya negatif) tanimli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
p=m (q=m) olmasidir.
iii. g nin pozitif (vaya negatif) yari-tanimli olmasi icin gerek ve yeter kosul
q=0, p>0,r>0 (p=0, g>0, r>0) olmasidir
(Duggal and Bejancu 1996).

Tamm 3.1.6: V nin baz1 E ={e,e,,...e,} olsun. b; = g(e;,e;) olarak tanimlanan
B= [bi,_/ mem matrisine E bazina gbére g nin matrisi denir. g simetrik oldugundan B

matrisi de simetriktir (O’Neill 1983, Duggal and Bejancu 1996).

Sonug¢ 3.1.1: V nin herhangi bir E bazina gore g nin matrisi B olsun. g nin non-dejenere

(veya dejenere) olmasi icin gerek ve yeter kosul rank B =m, (rankB <m) olmasidir

(O’Neill 1983, Duggal and Bejancu 1996).

Tamm 3.1.6: V bir reel vektér uzayr ve g:V xV — IR; V {lizerinde bir simetrik
bilineer form olsun.

gw:WxW — IR
negatif tanimli olacak sekilde en biiylik boyutlu W alt uzayinin boyutuna g-simetrik

bilineer formun indeksi denir ve q ile gosterilir. Ayrica, q ya V vektér uzaymin da

indeksi denir ve ind V' = q ile gosterilir (O’Neill 1983, Duggal and Bejancu 1996).
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Buna gore 1< g <boyV dir. g=0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart g nin pozitif yari-

taniml1 olmasidir.

Teorem 3.1.1: V nin bir {el,ez,...,en} ortonormal bazi i¢in (el,ez,...,en) isaretindeki

negatif terimlerin sayis1 V nin q indeksidir (O’Neill 1983).
3.2 Yar1-Oklid uzaylan

Tanim 3.2.1: V reel vektor uzay: iizerinde bir g non-dejenere, simetrik bilineer formu
tanimlanirsa g ye bir skalar ¢arpim (yar1-Oklid metrigi) ve V ye de yar1-Oklid uzayi
denir. p.g # 0 ise g ye gercek yar1-Oklid metrigi denir.

Ozel olarak g pozitif tanimli ise, g ye Oklid metrigi ve V ye de Oklid uzay1 denir. ¢ =1

ise g ye Lorentz (Minkowski) metrigi ve V ye de Lorentz uzay1 veya Minkowski uzay1

denir. V de g dejenere (nullV > 0) ise, bu durumda V ye lightlike veya dejenere vektor
uzay1 denir (O’Neill 1983, Duggal and Bejancu 1996).

Onerme 3.2.1: (W,g) reel n-boyutlu dejenere vektor uzayr ve W nim sifir uzayi
Rad W olsun. null W =r < n olmak iizere, Rad W nin V deki tiimleyeni olan alt uzay

non-dejeneredir. Bu uzaya ekran uzayi (screen space) veya perde uzayi denir ve SW ile

gosterilir (Duggal and Bejancu 1996).

Tanim 3.2.2: Bir v € I vektori i¢in;

i. g(v,v) >0 veya v=0 ise, bu durumda v vektdriine spacelike vektor,
iil. g(v,v) <0 ise, bu durumda v vektoriine lightlike (null veya isotropik) vektor

denir (O’Neill 1983, Duggal and Bejancu 1996).
Tamm 3.2.3: V yari-Oklid uzay1 ve g de yar1-Oklid metrigi olmak iizere;

LI, = {v eV - {O}) cg(v,v) = O} seklinde tanimli I, climlesine V nin lightlike

konisi,

16



ii. I = {v eVi.gv,v)> 0} seklinde tanimli I'y climlesine V nin spacelike
konisi,
iii. I, = {v eV - {0}) cg(v,v) < 0} taniml1 I, ciimlesine V nin timelike konisi

denir (O’Neill 1983, Duggal and Bejancu 1996).

Tamm 3.2.4: V yar1-Oklid uzay1 ve g de yar1-Oklid metrigi olmak iizere;
l:7 — IR
1
v M=lgn)2
seklinde taniml1 fonksiyona norm fonksiyonu denir. ||v|| ya da v nin normu veya v nin

boyu denir. Boyu 1 birim olan vektore de birim vektoér denir (O’Neill 1983, Duggal
and Bejancu 1996).

Tamm 3.2.5: u,veV i¢in u#0 ve v#0 olmak iizere; g(u,v) =0 ise, bu durumda u

ve v vektorlerine ortogonal vektorler denir ve u L v seklinde gosterilir (O’Neill 1983,

Duggal and Bejancu 1996).

Uyari: Unutulmamalidir ki g nin indefinite olmasi durumunda; Oklid geometrisinde
oldugu gibi dik vektorler arasinda dik ag1 olmak zorunda degildir. Ornek olarak lightlike

vektorler sifirdan farkli vektorler olmalarina ragmen kendilerine dik vektorlerdir.

Teorem 3.2.1: Bir V' # {O} yar1-Oklid uzay1 daima bir ortonormal baza sahiptir
(O’Neill 1983, Duggal and Bejancu 1996).

Ornek 3.2.1: m-boyutlu reel vektdér uzayr IR™ ve IR™ nin bir ortonormal bazi

E = {e1 = (1,0,...,0),....,e, = (0,0,...,1)} olsun. q indeksi 0 < g <m olmak iizere /R"

tizerinde bir yari-Riemann metrik Vx,y € IR" i¢in

q m
gle,y) == xy,+ D x;¥,
i1

J=q+1

seklindedir. Bu metrikle birlikte IR™ bir yar1-Oklid uzay1 olur ve IR} ile gosterilir.

Ozel olarak g=1 ise IR," bir Lorentz (Minkowski) vektor uzayidir.
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Teorem 3.2.2: V vektdr uzay! i¢in ortonormal baz {el,ez,...,e } olsun.€,= g(e,,e,)

n

olmak tlizere veV;
v=2€i g(v,e)e, (3.2.1)
i=1

olacak sekilde tek tiirlii yazilabilir (O’Neill 1983).

Tamm 3.2.6: (V,g) m-boyutlu yar1-Oklid uzay1 ve W da V nin bir alt uzay1 olsun. g|w
dejenere ise, bu durumda W ya V nin lightlike veya dejenere alt uzay1 denir. Aksi halde
W ya V nin non-dejenere alt uzayi denir.

wt={eV:gv,w)=0,YweW} ciimlesine d¢ W min dik uzay: denir. Genellikle

W AW* # {0} dir (O’Neill 1983, Duggal and Bejancu 1996).

Onerme 3.2.2: (V,g) m-boyutlu yar1-Oklid uzay1 ve W da V nin bir alt uzay1 olsun. Bu
durumda su 6zelikler vardir:

i. boyW +boyW~ =m

i. () =w

iii. RadW =RadW* =W nWw+
(O’Neill 1983, Duggal and Bejancu 1996).

Sonu¢ 3.2.1: V bir yar1-Oklid uzayr ve W da V nin bir alt uzay1 olsun. Asagidaki
Oonermeler denktir:

i. W; V nin bir non-dejenere altuzayidir,
ii. W de V nin bir diger non-dejenere altuzayidir,
iii. W ve W*; V nin tamamlayici (complementary) ortogonal altuzaylaridir.

iv. V; W ve W nin ortogonal direk toplamidir, yani ¥ =W LW " dir
(O’Neill 1983, Duggal and Bejancu 1996).
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3.3 Yari-Riemann Manifoldlar: ve Altmanifoldlar:

Tamm 3.3.1: M diferensiyellenebilir bir manifold olsun. M {iizerinde non-dejenere ve
sabit indeksli (0,2)-tipinden g tensor alanina bir metrik tensér denir (O’Neill 1983,
Duggal and Bejancu 1996).

Bagka bir ifadeyle M manifoldunun her p noktasindaki 7,M tanjant uzayima g‘ , skalar

carpimu karsilik gelir ve g‘ , nin indeksi her p € M i¢in aynidir.

Tamm 3.3.2: M diferensiyellenebilir bir manifold ve g de M {izerinde sabit indeksli bir
metrik tensor olmak iizere; (M,g) ikilisine bir yari-Riemann manifoldu denir (O’Neill

1983, Duggal and Bejancu 1996).

Tamm 3.3.3: (M,g) bir yari-Riemann manifoldu olsun. g nin sabit indeksi q ya (M,g)
yari-Riemann manifoldunun indeksi denir (O’Neill 1983, Duggal and Bejancu 1996).

q indeksli ve n-boyutlu bir yari-Riemann manifoldu M ile gosterilir.

Tamim 3.3.4: M bir yari-Riemann manifoldu olsun. Eger n>2 ve g=1 ise, bu

durumda M| yari-Riemann manifolduna Lorentz manifoldu denir (O’Neill 1983,
Duggal and Bejancu 1996).
Ozel olarak g =0 ise bu durumda M" bir Riemann manifoldu ve g de bir Riemann

metrigidir.

Tamm 33.5: M/ bir yar-Riemann manifoldu ve a«a:/cIR—>M,
diferensiyellenebilir bir egri olsun. & egrisinin teget vektor alan1 T olmak {izere ;

i. g(T,T)>0 ise, budurumda « egrisine spacelike egri,

ii. g(T,T)<0 ise, budurumda « egrisine timelike egri,

iii. g(7,7)=0 ise, bu durumda « egrisine lightlike (veya null) egri denir
(O’Neill 1983, Duggal and Bejancu 1996).
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Egrinin 6zel bir hali olan dogruyu goz Oniine alalim. Dogrunun dogrultman
vektorii spacelike ise, dogru spacelike dogru, dogrultman vektorii timelike ise, dogru

timelike dogru ve dogrultman vektori lightlike ise, dogru lightlike dogrudur.

Tamm 3.3.6: M ,m-boyutlu ve v indeksli bir yari-Riemann manifoldu ve M 4o -
boyutlu ve q indeksli bir diger yari-Riemann manifoldu olsun.

fiM! > M)
doniisiimii bir izometrik immersiyon ise (rank f =m) M” ya M , hin bir yari-

Riemann altmanifoldu denir (O Neill 1983, Ikawa 1985, Nakanishi 1988).

Tamim 3.3.7: M, M , hun yari-Riemann altmanifoldu olsun.&, M nin bir normal
vektor alan1 ve V da, M " iizerindeki koneksiyon olmak {izere;

A y(MT)—> 2x(M])
X > 4,(X)=-V &

seklinde tammli A4, déniisiimine M" nin & ye gore sekil operatorii denir (O Neill

1983, Ikawa 1985, Nakanishi 1988).

Tamim 3.3.8: M, M , nin bir yari-Riemann altmanifoldu olsun.O zaman
B:y(M])x y(M") = x(M)"
y(M™)* degerli , simetrik bilineer B fonksiyonuna M” nin ikinci temel formu denir

(O Neill 1983, Ikawa 1985, Nakanishi 1988).

Ayrica , M , uzerindeki koneksiyon V olmak iizere , Gauss formiiliinden,
VX,Y € (M) igin,

V,Y=V,Y+B(X,Y)
dir. M nin bir normal vektor alamt & ve N(M') normal demeti iizerindeki

indirgenmis koneksiyon V* olmak iizere Weingarten formiiliinden,

Vié=—A.X+V €

20



yazilabilir (O Neill 1983, Ikawa 1985, Nakanishi 1988).

Tanim 3.3.9: M " nin bir ortonormal bazi {el,ez, e } olmak tizere;

36, Bee,)

({;‘ ;= il) seklinde tanimli H fonksiyonuna M " in ortalama egrilik fonksiyonu denir (O

1
m?
Neill 1983, Ikawa 1985, Nakanishi 1988).

Sonuc¢ 3.3.1:
i. 4,(X), & ve X e gore lineerdir.

ii. M tlzerinde £ normal vektor alani igin;

(4:(0),Y) = (B(X,Y),¢)
dir (Ikawa 1985, Nakanishi 1988).

3.4 Yari-Riemann Manifoldlarda Bir Egrinin Frenet Denklemleri
i. Spacelike ve Timelike Egriler icin Frenet Denklemleri

M, (n > 3) bir yari-Riemann manifoldunda diferensiyellenebilir ve lightlike olmayan

bir egri i¢in Frenet denklemleri, agagidaki Teorem ile ifade edilmistir (Ekmekei and

Ilarslan 1998).

Teorem 3.4.1: M ;(n23) bir yari-Riemann manifold ve a:/cIR— M/!de

diferensiyellenebilir bir egri olsun. Egrinin herhangi bir noktasindaki Frenet vektorleri;
{V1 yees Vn} vee, , = g(V,,V,) olmak lizere, Frenet vektorleri ve tlirevleri arasindaki iliski
asagidaki gibidir.

LV, V=KV,

iV, V, =—-¢,6.k V., +kV, I<i<n

iv i+l

iii. V.V, =-¢,,¢6, k. V,_,
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burada V, M yari-Riemann manifoldu tzerindeki koneksiyondur.

Ispat: Yukarida ifade edilen Frenet denklemlerinin matris gosterimi ise su

sekildedir.

R k, 0 .. 0 0 07
ViV, | |-—eek, 0 ko 0 0 0|V
v,V 0  -g&6k 0 . 0 0 0| 7
V.V, 0 0 0 .. 0 k.., 0 |V,
\ A 0 0 0 ... -8,k , 0 k. \V.,

i Vv,V | L O 0 0 .. 0 —&,6k, 0 |V,

Ozel olarak q=1 olsun. Bu durumda manifold Lorentz manifoldu olur. Buna gére
Lorentz manifoldunda bir egrinin Frenet denklemlerini Teorem 3.4.1 yardimiyla n=3

i¢in inceleyelim.
i. o, Lorentz manifoldunda timelike egri olsun.

Bu durumda o nin Frenet vektor alanlari, V; timelike vektor alani, V,ve V,
spacelike vektor alamidir.Buna gore, ¢, =-1,6 =1,&, =1 olacaktir. Bu durumda

Teorem 3.4.1 den asagidaki Frenet denklemlerini yazabiliriz.

vl [0 & oy
V. Vo l=lk 0 k|, (3.4.1)
V.Vl [0~k 07,

iil. , Lorentz manifoldunda spacelike egri olsun.

Bu durumda a egrisi iki farkli Frenet denklem sistemine sahiptir.

1. a egrisinin vektor alanlart; 7, spacelike vektor alani, V, timelike vektor alani ve V)
de spacelike vektor alani olsun. Buna gore ¢, =1,&, =—1,&, =1 olacaktir. Bu durumda

Teorem 3.4.1 den n=3 i¢in asagidaki Frenet denklemlerini yazabiliriz.
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v,v,] To & o]w
V.V =k 0 k|7, (3.4.2)
vV, V| L0 Kk 0|7

2. a egrisinin vektor alanlari; V, spacelike vektor alani, V,uzay benzeri vektor alani
ve V, de timelike vektor alani olsun. Buna gore ¢, =1,¢, =1,¢, =—1 olacaktir. Bu
durumda Teorem 3.4.1 den n=3 i¢in asagidaki Frenet denklemlerini yazabiliriz.

\4 0 &k OV

V. Vo ==k 0 k|7, (3.4.3)
v,V 0 k 0|V

ii. Lorentz Manifoldlarinda Lightlike Egriler icin Frenet Denklemleri

a , (m+2)-boyutlu (M,g) Lorentz manifoldunda bir lightlike egri ve bu egrinin
teget vektor alani A, M nin Levi-Civita koneksiyonu V ile gosterilsin. Egrinin Frenet

vektorleri, {ﬂ,N ,Wl,...,Wm} olsun. Burada A4 ve N lightlike vektorler,
W.,(1<i<m)’ler de spacelike vektorlerdir. Buna gore o mnin Frenet denklemleri
asagidaki gibidir:

V., A=hA+kW,

V,N=—hN+§k,W, + kW,

VW, =-k,A-kN+kW,+kW,

VW, ==k, A-kW, +kW, +kW, (3.4.4)
VW, s ==k W s =k W, s+ ks W, + s,y
VW, ==ky W, s =k W, o+ k), W,

Vle k2m 1 k2me

WITL

burada h, {kl,...,km} diferensiyellenebilir fonksiyonlardir (Duggal and Bejancu,

1996).
Ozel olarak m=1 i¢in (3.4.4) denklemleri asagidaki sekli alir;

V,A=hi+kW, ,V,N=-hN+kW,, VW, ==k, A—-k,N  (3.4.5)
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Bu denklemlerde uygun bir p parametre degisimiyle, h=0 alinabilir ve diger denklemler
degismeden kalir. Uygun p parametresine, egrinin se¢ilmis parametresi denir. Buna gore

(3.4.5) denklemleri asagidaki sekli alirlar:

Vdizlel,Vszszl,Vdle—kzi—klN (3.4.6)
w w w dp
(3.4.6) denklemlerinde 6zel olarak di =X,-N=Y, W, =Z alinirsa
/4
V X=kZ,V,Y=kZ,V,Z=-kX+kY (3.4.7)

elde edilir. Elde edilen bu son denklemler, lightlike egriler icin Cartan denklemleri
olarak da bilinmektedir ( Duggal and Bejancu 1996).

3.5 E’ de 1-Parametreli Homotetik Hareketler

Tamm 3.5.1: I c IR sifir1 igeren bir aralik olsun. 4 € SO, (n), CeIR", t ye gore

diferensiyellenebilen matrisler, h homotetik bir sabit ve B =44 olmak tizere 1-1 ve
orten
F:E'—E’

(3.5.1)
x —>y=F(x)=Bx+C

diferensiyellenebilir fonksiyonuna E. de 1-parametreli homotetik hareket denir (Bastas

1997).

Her ticin A(¢) # sbt alinacaktir. Ayrica sirf 6teleme ve sirf donmeden kaginmak igin

ﬁA+hd—A;«tO ve 62—(;;&0

dt dt
kabul edilecektir.

Bir x e E" i¢in F(x)=Bx+C noktalarmin geometrik yeri £ de bir egri olup bu

egriyi (Y) ile gosterelim. Bu durumda,

Q:@HB@JFQI—C (3.5.2)
dt dt dt dt

yazabiliriz.
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Tamm 3.5.2: (3.5.2) esitligindeki, le—): ye mutlak hiz, §x+i[—(; ye stiriiklenme hizi

ve B % ye de izafi hiz denir (Hacisalihoglu 1971).

Sonug 3.5.1: BX + C =0 denkleminin ¢oziimii;
i)  Timelike ve spacelike bolgede det B0 dir.
ii) Null bolgede det B=0 dir

(Bastas 1997).

Teorem 3.5.1: Timelike ve spacelike bolgede hareket regiilerdir ve her t aninda bir tek

pol noktasina sahiptir (Bastas 1997).

Teorem 3.5.2: Null bolgede hareket regiiler degildir. Dolayisiyla pol noktas1 yoktur ve
null vektorleri tek degildir (Bastas 1997).

Teorem (3.5.1)’e gore BX + C =0 denkleminin bir tek ¢6ziimii vardir ve X =—(B)"'C
dirr. X=g¢g, alirsak, ¢g,; Q pole noktasinin hareketli uzaydaki yer vektoriinii
gostermektedir. Q ‘nun sabit uzaya gore yer vektoriinii ¢ ile gosterirsek;
Y=BX+C=B(—(B)"'C)+C = q=Bq,+C

olacaktir. Burada X =—B~'C hareketli pol egrisi, ¥ =—BB'C + C sabit pol egrisinin
denklemleridir. g=Bq,+C  denkleminin t ye gore tlirevini alirsak
qg= qu +C+ Bg, bulunur. Burada qu +C =0 ise hareketli pol egrisinin siiriiklenme
hizi sifirdir. O halde ¢ = Bg, olacaktir. Bu denklem Q noktasinin t anindaki kayma

hizint verir. Bunun anlami pole egrilerinin degme noktalarindaki teget vektorleri g

donmesi ve h Otelemesinden sonra cakisirlar. ¢ = Bg, esitliginde Lorentz anlaminda

norm alirsak;
4] =184,

|41z =1Bqldz = gl = rlledo e = A4 |z
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ds ve ds, yay elemanlar1 olmak iizere; ds :||q'||dt ve ds, :||q'||dt =ds :|h|dso olur.

Teorem 3.5.3: £ uzaymda homotetik hareket boyunca null olmayan bolgelerde pole

egrileri birbirleri iizerinde kayarak yuvarlanirlar. Bu kayma-yuvarlanma hareketinin

katsayist + /4 dir. Ozel olarak h=1 almirsa homotetik olmayan adi harekette ds = ds,

olacagindan pole egrileri s6z konusu bolgede birbiri lizerinde kaymaksizin yuvarlanirlar

(Bastas 1997).

Bir t aninda sabit bir x € E” noktasinin F hareketi altindaki yoriingesi £” de bir egri
olup bu egriyi (Y(t)) (kisaligin hatirt i¢in (Y) ile) gosterelim. (Y) egrisinin her bir
noktas1 y ile gosterilirse y = F'(x) dir. (Y) yoriinge egrisinin teget vektor alani

dY dF(x)
dt dt

olup, burada x = F~'(y) yerine yazilirsa,

dY dF

—=—F" 353
@ (») (3.5.3)
olacaktir. Ayrica x noktasi t aninda sabit oldugundan
ﬂzd—Berd—C (3.5.4)
dt dt dt
ve (3.5.1) den
x=B"'(y-C) (3.5.5)
yazabiliriz. Bu x degeri (3.5.4) de yerine yazilirsa
ar :d_BB*I(y_Cy_d_C :d_B31y+(_d_B31C+d_Cj
dt dt dt dt dt dt
H() V(1)
Y oy +v e (3.5.6)
dt
Burada H(t) matrisi
‘HU):gEh41+é4AT (3.5.7)
dt dt
20! S(0)

olur. Boylece (3.5.6) esitligi
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L 0) = 0T+ @) +V (D) (3538)

seklinde ifade edilir. 44" = & oldugundan her iki tarafin tiirevi alinirsa,
(Ae)A' +(Ae)A =0

Q=Aed" almirsa Q' = Aed’ olup -Q=Q" elde edilir ki bu da Q mn bir anti simetrik
matris oldugunu gosterir. 4é4’ = & oldugundan,

Q=Ae(ed'e)= AA7'¢

Qe =A44"

elde edilir. S = Q¢ denirse,

S'=e' =-Qe=-¢S¢
bulunur. Bu ise S matrisinin Lorentz anlaminda anti simetrik matris oldugu anlamina

gelir (Bastas 1997).

H(t) matrisi bir skalar ve bir anti-simetrik matrisin toplami olarak yazilabildiginden

H(t)=0 olmas1 i¢in gerek ve yeter sart ¢(¢) =0 ve S(¢) =0 olmasidir. Burada ¢(¢) ve
S(¢) matrisleri, t anindaki ani hareketin, sirasiyla kayma ve yuvarlanma kismina ait
matrislerdir. Eger ¢(¢) =0 ise ani hareket bir yuvarlanmadan, S(¢) =0 ise hareket bir

kaymadan ibarettir. Her t aninda hem kayma hem de yuvarlanma olsun istedigimiz i¢in,

aksi soylenmedikge ¢(¢) #0 ve S(¢) # 0 alinacaktir. Diger taraftan (3.5.8) esitliginde

verilen ani harekette

dF
= F =0
7 (»)

esitligini saglayan bir y noktasi varsa, bu noktaya sabit uzaydaki ani pol noktasi denir.
Buna karsilik hareketli uzayda

d_Bgfly_d_BB*ICer_C -
dt dt dt

d—BB’l(y—C)+d—C=O
dt ——— " dt

0

B dC _

X+ =0
dt dt
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esitligini saglayan x noktasi tek olarak bulunur ki, bu nokta da hareketli pol noktasidir.

O halde ani donme merkezleri ani pol noktalaridirlar (Bastas 1997).
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4. E° DE ALTMANIFOLDLARIN HOMOTETIK
HAREKETI

Bu boliimde 6nce birim kiirenin diizlem {iizerinde sonra bir altmanifoldun diger bir
diizlem {izerinde daha sonra bir altmanifoldun baska bir altmanifold iizerindeki

homotetik hareketi incelenecektir.

4.1 E? de Kiirenin Diizlem Uzerindeki Hareketi

M=(0,0,0) merkezli birim kiire S* ve x, = (0,0,]) € S* noktasindaki tanjant diizlemi X,

olsun. E’ deki koordinat sistemi {xl,xz,x3} olmak {izere S* Kkiiresinin ve Y

diizleminin denklemleri, sirasiyla, xlz + x22 + x32 =1 ve x; =1 dir. Kiirenin diizlemle
teget oldugu noktadan baglayan birim hizli diferensiyellenebilir kiiresel egri X (¢) olsun.
S? kiiresinin Y, diizlemi iizerindeki homotetik hareketi boyunca Y diizlemi, S” ile
degme noktalarinda S~ in teget diizlemi olacagindan
Bx = he,

alalim. Bu durumda F homotetik hareketini

F:8°—%

X —)yzF(x):Bx+C

seklinde tanimlayabiliriz. Burada B=hA4, A€ SO(3) ve C matrisleri, elemanlar1 t ye

gore diferensiyellenebilir fonksiyonlar olan matrislerdir.

Diger taraftan x noktasinin yoriingesi de 2. diizlemi iizerinde bir pol egrisi olup, x
noktalar kiire tizerinde bir X(t) (kisaligin hatir1 i¢in (X) ) egrisi lizerindeki noktalar ise,
(Y) egrisi, (X) egrisinin homotetik hareketi sonucunda 2. diizlemi tizerinde olusturdugu

egri oldugu diisiiniiliirse

a_ B[d—Xj 4.1.1)
dt dt

olup eger (X) birim hizli egri ise
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dy
dt

olacaktir. Yani hareketli ve sabit uzaydaki pol egrileri farkli ¢izilme hizlarma sahiptir.

2
S Xft)

Sekil 4.1.1
S? iizerinde (X) hareketli pol egrisi boyunca b,, b, ve (Y) sabit pol egrisi boyunca
tanimlayacagimiz a,, a, vektor alanlari i¢in hareketi sekilde
b, =hB'a, ve b, =hB'a,
olacak sekilde tanimlayalim. Bu durumda (X) egrisi boyunca {bl,bz} sistemi S* nin
teget diizlemleri i¢in ortonormal baz olup {bl,bz,X } hareketli uzayin baz sistemi ve
buna karsilik sabit uzayda da (Y) sabit pol egrisi boyunca {a,,a,,e,} sabit baz sistemi
olacaktir. Dolayisiyla sabit uzayda F'(x) =y degme noktalarinin ve ani pol noktalarinin
geometrik yeri olacak sekilde S® nin 2. diizlemi iizerinde (X) egrisi boyunca bir F
homotetik hareketi vardir ve tekdir. Gergekten, F; ve F, homotetik hareketi igin
B, (X (?)) = he, ve B,(X(t)) = he, olmak lizere
Y(t) = F|(X(1))=B,(X(1)) + C, ve Y (1) = I, (X(2)) = B, (X () + C,
seklinde tanimli olacak sekilde var olsun. B,(X(¢))=he; ve B,(X(?))= he,
oldugundan bu iki esitligi taraf tarafa ¢ikarirsak
(B, =B XX(®)=(-h+h)e, = B,-B,=0 =B,=8B,
elde ederiz. O halde B matrisi tektir.
(F,-F,)X(@®)=C,-C,=0

esitliginden de C matrisinin tek olacagini sdyleriz. Boylece F homotetik hareketi tektir.
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Sirasiyla (X) ve (Y) pol egrileri boyunca {b1 by, X } ve {al,az,e3} hareketli ve sabit baz

vektorlerini bulalim. X e Sp{T ,N ,B} i¢in,

X =A4T+A4,N+1,B (4.1.2)
(X(0).X(0)=1 = <dX ®) ,X(t)> —0=(T.X(1))=0 = 4, =0
Bu durumda
X(t)=cosy N +siny B (4.1.3)
elde edilir.

Onerme 4.1.1: S? birim kiiresi iizerinde birim hizli bir egri (X) ve T, N, ve B Frenet
vektorleri olsun. S? birim kiiresinin yarigap vektdri X ve X ile N arasindaki aci
fonksiyonu y olmak lizere w agisi ile egrinin k, egriligi arasinda '+ k, =0 bagntist

vardir.

Ispat: (4.1.3) esitliginden
X(t)=cosy N +siny B

C;—)t(:—kl cosyT —(w'+k,)siny N +(y'+k,)cosy B

yazabiliriz. ‘Z—f =T ve (T,T)=1,(T,N)=0, (T, B)=0 esitliklerinden,

cosyfz—kil, —(y'+k,y)siny =0, (' +k,)cosy =0
elde edilir. Buradan da
w'+k,=0
sonucu elde edilir.
(4.1.3) esitliginden
XAT =cosy NAT +siny BAT = XAT =siny N —cosy B
T 1 0 0 T
XAT |=|0 siny —cosy | N 4.1.4)
X 0 cosy siny || B

0

olup {T, X, XAT} ortonormal vektor alani sistemidir. Ayrica
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k, :<T,el.>, k,, =<N,ei>, ks, :<B,ei> , 1i=123

olmak lizere

T ki ky o ke
N\|=|ky, ky kyle, (4.1.5)
B ‘ ks ky o ks e
P
Spi{b,,b, } sistemi ile Sp{T, XAT} arasindaki dénme agis1 6 ise,
b, cosf sinf O T
b, |=|—-sin@ cos@ 0| XAT (4.1.6)
X 0 1| X
R
seklinde olsun. (4.1.4), (4.1.5) ve (4.1.6) esitlileri kullanilarak,
bl el
[PI" o' [R] | b, |=| e, (4.1.7)
- —
4 X e,
elde edilir. Diger taraftan (4.1.7) esitligi kullanilarak
b e
dl|,' || d4a"|"
—I|b||= €
dt dt
X €,
T
ve W, =—-4, olmak lizere,
dt
_&_
dcg 0 0'+k siny  k cosOcosy | b,
7; =|— (0" +k, siny) 0 —k,sinf@cosy || b, (4.1.8)
dx —k,cos@cosy k, sinfcosy 0 X
| dt | "

elde edilir.

Sonu¢ 4.1.1: 0'+k, siny =0 ise b, ve b, vektor alanlar1 (X) egrisi boyunca paralel

vektor alanlaridir.
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Ispat : E°’iin Riemann koneksiyonu D, S iizerinde Gauss anlaminda kovaryant tiirev
operatorii de D ve S? kiiresinin sekil operatorii S olsun. Hareketin her t aninda b, ()
ve X(t) vektor alanlar1 (4.1.5), (4.1.6) ve (4.1.7) esitliklerinden
b, =cosOT +sin@siny N —sinfcosy B ve X(f)=cosy N +siny B
oldugunu biliyoruz.
Drb, = D;b, +(S(T),b) X
=D, (cos@T +sin@siny N —sinfcosy B)

+<T,cos0T+sin05inl//N—sin&cosy/B>(coswN+sian)

. w'cosy sind ) )
=—0'sinf@T +k,cosO N + . N =k, sinysin@T
+8'siny cos @
] ) —y'siny sin @ ]
+k,sinysinf B - , B+k,cosysind N
+6'cosy cosb

+cos cos@ N +siny cos@ B

(W' +k,)cosy sin@
=—{0' + k, siny }sinOT + (ﬁ'siny/+] N +
+ cosd

{(W'Jrkz )siny sin @ }
B
k, +cosy

+(siny — 0’ cosy )cos @
=—{0'+k, siny |sin@T + {k, cosy +1}cosy cosO N + {k, cosy +1}siny cos 6 B

esitliginden Brbl =0 bulunur. Benzer sekilde

0'+k siny =0 ve cosy =-—
1

Drb, =0 oldugu da gosterilebilir.
Benzer sekilde (Y) egrisi icin Frenet catisi 5 ,N,E} olmak iizere, (Y) egrisi boyunca

{al,az,e3} ortonormal vektorlerini bulalim. (Y) egrisi boyunca ¥ diizleminin birim

normal vektor alani e, olup e, ile N arasindaki ac1 fonksiyonu J ise J:% olup

e; =B ve
T 10 0]T
e AT |=[0 1 0N (4.1.9)
e 00 1|B
ﬁ,_/
o

olup {T , e3,e3AT} ortonormal vektor alani sistemidir. Ayrica
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%1[ = <f,€i>, %21‘ = <N,ei> , %3[ = <l_9,el.> , i=123
olmak iizere
ki koo ki e
=\kau kn kxu|e, (4.1.10)
ks kn ke

P

Wl =|

Spla,,a,} sistemi ile Spﬁ , e3Af} arasindaki dénme agis1 6 ise

a, cos® sind 0| T
a, |= —sinf cosf 0 e3Af (4.1.11)
e, 0 0 1| e

R

(4.1.9), (4.1.10) ve (4.1.11) esitlikleri kullanilarak,

a, €
|7>]T o] [&] | 4, |=|e, (4.1.12)
4 e, e,
elde edilir. b, =hB'a,, b, =hB'a, ve X =hB'e, oldugundan (4.1.7) ve (4.1.12)
esitliklerinden
A=A A (4.1.13)
yazabiliriz. (4.1.12) esitliginden
a e
dl| || a4’
%= ¢
dt dt
€ €
T
ve W, =—2= A, olmak iizere,
dt
da,
ddt 0 0'+k 0[aq,
% “|-e+x) o o|a (4.1.14)
de,| | 0 0 0e
ar | 02

elde edilir.
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Sonuc¢ 4.1.2: 0 +ki =0 ise a,(t) ve a,(t) vektor alanlart (Y) egrisi boyunca paralel

vektor alanlaridir.

Ispat : X ’nin sekil operatérii Sy =0 oldugundan E°’iin Riemann koneksiyonu D ile

¥ lizerinde Gauss anlaminda kovaryant tlirev operatorii ayni olur. (4.1.12), (4.1.13) ve

(4.1.14) esitlikleri kullanilarak
a, = cosOT —sinO N
yazabiliriz.

D.a, :%: (@ +% )sin0T (0" + % JeosON

0 +k =0 esitliginden D a, =0 bulunur. Benzer sekilde a,(#) vektor alaninin da (Y)

egrisi boyunca sabit vektor alanlar1 olacagini sdyleyebiliriz.

Diger taraftan (4.1.13) esitligini kullanarak, (2.2.7) esitligi ile verilen cj{—FF - ani
t
hareketinin yuvarlanma kismi olan §:7, Y(I)Z——>Sp{e3} lineer doniisiimiinii temsil

eden S =ﬁAT matrisini hesaplayalim.

dA dA! dA dAT
S = 2 AT + 4, |4 47 2=—4 —2 4, oldugundan
( o 27 j 141, ( dt 27 g )
dA dA” dA .
= T;AZT +A27;A1 Al ( dt2 =—A,W, oldugundan)
W,

= _AszAzT + AzmAzT = Az(_ Wz + Wvl)AzT

bulunur. (2.2.12) ve (2.2.14) esitliklerinden, olmak iizere S =[s4‘/J matrisi,

3x3

S, =8, =833, =0, 5, ==5,,, S35 =—8;, V€ §,; =—5,, olmak lizere

S, = {kl cosy sin 0<a1 , e3> + k, cosy cos 0<a2 ,€5 > - (9’ +ki —0' —k, sin 1//)<e3 ,€3 >}

S = {kl cosy sin t9<a1,e2> +k, cosy cos 9<a2,e2> - (9' +ki—60' —k, sin 1//)<e3,e2>}
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Sy = —{kl cosy sin t9<a1 ,€ > + k, cosy cos 9<a2 ,e > - (49' +ki —60' —k, sin l//Xe3 ,e >}
(4.1.15)
matrisini elde ederiz. Buradan W € Sp{a,,a,,e,} hareketin yuvarlanma kismma ait
Darboux vektorii P=(0,0,1) olmak tizere,
W =k cosysinfa, +k, cosycosfa, — (ﬁ +hi -0 -k, sinl,z/)e3 (4.1.16)

olarak elde edilir.

Sonug¢ 4.1.3: Eger b,(¢), b,(¢), a,(t) ve a,(t), swrasiyla, (X) ve (Y) egrileri boyunca
paralel vektor alanlar1 ve 0 = 0 = sabit, w =0 icin, S* nin ¥ iizerindeki homotetik

hareketi, (Karakas, 1982) boliim 3.2°de tanimlanan hareket denklemleri ile ayni olur.
Ayrica h=1 olmasi durumunda, (Nomizu, 1977) bolim 3 de elde edilen hareket

denklemleri elde edilmis olur.

Teorem 4.1.1: {b,b,} ve {a,, a,} vektor alanlari, sirasiyla, (X) ve (Y) egrileri
boyunca birer ortonormal vektor alani sistemi olmak iizere, F hareketinin bir homotetik

hareket olmasi i¢in gerekli ve yeterli sart 0 +ki—-0'- k,siny =0 olmasidur.

Sonug 4.1.4: {b, b,} ve {a,, a,} vektor alanlari, sirastyla, (X) ve (Y) egrileri boyunca
birer paralel vektdr alani sistemi ise degme noktalarmda b, = hB~'a,, b, = hB™'a, ve
X =hB'e; olacak sekilde tanimlanan S° kiiresi ) diizlemi iizerinde F hareketi bir

homotetik harekettir.

Sonu¢ 4.1.5: Eger b,(2),b,(t) ve a,(t),a,(t), sirastyla, (X) ve (Y) geodezik egrileri

boyunca paralel vektor alanlari ise € ve 0 hareket boyunca sabit olup 0 =0 “dir.
Sonug 4.1.6: S* kiiresi Y diizlemi iizerinde, sirastyla, 8'+k, siny =0 ve 0 +ki =0

esitliklerini saglayan (X) ve (Y) geodezik olmayan egrileri boyunca homotetik hareketi
yapar.
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Sonu¢ 4.1.7: {bl, bz} ve {al, az} vektor alanlari, sirastyla, (X) ve (Y) egrileri boyunca
birer paralel vektor alani sistemi ve Z%-f-k?[, k € Z ise F hareketi sadece kayma

hareketidir.

Diger taraftan (X) birim hizli egri ise

dy
dt

olup (4.1.13) den B = hA, A olarak bulunmus olur. Ayrica

9By 9C
dt dt
ve Y =BX +C esitliklerinden C matrisi de bulunarak F:S*——> homotetik

hareketi elde edilmis olur.

Ornek 4.1.1:
Denklemi x,” + x,” + x;” =1 olan S* birim kiiresi tizerinde,
X(¢)=(sinz,0,cos?) telo,7]

kiiresel egrisini géz oniine alalim. (X) egrisinin x, =1 diizlemi lizerinde denklemi,

Y(r)= (gglj

olan egrisi iizerinde bir homotetik hareketini bulalim. (X) egrisi i¢in,
T = (cost,O,—sint), N = (—sint,O,—cost), B= (0,1,0), k=1, k, =0, w=7x
ve Y(t) egrisi igin,

T:i(l,l,o), N=

NG

bulunur.

~1,0). B=(0.0.1), ki=0,k:=0,y ="

dar =h=t/2
dt

1
—1,
7

ar_ax
dt dt

esitligi de gbz Oniine alinarak é(t) = ¢ = 7 bulunur. O halde B matrisi,
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cost 1 _sint]
V2o 2 42
cost 1 sint
B(t) = W2/ = 2=
V2o 2 42
sin ¢ 0 cost
dB dC T e .. .
bulunur. — X + % =0 ve Y =BX +C egsitliklerini saglayan C matrisi ve hareketin
t
denklemi de
cost 1 _sint]
2 2 V2 /2
cost 1 sint
Y()=t2| == — - |X@)+| 1}/)2
I o i
sint 0 cost —t

olarak bulunmus olur. Bu hareketin yuvarlanma kismina ait Darboux matrisi ve

Darboux vektorii de su sekilde olacaktir.

1
0 0 —-——
V2 1 1
S= 0 0 L ve w =(—,——,Oj
V2 P 2 2
LD S
2 A2 ]

(4.1.16) esitliginden, y =7, k, =1, k, =0, k1 =0, k> =0 ve (t)=0=r degerleri
icin W e Spla,,a,,e, | vektori,

w =(0,1,0)
ve (4.1.9), (4.1.10) ve (4.1.11) esitliklerinden,

_ 2, 2, 2

a e,ve a,=—e ———e
1 2 2 1 2
2 2 2

olup

1 1
W=—e ——e
V22
elde edilir. Bu ise S ile elde ettigimiz vektorle aynidir ve 0 +ki—-0'— k,siny =0 sart1

saglanir. Dolayisiyla birim kiire yiizeyi 2. diizlemi tizerinde, (X) ve (Y) pol egrileri

boyunca homotetik olarak hareket eder
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Sekil 4.1.2

4.2 E? de Bir Altmanifoldun Diizlem Uzerindeki Hareketi

E’ 3-boyutlu Oklid uzayinda herhangi bir altmanifold M ve x, € M noktasindaki
tanjant diizlemi Y. ve bu diizlemin denklemi x, =0 olsun. E° deki koordinat sistemi
{x,,X,,x,} olmak {izere M manifoldunun diizlemle teget oldugu noktadan baslayan
birim hizli diferensiyellenebilir egri x(¢) olsun. x(z) egrisi boyunca M in birim normal
vektor alan1 & olsun. Herhangi bir ¢, aninda x, noktasi, M ile 2. diizleminin degme
noktast oldugundan bu noktalarda &, = e, olacaktir. Bundan dolay1 degme noktalarinda

B& = he, yazilabilir. Bu durumda F homotetik hareketini

F:M—>Y
X —>y=F(x):Bx+C

seklinde tanimlayabiliriz. Burada B=hA4, A€ SO(3) ve C matrisleri, elemanlar1 t ye

gore diferensiyellenebilir fonksiyonlar olan matrislerdir.

Diger taraftan x noktasinin yoriingesi de > diizlemi iizerinde bir pol egrisi olup, x

noktalar1 M iizerinde bir X(t) (kisaligin hatir1 i¢in (X) ) egrisi iizerindeki noktalar ise,
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(Y) egrisi, (X) egrisinin kaymali yuvarlanma hareketi sonucunda 2, diizlemi iizerinde

olusturdugu egri oldugu diisiiniiliirse

2y
dt dt

olup eger (X) birim hizli egri ise

dy
dt

4.2.1)

olacaktir. Yani hareketli ve sabit uzaydaki pol egrileri farkli ¢izilme hizlarma sahiptir.

F, 1-parametreli homotetik hareketi, hareketin her t aninda x noktalar1 2, diizlemi ile

degme noktasi olacak sekilde verilsin. Yani hareket siiresince x ve y noktalari, sirasiyla,

hareketli ve sabit uzayda ani pol noktalari olsunlar. Hareket siiresince {a,,a,}

ortonormal sistemini 2, sabit uzay1 i¢in sabit baz sistemi olarak ele alalim. Hareketli

uzaydaki hareketli baz sistemi olarak {b,,b,,&} ortonormal vektér sistemini alalim ve

bu sistemi (X) egrisinin Frenet vektdrlerinden ve {T , &, ENT } ortonormal sisteminden

yararlanarak tamimlayalim. & € Sp{T ,N ,B} i¢in,

E=AT+AN+1,B

dg

o= = (Lg)-0s(rg-0= 4-0

dt

Sekil 4.2.1

Bu durumda

&(t) =cosy N +siny B
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elde edilir. (4.2.2) esitliginden
EAT =cosy NAT +siny BAT = &EAT =siny N —cosy B
T 1 0 0 T

EAT |=|0 siny —cosy | N (4.2.4)
& 0 cosy siny | B

0

olup {T ,&,ENT } ortonormal vektor alan1 sistemidir. Ayrica
kli:<T,el.>, k,, =<N,ei>, ks, :<B,ei> , =123

olmak lizere

T ki ky ks e
N|=|ky ky kyle, (4.2.5)
B ky  ky ki | e

ve Sp{bl,bz} sistemi ile Sp{T ,EAT } arasindaki donme acis1 @ ise

b, cosd sin@ O T
b, |=|=sin@ cos@ O] AT (4.2.6)
& 0 0 1] ¢

‘ . |

yazilabilir. (4.2.4) , (4.2.5) ve (4.2.6) esitlikleri kullanilirsa,

b, S|
[PI"[O]" [R]"| b, | =| e, (4.2.7)
%/—J
4 S ¢
esitligi elde edilir. Diger taraftan (4.2.7)’dan
b e
dl|, || a4’ |’
—l b ||= €
dt dt
g €

T
ve W, :71141 olmak tizere,
t

41



-1 | k, cos @ |
db, 0 0' + k, siny { | COSTCOY }
dt +(k, +1//)sm¢9 b
. 1
db, | —(0+k sinl//) 0 B k, sin @ cosy 5
dt : —(k, +w')cos ) |’
M k, cos@cosy k, sin @ cosy 0 ¢
L dt ] +(k, +y')sin@| |-(k, +w')cosd |
w1
(4.2.8)
elde edilir.

Sonu¢ 4.2.1: 0'+k, siny =0 ise b, ve b, vektor alanlar1 (X) egrisi boyunca

paralel vektor alanlaridir.

Ispat : E’’iin Riemann koneksiyonu D, M iizerinde Gauss anlaminda
kovaryant tiirev operatorii de D ve M’ in sekil operatorii §,, olsun. Hareketin her t
aninda b,(t) ve ¢ vektor alanlari, b, =cos@T +sinfsiny N —sinfcosy B ve
& =cosy N +siny B oldugunu biliyoruz.

Drb, = Db, +(S,,(T),b, )&
=D, (cos@T +sin@siny N —sinf cosy B)
+<DT(cosw N +sin WB),cos OT +sin @siny N —sin Hcost>(cosw N +sin WB)

w'cosysind

=-0'sin07T +k, COS@N-F( JN_kl sinysin@T

+ 8'siny cosd

w'siny sin @

+kzsinl//sin0B—[ jB+k2 cosy sin@ N

+6'cosy cosd

<{—k1 cosz—(w’+k2)sian} {cos@TJrsin@sinl//N
+ >

N +siny B
+(y'+k,)cosy B —sinf@cosy B }>(COSV/ +siny B)

"+k in@ ' . .
=—{0' +k, sinl//}sinHT+{(l’V +k, Jeosy sin }N +{(W +k2)SanSln6’}B

+(@'siny +k, )cos @ —0'cosy cosd
+{~k, cosycos@—(y' +k,)sin@)(cosy N +siny B)
= {0+ k, siny |sin@T +{0' + k, siny |siny cos @ N —{0' + k, siny }cosy cos 6 B
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0"+ k, siny =0 oldugundan Brbl =0 bulunur. Benzer sekilde Brbz =0 oldugu da

gosterilebilir.

Benzer sekilde (Y) egrisi i¢in Frenet catist {f ,ﬁ,?} olmak tizere, (Y) egrisi boyunca

{al,az,e3} ortonormal vektorlerini bulalim. (Y) egrisi boyunca ¥ diizleminin birim
normal vektor alani e, olup e, ile N arasindaki ac1 fonksiyonu J ise J:% olup

e, =B ‘dir. (4.1.9), (4.1.10), (4.1.11), (4.1.12), (4.1.13) ve (4.1.14) matrislerini

kullanabiliriz.

Sonuc¢ 4.2.2: 0 +k =0 ise a,(t) ve a,(t) vektor alanlar1 (Y) egrisi boyunca paralel

vektor alanlaridir.

Ispat: Sonug 4.1.2 nin ispat1 ile aynidar.

Diger taraftan (4.1.14), (4.2.8) esitliklerini kullanarak, (2.2.7) esitligi ile verilen C;—FF -
t

ani hareketinin yuvarlanma kismi olan S : T}~ —— Spfe, } lineer doniisiimiinii temsil

0]
d4 .
eden S =— A" matrisini hesaplayalim.
S= Az(_Wz +VK)A§
oldugundan § = [sl.jo3 matrisi, §;; =S, =85, =0, 5, =—=5,,, S35 =—5; V€ Sy =—5;,

olmak lizere

Slz:HklcosV/smH }<a1,e3>+{k1005'#<3059 }(az,e3>— 0 +k -6 <77,e3>}

—(y' +k, )cos @ +(y'+k,)sin@ —k, siny

SB:Hklcos;//sm@ }<al’ez>+{klcoswcose }<a2,ez>— 0'+ki -6 <77,e2>}

—(y'+k,)cos@ +(y' +k,)sin@ —k, siny
o k, cosy sin @ <a e>+ k, cosy cos@ <a e>— §+E1—9'< e>
2 (' +k,)cos0)| +(y' +k,)sing| " > —k, siny T4
(4.2.9)
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ve buradan W € Sp{a1 N7 77} hareketin yuvarlanma kismina ait Darboux vektorti,

k in@ - k 0+ 0 +k -0
W= 1?osV/sm 0+ 1(’:051//co.s a - 0" +ki -6 . (4.2.10)
(W +k2)0059 (1// +k2)sm9 —k, siny

seklinde olacaktir.

Sonuc¢ 4.2.3: Eger b,(¢), b,(t), a,(t) ve a,(t), swrastyla, (X) ve (Y) egrileri boyunca
paralel vektor alanlar1 ve 0=0 =sabit, ¥ =0 i¢in, M nin X {izerindeki homotetik

hareketi, (Karakas, 1982) boliim 3.3 de tanimlanan hareket denklemleri ile ayn1 olur.
Ayrica h=1 olmasi durumunda (Nomizu, 1977) boliim 4 de verilen hareket denklemleri

elde edilmis olur.

Teorem 4.2.1: {bl, bz} ve {al, az} vektor alanlari, sirasiyla, (X) ve (Y) egrileri
boyunca birer ortonormal vektor alani sistemi olmak {izere, F hareketinin bir homotetik

hareket olmasi i¢in gerekli ve yeterli sart 0 +k -0 - k,siny =0 olmasidur.

Sonug¢ 4.2.4: {bl, bz} ve {al, az} vektor alanlari, sirasiyla, (X) ve (Y) egrileri boyunca
birer paralel vektor alani sistemi ise degme noktalarinda b, = hB'a,, b, =hB'a, ve

& = hB e, olacak sekilde tanimlanan F hareketi bir homotetik harekettir.

Sonuc¢ 4.2.5: Eger b,(¢),b,(¢) ve a,(t),a,(t), swrasiyla, (X) ve (Y) geodezik egrileri

boyunca paralel vektor alanlari ise € ve 0 hareket boyunca sabittir. Bu durumda M

manifoldu diizlem {izerinde geodezikler boyunca homotetik hareket yapar.

Sonu¢ 4.2.6: M manifoldu ) diizlemi {izerinde, sirasiyla, 6'+k siny =0 ve

0 +k =0 esitliklerini saglayan (X) ve (Y) geodezik olmayan egrileri boyunca kaymali

yuvarlanma hareketi yapar.
Teorem 4.2.2: F hareketi bir homotetik hareket ve (X) egrisi M nin baz1 flat

noktalarindan geciyorsa bu noktalarda hareket sadece kaymadan ibarettir. Bu durumda

(4.2.10) ile verilen Darboux vektorii sifir vektori olacaktir.
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Ispat: (X) egrisi boyunca M manifoldunun sekil operatérii S,, olsun. Bu durumda

(dX j dé
Syl —|=—=
dt dt
olup P noktasi (X) egrisi lizerinde olan ve M nin bir flat noktasi olsun. P noktasinda
dXx
S 1= (=0 4.2.11
M( ” j (42.11)

olacaktir. Diger taraftan B¢& = he, esitliginde tiirev alinirsa

f drf dh
dt a
(dhA hdAjB‘lBé Bdf dh e,
dt d dr dt
@63 hd—AAT hAdﬁf:%e3
dt dt dt dt
P flat noktasinda,
d
Sle))=-4%
t P

ve (4.2.8) esitliginden,

_ |k, cosOcosy k,sin@cosy
)| b, )

k, +1// cosH

a¢
dt|,

A A P

k, cos@cosy k,sin@cosy
= . a1| - a2|
+(k, +y')sin @ 7| =(k, +y')cos P

b8 p p p

(4.2.11)'dan 4|, =0 ve 4,|, =0 ve dolayisiyla S=0 bulunur. (2.2.7) esitliginden

Al J-eel a5l

o[ X
dt dt|,
%/_J
H(d_X

=0
[
al, )" Varl,

olur. O halde M {izerinde ki flat noktalarda hareket sadece kaymadan ibarettir.
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Sonu¢ 4.2.7: Bir M manifoldunun diizlem iizerinde 1-parametreli homotetik hareket
yapmasi i¢in M {izerindeki (X) egrisinin M nin higbir flat noktasindan ge¢memesi

gerekir.

Sonug¢ 4.2.8: {bl, bz} ve {al, az} vektor alanlari, sirasiyla, (X) ve (Y) egrileri boyunca
birer paralel vektor alani sistemi k, =0 ve y :%+k7z, k € Z ise F hareketi sadece

kayma hareketidir.

Sonug¢ 4.2.9: F bir homotetik hareket, (X) ve (Y), sirastyla, M ve 2 iizerinde birer
egrilik cizgisi ise
V4
k, =0 veya l//=Z+k7z, keZ

olur. Ozel olarak y =0 ise (X) M manifoldu iizerinde diizlemsel geodezik egrilik

cizgisidir.

Sonu¢ 4.2.10: F homotetik hareketi sadece kaymadan ibaret ise (X) M manifoldu

tizerinde diizlemsel asimptotik ¢izgidir ve &, 0 sabit agilar1 i¢in % orani hareket
1

boyunca sabittir.

Sonug¢ 4.2.11: M manifoldu bir kiire ise bu durumda boliim 2.1° de elde edilen tim

sonuglar elde edilir.

Diger taraftan (X) birim hizli egri ise

dy
d1

=h

olup (2.1.13) den B = hA, A olarak bulunmus olur. Ayrica

aB dC_,
dt dt
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ve Y =BX+C esitliklerinden C matrisi de bulunarak F:M ——> kaymali

yuvarlanma hareketi elde edilmis olur.

Ornek 4.2.1:

Denklemi x*>+(1—z)’ =1 ile verilen M silindiri iizerinde denklemi 0<¢<7z icin

t t t
X(@)= sin[—} , —— ,l—cos— ille verilen helis egrisinin  denklemi
( V2 ) 2 V2

2
Y()= (%,0,0j ile verilen egri lizerindeki homotetik hareketini bulalim. X(t) egrisi

-l el vl )

B:\/li[cos(\/%}—l, sin(\/%D k, =% ve k, = —%

olup, M silindir ylizeyinin (X) boyunca birim normal vektor alani

o-{uf ool

“dir. £(¢) ile N arasindaki y acistigin y = 7 olup hareket boyunca sabittir. Y(t)

i¢in,

egrisi igin,

_ - — Y
(1,0,0), N=(0.10) B=(0,0,1), £ =0, k2 =0, p ==, |9 ==
2 dt
bulunur.
oy _pax
dt dt

esitligi de goz oniine alinarak her 5(1) =0 :% icin B matrisi,

o )

Folk) & FlE)

) o (s

B(t) =

k) & o
f

&I
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bulunur. C;—l:X +62—f =0 ve Y = BX +C esitliklerini saglayan C matrisi ve hareketin
denklemi ,
_LCOS(LJ L Lsin(Lj_ | —Lsin(Lj |
V2 W2 2 2 W2 V2 W2
¢ ¢ ¢ t (¢t T A
Yt)=|—=cos| =| —— —sin|—||X{)+|————=sIn| —
=15 (\/EJ NG (\/Ej R R (\/Ej
tsin(Lj 0 —t COS(LJ —t+ tcos(Lj
i V2 V2 ) i V2 ) ]

olarak bulunmus olur. Bu hareketin yuvarlanma kismina ait Darboux matrisi ve

Darboux vektoru de

00—l
1 1 1
1
= —_—— VCWZ—,——,O
SO
LI
12 2 ]

olacaktir. (4.2.10) esitliginden, w =7, k, =1, k, =0, k1 =0, ko =0 ve 0(t)=0=r

degerleri i¢in W e Spla,,a,,e, } vektori,

W:(o,_ﬁ,oj
2
ve (4.1.9), (4.1.10) ve (4.1.11) esitliklerinden,
V2 2 2 A2
a=—e +—e, Ve a,=———e +—e,
2 2 2 2
olup
1
W=§e1 —Eez

elde edilir. Bu ise S ile elde ettigimiz vektorle aynidir ve 0 +k -6 - k,siny =0 sart1
saglanir. Dolayistyla silindir yiizeyi > diizlemi {izerinde, (X) ve (Y) pol egrileri

boyunca homotetik olarak hareket eder
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Sekil 4.2.2

4.3 E® de iki Altmanifoldun Birbiri Uzerindeki Hareketi

M ve N, 3-boyutlu Oklid uzaymda herhangi 2-boyutlu altmanifold ve x, € M noktasi

iki manifoldun degme noktasi olsun. M nin N manifoldu ile teget oldugu noktadan

baslayan birim hizl1 diferensiyellenebilir egri x(¢) ve N iizerinde hareketin her t aninda
x(t) egrisine degen egri y(¢) olsun. x(¢) egrisi boyunca M nin birim normal vektor
alan1 & ve y(¢)egrisi boyunca N nin birim normal vektor alant 7 olsun. Herhangi bir

t, aninda x, noktasi, M ile N manifoldunun degme noktasi oldugundan bu noktalarda

&, = &n, olacaktir. Bundan dolay1 degme noktalarinda
B& =¢hn
yazilabilir. Burada & manifoldlarin yonlendirmelerine bagli bir isaret degeri olup, & =1

ise; M, N nin iginde, &€ =—1 ise; M, N nin disinda hareket edecektir. Bu durumda F

homotetik hareketini
F:M——>N
X ——)y:F(x)sz+C
seklinde tanimlayabiliriz. Burada B =h4, Ae SO(3) ve C matrisleri, elemanlar t ye

gore diferensiyellenebilir fonksiyonlar olan matrislerdir.
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Diger taraftan M manifoldu tizerindeki x(z) egrisi hareketli pole egrisi olsun. Buna
karsilik N manifoldu iizerindeki y(¢) egrisi de hareketli pol egrisi olacaktir. x(¢) ve
y(t) egrilerini kisaligin hatir1 i¢in, sirasiyla, (X) ve (Y) ile gosterecegiz. (X) ve (Y)

egrilerinin degme noktalarinda tanjant uzaylari ¢akisik olacagindan

ar _ B(d_Xj 43.1)
dt dt
olup eger (X) birim hizli egri ise
‘ﬂ _
dt

olacaktir. Yani hareketli ve sabit uzaydaki pol egrileri farkli ¢izilme hizlaria sahiptir.
Hareket siiresince {a,,a,} ortonormal sistemini N iizerindeki (Y) egrisi boyunca sabit
baz sistemi olarak ele alalim. Hareketli uzaydaki hareketli baz sistemi olarak {b,,b,,&}
ortonormal vektor sistemini alalim ve bu sistemi (X) egrisinin Frenet vektorlerinden ve

{T L&, ENT } ortonormal sisteminden yararlanacak sekilde tanimlayalim. & € Sp{T ,N ,B}

i¢in,
E=A4T+ AN+ 1,B (4.3.2)
=1 = (£.g)-0=(r.8-0= 4 -0

Sekil 4.3.1
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Bu durumda
E=cosy N+siny B ve n=cos&ﬁ+sin&§ (4.3.3)
elde edilir. (4.3.3) esitliginden,
EAT =cosy NAT +siny BAT = EAT =siny N —cosy B
T 1 0 0 T

EAT |=|0 siny —cosy || N (4.3.4)
& 0 cosy siny | B

0

olup {T ,E,EAT } ortonormal vektor alani sistemidir. Ayrica
kli:<T,el.>, k,, =<N,ei>, ks, :<B,ei> , i=123

olmak lizere

N\=\ky Fky kyle, (4.3.5)
B ky  ky, ki e
%f—J

ve Sp{bl,bz} sistemi ile Sp{T ,EAT } arasindaki donme acis1 6 ise,

b, cos¢ sin@ O T
b, |=|-sin@ cos@ 0| EAT (4.3.6)
&t 0 0 ¢| ¢

‘ . |

seklinde yazilabilir. (4.3.4) , (4.3.5) ve (4.3.6) esitlikleri kullanilirsa,

b, €
[PI"[0]" [R]" | b, | =|e, (4.3.7)
4 e | e

esitligi elde edilir. Diger taraftan (4.3.7)’dan

b e
dl| || a4’
—I1 b, ||= e,
dt dt

&& e,

T
ve W, = dl A, olmak iizere,
t
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- T k, cos @ |
db, 0 O +ksing el W
" +(k, +y')sin @ b
k, sin 0 1
b, |_ — (0" +k, siny) 0 N b,
dt —(k, +y")cos @
d(e5) k, cos @ cosy k, sin @ cosy 0 L&
-¢ &
L dr +(k, +y')sin @ —(k, +v')cos 0 i
w1
(4.3.8)
elde edilir.

Sonu¢ 4.3.1: 0'+k, siny =0 ise b, ve b, vektor alanlar1 (X) egrisi boyunca paralel

vektor alanlaridir

Ispat : Teorem 2.2.1 de oldugu gibi gosterilebilir.

Benzer sekilde (Y) egrisi icin Frenet catis1 {7 ,N,E} olmak iizere, (Y) egrisi boyunca
{al,az,n} ortonormal vektorlerini bulalim. (Y) egrisi boyunca N manifoldunun birim
normal vektor alan1 7 ise 7 ile N arasindaki ac1 fonksiyonu J i¢in sekil (4.3.3) den

n(t) = cosaﬁ +sin JE yazabiliriz. Dolayisiyla,

T 10 o T
nAf =0 siny —cosy N (4.3.9)
n 0 cosy siny B
0

olup ﬁ ,n,nAf} ortonormal vektor alan1 sistemidir. Ayrica
%1; =<f,€i>, %21‘ =<N,ei>, E3; =<E,ei> , i=123
olmak iizere

k %12 %13 €
kn kxs|e, (4.3.10)
ks kxn ki | e,

Wl = I
|
N

P

ve Sp{al,az} sistemi ile Sp{f , nAf} arasindaki donme agis1 0 ise,
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cos@ sin@ O T
—sin@ cos6 0 ﬂAf (4.3.11)
0 0 1 n

a,

a, |=
n

R

seklinde yazilabilir. (4.3.9) , (4.3.10) ve (4.3.11) esitlikleri kullanilirsa,

al el
7] [o] [&] | a, |=|e, (43.12)
% n €3
elde edilir. (4.3.7) ve (4.3.12) esitlikleri kullamlarak b, = A"a,, b, =A"a, ve
& =egd"n olacak sekilde A matrisi,
A= A4 4.3.13)
olacaktir. (4.3.12) esitliginden
a e
dl| || a4l|”
—lla,||= e,
dt dt
n €

T
2 4, olmak iizere,

ve W, = %
] - - = ki cos@cosy |
da, 0 0"+ ki siny -\ =
i +/2(k2. %II)SIE@ K
da, | _ —(§+%1 sin&) 0 I SRECosY a,
(?’f —(kz +l//’)c050 .
< ki cosécos& ki sing’cosyj )
Ldt | |- L~ T _ C .\ 0
+ (kz +1//’)sin0 —(kz +(//’)cos6’ |
(4.3.14)

elde edilir.

Sonu¢ 4.3.2: 0'+k, sin& =0 ise a, ve a, vektor alanlar1 (Y) egrisi boyunca paralel
vektor alanlaridir.

Ispat : Teorem 2.2.1 de oldugu gibi gosterilebilir.
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Diger taraftan S =4,(- W, +W,)4! , (2.2.7), (4.3.8) ve (4.3.14) esitliklerini kullanarak,

d_FF*I
dt

ani

hareketinin yuvarlanma kismi

olan

S:T

vy N ——Spi{n}  lineer

doniistimiinii temsil eden S = ls”. LX3 matrisi, §;, =8, =8;; =0, §, =—5,,, §; =—55,

Ve §,, =—S,, olmak lizere
— ki cosasing’
+(J+%2 )COS@
+ &k, cosysind
—¢(w' +k,)cos @

— ki cosasiné
' + k2 )ooso
+ &k, cosysind
—¢(y' +k,)cos @

— ki cos&sin@
+(J +%2)COSE’
+ ¢k, cosy sinf

(a,,e;)+

(a,,e)+

—¢(y'+k,)cos

— k1 cosy cos O
—(V +%2)sin§
+ &k, cosy cos@
+e(y'+k,)sin@

— k1 cosy cos @
—(V-FEz)Sing
+ &k, cosy cos@
+e(y' +k,)sind

— ki1 cosy cos 6

—(J+%2)Sil’l5 <
+ &k, cosy cosd

_ ?4—%1 Sin;
<a2,e3> (—9'—1{1 sinw]<77’e3>

_ ?4—%1 Sin;
<a2,e2> (—9'—1{1 sinl//]<n’ez>

B y+l_€1 Sin&
az,e1> (— 0' —k, sin WJ<%€1>

+e(y' +k,)sin@

(4.3.15)

ve buradan hareketin yuvarlanma kismina ait W e Sp{a1 N7 77} Darboux vektorii,

— ki cos&sin§+
(' +%: )eos 0 +

&k, cosysinf —

W =

ey’ +k,)cosd

olarak elde edilir.

— ki cosy cos 6 —
(J +ks )sin5+
&k, cosycosl+
g(y' +k,)sin@

B y+%1 Sin;
"\ -0k, siny

(4.3.16)

Teorem 4.3.1: {bl, bz} ve {al, az} vektor alanlari, sirasiyla, (X) ve (Y) egrileri

boyunca birer ortonormal vektor alani sistemi olmak {izere, F hareketinin bir homotetik

hareket olmasi i¢in gerekli ve yeterli sart 0’ + ki sin l/_/ —0'—k, siny =0 olmasidur.
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Sonug¢ 4.3.3: {bl, bz} ve {al, az} vektor alanlari, sirasiyla, (X) ve (Y) egrileri boyunca
birer paralel vektdr alani sistemi ise degme noktalarinda b, = hB™'a,, b, = hB'a, ve

&£ =hB™'n olacak sekilde tanimlanan M ve N manifoldlarmin F hareketi bir

homotetik harekettir.

Sonuc¢ 4.3.4: Eger b (¢),b,(¢t) ve a,(t),a,(t), sirastyla, (X) ve (Y) geodezik egrileri

boyunca paralel vektor alanlari ise € ve 0 hareket boyunca sabit olup 0 =6 dir.

Sonu¢ 4.3.5: M manifoldu N manifoldu {izerinde, sirasiyla, 6'+k, siny =0 ve
0 + ki sina =0 esitliklerini saglayan (X) ve (Y) geodezik olmayan egrileri boyunca

homotetik hareket yapar.

Sonu¢ 4.3.6: {bl, bz} ve {al, az} vektor alanlari, sirasiyla, (X) ve (Y) diizlemsel
egrileri boyunca birer paralel vektor alani sistemi ve ZJZ%-F/CH, keZ ise F

hareketi sadece kayma hareketidir.

Teorem 4.3.2: F, manifoldlarin (X) ve (Y) egrileri boyunca homotetik hareketi

esnasinda, (X) ve (Y) egrileri boyunca M nin ve N nin sekil operatorleri, sirasiyla, S,,

dX dy
h'BS | —|=8,] —
M( dtj N(dtJ

ise F hareketi sadece bir kayma hareketidir. Bu durumda (4.3.16) ile verilen Darboux

ve S, olsun. Eger

vektora sifir vektori olacaktir.

Ispat : (X) ve (Y) egrileri boyunca,

su[)- 48 o5, (40) 2
dt dt dt dt

olup (4.3.8)’dan
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deé k, cos@cosy k, sin@cosy
—=—c N - \ + & , b2
dt +(k, +y')sin @ —(k, +y')cos @

u u,

b, =hB'a,, b, =hB'a, ve £ =&hB™'n oldugundan
L, de
h IB(Tfj =u,a, +u,a,

(4.3.13) esitliginden de,

dn ki cosécosa —k sing’cos;
— == - — —ra, + - _a,
dt +(k2 +y/')sint9 +(kz +1//')COSH

Vi V2

yazabiliriz. h‘lB(%j = % ise, u, =v, ve u, =v, elde edilir. Bu esitlikler (4.3.17)

esitliginde yerine yazilirsa W = 0 bulunur. Dolayisiyla (2.2.7) esitliginden
H(t)=p(0)+5(t) = H(r)=pl)

——
=0

O halde F hareket sadece bir kaymadan ibaret olur.

Sonug¢ 4.3.7: F bir homotetik hareket ise M ve N manifoldlarinin sekil operatorleri

dx dY
h'BS | — |28, —
M( dtj N[dtj

arasinda

bagintis1 vardir.

Sonu¢ 4.3.8: Bir M ve N manifoldlarinin birbiri {izerinde 1-parametreli homotetik
hareket yapmasi i¢cin M ve N iizerindeki (X) ve (Y) egrilerinin hi¢biri M nin ve N nin

flat noktalarindan gegcmemesi gerekir.

Sonuc¢ 4.3.9: Eger b,(¢), b,(t), a,(t) ve a,(t), swrastyla, (X) ve (Y) egrileri boyunca
paralel vektor alanlar1 ve 6=0= sabit, J = =0 i¢in, M nin N lizerindeki homotetik

hareketi, (Karakas, 1982) boliim 3.4 de tanimlanan hareket denklemleri ile ayn1 olur.
Ayrica h=1 olmast durumunda (Nomizu, 1977) bolim 5 de elde edilen hareket

denklemleri elde edilmis olur.
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Sonuc¢ 4.3.10:

a) M manifoldu kiire ve N manifoldu de bir diizlem alinirsa, 2.1. bdliimde
verilen sonugclar elde edilebilir.

b) M herhangi bir manifold ve N manifoldu de bir diizlem alinirsa, 2.2. boliimde

verilen sonugclar elde edilebilir.

Diger taraftan (X) birim hizli egri ise

dy
dt

=h

olup (2.1.13) den B = hA, A olarak bulunmus olur. Ayrica

dB dC _

Cx+S =0
dr~  dt

ve Y =BX+C esitliklerinden C matrisi de bulunarak F:M ——> N kaymali

yuvarlanma hareketi elde edilmis olur.

Ornek 4.3.1:

Denklemi ¢(u,v) = (sinvsin u,sin vcosu, cos v) ile verilen M Kkiiresi iizerinde denklemi
0<t<nrx igin X(@)= (sint ,0, cost) olan  (X) egrisinin  denklemi
(-x)’ +(-=z—=2)" =1 ile verilen N silindiri iizerinde yine denklemi 0<¢<7 igin
Y(t)= (sin t,—t,cost— 2) olan egri lzerindeki F :M ——> N homotetik hareketini
bulalim. X(t) egrisi igin,
T =(cost,0,-sint), N =(-sint,0,~cost), B=(0,1,0) k, =1 ve k, =0

olup, M kiire ylizeyinin X (t) boyunca birim normal vektor alan1 &(7) = (sint ,0, cost)
dir. &(¢) ile N arasindaki i acgisti¢in 7 = 7 olup hareket boyunca sabittir. Y(t) egrisi
i¢in,

T

Q ost,—ﬁ,—ﬁsint , N=(~sinz,0,~cost), B = 2 ost,ﬁ,—ﬁsint
2 2 2 2
ar

—h=A2
dt

ve bulunur. N silindir ylizeyinin Y (t) boyunca birim normal vektor alani

n()= (— sint,0,— cost)
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ve n(t) ile N arasindaki J acisl igin ;Iﬂ' olup hareket boyunca sabittir.

Y X . - . ..
cj{—t = Bczl_t esitligi de goz oniline alinarak 6(t) = 9(t) =0 ve £ =—1 i¢cin B matrisi,
cos’r—+/2sin’¢  cost (1 + \/E)costsint
B() = —cost 1 sin ¢
- (1 + \/E)costsint —sin¢ sin’¢—+/2cos’ ¢
dB dC e e .. )
bulunur. — X + % =0 ve Y =BX +C esitliklerini saglayan C matrisi ve hareketin
t t
denklemi,
cos’t—+2sin’¢  cost (1+\/§)costsint (1+\/§)sint
Y(@)= —cost 1 sint X(@)+ —t
—(1+\/5)costsint —sins sin®7—+/2cos’¢ (1+\/§)cost—2

olarak bulunmus olur. Bu hareketin yuvarlanma kismina ait Darboux matrisi ve

Darboux vektori

0 —sint 1+g
S = _\/Esint 0 — 2cost ve W= QCOSt’IJrQ’ —Qsint
. > 2 20 2
_1_£ —2cost 0
T2 2 |
bulunur. (4.3.16) esitliginden, w =y =7z, k =1, k, =0, ]_{1:%, %2:_%’

e=—1ve O(1)=0=0 degerleri i¢in W e Sp{al,az,n} vektort,
V2 [ V2 ]
2

W=—-——a+|1+—|a
2 2

ve (4.3.9), (4.3.10) ve (4.3.11) esitliklerinden,

i i B ok

a, =——coste, ———e, ———sinte, ve a, =——coste, + ———sinte,
2 2 2
olup

NG

w zﬂcostel +| 1+— |e, —Qsinte3
2 2 2
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elde edilir. Bu ise S ile elde ettigimiz vektorle aynidir ve 0" +k sin& —0'—k siny =0

sart1 saglanir. Dolayistyla kiire yiizeyi silindir tizerinde, (X) ve (Y) pol egrileri boyunca

homotetik olarak hareket eder.

Sekil 4.3.2

Ornek 4.3.2:
Denklemi  ¢(u,v) = (sin vsinu,sin vcosu,cosy — l) ile verilen M kiiresi Tlzerinde
denklemi 0<¢<7z icin X(¢)= (sint ,0,cost - 1) olan (X) egrisinin, denklemi
x’ +(z +2)2 =4 ile verilen N silindiri {izerinde yine denklemi 0<z¢<7x i¢in
Y()= (2 sint,—t,2cost — 2) olan egri lizerindeki F: M —— N homotetik hareketini
bulalim. X(t) egrisi igin,

T =(cost,0,—sint), N =(-sint,0,~cost), B=(0,1,0) k, =1ve k, =0
olup, M kiirenin X (t) boyunca birim normal vektor alani

E(t)=(sinz , 0 ,cos?)

“dir. £(¢) ile N arasindaki y acgistigin y = 7 olup hareket boyunca sabittir. Y(t)
egrisi igin,

T [2\Ecost BRI ACIY j N {\B ost 25 -5 intj
5 5 75

T= sint |» N=(—sint,0,—cost) ,B=

B >
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L)

s

ve bulunur. N silindir manifoldunun Y (t) boyunca birim normal vektor alani
n() = (sin t,O,cost)
dir. n(¢) ile N arasindaki J acis1 i¢in J =z olup hareket boyunca sabittir.
dY dX
a
esitligi de gbz Oniine alinarak é(t) =0(t)=0 ve € =+1 i¢in B matrisi,
2cos’ 1 ++/5sin’¢  cost (\/g - 2)costsint

B(t) = —cost 2 sint
(\/g - 2)costsint _sint 2sin?t++/5cos’ ¢

B
bulunur. Cj{—tX +62—f =0 ve Y =BX+C esitliklerini saglayan C matrisi ve hareketin
denklemi,
(52 .
2cos’t++/5sin’¢  cost (\/5—2)costsint ( 2 sm21+(2—ﬁ)smz
Y= —cost 2 sint X(@)+ sint —¢

(\B—2)costsint —sint 2sinzt+ﬁcos2t (\/gz_zJ(COSZt-i-1)+(2—\/§)COSZ

olarak bulunmus olur. Bu hareketin yuvarlanma kismina ait Darboux matrisi ve

Darboux vektorii de, sirasiyla,

0 —gsint l—i
-5 25 5
S = ﬁsint 0 ﬁcost ve W =|——cost,]———, —sint
5 5°°5
—l+£ — " cost 0
- 5 -
bulunur. (4.3.16) esitliginden, y =y =7z, k =1, k, =0, %lzg, ]_€2=—§,

e=1ve O(t)=0=0 degerleri igin W Sp{al,a2 ,77} vektort,

Wz—ﬁa1 (%—1)

5

ve (4.3.9), (4.3.10) ve (4.3.11) esitliklerinden,
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2.5 V5 245 2.5 RREEAER
5 2

a4, =——coste, ———e, ————Ssinte, ve a, = ——coste ———Sinfte
! 5 ! 2 5 ’ 2 5 ! 5 ’
olup

5 .
e, +?smte3

W= —ﬁcosz‘e1 + ﬁ—l
5 5

elde edilir. Bu ise S ile elde ettigimiz vektorle aynidir ve 0"+ ki sin& —0' -k, siny =0

sart1 saglanir. Dolayisiyla kiire yiizeyi silindir i¢inde, (X) ve (Y) pol egrileri boyunca

homotetik olarak hareket eder.

Sekil 4.3.3
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5.E’ DE ALTMANIFOLDLARIN HOMOTETIK
HAREKETI

Bu bélimde E; uzayinda once hiperbolik kiirenin diizlem {izerinde, sonra bir

altmanifoldun diger bir diizlem iizerinde, daha sonra bir altmanifoldun bagka bir

altmanifold Uzerindeki homotetik hareketi incelenecektir.

5.1. E*; de Hiperbolik Kiirenin Diizlem Uzerindeki Hareketi

E} uzaymda M=(0,0,0) merkezli kiire H, ve X, =(0,0,])e H; noktasindaki teget
diizlemi Y. olsun. E] deki koordinat sistemi {x,,x,,x,} olmak iizere H, ve X

diizleminin denklemleri, sirasiyla, x,” +x,” —x," = =1 ve x; =1 dir. Kiirenin diizlemle
teget oldugu noktadan baglayan diferensiyellenebilir kiiresel spacelike egri iizerindeki

bir nokta x(¢) olsun. H; kiiresinin Y. diizlemi {izerindeki homotetik hareketi boyunca

Y. diizlemi, degme noktalarinda H_ nin teget diizlemi olacagindan Bx = he, alalim.
Bu durumda F homotetik hareketini
F:H;——Y
x——)y:F(x)sz+C
seklinde tanimlayabiliriz. Burada B = hA4, A € SO,(3) ve C matrisleri, elemanlar1 t ye

gore diferensiyellenebilir fonksiyonlar olan matrislerdir.

Diger taraftan x(t) noktasinin yoriingesi de 2. diizlemi lizerinde bir pol egrisi olup, x(t)
noktalar kiire iizerinde bir X(t) (kisaligin hatir1 i¢in (X) egrisi) lizerindeki noktalar ise,
(X) egrisinin kaymali yuvarlanma hareketi sonucunda >, diizlemi iizerinde olusturdugu

egri (Y) oldugu diisiiniiliirse

d—YzB(d—Xj (5.1.1)
dt dt

olup eger (X) birim hizli egri ise
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dy
dt

olacaktir. Yani hareketli ve sabit uzaydaki pol egrileri farkli ¢izilme hizlaria sahiptir.

Sonug 5.1.1: H; nin Y, diizlemi iizerinde (X) ve (Y) pol egrileri boyunca kaymali

yuvarlanma hareketinde (X) ve (Y) pol egrilerinin karakterleri aynidir.

Ispat: (X) egrisi H_ iizerinde birim hizli egri ve (Y) pol egrisinin teget vektor alant T
olsun. Bu durumda (5.1.1) den

d—YzhAT = h-lﬂzAT — T =AT
dt dt

ve
(T.T) =(AT, AT) = (eAT) (AT)=T" A"eAT =T"T =(T.T)

elde edilir. O halde (X) ve (Y) pol egrilerinin karakterleri aynidir.

H; iizerinde (X) hareketli pol egrisi iizerinde b,, b, ve (Y) sabit pol egrisi {izerinde
tanimlayacagimiz a,, a, ortonormal vektor alanlari i¢in hareketi

b, =hB™'a, ve b, = hB™'a,

olacak sekilde tanimlayalim. Bu durumda (X) egrisi boyunca {bl,bz} sistemi M, nin
teget diizlemleri i¢in ortonormal baz olup {bl,bz,X } hareketli uzayin baz sistemi ve
buna karsilik, sabit uzayda da (Y) sabit pol egrisi boyunca {a,,a,,e,} sabit baz sistemi
olacaktir. Dolayisiyla, sabit uzayda F(x)=y degme noktalarinin ve ani pol
noktalarmin geometrik yeri olacak sekilde, H, nin ¥ diizlemi iizerinde (X) egrisi

boyunca bir ' homotetik hareketi vardir.

F  hareketinin tekligini gosterelim. F; ve F, kaymali yuvarlanmalart igin
B, (X (?)) = he, ve B,(X(t)) = he, olmak lizere,

Y(t) = F(X(0) =B, (X() + C, ve Y() = F, (X (1)) = B, (X(1) + C,
seklinde taniml1 olacak sekilde var olsun. Bu iki esitligi taraf tarafa ¢ikarirsak

(B, -B XX()=(~h+h)e, = B,—B,=0 = B, =B,
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elde ederiz. O halde B matrisi tektir.
(F, - F,XX(®)=C,-C, =0

esitliginden de C matrisinin tek olacagini sdyleriz. Boylece F tektir.

Sirasiyla, (X) ve (Y) pol egrileri boyunca {bl,bz,X } ve {al,az,e3} hareketli ve sabit
baz sistemlerini bulalim. (3.4.2) ve (3.4.3) esitliklerinden, <T , I >:1, <N,N>=6‘,
<B,B>:—g olmak iizere X eSp{N,B} ve A, u tye gore diferensiyellenebilir

fonksiyonlar olmak tizere,

X(t)=AN+uB (5.1.2)
elde edilir. (X) spacelike egrisinin Frenet vektorleri igin, <T T > =1, <N ,N > =g,
<B, B> =-& ve A’ — u* = —¢ olmak iizere,

T'=kN, N'=—¢kT+k,B, B'=k,N (5.1.3)
esitliklerini yazabiliriz (Yayli, 2000).

Onerme 5.1.1: H; iizerindeki bir (X) spacelike egrisi icin, k, ve k, egrilikler olmak
tzere l1+edk =0, AV'+uk, =0, '+1k, =0, AV —puu'=0 ve p'A—ul =c¢k,

bagintilar1 vardir.

Ispat: (5.1.3) esitliklerinden

‘;_)t(:_g,zkl T+ + uk,)N + (' + 2k, B

yazabiliriz. Buradan (X) yay parametreli bir egri oldugundan 1+¢4k =0,

A'+uk,=0 ve uy'+Ak,=0 -elde edilir. Diger taraftan <X,X>:—1 ve

<d); t(f) , X(t)> = 0 esitliklerinden,

AL = ' =0
sonucu elde edilir. Ayrica A'=-uk, ve y'=-Ak, oldugundan u'A—-pul' =ck,

bulunur.
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i) (X) pol egrisinin asli normal vektor alam timelike olsun.

Bu durumda NAB =T, TAB=N ve TAN = B olmak iizere (5.1.2) esitliginin her iki
tarafim1 T ile vektorel olarak ¢arparsak,

XAT=-uN-A1B (5.1.4)
yazilabilir. Boylece {T,X,XAT} ortonormal vektor alani sistemi elde edilmis olur.

(5.1.2), ve (5.1.4) esitliklerinden,

T 0 1 0 |B
XAT |=|-4 0 —u|T (5.1.5)
X u 0 AN

(3.2.1) esitliginden,

B ks ko k| e
T \=lky ky ksl e (5.1.6)
N k

LT [

P
esitliklerini yazabiliriz. Sp{b,,b,} sistemi ile Sp{T,XAT} arasindaki dénme agisi
spacelike donme agis1 olup (Ratcliffe 1994), bu ag1 € = 6(¢) ise,

b, cosfd sin@ 0| T
b, |=|—-sin@ cosf 0| XAT (5.1.7)
X 0 0 1| X

R

esitligi vardir. (5.1.5), (5.1.6) ve (5.1.7) esitlileri kullanilarak,

b, €
[P [0 [R]| B, | =] e, (5.1.8)
4 X —e,

elde edilir. Diger taraftan (5.1.8) esitligi ve & = —1 igin Onerme 5.1.1 kullanilarak,

-1

A
ve W, = ddl A, olmak tizere (5.1.8) esitligi de kullanilirsa,
t
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s,
g 0 ik, + 60 2k cosd b,

— ||k 0 — Ak, sin @ || b, (5.1.9)
dx Ak, cos@ — Ak, sin@ 0 X

Ldr | i

elde edilir. Benzer sekilde (Y) spacelike egrisi i¢in Frenet catis1 I’ ,N,E} olmak {izere,
(Y) egrisi boyunca {al,az,e3} ortonormal vektorlerini bulalim. (Y) egrisi boyunca X
diizleminin birim normal vektor alani e, olup e, timelike vektori ile N dik
olacagindan N spacelike ve bundan dolay1 da B timelike vektor olacaktir. Boylece
diizlemsel (Y) spacelike egrisi i¢in T' = Elﬁ, N'=—kiT olacaktir. O halde e, =B ve

e3AT = —N alinarak,

T 0 1 0N
e AT |=|-1 0 0| T (5.1.10)
e 0 0 1|B
ﬁ/_/
0

olup 5 , €, e3Af} ortonormal vektor alani sistemini olusturabiliriz. Ayrica (3.2.1)
esitliginden,
7(21 %22 %23 €
=k ki ki| e (5.1.11)
ks kxn ks||—e

Wl N =

P
yazabiliriz. Sp{al,az} sistemi ile Sp{f , e3AT} arasindaki donme agis1 spacelike donme

acis1 olup (Ratcliffe 1994), bu ag1 6 = E(t) ise,

a, cos@ sind 0| T
a, |= —sinf cosf 0 e3AT (5.1.12)
e, 0 0 1] e

R

ve (5.1.10), (5.1.11) ve (5.1.12) esitlikleri kullanilirsa,

a e

Pl o] []" o || e (5.1.13)
4 e, —e,
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elde edilir. b, = hB™'a,, b, =hB'a, ve X =hB'e, oldugundan (5.1.8) ve (5.1.13)
esitliklerinden,

A=A4,4" (5.1.14)
yazabiliriz. (5.1.10) ve (5.1.12) esitliginden

a 1 1
d dA;
T &
dt dt
€; —&
dAa;'
ve W, :7;A2 olmak {izere,
da,
ddt 0 0'—ki 0 a,
% =-0+ki 0 0a, (5.1.15)
de, 0 0 0fe,
| dt | ",

elde edilir.

Sonu¢ 5.1.2: a,(¢t) ve a,(¢) vektdr alanlarinin (Y) spacelike egrisi boyunca X ’nin

koneksiyonuna gore paralel vektor alanlar1 olmasi i¢in gerek ve yeter sart 0~k =0

olmasidir.

Ispat : = ’nin sekil operatérii S, =0 oldugundan E*’{in Riemann koneksiyonu V ile

¥ lizerinde Gauss anlaminda kovaryant tiirev operatorii ayni olur. (5.1.10) ve (5.1.12)

esitlikleri kullanilarak
a, = cosOT —sin@ N
yazabiliriz.

% = (€~ 0 )sin0T + (&', —0)cosO N

4 =

esitliginden 0'—k =0 bulunur. O halde V-a, =0 olacaktir. Benzer sekilde V_a, =0

olacagini gostebiliriz.
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Diger taraftan (5.1.14) esitligini kullanarak, (3.5.7) esitligi ile verilen C;—};F - ani
hareketinin yuvarlanma kismi olan §': Y(,)Z——>Sp{e3} lineer doniisiimiinii temsil

eden S = ﬁA*1 matrisini hesaplayalim.

dt

dA dA; dA d4;'

S = ( d; A7+ A, o jA A ( dtz =—4, 7;,42 oldugundan)
dd, ., . dA dA 3

= A+ A4,— A4 4, ( —==-4,W, oldugundan)
dt dt dt
W,
_AszA; + AZVVIA;I
ve buradan da
S =A,(-W, +W,)4;" (5.1.16)

bulunur. (5.1.9) ve (5.1.15) esitlikleri yardimiyla S =s, | matrisi, s, =s,, =55, =0,
S1y = =Sy §13 = 53 Ve Sy = 5, olmak iizere
= ik, sin 0(a, e,) + Ak, cosOla, . e,) + (0" + uk, — 0 + K1 ey e, )}
= Yk, sin 0(a,e,) + Ak, cosOla, e, )+ (0" + ik, — 0 +Fi ey e, )}
Sy = — Yk, sin0a, e,) + Ak, cosOa, e, ) + (0 + ik, —0 + K1 ey e, )}

(5.1.17)
dolayisiyla P degme noktalarinda W Darboux vektort,

W], =ik, sin0a, + 2k, cosOay +(0'+ ik, ' + ki Jes ), (5.1.18)

seklinde olacaktir.
ii) (X) pol egrisinin asli normal vektor alami spacelike olsun.

Bu durumda (5.1.2) ve (5.1.4) esitliklerinden,

T 0 1 07N
XAT |=|-pu 0 —A|T (5.1.19)
X A0 B
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(3.2.1) esitliginden,

N ky ky kyl| e
T \=\k, k, k5| e (5.1.20)
B ‘k31 ky, ko L™ &

esitliklerini yazabiliriz. Sp{b,,b,} sistemi ile Sp{T, XAT} arasindaki dénme agisi
spacelike donme agis1 olup (Ratcliffe 1994), bu ac1 6 = 6(¢) olmak fizere, (5.1.7) ,
(5.1.19) ve (5.1.20) esitlileri kullanilarak,

b, €
[P [ [R]| B, | =| e, (5.1.21)
4 X e,

elde edilir. Diger taraftan, (5.1.21) esitligi ve & =1 icin Onerme 5.1.1 kullanilarak,

b, €
d dA™
— by [|= )
dt dt

X e,

-1

dA
ve W, = T;Al olmak tizere (5.1.21) esitligi de kullanilirsa,

]
d‘]’;t 0 0' —uk, -2k cos@| b,

—2\=| —0'+ uk 0 Ak sing || b, (5.1.22)
dt

ax —Ak,cos@ Ak sin@ 0 X

| dt | "

elde edilir. (N,N)=—(B,B)=¢ olmak iizere, (5.1.9) ve (5.1.22) esitliklerini goz

oniinde bulundurarak su sonucu verebiliriz.

Sonu¢ 5.1.3: 6'—suk, =0 ise b, ve b, vektdr alanlar1 (X) spacelike egrisi boyunca

paralel vektor alanlari olacaktir.

Ispat : E;’iin Riemann koneksiyonu V, H; iizerinde Gauss anlaminda kovaryant

tiirev operatorii de Vove H o nin sekil operatorii S ,» olsun. Hareketin her t aninda
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b,(t) ve X(t) vektor alanlart (5.1.2), (5.1.5) , (5.1.7) ve (5.1.19) esitliklerinden
b, =cosO@T — usin@ N —Asin@B ve X(t)= AN + u B oldugunu biliyoruz.
Vib, =V, b + <SH02 (T),b1>X
=V ,(cos@T — usin@ N — Asin 6 B)
+(=T,cos 0T — usin O N — Asin @ BY(AN + u B)
=-0'sin0T +k, cosHN—(,u'sin0+9',ucos9)N—,uk1 sindT
—uk,sin@B—(A'sin@+0'Acos@)B—k,Asin@ N —Acos@ N — pcosdB

(k, — @'u)cos @

= — "aq T
{kyp+6'}sin @ +{—(,u'+/1k2)sin9

}N —{@'Acos@+ (A’ + ik, )sin 6} B

—Acos@ N — ucos@ B
=—{ku+0'sin@T +(k, — 011~ A)cos@ N — (02 + p1)cos O B
F homotetik hareket oldugundan &' =—-uk, ve Onerme 5.1.1 ‘den A =1/k, olup bu

esitlikler yukarda yerlerine yazilirsa §Tb1 =0 bulunur. Benzer sekilde, 61172 =0
oldugu da gosterilebilir.

Benzer sekilde, (Y) spacelike egrisi i¢in (5.1.10), (5.1.11), (5.1.12), (5.1.13) ve (5.1.15)
esitliklerini kullanabiliriz. Bu durumda (5.1.15), (5.1.16) ve (5.1.22) esitliklerinden

S = [sg LX3 matrisi, s, =5,, =535 =0, 5, =—5,,, §;3 =83, V€ §,; =S, olmak lizere,
51, =~k sin 0a, e, ) + Ak, cosO{aye,)— (0 - sk, 0 + i fesre,)]
513 = =4k, sin 0(a, e, ) + Ak, cos O{ay,e,) — (0" pk, =0 + e ey e, )}
Sy = Yk, sin O{a,. e,) + 2k, cos Olay.e,) — (0" — ik, — 0+ i Yeye,)]

(5.1.23)

dolayistyla P degme noktalarinda W Darboux vektorii
W], = bk sin@a, - Ak, cosOa, +(0'— ke, -0 + K1 Je, |, (5.1.24)
seklinde olacaktir. (5.1.18) ve (5.1.24) esitliklerini genellestirecek olursak,
W|, = - ik sin0a, — ek, cosOa, + (0 — ek, — 0 +Fr e, |, (5.1.25)

olacaktir.
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Teorem 5.1.1: {bl, bz} ve {al, az} vektor alanlari, sirasiyla, (X) ve (Y) spacelike
egrileri boyunca birer ortonormal vektor alani sistemi olmak iizere, F hareketinin bir

homotetik hareket olmasi igin gerekli ve yeterli sart 8’ — guk, — 0+ ki =0 olmasidur.

Sonu¢ 5.1.4: Eger b,(¢),b,(¢t) ve a,(?),a,(t), swrastyla, (X) ve (Y) spacelike egrileri
boyunca paralel vektdr alanlar iseler, degme noktalarinda b, = hB™'a,, b, = hB™'a, ve
X =hB'e, olacak sekilde tanimlanan F/H, timelike kiirenin ¥ timelike normalli

diizlemi Uizerinde F hareketi bir homotetik harekettir.

Sonug 5.1.5: Eger b,(¢),b,(t) ve a,(t),a,(t), sirastyla, (X) ve (Y) spacelike geodezik
egrileri boyunca paralel vektor alanlar ise 6 ve 0 hareket boyunca sabit olup

6 = 0 dir.

Sonu¢ 5.1.6: {b,b,} ve {a,,a,} vektor alanlari, sirasiyla, (X) ve (Y) diizlemsel

spacelike egrileri boyunca birer paralel vektor alani sistemi ve A =0 ise F hareketi

sadece kayma hareketidir.

ispat: {b,b,} ve {a,,a,} vektor alanlar, sirasiyla, (X) ve (Y) spacelike egrileri
boyunca birer paralel vektor alani ise

0'— sk, —0'+k, =0
olur. (X) ve (Y) diizlemsel egriler ve 4 =0 ise (5.1.25)’den P degme noktalarinda,
W| , =0 olacaktir. Dolayisiyla S=0 ve (3.5.7) esitliginden hareket sadece kaymadan

ibaret olur.

Sonug 5.1.7: F bir homotetik hareket, (X) ve (Y) spacelike egrileri, sirastyla, H; ve X
spacelike yiizeyleri lizerinde birer egrilik ¢izgisi ve A, k,, ki ayri ayri sabit ise

0'—0' =k — guk, =sabittir. Ozel olarak u =0 ise, (X) spacelike geodezik egrilik

cizgisidir.
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Sonu¢ 5.1.8: F homotetik hareketi boyunca, W Darboux vektorii her zaman spacelike

olacaktir.

Sonug 5.1.9: F bir homotetik hareket ve (X), H, iizerinde bir geodezik 6’ —0' =k dir.

Ozel olarak @ ve 6 sabit ise (Y) bir dogrudur.

Sonug 5.1.10: (X), H_ iizerinde asimptotik ¢izgi & ve 0 sabit olsun. Bu durumda F

homotetik hareketi sadece kaymadan ibaret ise ki — &k, =0 olur.

iii) (X) pol egrisinin asli normal vektor alam lightlike olsun.

Sirasiyla, (X) ve (Y) pol egrileri boyunca {bl,bz,X } ve {al,az,e3} hareketli ve sabit
baz sistemlerini bulalim. (3.4.7) esitliklerinden, <T T > =1, <N N > =0, <B,B> =0
<T,N> =<T,B> =0 ve <N,B> =1 olmak tizere (X) egrisi i¢in Frenet formiilleri su
sekilde olacaktir.

T'"'=kN, N =k,N , B'=-k,T - k,B (5.1.26)
Bu durumda X e Sp{N ,B} ve A, u tye gore diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak

lizere,
Xt)=AN+uB, u+#0 (5.1.27)
elde edilir.

Onerme 5.1.2: E; uzaymdaki lightlike asli normale sahip (X) spacelike egrisi igin
k, =0 veya k, =1 dir. Eger k, =0 ise egri T (t) dogrultusunda bir dogrudur. Bu
durumda (X) egrisi icin normal diizlem yoktur (Petrovi¢-Torgasev and Sulurovi¢

2000).

Onerme 5.1.3: H, birim kiiresi iizerindeki bir lightlike asli normale sahip (X)

spacelike egrisi i¢in k, =1, k, =0 egrilikler ve Au = sbt bagntilar1 vardir.

Ispat: (5.1.27) esitliginden,
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dx , ,
— o=k T (A AR)N + ('~ k) B

yazabiliriz. Buradan (X) yay parametreli bir egri oldugundan 1+ uk, =0,

A'+Ak,=0 ve p'—upk,=0 -elde edilir. Diger taraftan <X,X>:—1 ve

<dX(t)
dt

,X(t)>:0 esitlikleri ve Onerme 5.1.2 den, k, =1, k, =0 ve Au=-1/2

bulunur. Ayrica 1 =1/2 ve u=-1 dir.

BAT =g N ve NAT =¢&,B olmak iizere (5.1.27) esitliginin her iki tarafim1 T ile
vektorel olarak carparsak, XAT =-¢ N +g—2zB ve buradan da, XAT spacelike

oldugundan &¢, = -1 olacaktir. O halde

X /2 0 -17N

T |=l o 1 o |T (5.1.28)
XAT| |-¢ 0 &/2|B
0

Burada Q matrisini Lorentz anlaminda ortogonal yapan &, ve ¢, degerleri bulunamaz.

Dolayistyla su sonucu verebiliriz.

Sonug 5.1.11: F homotetik hareket olacak sekilde H, iizerinde lightlike asli normale

sahip (X) spacelike pol egrisi yoktur.

iv) (X) pol egrisinin asli normal vektorii spacelike (veya timelike) ve (Y) pol

egrisinin asli normal vektorii lightlike olsun.

Bu durumda (X) kiiresel egrisi i¢in (i) de verilen Onerme ve Teoremler gecerlidir. Fakat

(Y) egrisi boyunca, X diizleminin birim normal vektdr alani e, olup, e, timelike

vektorii ile N lightlike vektorii dik olmayacagindan, bu durum i¢in de bir hareket

olusturulamaz.

Sonu¢ 5.1.12: F homotetik hareket olacak sekilde X iizerinde lightlike asli normale
sahip (Y) spacelike pol egrisi yoktur.
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Diger taraftan sadece (i) ve (i) durumlar i¢in hareket denklemi olusturabiliriz. (X)

olup (5.1.14) den B = hA, 4" olarak bulunmus olur. Ayrica

birim hizli egri ise

dy
d1

=h

cé—lj X+ Cil_(tj =0
ve Y = BX + C esitliklerinden C matrisi de bulunarak F homotetik hareketi elde edilmis
olur.
Ornek 5.1.1:

Denklemi x,” +x,” —x,” = —1 olan H_ birim kiiresi iizerinde,
X(r)= [g sinht,%sinh t,cosh t] te [0, 7r]

kiiresel egrisini goz Oniine alalim. (X) egrisinin x; =1 diizlemi tlizerinde denklemi,

Y(t)=(%,%,l]

olan egrisi tizerinde bir kaymali yuvarlanma hareketini bulalim. (X) egrisi igin,

T =[gcosht,gcosht,sinhtj,N:(gsinht,gsinht, coshtj,

= __7_70
2 2

S

ky=1,k,=0, A=1, u=0, e =-1
ve Y(t) egrisi igin,

— 1 — 1 — — —

T'=——(1,,0), N=—7—(1,-10), B=1(0,0,1), k1 =0, k> =0,
ve bulunur. 7 = AT esitligi de gdz Oniine alinarak (7)) = g(t) =0 bulunur. O halde B
matrisi,

o
dt
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sinh? |

1 1
—(l+cosht) —(-1+cosht) —
Hieoshs) Lrcosnr) -0
1 1 sinh ¢
B(t)=tJ2| =(~1+coshs) =(1+coshs) -
(1) S(=1+cosht)  —(1+coshi) 7
_ sinh¢ _ sinh/ cosh ¢
V2 V2 ]
bulunur.
d—BX d—C=0 ve Y=BX+C
dt dt
esitliklerini saglayan C matrisi de,
*/2
C=| 1*)2
1-32
olacaktir. Buradan hareketin denklemi
1 (1+coshz) l(— 1+coshr) — sinh /
2 2 J2 22
1 1 sinh ¢ )
Y(t) =12 E(—1+coshz) E(1+cosht) - X()+| 122
_sinht _sinht cosh 1 -2
V2 V2 |

olarak bulunmus olur. Bu hareketin yuvarlanma kismina ait Darboux matrisi ve

Darboux vektori

1
0 0 —E
S=| 0 0 _% ve Wz(l/x/_,—l/x/i,o)
Lo,
L V2 2

bulunur. (5.1.25) esitliginden &, =1, k, =0, A=1, u=0, e=—-1, k1 =0, k> =0 ve

0(t) = O(1) = 0 degerleri igin W € Spla,,a,,e, } vektori,

w =(0,1,0)
olacaktir. (5.1.10), (5.1.11) ve (5.1.12) esitliklerinden,
V2 A2 V2o 42
a,=—e +—e, Ve a,=——e, ———e,
2 2 2 2

olup
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W= —ze1 —Qe2
2 2
elde edilir. Bu ise S ile elde ettigimiz vektorle aynidir ve 6’ — guk, —60'+k =0 sart
saglanir. Dolayisiyla birim timelike kiire yiizeyi 2. diizlemi iizerinde, (X) ve (Y) pol

spacelike egrileri boyunca homotetik olarak hareket eder

=]
TN N TP Y i T B o AT

'
e

i
I

Sekil 5.1.1

5.2 E} Bir Altmanifoldun Diizlem Uzerindeki Hareketi

E’ uzaymda herhangi spacelike, timelike veya lightlike altmanifold M ve x, € M

noktasidaki teget diizlemi Y. olsun. £, deki koordinat sistemi {xl,xz,x3} olmak tizere

M  manifoldunun diizlemle teget oldugu noktadan baglayan birim hizh

diferensiyellenebilir egri x(¢) olsun. x(¢) egrisi boyunca M nin birim normal vektor
alan1 &£ olsun. Herhangi bir ¢, aninda x, noktasi, M ile > diizleminin degme noktasi
oldugundan bu noktalarda, spacelike manifoldlar i¢in &, = e, timelike manifoldlar igin,

&, = e, olacaktir. Bundan dolay1 degme noktalarinda, sirasiyla, BE = he, ve B& = he,
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yazilabilir. Ayrica 2 diizleminin denklemini, timelike manifoldlarin homotetik
hareketini olustururken x, =0 ve spacelike manifoldlarin homotetik hareketini
olustururken x, =0 alacagiz. Bu durumda F homotetik hareketini
F:-M—>2
x—)yzF(x):Bx+C
seklinde tanimlayabiliriz. Burada B = h4, A € SO, (3) ve C matrisleri, elemanlari t ye

gore diferensiyellenebilir fonksiyonlar olan matrislerdir.

Diger taraftan, x(z) noktasinin yoriingesi de 2. diizlemi {izerinde bir pol egrisi olup, x(2)
noktalari, M {izerinde bir X(t) (kisaligin hatir1 i¢in (X) ) egrisi iizerindeki noktalar ise,
(Y) egrisi, (X) egrisinin homotetik hareketi sonucunda 2, diizlemi iizerinde olusturdugu

egri oldugu diisiiniiliirse

a _ B(d—Xj (5.2.1)
dt dt

olacaktir. Yani hareketli ve sabit uzaydaki pol egrileri farkli ¢izilme hizlarina sahiptir.

olup eger (X) birim hizli egri ise

dy
dt

F, 1-parametreli homotetik hareketini olustururken (X) ve (Y) pol egrileri boyunca
{bl,bz}ve {al,az} vektor alan sistemlerini belirleyecegiz. Dolayisiyla pol egrileri
boyunca hareketli ve sabit olmak tizere {b,,b,,&} ve {a,,a,.e,} (veya {a,,a,,e,})
ortonormal vektor alanlarii elde etmis olacagiz. {b,,b,,&} ortonormal vektor alanlarini
(X) egrisinin karakterine gore Frenet vektorlerinden ve {T ,&,ENT } ortonormal
sisteminden yararlanarak tanimlayalim. &£ € Sp{N , B} icin,

E)=AN+uB (5.2.2)

olacaktir.
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i) M bir timelike manifold ve (X) egrisi spacelike olsun.

Bu durumda (X) egrisi icin BAN =T, TAB =N ve TAN = Bolup (5.2.2) esitligi T ile
vektorel olarak carpilirsa <cf, cf> =1 olmak iizere,

EANT =—uN-AB (5.2.3)
vektorii 4 = u i¢in lightlike diger durumlarda timelike vektér olacaktir. O halde
{5 , T, EAT } ortonormal sistemindeki vektor alanlar1 i¢in, sirasiyla, spacelike,

spacelike, timelike veya spacelike, spacelike, lightlike karakterleri s6z konusu olacaktir.

a) AT timelike ise;

(X) egrisi spacelike oldugundan {T ,N ,B} Frenet vektorleri ve <N ,N > =g, <B, B> =-&

olmak tizere (3.4.2) ve (3.4.3) esitliklerinden iki durum s6z konusudur.

al) (X) pol egrisinin asli normal vektor alam timelike olsun.

Bu durumda (N,N)=—(B,B)=-1, u’ = 2> =1 ve pu'—AA' =0 esitliklerini
kullanabiliriz. (5.2.2) ve (5.2.3) esitliklerinden,

T 0o 1 o078
El=lu 0 AT (5.2.4)
EAT| |-4 0 —u|N

\—ﬁ/——J

(3.2.1) esitliginden,

B ky ky ky | e
T \|\=\k, k, k5| e (5.2.5)
N k

LT [

esitliklerini yazabiliriz. Sp{b,,b,} sistemi ile arasindaki donme agis1 hiperbolik donme

acist olup (Ratcliffe 1994), bu ac1 8 = 6(¢) ise,
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b, coshd O sinh@ | T
El=] O 1 0 & (5.2.6)
b, sinh@ 0 cosh@ | AT

R

esitligi vardir. (5.2.4) , (5.2.5) ve (5.2.6) esitlileri kullanilarak,

b, e,
[PI'[O]'[R]"] ¢ |=]| e (5.2.7)
4 b, &

elde edilir. Diger taraftan (5.2.7) esitligi kullanilarak,

1 4| @
d dA,
Zllell= e,
dt dt
b, — &
a4, peas
W, = ; A, olmak tizere (5.2.7) esitligi de kullanilirsa,
n— — Ak, cosh@+ ]
db, 0 1 9/ _
0 {(— ey + Al —xl',u)sinhﬁ} i )
dé | | |—4k coshf+ 0 — Ak, sinh@ + 51
di | | |(=k, + Ay’ = A'u)sinhé (=k, + Au’ — A1) cosh@ .
db, - — 2k, sinh® + . 72
L dt | i : (~k, +Au’ — A1) coshd |
W
(5.2.8)

elde edilir. (Y) spacelike egrisi i¢in Frenet catist I’ ,W,E} olmak tizere, (Y) egrisi

boyunca {al,az,ez} ortonormal vektdrlerini bulalim. (Y) egrisi boyunca X diizleminin

birim normal vektor alani e, olup e, spacelike vektorii ile N dik olacagindan N

timelike ve bundan dolayr da B spacelike vektor olacaktir. Boylece diizlemsel (Y)

spacelike egrisi icin T'=kiN, N'=k T olacaktir. O halde e, =B ve ¢,AT =-N

alinarak,
T 01 0]B
e, |=|1 0 ofT (5.2.9)
e,AT| |0 0 —1|N
%7’_/
(9]
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olup 5 , €5, ezAf} ortonormal vektor alani sistemini olusturabiliriz. Ayrica (3.2.1)
den,

kw kv ks e

kun ki | e, (5.2.10)
ko kxn ko — €

P

=Z| Nl wl
|
=

yazabiliriz. Sp{al,az} sistemi ile Sp{f , ezAf} arasindaki donme acis1 hiperbolik

donme acis1 olup (Ratcliffe 1994), bu ac1 0= E(t) ise,

a, cosh@ 0 sinh@|| T
e, |=| 0 1 0 e, (5.2.11)
a, sinhd 0 coshd eZAT

R
ve (5.2.9), (5.2.10) ve (5.2.11) esitlikleri kullanilirsa,

a, €,
] e |- 6212
A, a2 — 63

elde edilir. b, =hB'a,, b, =hB'a, ve &=hB'e, oldugundan (5.2.7) ve (5.2.12)

esitliklerinden, 4= 4, 4" yazabiliriz. (5.2.13) esitliginden

a, L oe
< ¢ :dA2 ¢
dt dt
a, —&
-1
ve W, :QIA%A2 olmak iizere,
da ]
E 0 0 60—k a,
% -0 0 0 |n (5.2.13)
da2 -k 0 0 a,
| dt | W

elde edilir.

Sonug¢ 5.2.1: 0 —ki =0 ise a,(t) ve a,(t) vektor alanlar1 (Y) spacelike egrisi boyunca

paralel vektor alanlaridir.
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Ispat : = nin sekil operatérii S, =0 oldugundan E*’{in Riemann koneksiyonu V ile
> iizerinde Gauss anlaminda kovaryant tiirev operatorii ayni olur. (5.2.10) ve (5.2.12)
esitlikleri kullanilarak

a, = cosh&T —sinh & N

yazabiliriz.

k'~ )sinh 6T + (k' - 0 Jeosh O N
0'—ki =0 oldugundan V-a, =0 bulunur. Benzer sekilde V-a, =0 oldugu
gosterilebilir.

Diger taraftan (5.1.16) esitligini kullanarak, § :[sijJ

i b, matrisi, s, =5, =55, =0,

S;, = =Sy, 83 =83, V€ §,; =5;, olmak lizere

— Ak, sinh @ + — Ak, cosh@ + 0'— ik
Sy =4=3(—k, + Ay cosh @ <a1,e3>+ —ky + A sinh & <a2’e3>+(—§—i j(ez,e3>
_/1,# _Z«Iﬂ 1
— Ak, sinh @ + — Ak, cosh @ + o' — uk
’ ! Ka
S =7 TR Ak cosh @ <a1,e2>+ kA sinh <a2’62>+(—§—i ]<ez’ez>
_/1,# _//i,’ﬂ 1
— Ak, sinh @ + — Ak, cosh @ + o' — 1k
’ 4 B !
S23 = _k2+/1/’l COShg <a1’el>_ _k2+}“ltl 51nh9 <a2’el>_[_§_l_€lJ<ezjel>
~Au -Au

dolayisiyla W Darboux vektorii

W| — Ak, sinh 6 + e Ak, cosh 6 + N (9' ik 7T )
=< — a a _ _ _ e
r (—k, + Au' = A'u)cosh @ " (= k, + A’ — A'u)sinh @] 2 ! e
(5.2.14)

seklinde olacaktir.
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a2) (X) pol egrisinin asli normal vektor alam spacelike olsun.

Bu durumda —(N,N)=(B,B)=-1, X -pu’=1 ve AA'—puu'=0 esitliklerini

kullanabiliriz. (5.2.2) ve (5.2.3) esitliklerinden,

T 0 1 0N
E =4 0 u|T (5.2.15)
EAT -4 0 -A|| B
%/—J
0

(3.2.1) esitliginden,

N ky ky kyl|l e
T \|\=\k, k, k5| e (5.2.16)
B k

a ky o ks [

P
esitliklerini yazabiliriz. Sp{b,,b,} sistemi ile Sp{T,EAT} arasindaki donme agcisi
hiperbolik donme agis1 olup (Ratcliffe 1994), bu ac1 6 = 6(¢) ise,

b, coshd O sinh@ | T
El=| O 1 0 & (5.2.17)
b, sinh@ 0 cosh@ | AT

R

esitligi vardir. (5.2.15), (5.2.16) ve (5.2.17) esitlileri kullanilarak,

b, €
[P o] [R]| ¢ |=] e, (5.2.18)
8 b, —&

elde edilir. Diger taraftan (5.2.18) esitligi kullanilarak,

-1

A
ve W, = d71 A, olmak tizere (5.2.18) esitligi de kullanilirsa,
t
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Faa | Ak, cosh @ — ,
db, 0 . 0" + ik,
0l (ky + Au' — A'11)sinh 6

ag | | {x‘tkl cosh & — } 0 {lkl sinh @ — } P
dt (k, + Au' — A'p)sinh 0 (k, + At — A'g)cosh 6
ab, , Jk, sinh @ — .
L dr | ot phy {(k2 + Au' — A'ut)cosh 49} 0

"

(5.2.19)

elde edilir. (5.2.8) ve (5.2.19) esitlikleri g6z Oniine alinirsa su sonucu verebiliriz.

Sonug 5.2.2: 0'+euk, =0 ise b, ve b, vektor alanlar (X) spacelike egrisi boyunca

paralel vektor alanlaridir.

ispat : (N,N)=—(B,B)=¢ olmak iizere (5.2.2), (5.2.4), (5.2.6), (5.2.8) ve (5.2.19)
esitliklerinden
b, =cosh@T — usinh@ N —Asinh@B ve E=AN+uB
yazabiliriz. M iizerindeki koneksiyon V olmak iizere,
Vb, =V b, +(S, (T),b,)&
=V, (cosh@T — usinh@ N — Asinh 0 B)

+(D; (AN +uB), cosh @T — usinh @ N — Asinh  BYAN + u B)

(k, — @'1r)cosh 6 — 0'Zcosh & +
(Ak, + 4')sinh & (A" + gk, )sinh &

—&lk, cosh @ + —&lk, cosh @ +
+A , N+u . B
(Ag' = uA')e + k, )sinh & (A’ = uA')e + k, )sinh &

= {6 + gk, u}sinh OT +{

—(6"+gyk1)cosh6’+} N_{(9'+gyk1)cosh6’ }ZB

h ' — A2 ) sinh @ A2 = ' )e sinh @
{0 + gk, pu}sinh OT +

(&,E) =1 esitliginden AA'— pu’ =0 ve '+ gk, = 0 oldugundan Vb, =0 olur.
Benzer sekilde §Tb2 =0 oldugu da gosterilebilir. (Y) spacelike egrisi i¢cin boyunca

{al,az,ez} ortonormal vektér alanlar1 i¢in (5.2.9), (5.2.10), (5.2.11), (5.2.12)

esitliklerindeki matrisler ayni olacaktir. Dolayisiyla (5.2.14) esitligi kullanilacaktir.
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(5.1.16), (5.2.15) ve (5.2.19) esitliklerinden S =|s, |

S;, = =Sy, 83 =83, V€ §,; =5;, olmak lizere

3x3

matrisi,

S) =8y =553 =0,

Ak, sinh @ — Ak, cosh 8 — 0+ 1k
! 4 1
S =97 R+ Au cosh @ (a4 (ks + A sinh @ <a2’e3>+(_§—%1j<ez’e3>
—A'u - A'u
Ak, sinh @ — Ak, cosh @ — 0+ Uk
Si3 == 1(ky + Au' (ay,e)+{(ky + ") . Kay,e,)+ S (e,,e,)
coshd sinh @ -0 -k
— A - Au
Ak, sinh @ — Ak, cosh@ — 0 + ik
+ 1
Sy, =2(k, +Au’ a,e)—<(k, +Au' a,,e)—| — _— [e,,e
> ( : ﬂjcosh@ < : 1> [ : ﬂjsinh@ < ? 1> (—9’—1{1} ’ 1>
-Au — A

dolayisiyla W Darboux vektorii

M= Ak, sinh@— . Ak, coshd— N (6’+m _51_%)
P ke + = )eosho] "k, + g - ipsinhe] 1 =0 —kJe,

(5.2.20)

P

seklinde olacaktir. (5.2.14) ve (5.2.20) esitliklerinden <N,N>:—<B,B>:g olmak

lizere,

&k, sinh 6 —
W‘P =1

&Ak, cosh @ —
’ ’ al +
e(gk, + Au'— 2'u)cosh @

o' -0 —k
ek, +/1,u’—/1’,u)sinh¢9}a2 o+ l)ez}

(5.2.21)

P

esitligini yazabiliriz.

Teorem 5.2.1: {bl, bz} ve {al, az} vektor alanlari, sirasiyla, (X) ve (Y) spacelike
egrileri boyunca birer ortonormal vektor alani sistemi olmak iizere, F hareketinin bir

homotetik hareket olmasi igin gerekli ve yeterli sart 8’ + guk, — 0’ — ki =0 olmasidir.

Sonuc¢ 5.2.3: {bl, bz} ve {al, az} vektor alanlar, sirasiyla, (X) ve (Y) spacelike egrileri
boyunca birer paralel vektdr alani sistemi ise degme noktalarinda b, = 4B 'a,,
b, =hB'a, ve &=hB"'e, olacak sekilde tanimlanan F hareketi bir homotetik

harekettir.
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Sonug 5.2.4: Eger b,(t), b,(¢) ve a,(t), a,(t), swrastyla, (X) ve (Y) spacelike geodezik

egrileri boyunca paralel vektér alanlari ise 6 ve 0 hareket boyunca sabittir. Bu

durumda M manifoldu diizlem iizerinde geodezikler boyunca homotetik hareket yapar.

Sonu¢ 5.2.5: M nin ) diizlemi lizerinde geodezikler boyunca homotetik hareket
yaparken {b,, b, } ve {a,, a,} sistemleri, sirastyla, {T, EAT} ve 5 , ezAf} sistemlerine

gore ayni agilar ile donme hareketi yapar.
Teorem 5.2.2: F hareketi bir homotetik hareket ve (X) egrisi M nin bazi flat

noktalarindan geciyorsa bu noktalarda hareket sadece kaymadan ibarettir. Bu durumda

(5.2.21) ile verilen Darboux vektorii sifir vektorii olacaktir.

Ispat: (X) egrisi boyunca M manifoldunun sekil operatérii S,, olsun. Bu durumda

(dX j dé
Syl —1=—7
dt dt
olup P noktasi (X) egrisi lizerinde olan ve M nin bir flat noktasi olsun. P noktasinda
dXx
Syl—1 [=0 5.2.22
M( ” j (52.22)

olacaktir. Diger taraftan B¢ = he, esitliginde tiirev alinirsa

§ dfj dh
dt a
(dhA hdAjB‘lBé Bd§ dh e,
dt d dt dt
By oy g1 pgd o,
dt dt dt dt
P flat noktasinda,
d
Slea)=-a=
tP

(5.2.8) ve (5.2.19)esitliklerinden,
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ds| _
dt

B eAk, cosh 6 — ( | )+ Ak, sinh @ — A(b| )
» (6‘k +Au' — l,u s1nh9 gk +Au' — ly)smh@ 2l

ﬁl P ﬂZ P

= ﬂl a1| +|/Bz |

(5.2.22) den B, (P) =0 ve f, (P) =0 ve dolayisiyla S=0 bulunur. (3.5.7) esitliginden

Gl Sl oGl ) < Al )

ve H d—X
dt » dt

olur. O halde M {izerindeki flat noktalarda hareket sadece kaymadan ibarettir.

=0

Sonu¢ 5.2.6: Bir M timelike manifoldun, timelike diizlem {izerinde 1-parametreli
homotetik hareket yapmasi i¢in M iizerindeki (X) spacelike egrisinin M nin higbir flat

noktasindan gegmemesi gerekir.

Sonu¢ 5.2.7: (b, b,} ve {a,,a,} vektor alanlari, sirasiyla, (X) diizlemsel ve (Y)

egrileri boyunca birer paralel vektor alani sistemi ve A =0 ise F hareketi sadece kayma

hareketidir.

ispat: {b, b,} ve {a,, a,} vektor alanlari, sirastyla, (X) ve (Y) egrileri boyunca birer
paralel vektor alani ise

0'+ 1k, —0' k1 =0
olur. (X) diizlemsel egri ve 4 =0 ise (5.2.21) den P degme noktalarinda, W|P =

olacaktir. Dolayisiyla S=0 ve (3.5.7) esitliginden hareket sadece kaymadan ibaret olur.

Sonug¢ 5.2.8: F bir homotetik hareket, (X) ve (Y), sirastyla, M ve 2 tizerinde birer
egrilik ¢izgisi ve A, k, ayr1 ayr1 sabit ise 0'-0' = —¢uik, =sabittir. Ozel olarak u =0

ise, (X) egrisi M timelike manifoldu lizerinde spacelike geodezik egrilik ¢izgisidir.
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Sonug¢ 5.2.9: F homotetik hareketi sadece kaymadan ibaret ise, (X) egrisi M spacelike

normalli manifold {izerinde diizlemsel spacelike asimptotik c¢izgidir ve 6, 0 sabit

..k o
agilari i¢in k—l oran1 hareket boyunca sabittir.
1

Sonug 5.2.10: F homotetik hareketi boyunca,
1. W Darboux vektorii lightlike ise, A'y— Au' =k, ¥ Ak,

2. W Darboux vektérii timelike ise, A'u — Au' = gk, — Ak, -1

3. W Darboux vektorii spacelike ise, A'u— Ay’ = ek, —| A*k,” +1 esitligi

saglanir.

b) AT lightlike ise;

Bu durumda A4 = u olacagindan uygun bir Q, é € SO, (3) matrisleri olusturulamaz.

Dolayisiyla F: M —— 2 olacak sekilde bir homotetik hareket tanimlanamaz.
ii) M bir timelike manifold ve (X) egrisi timelike olsun.

Bu durumda, (X) timelike egrisinin Frenet vektorleri {T N ,B} olmak ilizere 7' =k N,
N'=kT+k,B ve B'=—k,N olacaktir. M manifoldunun birim normal vektor alani

spacelike oldugundan &AT spacelike vektdr alani olacaktir. O halde BAN =T,
TAB =—N ve TAN = B olup (5.2.2) esitligi T ile vektorel olarak carpilirsa <§, §> =1

olmak iizere,

EAT =uN-AB (5.2.23)
ve buradan da Q matrisi,
EAT u -4 ON
& |=|A4 u OB (5.2.24)
T 0 0 1T
0

(3.2.1) esitliginden,
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N ky ky kyl|l e
Bl=\|ky ky ki e (5.2.25)
T ky, k, ks L™ &

esitliklerini yazabiliriz. Sp{bl,bz} sistemi ile Sp{T ,EAT } arasindaki donme agis1
hiperbolik donme agis1 olup (Ratcliffe 1994), bu a¢g1 € = 6(¢) ise,

b, coshd 0 sinh@ || AT
El=l O 1 0 & (5.2.26)
b, sinhd 0 cosh@| T

, y |

esitligi vardir. (5.2.24) , (5.2.25) ve (5.2.26) esitlileri kullanilarak,
b, €

[PI"[O]'[R]| & | =] e (5.2.27)
I S b, —e

elde edilir. Diger taraftan, (5.2.27) esitligi kullanilarak,

b2 1 el
d dA~
e == e
dt dt
b, BLE
dA;" ; e
ve W, = 7 A, olmak tizere (5.2.27) esitligi de kullanilirsa,
b, 0 {}Lkl sinh «? + | } o'+ ik
dt (ky + A’ — A'st)cosh 6 b
dé Ak, sinh 0 + 0 Ak, cosh @ + 52
dt (k, + Ay’ — A's)cosh @ (k, + At — A'ut)sinh @ ;
db, 0+ ik Ak, cosh 6 + 0 !
Lde ]| ! (k, + Ay’ — A'zt)sinh @ |

Wl
(5.2.28)

elde edilir. # =0 6zel durumunda, p,, p, ve 7, (X) egrisinin sirasiyla, geodezik
egriligi, normal egriligi ve geodezik burulmasi olmak tlizere p, = uk,, p, =1k, ve

T, = —(k2 +Au' - ﬂ’,u) bulunur. Dolayisiyla (X) egrisinin agisal hiz vektorii vektori
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w, =k, + Ag' = A'u)T + Ak, EAT + pik, &
bulunur (Ugurlu 1996).

Sonu¢ 5.2.11: @'+ uk, =0 ise b, ve b, vektor alanlar1 (X) spacelike egrisi boyunca

paralel vektor alanlaridir.

Ispat : E; {in Riemann koneksiyonu V, M iizerinde Gauss anlaminda kovaryant tiirev

operatorii de V ve M kiiresinin sekil operatorii S olsun. Hareketin her t aninda b, (¢)
ve X(t) vektor alanlari (5.2.24) ve (5.2.26) esitliklerinden
b, =cosh&@T + usinh@ N —Asinh@B ve E=AN+uB
oldugunu biliyoruz.
Vb, =V b, +(S, (1),b,)¢
=V ,(cosh@T + usinh@ N — Asinh 6 B)
+(V, (AN +uB), cosh @T + usinh @ N — Asinh O BYAN + u B)

(k, +@'u)cosh @ + N (14, — A')sinh @ 5
(A + u'k, )sinh @ —0@'Acoshé

— Ak, cosh@ + — Ak, cosh@ +
+A ] N+ u ) B
(uA' = Ay’ —k, )sinh @ (1A' = Ay’ —k, )sinh @

(14k, + 6" )p2cosh & N (1k, + 6")cosh & 5
+ (A4 + pu')sinh @ + (A4 + pu')sinh @

:{0'+k1,u}sinh0T+{

= (0" + k,u)sinh 6T +{

(&,6)=1 esitliginden AA4'+pu'=0 bulunur. Bu esitlik ve 6+ uk, =0 esitligi

kullanilirsa 61171 = 0 bulunur. Benzer sekilde §Tb2 =0 oldugu da gosterilebilir.

boyunca {al,az,ez} ortonormal vektdrlerini bulalim. (Y) egrisi boyunca X diizleminin

birim normal vektor alani e, olup e, spacelike vektorii ile N dik olacagindan N

spacelike ve bundan dolay1 da B spacelike vektor olacaktir. Boylece diizlemsel (Y)

timelike egrisi igin T'=kiN, N'=k T olacaktir. O halde e, =B ve ezAf:N

alinarak,
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e ,AT| [1 0 OfN
e, |=l0 1 0|l B (5.2.29)
T 00 1|T
ﬁf—J
0

N ko kxn ko e
Bl|=|ks kn kun| e (5.2.30)
T kun ko ki |-—e

P

yazabiliriz. Sp{al,az} sistemi ile Sp{f , ezAf} arasindaki donme agis1 hiperbolik
donme acis1 olup (Ratcliffe 1994), bu ac1 0= 5(1‘) ise,

a, coshd 0 sinh@ ezAT
e,|=| 0 1 0 e, (5.2.31)
a, sinhd 0 cosh@|| T

R
ve (5.2.29), (5.2.30) ve (5.2.31) esitlikleri kullanilirsa,

a e

Pl o] []" e, || e, (5.2.32)
4 a, —e

elde edilir. b, =hB'a,, b, =hB'a, ve &=hB'e, oldugundan (5.2.27) ve (5.2.32)

esitliklerinden, 4 = 4, A" yazabiliriz. (5.2.32) esitliginden

a e
dl| 2| a4
—leé|= ¢,
dt dt
a, )
-1
ve W, =—2- 4, olmak iizere,
Cda,”
ddt 0 0 6 +k a,
% =l 0 0 0 |e (5.2.33)
da, | [0+ 0 0 |aq
dr | v |
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elde edilir. =0 &zel durumunda, /_) o ;n ve 74 (Y) egrisinin sirasiyla, geodezik

egriligi, normal egriligi ve geodezik burulmasi olmak iizere ;é =k, p,=0 ve
T ¢ =0 bulunur. Dolayisiyla (Y) egrisinin agisal hiz vektorii vektorii

) =kin
bulunur (Ugurlu 1996).

Sonug 5.2.12: 0 +ki =0 ise a,(t) ve a,(t) vektor alanlar1 (Y) timelike egrisi boyunca

paralel vektor alanlaridir.

Ispat : = nin sekil operatérii S, =0 oldugundan E® {in Riemann koneksiyonu V ile

¥ lizerinde Gauss anlaminda kovaryant tiirev operatorii ayni olur. (5.2.31) ve (5.2.33)

esitlikleri kullanilarak
a, = cosh@T +sinh O N
yazabiliriz.

da
Voag, =—*
U gt

= (Pl +§)sinh5?+ (Pl +y)coshgﬁ

0 +k =0 oldugundan V_a, =0 elde edilir. Benzer sekilde V_-a, =0 oldugu da
gosterilebilir. Diger taraftan (5.1.16), (5.2.28) ve (5.2.33) esitlikleri kullanarak,
S :TYU)Z—>Sp{e2} lineer dOniislimiinii temsil eden S :lsy LX3 matrisi,

S, =8, =833, =0, 8, ==5,,, 3 =53, V& 5,; =S5;, olmak iizere

Ak, sinh @ + — Ak, cosh@ — ,
' . 0" + pk,
o (sz/choshﬁ e (sz/stinhe ) | g, Jere
—A'u -Au
lkl sinh 6 + - lkl cosh @ - '
' . 0" + pk,
S;3 =39(k, + Au coshd <a1,ez>— ky + Au sinh @ <a2,ez>+ 7% <ez,ez>
—Au -Au
lkl sinh @ + - lkl cosh @ - '
’ . 0"+ ik,
S =17 R AU cosh @ {ar,e)+ (ke + 2 sinh @ (az@) = 6" — ki fer-ei)
—Au -Au
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dolayisiyla W e Sp{al, a,, ez} hareketin yuvarlanma kismina ait Darboux vektori

P=(0,0,0) olmak iizere,

W| _ | | Ak, sinh & + _J= Ak, cosh & — +(¢9’+ A _?_%)e
" (kz +lﬂ'—/1'u)cosht9 @ (kz+3~,u'—l',u)sinh9 a, Lk, 1 e,

(5.2.34)

P

seklinde olacaktir.

Teorem 5.2.3: {bl, bz} ve {al, az} vektor alanlar, sirasiyla, (X) ve (Y) timelike egrileri
boyunca birer ortonormal vektor alani sistemi olmak {izere, F hareketinin bir homotetik

hareket olmasi igin gerekli ve yeterli sart 6"+ pk, — 0’ —ki =0 olmasidr.

Sonug¢ 5.2.13: {bl, bz} ve {al, az} vektor alanlari, sirasiyla, (X) ve (Y) timelike egrileri
boyunca birer paralel vektér alani sistemi ise degme noktalarinda b, = 4B 'a,,

b,=hB'a, ve £=hB'e, olacak sekilde tanimlanan F hareketi bir homotetik

harekettir.

Sonug 5.2.14: Eger b,(¢),b,(t) ve a,(t),a,(t), sirastyla, (X) ve (Y) timelike geodezik

egrileri boyunca paralel vektor alanlari ise € ve 0 hareket boyunca sabittir. Bu

durumda M manifoldu diizlem iizerinde geodezikler boyunca homotetik hareket yapar.

Sonu¢ 5.2.15: M nin ) diizlemi {izerinde timelike geodezikler boyunca homotetik
hareket yaparken {bl, bz} ve {al, az} sistemleri, sirasiyla, {T , EAT } ve 5 , ezA?}

sistemlerine gore ayni1 agilar ile donme hareketi yapar.
Teorem 5.2.4: F hareketi bir homotetik hareket ve (X) egrisi M nin bazi flat
noktalarindan geciyorsa bu noktalarda hareket sadece kaymadan ibarettir. Bu durumda

(5.2.21) ile verilen Darboux vektorii sifir vektorii olacaktir.

Ispat: Teorem 5.2.2 nin ispatina benzer sekilde ispatlanabilir.
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Sonu¢ 5.2.16: Bir M timelike manifoldun, timelike diizlem {izerinde 1-parametreli
homotetik hareket yapmasi i¢in M iizerindeki (X) timelike egrisinin M nin higbir flat

noktasindan gegmemesi gerekir.

Sonug 5.2.17: {b,, b,} ve {a,, a,} vektor alanlari, sirastyla, (X) diizlemsel timelike ve

(Y) timelike egrileri boyunca birer paralel vektor alani sistemi ve 4 =0 ise, F hareketi

sadece kayma hareketidir.

Ispat: {bl, bz} ve {al, az} vektor alanlari, sirasiyla, (X) ve (Y) egrileri boyunca birer
paralel vektor alani ise

'+ ik, — 0" —ki =0
olur. (X) diizlemsel egri ve 4 =0 ise (5.2.34) den P degme noktalarinda, W|P =0

olacaktir. Dolayistyla S=0 ve (3.5.7) esitliginden hareket sadece kaymadan ibaret olur.

Sonug 5.2.18: F bir homotetik hareket, (X) ve (Y), sirasiyla, M ve . fiizerinde birer
egrilik ¢izgisi ve A, k, ayri ayri sabit ise 6" —0' = —gik, =sabittir. Ozel olarak u =0 ise

(X), M timelike manifold {izerinde timelike geodezik egrilik ¢izgisidir.

Sonug¢ 5.2.19: F homotetik hareketi sadece kaymadan ibaret ise (X) egrisi M timelike

manifoldu iizerinde diizlemsel timelike asimptotik ¢izgidir ve &, 0 sabit agilari i¢in %
1

orani hareket boyunca sabittir.

Sonug 5.2.20: F homotetik hareketi boyunca,
1. W Darboux vektorii lightlike ise, A'u— Ay’ =k, ¥ Ak,

2. W Darboux vektorii timelike ise, A’z — Au' =k, —/2%k,> —1

3. W Darboux vektérii spacelike ise, A'u—Au' =k, —| 2k, +1 esitligi

saglanir.
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iii) M bir timelike manifold ve (X) egrisi lightlike olsun.

(X) lightlike egrisinin Frenet vektorleri {T ,N ,B} ve T, N lightlike ve B timelike veya
spacelike olmak iizere iki durum s6z konusudur. Fakat bunlarin higbirisi igin {7, N, B}
sistemi bir ortonormal sistem olusturmadigindan P ¢ SO, (3) olacaktir. Dolayisiyla bir

homotetik hareket denklemi olusturulamaz.

Sonu¢ 5.2.21: Timelike manifoldlar, degme noktalarindaki timelike diizlem {izerinde
hareketli lightlike egri ve sabit spacelike egriler boyunca homotetik olarak hareket
etmez.

iv) M bir spacelike manifold ve (X) egrisi spacelike olsun.

(X) egrisi spacelike oldugundan, (3.4.2) ve (3.4.3) esitiklerinden {T ,N,B} Frenet

vektorleri i¢in, <N N > =g, <B, B> = —¢ olmak lizere iki durum s6z konusudur.

a) (X) pol egrisinin asli normal vektor alam timelike olsun.

Bu durumda (N,N)=—(B,B)=-1, X —u’=1 ve A —puu'=0 esitliklerini

kullanabiliriz.
T 0O 1 O ||B
EAT |=|-42 0 —u| T (5.2.35)
& u 0 A |IN
\—W_—J
o
(3.2.1) esitliginden,
B ky ky k| e
T \|\=\k, k, k5| e (5.2.36)
N ky ky  ky L™ €3

esitliklerini yazabiliriz.Sp{bl,bz} sistemi ile Sp{T ,EAT } arasindaki donme agis1
spacelike donme acist olup (Ratcliffe 1994), bu ac1 6 = 6(¢) ise,
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b, cosf sin@ O| T
b, |=|—-sin@ cos@ O AT (5.2.37)
& 0 0 1| &

‘ . |

esitligi vardir. (5.2.35), (5.2.36) ve (5.2.37) esitlileri kullanilarak,

b, S
POl [R] 6, | =] e (5.2.38)
%—J
4 g €&
elde edilir. Diger taraftan (5.2.38) esitligi kullanilarak,
a2 aan| ©
—l b | |=—| &
dt dt
g &
a4, e
ve W, = dl A, olmak tizere (5.2.38) esitligi de kullanilirsa,
t
n— Ak, cos 0 — ]
& 0 9' + IUkl { 1 o ’ ’ : }
dt (ky + A" = A'ps)sin 6 b,
Ak, sin 0
& _ o 0 ~ , sin @ + b,
dt (k, + Au' — A's)cos 6
4E || [k, cosO - 2k, sin 0 + . ¢
LAt ]k, + A’ = 2'u)sin 6 (k, + A’ — A'st)cos 0 |
W,
(5.2.39)

elde edilir. Benzer sekilde, (Y) spacelike egrisi i¢in Frenet ¢atis1 \T' ,N,E} olmak iizere,
(Y) egrisi boyunca {al,az,e3} ortonormal vektorlerini bulalim. (Y) egrisi boyunca
diizleminin birim normal vektor alani e, olup e, timelike vektori ile N dik

olacagindan N spacelike ve bundan dolay1 da B timelike vektdr olacaktr. Boylece

diizlemsel (Y) spacelike egrisi i¢in T'=kN, N'=—kiT olacaktir. O halde e, =B ve

e3A? =—N olup,
T 0 1 O|N
eAT|=|-1 0 0| T (5.2.40)
e, 0 0 I|B
%I—J
0

(3.2.1) esitliginden,
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kan k»n ko e,
=k ki kil e (5.2.41)
ksi kan k|| —e

W N =

P
esitliklerini yazabiliriz. Sp{b,,b,} sistemi ile Sp{T,EAT} arasindaki donme agcisi
spacelike donme agis1 olup (Ratcliffe 1994), bu ag1 € = 6(¢) ise,

a, cos@ sinf 0| T
a, |=|—sin@ cos@ O0|eAT (5.2.42)
e, 0 0 1| e

R

esitligi vardir. (5.2.40) , (5.2.41) ve (5.2.42) esitlileri kullanilarak,

a, €
—T11 =T [
P ] [Q] [R] a, |=| e, (5.2.43)
4 & — &
elde edilir. Diger taraftan (5.2.43) esitligi kullanilarak,
a e
Iz
%= €
dt dt
n )

-1

A
ve W, = a4, A, olmak lizere (5.2.43) esitligi de kullanilirsa,

dt
o]
dt 0 5—%1 0 a,
d;; =|-0+ki 0 0|a, (5.2.44)
de, 0 0 0fe,
dr | " ‘

Sonu¢ 5.2.22: 0 —ki =0 ise a,(t) ve a,(t) vektor alanlar1 (Y) spacelike egrisi

boyunca paralel vektor alanlaridir.

Ispat: Sonug 5.2.1 in ispatina benzer sekilde ispatlanabilir.
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(5.1.16), (5.239) ve (5.2.44) esitlikleri yardmiyla S=|s;] = matrisi,

S, =8, =833, =0, 8, ==5,,, 3 =55, V& §,; =S5;, olmak iizere

— Ak, sin @ — Ak, cos@ — 0'+ ik
S =97 (kz ‘tlﬂ’jcosg <al,e3>+ (kz —tlﬂ'jsine <a2’83>+(_§+];11]<e3’e3>
-A'u -Au
— Ak, sin @ — Ak, cos @ — 0'+ uk
S;; =1—1(ky, + Au’ cosd <a1aez>+ ky + ' sin 0 <a2’62>+[_§+]€l}<e3’62>
—A'u -Au
— Ak, sin @ — Ak, cos @ — o'+ ik
S5 =01 4K cosd <a1,el>— kv ap sin & <a2’el>_[_§+l_clj<e3,el>
—A'u -Au

dolayisiyla W e Sp{al, a,, e3} hareketin yuvarlanma kismina ait Darboux vektori

P=(0,0,0) olmak iizere,

W| B — Ak, sin @ — N Ak, cos@ — +(6”+,uk §+%)e
P )cosH “ “ : e

(ky + At = A'u (ky + Agt’ = A'u)sin 6

P

(5.2.45)

seklinde olacaktir.

b) (X) pol egrisinin asli normal vektor alami spacelike olsun.

Bu durumda —(N,N)=(B,B)=-1, u’-A =1 ve puu'—AA'=0 esitliklerini

kullanabiliriz. (5.2.2) ve (5.2.3) esitliklerinden,

T 0 1 O (N
EAT |=|—-u O —-A|T (5.2.406)
¢ A 0 u|B
\—ﬁf——J

(3.2.1) esitliginden,
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N
T =k, ky, ky| e (5.2.47)
B| |k

ko kg L™ &

esitliklerini yazabiliriz.Sp{bl,bz} sistemi ile Sp{T ,EAT } arasindaki donme agis1
spacelike donme agis1 olup (Ratcliffe 1994), bu ag1 € = 6(¢) ise,

b, cosd sin@ 0| T
b, |=|—-sin@ cos@ 0| AT (5.2.48)
& 0 0 1| &

‘ . |

esitligi vardir. (5.2.46) , (5.2.47) ve (5.2.48) esitlileri kullanilarak,

b, S
[P [O] [R]| b, |=] e, (5.2.49)
- S -
4 4 4
elde edilir. Diger taraftan (5.2.49) esitligi kullanilarak,
|| 2] aan| ©
— b ||=—| &
dt dt
g BLE
dA;" ; e
ve W, = 7 A, olmak tizere (5.2.49) esitligi de kullanilirsa,
. . o ik {— Ak, cost9’+ N }
” ;k2_+0,1y — A'u)sin@ 0
+
& _ _0+ ,Lkl 0 1 SIn , , b2
dt (—ky + Apt' — A'1t)cos @
ac — Ak, cosO + Ak, sinf + 0 Lo
| dt ] i (—ky + A4t = A'u)sin@]  |(~k, + A’ — 2'11)cos6 |
W
(5.2.50)

elde edilir. <N ,N > =—<B, B> = —& olmak tlizere (5.2.39) ve (5.2.50) esitliklerinden su

sonucu verebiliriz.

Sonug 5.2.23: ' —¢cuk, =0 ise b, ve b, vektor alanlar1 (X) spacelike egrisi boyunca

paralel vektor alanlaridir.
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Ispat : Sonug 5.2.2 in ispatina benzer sekilde ispatlanabilir.

(Y) spacelike egrisi i¢in Frenet c¢atisi 5 ,N,E} olmak iizere, (Y) egrisi boyunca
{al,az,e3} ortonormal vektorlerini bulalim. (Y) egrisi boyunca X diizleminin birim
normal vektor alani e, olup e, timelike vektori ile N dik olacagindan N spacelike ve

bundan dolay1 da B timelike vektdr olacaktir. Boylece diizlemsel (Y) spacelike egrisi
igin T'=kiN, N'=—kiT olacaktir. O halde e, =B ve e3Af=—N olup (5.2.40),
(5.2.41), (5.2.42), (5.2.43) ve (5.2.44) esitlikleri kullanilacaktir. (5.1.16), (5.2.44 ) ve

(5.2.50)esitlikleri  yardimiyla S = |_SUJ matrisi, §,, =5,, =833, =0, 5, =-5,,

3x3

;3 =83, V€ 8, =5;, olmak lizere

/?,kl sin @ + - ﬂkl cosd + 9! k
' ! Ka
S, =9— —k2+/1,u cosd <a1a€3>+ —k2+l,u sin 6 <a2’83>+(_§+]€1]<e3’e3>
—A'u -Au
Ak, sin 6 + — Ak, cos + o' — ik
83 =9~ —k2+/1,Ll' cosd <a1a€2>+ —k2+/1,u' sin 6 <a2,ez>+[_§+ij<€3,ez>
o -Au
/?,kl sin @ + _ﬂkl cos 6 + 9! lUk
Sy =3(—k, + A’ cos O <alael>_ —ky + Au' sin 0 <a2,el>—[_§+ij<€3,el>
—A'u -Au

dolayisiyla W e Sp{al, a,, e3} hareketin yuvarlanma kismina ait Darboux vektori

P=(0,0,0) olmak iizere,

W| Ak, sin 6 + N — Ak, cos @+ +(0, Lk e )e
=<- a a — Uk, —
P (—k, +Au' = Au)eosOf " |(=k, + A’ — A'u)sin @ ! e
(5.2.51)
seklinde olacaktir. <N ,N > = —<B, B> = —¢ olmak iizere (5.2.45) ve (5.2.51) esitliklerini

P

g0z Online alarak su esitligi verebiliriz.

Ak, sin 6 + —elk, cos 6+ —
W‘ ={- a, + , a2+(6"—gykl—9’+k1)e3
’ e(—ehy + Au'—2'p)cos O e(—gky +Au'—A'u)sin 6

(5.2.52)

P
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Teorem 5.2.4: {bl, bz} ve {al, az} vektor alanlari, sirasiyla, (X) ve (Y) spacelike
egrileri boyunca birer ortonormal vektor alani sistemi olmak iizere, F hareketinin bir

homotetik hareket olmasi igin gerekli ve yeterli sart 8’ — guk, — 0’ + ki =0 olmasidr.

Sonu¢ 5.2.24: {bl, bz} ve {al, az} vektor alanlar, sirasiyla, (X) ve (Y) spacelike
egrileri boyunca birer paralel vektor alam sistemi ise degme noktalarinda b, = hB™'a,,
b, =hB'a, ve &=hB""e, olacak sekilde tamimlanan F hareketi bir homotetik

harekettir.

Sonug 5.2.25: Eger b,(¢),b,(t) ve a,(¢),a,(t), sirastyla, (X) ve (Y) spacelike geodezik

egrileri boyunca paralel vektor alanlar1 ise € ve 0 hareket boyunca sabittir. Bu
durumda M spacelike manifoldu, spacelike diizlem iizerinde, spacelike geodezikler

boyunca homotetik hareket yapar.

Sonu¢ 5.2.26: M nin ) diizlemi lizerinde spacelike geodezikler boyunca homotetik
hareket yaparken {b,,b,} ve {a,,a,} sistemleri, sirasiyla, {T', AT} ve {T , e3A7"}

sistemlerine gore ayni1 agilar ile donme hareketi yapar.

Teorem 5.2.6: F hareketi bir homotetik hareket ve (X) spacelike egrisi M spacelike
manifoldun bazi flat noktalarindan gegiyorsa bu noktalarda hareket sadece kaymadan
ibarettir. Bu durumda (5.2.52) ile verilen Darboux vektorii sifir vektorii olacaktir.

Ispat: Teorem 5.2.2 nin ispatina benzer sekilde ispatlanabilir.

Sonug¢ 5.2.27: Bir M spacelike manifoldun, spacelike diizlem iizerinde 1-parametreli

homotetik hareket yapmasi i¢in, M tizerindeki (X) spacelike egrisinin M nin higbir flat

noktasindan gegmemesi gerekir.
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Sonug¢ 5.2.28: {bl, bz} ve {al, az} vektor alanlari, sirasiyla, (X) diizlemsel ve (Y)

spacelike egrileri boyunca birer paralel vektor alani sistemi ve A =0 ise F hareketi

sadece kayma hareketidir.

Ispat: {bl, bz} ve {al, az} vektor alanlari, sirasiyla, (X) ve (Y) egrileri boyunca birer
paralel vektor alani ise

0'— sk, —0'+k, =0
olur. (X) diizlemsel egri ve 4 =0 ise (5.2.52) den P degme noktalarinda, W|P =0

olacaktir. Dolayisiyla S=0 ve (3.5.7) esitliginden hareket sadece kaymadan ibaret olur.

Sonug¢ 5.2.29: F bir homotetik hareket, (X) ve (Y), sirasiyla, M ve 2. fiizerinde birer
egrilik cizgisi ve A, k, ayr1 ayri sabit ise 0’ —0' = gk, =sabittir. Ozel olarak 1 =0 ise
(X) M spacelike manifold iizerinde, spacelike geodezik egrilik ¢izgisidir.

Sonu¢ 5.2.30: F homotetik hareketi sadece kaymadan ibaret ise (X), M spacelike

manifoldu {izerinde, diizlemsel spacelike asimptotik ¢izgidir ve &, 0 sabit acilart i¢in

k o
=L orani hareket boyunca sabittir.
1

Sonug 5.2.31: F homotetik hareketi boyunca,
1. W Darboux vektorii lightlike ise, A=k, =0 veya k, =0, A'u—Au' =—¢k,

olur.

2. W Darboux vektorii timelike olamaz.

3. W Darboux vektorii spacelike ise, Au'—A'u=—gk, —1- 2k’ esitligi
saglanir.

Sonu¢ 5.2.32: M manifoldu hiperbolik kiire ise, boliim 5.1 de verilen sonuglar elde

edilir.
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v) M bir lightlike manifold ve (X) egrisi spacelike olsun.

Qe SO, (3) matrisi vektorlerin karakterlerini koruyacagindan & lightlike vektor alanini

yine baska bir lightlike vektor alanina doniistiirecektir. Dolayisiyla (X) egrisi timelike
veya spacelike ise Frenet vektorlerinden higbiri lightlike olmadigi i¢in bir hareket
denklemi olusturulamaz. Ancak egri eger lightlike asli normalli spacelike egri olsa bile

ortonormal c¢atiya sahip olmayacagindan yine bir hareket denklemi olusturulamaz.

Sonu¢ 5.2.23: Lightlike manifoldlar, spacelike diizlem {iizerinde, hareketli ve sabit

spacelike pol egrileri boyunca homotetik olarak hareket etmez.
vi) M bir lightlike manifold ve (X) egrisi light -like olsun.

Yine (X) egrisi lightlike ve lightlike egrileri ortonormal bir ¢atiya sahip olmadigindan
P,Pe SO, (3) olacak sekilde bir matris bulunamaz. Dolayisiyla bu durum i¢in de bir

hareket denklemi olusturulamaz.

Sonug¢ 5.2.34 Lightlike manifoldlar spacelike diizlem iizerinde, hareketli lightlike egri
ve sabit spacelike egriler boyunca homotetik olarak hareket etmez.
Diger taraftan, timelike yiizeylerin egrilik ¢izgileri boyunca, Darboux ¢atis1 ve Darboux

vektorii alinmis ve elde edilen sonuglar belirtilmistir (Ugurlu and Topal 1996).

Ornek 5.2.1;

Denklemi x° —(1—2)2 =—1 ile verilen M spacelike silindiri iizerinde, denklemi

0<t<7m icin, X(¢)= (sinh(Lj , L 1= cosh(LD ile verilen timelike asli

NN D

2
normalli spacelike helis egrisinin, denklemi Y (¢) = (%,0,0] ile verilen egri lizerindeki

homotetik hareketini bulalim. X(t) egrisi icin,
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oo -l

1 1
Bz\lﬁ(— cosh(\/tg}l, sinh(\/%D k, :E ve k, = _E

olup, M silindirinin (X) boyunca birim normal vektor alani

E@) = sinh(%] e + cosh(%)e3
<§(t), e3> =— cosh(%)

E(t) = sinh[%j e —cosh[%}(— e,)

olur. Dolayisiyla, A =1 ve u =0 olup hareket boyunca sabittir. Y(t) egrisi i¢in,

Y: = r - - — Y
=(1,0,0), N=(0,1,0) B=(0,0,1), k1 =0, k2=0,A=0 ve u=1, ‘;—t =h=t
bulunur.
v _ pdx
dt dt
esitligi de goz oniine alarak her 6(¢) = 0 = % icin B matrisi,
_ cosh(Lj LA smh(—j_
2°%%) TR
t t t t
Bt)=|-— cosh(—} — — smh(—}
V2o V2) 2 2
t
—tsinh| — 0 t cosh
Rt &)
dB dC N . .
bulunur. EX + >y =0 ve Y = BX +C esitliklerini saglayan C matrisi ve hareketin
denklemi ,
_ Lcosh(—j S Lsmh(—j_ _ - —smh(—j
2% 7 R n 2
t t t t
Y(@)= ——cosh — | —= —=sinh|—=| [X(©)+ ——+—sm
0= ( 2J V2 2 [ 2) “ ( 2)
t t
—tsinh 0 tcosh| —= —t+tcosh| —
) &) ][ eel)
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olarak bulunmus olur. Bu hareketin yuvarlanma kismina ait Darboux matrisi ve

We Sp{e1 ,€5,— e3} Darboux vektorti de

0o o -1
2 1
1
= — | ve W =|-—=,-=,0
S0 05 g (2 2 j
L S
L 2 2 i
olacaktir. (5.2.45) esitliginden, A =1, 4 =0, k, =—, k, =—%, ki=0,k,=0,1=0,

o()=06 :% ve ,1_1 =1 degerleri icin W e Sp{al Ay, — 63} W vektori,

w :la1 +la2
2 2

ve (5.2.40), (5.2.41) ve (5.2.42) esitliklerinden,

a, =—e, ve a, =—e,
olup
1 1
W = —582 —Eel

elde edilir. Bu ise S ile elde ettigimiz vektorle aynidir. Dolayisiyla spacelike silindiri,
spacelike diizlem iizerinde, timelike asli normalli spacelike (X) ve spacelike asli

normalli spacelike (Y) pol egrileri boyunca homotetik olarak hareket eder.

Sekil 5.2.1
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5.3 E; de iki Altmanifoldun Birbiri Uzerindeki Hareketi

M ve N, E; uzayinda herhangi 2-boyutlu regiiler altmanifold ve x, € M noktas1 iki

manifoldun degme noktasi olsun. M nin N ile teget oldugu noktadan baslayan birim

hizl1 diferensiyellenebilir egri x(¢) ve N tlizerinde hareketin her t aninda x(¢) egrisine

degen egri y(¢) olsun. M nin N iizerindeki homotetik hareketi s0yle tanimlanabilir; I —

IR sifirt igeren bir aralik olsun. AeSO;(3), CeIR; t ye gore diferensiyellenebilen
matrisler, h homotetik bir katsay1 ve B = 74 olmak lizere,

F-M——>N

(5.3.1)

x—>y=F(x)=Bx+C
diferensiyellenebilir fonksiyonuna M nin N iizerindeki homotetik hareketi denir. x(z)
egrisi boyunca M nin birim normal vektor alan1 & ve y(¢) egrisi boyunca N nin birim

normal vektor alani 7 olsun. Herhangi bir 7, aninda x, noktasy, M ile N

manifoldunun degme noktasi oldugundan bu noktalarda &, = 77, olacaktir. Bundan
dolay1 degme noktalarinda

B&=¢ghn
yazilabilir. Burada ¢, manifoldlarin yonlendirmelerine bagli bir isaret degeri olup,
g, =1 ise; M, N manifoldunun i¢inde, &, = -1 ise; M, N manifoldunun disinda hareket

edecektir.

Diger taraftan M manifoldu iizerindeki x(¢) egrisi (5.3.1) ile verilen hareket denklemine
gore hareketli pole egrisi olsun. Buna karsilik N manifoldu tlizerindeki y(¢) egrisi de
hareketli pol egrisi olacaktir. x(¢) ve y(¢) egrilerini kisaligin hatir1 icin, sirasiyla, (X)

ve (Y) ile gosterecegiz. (X) ve (Y) egrilerinin degme noktalarinda tanjant uzaylari

cakisik olacagindan

av _ B(d—Xj (5.3.2)
dt dt
olup eger (X) birim hizli egri ise
‘d_Y _h
dt
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olacaktir. Yani hareketli ve sabit uzaydaki pol egrileri farkli ¢izilme hizlarina sahiptir.
F, 1-parametreli homotetik hareketini olustururken (X) ve (Y) pol egrileri boyunca

{bl,bz}ve {al,az} vektor alan sistemlerini belirleyecegiz. Dolayisiyla pol egrileri
boyunca hareketli ve sabit olmak iizere {bl,bz,glf} ve {al,az,n} ortonormal vektor
alanlarin1 elde etmis olacagiz. {bl,bz,é} ortonormal vektor alanlarini (X) egrisinin
karakterine gore Frenet vektorlerinden ve {T ,&,ENT } ortonormal sisteminden
yararlanarak tanimlayalim. & e Sp{T , N ,B}Ve ne Sp{? ,N,E} icin,

EN)=AN+uB ve nt)y=AN+uB (5.3.3)

yazabiliriz.
vii) M bir timelike manifold ve (X) egrisi timelike ise;

Bu durumda, (X) timelike egrisinin Frenet vektorleri {T ,N ,B} olmak ftizere (3.4.1)
esitliginden 7' =k N, N'=kT +k,B ve B'=-k,N olacaktir. M nin birim normal
vektor alani spacelike oldugundan, £AT spacelike vektor alani olacaktir. O halde
BAN =T, TAB=—-N ve TAN = Bolup (5.3.3) esitligi T ile vektorel olarak carpilirsa
(£,&) =1 olmak iizere,

EANT=uN-21B (5.3.4)
ve buradan da Q matrisi,

&EAT en -4 0N

gé |=lgA gu 0| B (5.3.5)
T 0 0 1| T
y |
(3.2.1) esitliginden,
N ky  hy ky |l e
Bl=\ky ky ki e (5.3.6)
T ki ko kg L™

P
esitliklerini yazabiliriz. Sp{b,,b,} sistemi ile Sp{T,EAT} arasindaki donme agcisi
hiperbolik donme agis1 olup (Ratcliffe 1994), bu a¢c1 € = 6(¢) ise,
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b, g coshd 0 g sinh@ | AT
s | = 0 1 0 &é (5.3.7)
b, g sinhd 0 g coshd T

R

esitligi vardir. (5.3.5) , (5.3.6) ve (5.3.7) esitlikleri kullanilarak,
b e,

[PI'[O] "' [R]"| & | =]| e, (5.3.8)
4 b, —e

elde edilir. Diger taraftan (5.3.8) esitligi kullanilarak,

2 €

dailgl|ia],
dt dt |

b, Lz

-1

A
ve W, = a4, A, olmak tizere (5.3.8) esitligi de kullanilirsa,

dt

b, ] 0 {/lkl sinh @ + } 0+ ik,

d g,(ky + A’ = A'11)cosh 6 h
deé| | {/lkl sinh @+ 0 {/lkl cosh 6+ } . ?

dt &,(ky + Au'— A'1tr)cosh @ g,(ky + Au' = A'u)sinh @] |

ab , Jk, cosh 6+ L&
L dr ] 0"+ &4k, {51 (k, + A’ = A'p)sinh 6’} 0

L . J
(5.3.9)

elde edilir. 6=0 ve ¢ =1 6zel durumunda, p,, p, ve 7, (X) egrisinin sirasiyla,
geodezik egriligi, normal egriligi ve geodezik burulmasi olmak lizere p, = uk,,
p, =k ve 7, :—(k2+/1,u’—/1’,u) bulunur. Dolayisiyla (X) egrisinin agisal hiz

vektori vektorii
o, =k, + Au' — A'u)T + Ve, ENT + pik, &
bulunur (Ugurlu 1996).

Sonu¢ 5.3.1: 0"+ ¢k, =0 ise b, ve b, vektdr alanlar1 (X) spacelike egrisi boyunca

paralel vektor alanlaridir.
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Ispat : E;’iin Riemann koneksiyonu V, M iizerinde Gauss anlaminda kovaryant tiirev
operatorii de V ve M nin sekil operatorii S,, olsun. Hareketin her t aninda b,(¢) ve
é(t) vektor alanlar1 (5.3.5) ve (5.3.7) esitliklerinden
b, =¢,cosh@T + yusinh@ N —Asinh@B ve E=AN+uB
oldugunu biliyoruz.
Vb, =V b, +(S, (T),b,)&
=V, (& coshOT + usinh@ N — Asinh 6 B)

+(V,(AN+uB), & cosh@T + psinh@ N—Asinh@ B)(A N + u B)

(¢,k, +0'u)cosh @ + N4 (1, — A')sinh @ 3
(Ak, + u')sinh 6 —0'Acosh @

— & Ak, cosh 0 + — &, Ak, cosh 0 +
+A ) N+ u ] B
(uA' = Ay’ —k, )sinh @ (ud' = Ay’ —k, )sinh @

= {0 +ku}sinhOT +{

&k +0, -2
o 5 # cosh @ + Hhy
' -k, + A sinh @
= {0 +kulsinhOT + m Y N + Al — 1k B
+ 4+ — gyt —
AR Y :
— Py’ - Ak, — (0" + &, 1k, )1 cosh &

' h A4 + gut)sinh
={819’+k1u}sinh0T+{(9 + 6,k Jucos H+} { (22" + ' )sin 9}

(A2 + pu')sinh @ — (0" + &, ik, ). cosh &
(&,6)=1 esitliginden A4+ yp' =0 bulunur. '+ uk, =0 oldugu da kullamlirsa

§Tbl = 0 bulunur. Benzer sekilde §Tb2 =0 oldugu da gosterilebilir.

(Y) timelike egrisinin Frenet vektorleri T ,N,E} ve <fj> =-1 <N,N> =1,
<§,Z_9> =l olmak tizere (Y) egrisinin Frenet formiilleri T'=k\N, N'=k\T+k2B ve

B'=—k>N olacaktir. N manifoldunun birim normal vektor alani spacelike oldugundan

nAf spacelike vektor alam1 olacaktir. O halde BAN=T, TAB=-N ve

TAN =B olup olacaktir. O halde
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77Aiw :1 -2 O|N
n |=|2 u 0|B (5.3.10)
T 0 0 1T

0

olup 5 , 1, nA?} ortonormal vektor alani sistemini olusturabiliriz. Ayrica (3.2.1) den,

k2 %22 %23 €
ky» kx| e, (5.3.11)
ku ko ki |-—e

Nl Wl =
|
o

P

yazabiliriz. Sp{al,az} sistemi ile Spﬁ , nAf} arasindaki donme agis1 hiperbolik donme

acis1 olup (Ratcliffe 1994), bu ac1 0= E(t) ise,

a, cosh@ 0 sinh6 77/\?
ni=l 0 1 0 n (5.3.12)
a, sinh@ 0

cosh@| T

|

ve (5.3.10), (5.3.11) ve (5.3.12) esitlikleri kullanilirsa,

a e

1_3]_1 [5]4 [E]—l 772 _| e, (5.3.13)
4, a, — €5

elde edilir. (5.3.8) ve (5.3.13) esitliklerinden, 4= A,4," vyazabiliriz. (5.3.13)

esitliginden
a e
dl| ]| a4t | ]
ar|| d |
a, —&
-1
ve W, =—2- 4, olmak iizere,
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| Tk sinh 0+ o 1
da2 0 0 +,uk1

v (kz +/1u YL )cosh@ _
—_ — —_ — a
dn Ak sinh@ + 0 Ak cosh@+ ’
Rl A R n
d (k2 + 74 - 7 1)coshd (k2 + 24~ 27)sinn) |
& — = Ak cosh + -

L dt | 9'+uk1 0
i (k2 + 244 = 27 11)sinh 0 |
W,

(5.3.14)

elde edilir. =0 &zel durumunda, /_) o ;n ve 7 ¢ (Y) egrisinin sirasiyla, geodezik
egriligi, normal egriligi ve geodezik burulmasi olmak iizere /_) . :El, /_)n = 2ki ve
T ¢ = —(% 2+ 1? - m) bulunur. Dolayisiyla (Y) egrisinin agisal hiz vektorii vektori

@2 = ez + At = 2 )l + Ak AT + pakerg

bulunur (Ugurlu 1996).

Sonu¢ 5.3.2: §+;%1 =0 ise a,(¢t) ve a,(t) vektor alanlarmin (Y) spacelike egrisi

boyunca paralel vektor alanlaridir.

Ispat : E; iin Riemann koneksiyonu V, N iizerinde Gauss anlaminda kovaryant tiirev

operatorii de V ve N manifoldunun sekil operatorii S, olsun. Hareketin her t aninda
a,(t) ve n(t) vektor alanlar1 (5.3.10) ve (5.3.12) esitliklerinden
a, = coshOT + ;sinhéﬁ —Asinh@B ve n() = AN+ ;E
oldugunu biliyoruz.
5?611 =V_a, + <SN (?), a, >77
=V_(cosh@T + pusinh @ N — Asinh 6 B)
+ <V; (Zﬁ + ;E), cosh @T + usinh @ N — Asinh 5§>(Zﬁ + ;E)

{6’ +k1y}smh6’T+{(k1+6’u)005h0 }ﬁ {('”kz l)smhg}
+ (2K + ' )sinh & 0% cosh @

—[= ki cosh @ + — ki cosh @+ —
+ A N+y B
(42’ - 2~ k> Jsinh @ (4’ - A4’ k- )sinh @
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{0+ & pJsinh OT +

{49’ + klu}smh T +

ki+0'u
-

-4 ki

LAA +Au'
H 2 “ sinh @
-1 y+y

{(9(+ Lk, Ecosh 0

A4+ gipt Jusinh 0

]cosh§+

N +

i

Faand 7 inh 6|
(6? A+ ;E%l )coshé

}N {(/1/1 + 11y Visinh 0 }

(67 + uk: i cosh @

<77,77> =1 esitliginden AA +;z =0 bulunur. §+;%1 =0 oldugu da kullanilirsa

5?611 = 0 bulunur. Benzer sekilde §fa2 =0 oldugu da gosterilebilir.

Diger taraftan (5.1.16), (5.3.9) ve (5.3.14) esitlikleri kullanilarak, S: T, N ——)Sp{n}

lineer doniisiimiinii temsil eden S = [s[J

S,; =83 V€ §,; =5,, olmak lizere

Ak, sinh @ +
(kz + A’
81

—A'u
— ki sinh @ —

(%2 + A

Jcosh 0

_ﬂ'#

Jcoshg’

Ak, sinh @ +
[kz + A’
3

p— llLl
—zl_ﬂ Sinhé—

(%2 + A

Jcosh 0

_2'#

Jcoshg’

(a,.e5) -

(a,.e;) -

matrisi,
] 3x3

Ak, cosh 6 +
(kz + A’
81

!

—A'u
— ki cosh@ —

(%2 i EFJ sinh @

J sinh @

_ﬂ'#

Ak, cosh @ +
[kz + A
3

— ,ﬂ
—11?1 cosh@ —

(%2 + AU

J sinh @

sinh @
— Z'#
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Ak, sinh @ + Ak, cosh @ +
k, + Ay k, + Ay
6‘1( ? , ﬂjcosh@ 6‘1( ? . ﬂjsinh&
- Au —Au 0" + &, pik,
Sy3 =~ —1%1 sinhé— <Cll,€3>_ —z%l COShg— <a2,e3>+ —E—;%l <77’63>
ko + A4 - o+ Al =
2T osh @ 2 Sinh 6
-Au -A'u

(5.3.15)

olacaktir. Dolayisiyla W e Sp{al, a,, 77} hareketin yuvarlanma kismina ait Darboux

vektorii P=(0,0,0) olmak iizere,

Ak, sinh@+ Ak, coshd+
&k, + A = A'y)cosh@| | &, (k, + A —A'1s)sinh@ _
=49 = - a,— —- - a, +\0' +é& 1k, —0'— uk
i — ki sinh@— ' |- ki coshd— ? ( it~ =4 1)’7
2+ 240~ Z)coshd | |[ks + A — 2 )sinho .

(5.3.16)

seklinde olacaktir.

Teorem 5.3.1: {bl, bz} ve {al, az} vektor alanlar, sirasiyla, (X) ve (Y) timelike egrileri
boyunca birer ortonormal vektor alani sistemi olmak {izere, F hareketinin bir homotetik

hareket olmasi igin gerekli ve yeterli sart 6’ + &, 1k, — o' —;% 1 =0 olmasidir.

Sonug¢ 5.3.3: {bl, bz} ve {al, az} vektor alanlari, sirasiyla, (X) ve (Y) timelike egrileri
boyunca birer paralel vektér alani sistemi ise degme noktalarinda b, = 4B 'a,,

b,=hB'a, ve &&=hB'n olacak sekilde tanimlanan M ve N timelike

manifoldlarinin, F hareketi bir homotetik harekettir.

Sonuc¢ 5.3.4: Eger b,(2),b,(¢) ve a,(t),a,(t), sirasiyla, (X) ve (Y) timelike geodezik

egrileri boyunca paralel vektor alanlar ise 6 ve 0 hareket boyunca sabit olup

6 = 0 dir.
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Sonug¢ 5.3.5: {bl, bz} ve {al, az} vektor alanlar sirasiyla (X) ve (Y) diizlemsel timelike

egrileri boyunca birer paralel vektor alani sistemi ve A =1=0 ise F hareketi sadece

kayma hareketidir.

Ispat: {bl, bz} ve {al, az} vektor alanlar, sirasiyla, (X) ve (Y) timelike egrileri

boyunca birer paralel vektor alani ise
0' + & uk, — 0" — piky = 0

olur. (X) ve (Y) diizlemsel egriler ve A = A=0 ise (5.3.16)’dan P degme noktalarinda,

W| , =0 olacaktir. Dolayisiyla S=0 ve (3.5.7) esitliginden hareket sadece kaymadan

ibaret olur.

Teorem 5.3.2: F, timelike manifoldlarin, timelike egriler boyunca homotetik hareketi
esnasinda, (X) ve (Y) timelike egrileri boyunca M nin ve N nin sekil operatorleri,
sirastyla, S,, ve S, olsun. Eger
dX dYy

BS, | — =S| —
M( dt j N( dt j

ise F hareketi sadece bir kayma hareketidir. Bu durumda (5.3.16) ile verilen Darboux

vektora sifir vektori olacaktir.

Ispat : (X) ve (Y) egrileri boyunca,

SM [d_Xj = —d81§ ve hilSN (d_Yj = ﬂ
dt dt dt dt
olup (5.3.9) esitliginden
de & |&hk, coshf— N &k, sinh @ — 5
di e (g, + Au' —A'u)sinh @] ' | g, (ek, + A’ — 2'st)cosh @]

U

b, =hB'a,, b, =hB'a, ve £ =& hB™'n oldugundan

d
hlB(%éj =u,a, +u,a,

(5.3.14) esitliginden,
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dn &Akicosh@— ek sinh @ —
—=- a, +_— . _ra,
g(gkz +/1,u’—/1',u)cosh6’

dt  \eleks + A = 2 u)sinh 0
yazabiliriz. h‘lB(%j:ﬁ oldugundan ve hipotezden, u, =v, ve u, =v, elde
dt dt

edilir. Bu esitlikler (5.3.15) ve (5.3.16) esitliklerinde yerlerine yazilirsa S =0 ve
dolayisiyla W = 0 bulunur. Dolayisiyla (3.5.7) esitliginden

H0)=p)+50) = H)= o).

=0

O halde F hareketi sadece bir kaymadan ibaret olur.

Sonug¢ 5.3.6: F, timelike manifoldlarin, timelike egriler boyunca bir homotetik hareketi

ise, M ve N nin sekil operatdrleri arasinda,

dxX dy
BS, | |xs |41
M(dtj N(dtj

bagintis1 vardir.

Sonu¢ 5.3.7: M ve N timelike manifoldlarin birbiri iizerinde 1-parametreli homotetik
hareket yapmasi i¢in, M ve N iizerindeki (X) ve (Y) timelike egrilerinin hi¢biri M nin ve

N nin flat noktalarindan gegmemesi gerekir.

Sonu¢ 5.3.8: F bir homotetik hareket, (X) ve (Y) timelike egrileri, sirastyla, M ve N
timelike manifoldlar tizerinde birer egrilik ¢izgisi ve A, &, Z, ki ayri ayri sabit ise
0'—0' = guk, — ik = sabit’dir. Ozel olarak x=u=0 ise (X) ve (Y) timelike

geodezik egrilik ¢izgisidir.

Sonug¢ 5.3.9: M herhangi bir timelike manifold ve N timelike diizlem ise, boliim 5.2—(i1)

de verilen sonuglar elde edilir.
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viii) M bir timelike manifold ve (X) egrisi spacelike olsun.

Bu durumda 7 birim normal vektor alani1 ve (Y) egrisi de spacelike olacaktir. (X) egrisi
icin (3.4.2), (3.4.3) esitlikleri ve BAN =T, TAB= N, TAN = B esitlikleri kullanilir ve
(5.3.3) esitligi T ile vektorel olarak garpilirsa <§, §> =1 olmak iizere,

EANT =—uN-AB (5.3.17)
vektori A = igin lightlike diger durularda timelike vektor olacaktir. O halde
{5 , T, EAT } ortonormal sistemindeki vektor alanlar1 i¢in, sirasiyla, spacelike,

spacelike, timelike veya spacelike, spacelike, lightlike karakterleri s6z konusu olacaktir.

a) AT timelike ise;

(X) egrisi spacelike oldugundan {T ,N ,B} Frenet vektorleri ve <N ,N > =g, <B, B> =-&

olmak iizere (3.4.2) ve (3.4.3) esitliklerinden iki durum s6z konusudur.

al) (X) pol egrisinin asli normal vektor alam timelike olsun.

Bu durumda (N,N)=—B,B)=-1, p> —=4* =1 ve py'— 1A' =0 esitliklerini

kullanabiliriz. Ayrica (5.3.3) ve (5.3.17) esitliklerinden,

T 0 1 0 |B
& 1=l eu 0 A | T (5.3.18)
& EAT -4 0 —gul||lN
| 0
(3.2.1) esitliginden,
B ks ky ks | oe
T\=\k, k, k5| e (5.3.19)
N ky Ky ko L™ ¢

esitliklerini yazabiliriz.Sp{bl,bz} sistemi ile Sp{T ,EAT } arasindaki donme agis1
hiperbolik donme agis1 olup (Ratcliffe 1994), bu ac1 6 = 6(¢) ise,
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b, g coshd 0 g sinh@ T
gé | = 0 1 0 &é (5.3.20)
b, g sinhd 0 g cosh@ | AT

R

esitligi vardir. (5.3.18), (5.3.19) ve (5.3.20) esitlileri kullanilarak,

b, €,
[PI" O] [R]| &.¢ | =| e, (5.3.21)
4 b, —€

elde edilir. Diger taraftan (5.3.21) esitligi kullanilarak,

all "l aar|
_ 1
@ ||| T e |
b, —e,
dA;" . e
W, = A, olmak tizere (5.3.21) esitligi de kullanilirsa,
r 1 [ — Ak, cosh@+ i
db, 0 ! o —
o {gl (-, +/1,u’—/1',u)sinh0} et -
d(glé) — Ak, cosh@+ 0 — Ak, sinh@+ lcf
= = &
dt &k, + A’ —A't)sinh® &,(=k, + A = ') coshd bl
db, & s,k —Jk, sinh@+ 0 -
=&
L dt I 1/ 81(—k2 +Z/J'_Z’/J)COSh9 |
W
(5.3.22)

elde edilir. Diger taraftan (Y) egrisi i¢in de iki durum s6z konusudur. Bunlara gore, 4,

ve W, matrislerini olusturalim.

1. (Y) pol egrisinin asli normal vektor alami timelike olsun.

Bu durumda <N, N> = —<Z_9,§> =-1, ;2 —Zz =1 ve ;ﬁ — A1 =0 esitliklerini

kullanabiliriz. Ayrica (5.3.3) esitliklerinden,

T 0 1 0B
n l=lu 0 2|T (5.3.23)
nAf -2 0 —/_1 N
%l—J
o

olup ﬁ , 1, nAf} ortonormal vektor alan1 sistemini olusturabiliriz. Ayrica (3.2.1) den,
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ks kun kxn e,
=lku ki kil e (5.3.24)
kn kxn ko — €,

Z| Nl =

P

yazabiliriz. Sp{al,az} sistemi ile Spﬁ , nAf} arasindaki donme agis1 hiperbolik donme
acis1 olup (Ratcliffe 1994), bu ac1 0= E(t) ise,

a, cosh@ 0 sinh@|| T
ni=l 0 1 0 n (5.3.25)
0

a, sinh 0 cosh@ || nAT

=

ve (5.3.23), (5.3.24) ve (5.3.25) esitlikleri kullanilirsa,

a, e,
1_)],1 [é]—l [E]—l 7= e, (5.3.26)

4 a, €3

elde edilir. (5.3.21) ve (5.3.26) esitliklerinden, A= 4,4, yazabiliriz. (5.3.26)

esitliginden
a e
i 1 ~ dA;l el
ar|| 7 da |
a, —é
-1
ve W, =—2- 4, olmak iizere,
L I 0 — Ak cosh@+ y |
- . — HK1
4 (k2 +24— 27 p2)sinho)
dt — — _— . = a,
dn — Ak cosh@+ 0 — Ak sinh@+
—_— | =] — _ o _ o _ 77
dt (k2 +24'— 2" a)sinho (k2 + A~ A7t)coshd
da, — - a,
L _ — UK - _
i (—kz +/1,u'—/1’,u)cosh¢9 ]
W,
(5.3.27)

elde edilir. Diger taraftan (5.1.16), (5.3.22) ve (5.3.27) esitlikleri kullanilarak,

§:Ty,,N ——Sp{p} lineer doniisimiinii  temsil eden S:ls!/LX3 matrisi,

S;, =8, =833, =0, 8, ==5,,, 3 =55, V& S5,; =S5;, olmak iizere
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— Ak, sinh @ + — Ak, cosh @ +
—k, + Ay —k, + Ay’
& 2 M cosh @ & 2 A sinh @
—A'u —A'u 0' — &, ik,
Sip =37 +Z%lsinh5— <al’e3>+ +z%1005h5— <a2’63>+ —?4—;%1 <n’e3>
Ay A
o a cosh @ o a sinh @
— 2 -Au
— Ak, sinh @ + — Ak, cosh & +
—k, + Ay —k, + Ay’
& 2 M coshé & 2 A sinh @
S - 0",k
S13 - +Z%1sinh5— <al’e3>+ +zz1cosh§— <a2’63>+ —y+;%1 <n’63>
—ka+ Ap - N T A
0 # cosh @ 0 a sinh @
-Au -A'u
— Ak, sinh 0 + — Ak, cosh @ +
—k.+ A —k, + Ay’
51( /; 'choshH 51( 2, ﬂJsinhH
=il o Haed={ a2 2T K)o T e
2 7))+ Aki sinh @ — P50 4 Ak cosh 6 — U020+ k) e
A N A
o # cosh@ o # sinh
—2u -Au

(5.3.28)
olacaktir. Dolayisiyla W e Sp{al, a,, 77} hareketin yuvarlanma kismina ait Darboux

vektorii P=(0,0,0) olmak iizere,

— Ak, sinh@+ — Ak, coshd+
&k, + A/ = A'u)coshd| | & (—k, + A/ —A'1)sinhé _
=< — I — a, + —_ — a +0,_8 _0,+ k
Mo =17\ 25, sinh- ') ks coshd— {0k =0k
(ks +44—A)coshd | ([ +Azd — A p)sinhd .

(5.3.29)

seklinde olacaktir.

2. (Y) pol egrisinin asli normal vektor alani spacelike olsun.

Bu durumda — <N,N> = <E, §> =-1, 2 ;2 =1 ve /_JE —AA'=0 esitliklerini

kullanabiliriz. Ayrica (5.3.3) esitliklerinden,
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T 0 1 0N
n =l 2 0 u|T (5.3.30)
pAT| |-u 0 —4|B
%ﬁf—J
o

olup 5 , 1, UA?} ortonormal vektor alani sistemini olusturabiliriz. Ayrica (3.2.1) den,

N ka %22 %23 e
T = k11 k12 k13 62 (5331)
B ksi kxn ki || —e

P
yazabiliriz. Sp{al ,az} sistemi ile Spﬁ , UA?} arasindaki donme agist hiperbolik donme

acis1 olup (Ratcliffe 1994), bu ag1 6 = E(t) ise,

a, coshd 0 sinh@|| T
nl=| 0 1 0 n (5.3.32)
a, sinh@ 0 coshé 77/\?
: J
ve (5.3.30), (5.3.31) ve (5.3.32) esitlikleri kullanilirsa,
a, €
|70]-1 o' R 7 |=] e (5.3.33)
4 a, —é
elde edilir. (5.3.21) ve (5.3.33) esitliklerinden, A= 4,4, yazabiliriz. (5.3.33)
esitliginden
a € e
i 1 B dA;l e1 el
ar|| " | * 7
a2 e3 eS
-1
ve W, :TZA2 olmak {izere,
N I Ak cosh 6 — - — |
dal 0 , —_— ——) . 9 + llel
o (kz +/"L,u'—/"t',u)smht9 o - ;
dn Ak cosh 6 — Ak sinh 6 — !
2y 0 o 7
i (k2 + g’ — A')sinh 0 (k2 + 2u'~ 2u)cosh 6 |
4 - — Ak sinh @ — ’
| dt | o'+ Mk — N — 0
| (kz +/1,u’—/"t’,u)cosht9 |

83
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Diger taraftan (5.1.16), (5.3.22) ve (5.3.34) esitlikleri  kullanilarak,

S:Ty,,N ——Sp{p} lineer doniisiimiinii  temsil eden S:ls!/LX3 matrisi,

S;, =8y =833, =0, 5, ==5,,, §; =83, V€ §,;, =5;, olmak lizere

— Ak, sinh @ + — Ak, cosh 6 +
— k. +Au' —k, + Ay’
51( 2, ﬂjcosh& 51[ 2, #Jsinhe
_ﬂﬂ —ﬂ,/,l 9, 81/1k1
R I e P T T e SO GOk W g G
Rt AW A
2_-|—_,u cosh@ 2_+_ﬂ sinh @
—A'u - A u
— Ak, sinh @ + — Ak, cosh @ +
— k. + Au' —k, + Ay’
51[ 2, ﬂJcoshH 51[ 2, #Jsinhe
-Au -A'u 0' — &, 1k,
I Thsiohds [ TReoshgr [0\ g fTO
Rt AW A
2_+_ﬂ cosh @ 2_+_ﬂ sinh @
—Au -Au
— Ak, sinh @ + — Ak, cosh @ +
—k, + Ay’ —k, + Ay’
51( 2, ujcoshé’ 51( 2, ﬂjsinh@
—ﬂ«/l —/1/1 0’ 51/’]‘71
Sy = — ki sinh @+ <a1,e3>— — Ak cosh @ + <a2,e3>— —y—;E <77’e3>
ko + Apd - lex+ Apd y:
1 H cosh @ 2__,u sinh
o -Au

(5.3.35)

olacaktir. Dolayisiyla W e Sp{al, a,, 77} hareketin yuvarlanma kismina ait Darboux

vektorii P=(0,0,0) olmak iizere,

— Ak, sinh@+ — Ak, coshd+
&k, + A/ = A'u)coshd| | & (—k, +Au/ —A'1)sinhé _
=31 = - a,+4 — — a, +\O@ —& 1k, —0'— 1k
", — Ak sinh@+ ' |~ Ak coshd+ ? ( it a 1)'7
(k2 + /40 — 2 t)cosht (k2 + /40 — 2 a)sinho .

(5.3.36)

olarak elde edilir.
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a2) (X) pol egrisinin asli normal vektor alam spacelike olsun.

Bu durumda —(N,N)=(B,B)=—-1, X’ — " =1 ve AA’'— pp' =0 esitliklerini

kullanabiliriz. (5.3.3) ve (5.3.4) esitliklerinden,

T 0 1 0 (N
& (= g4 0 egu | T (5.3.37)
& EAT -eu 0 —gA| B
‘ y |
(3.2.1) esitliginden,
N ky ky ky | e
T \|\=\k, k, k5| e (5.3.38)
B ks ks ks L™ €3

P
esitliklerini yazabiliriz. Sp{b,,b,} sistemi ile Sp{T,EAT} arasindaki donme agcisi
hiperbolik donme agis1 olup (Ratcliffe 1994), bu ac1 6 = 6(¢) ise,

b, g coshd 0 g sinhd T
s | = 0 1 0 &é (5.3.39)
b, g sinh@ 0 ¢ cosh@ | AT

R

esitligi vardir. (5.3.37), (5.3.38) ve (5.3.39) esitlileri kullanilarak,

b, €,
[PI" O] [R]| &.¢ | =] e, (5.3.40)
4 b, — €&

elde edilir. Diger taraftan (5.3.40) kullanilarak,

d & aa'|
—l||&é||= €,
dt dt

b, — &

-1

A
ve W, = dTIAl olmak iizere (5.3.40) esitligi de kullanilirsa,
t
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b, ] 0 {/Ucl cosh & — } 0+ e ik

o &,(ky + Au'— A'4)sinh 6 v "
deé| | {/1/«1 cosh @ — } 0 {/ucl sinh @ — } ) ;E

dt &,(ky + Au' — A'11)sinh 6 g (k, + Ap' — A'1r)cosh 0 || !
ab, , Jk, sinh 6 — 2
L dr ] 0" ek, {51 (k, + A’ — 2'1t)cosh 0} 0

L . ]
(5.3.41)

elde edilir. <N ,N > = —<B,E> = ¢ olmak tizere (5.3.22) ve (5.3.41) esitlikleri géz oniine

alinirsa su sonucu verebiliriz.

Sonug 5.3.10: '+ &g, uk, =0 ise b, ve b, vektor alanlar1 (X) spacelike egrisi boyunca

paralel vektor alanlaridir.
Ispat : Sonug 5.3.1 in ispatina benzer sekilde gosterilebilir.

1. (Y) pol egrisinin asli normal vektor alan1 timelike olsun.

Bu durumda <N, N> = —<E,§> =-1, ;2 2 =1ve ;? —AA'=0 esitliklerini

kullanabiliriz. Ayrica (5.3.3) esitliklerinden,

T 0 1 0B
n l=lu 0 2|T (5.3.42)
nAf -2 0 - /_1 N
%ﬁf—J
o

olup 5 , 17, UA?} ortonormal vektor alani sistemini olusturabiliriz. Ayrica (3.2.1) den,
%31 %32 %33 €,
=lkn ki ki €,
ko kxn ko

(5.3.43)

=>| Nl Wl

_e3

P

yazabiliriz. Sp{al ,az} sistemi ile Spﬁ , UA?} arasindaki donme agist hiperbolik donme

acis1 olup (Ratcliffe 1994), bu ag1 6 = E(t) ise,
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coshd 0

sinh 5 T

elde edilir.

§:Ty,,N —)Sp{?]} lineer doOniisiimini temsil eden S:ls!/LX3

S =8p =553 =0, 8,

Ak, sinh @ —
(kz + A
&

!

— A

—%2 +ZE
- A u

jcosh@
+ 1%1 sinh 6 —

}cosh@

Diger taraftan (5.1.16),

(ay,e;)+

Ak, cosh 6 —
(kz + A
&

!

—A'u
+Z%1 cosh@ —

~Au

123

j sinh 8

(_ kvt EZJ sinh @

a,
n|= o_ 1 o_ - (5.3.44)
a, sinh@ 0 cosh@ || nAT
R
ve (5.3.42), (5.3.43) ve (5.3.44) esitlikleri kullanilirsa,
a, €
[Pl o] [’]'| 7 || e (5.3.45)
4 a, —e,
elde edilir. (5.3.40) ve (5.3.45) esitliklerinden, A= 4,4, yazabiliriz. (5.3.45)
esitliginden
al| ™| aar|
2
_ — e
ar|| 7 da |
a, —é
-1
ve W, =—2>- 4, olmak lizere,
L I — ki cosh@+ - — |
dal 0 _ — =\ . .= a—ﬂkl
- (k2 + 44— 2 g)sinho
— — — - a
dn — Ak cosh6+ 0 — Ak sinh@+ !
—_— | = — _ o _ _ o _ 77
i (k2 + A4 2 g)sinho (k2 + 22 p)eosho] ||
& - — — Ak sinh@+ ’
| dt | 0' — uk: - _ 0
i (—kz +/1y’—/1’y)cosh9 ]
w,
(5.3.46)

(5.3.41) ve (5.3.46) esitlikleri kullanilarak,

matrisi,

=—5,,, §3 =83 V€ S, =S5;, olmak iizere




Ak, sinh @ — Ak, cosh @ —
k, +Au' k, +Au'
g’ . a cosh @ g’ . a sinh @
-Au -A'u
5797 4 2k, sinh 0 — ae)+ + Ak cosh 6 —
A AN Fed A . -
A cosh @ _2_+ H sinh @
—A'u —A'u
Ak, sinh @ — Ak, cosh @ —
ky,+Au' ky,+Au'
gl # \cosho el # |sinh o
-A'u -A'u
*2 7114 2k, sinh 6 — (ar.e5) = + Aki cosh 6 —
— k2 + Ap - ket Au) =
o H cosh @ o H sinh @
-Au -Au

<a2,e3>+(

)|

0'+81;lk1 < >
e

0' + &, ik, < >
G uk )

(5.3.47)

olacaktir. Dolayisiyla W e Sp{al, a,, 77} hareketin yuvarlanma kismina ait Darboux

vektorii P=(0,0,0) olmak iizere,

WIP:_

Ak, sinh@—

& (k, + i/ — ' u)coshd
+ Ak, sinh@—

(~k2 + 427 ~ ' 11)coshd

olarak elde edilir.

Ak, coshf—
& (k, + Al — ' u)sinh@

+< _
+ Ak coshf—

(s + 24 = 2 p1sinh

a, +(6"+gl,dcl —9’+yk1)r7

2. (Y) pol egrisinin asli normal vektor alani spacelike olsun.

P

(5.3.48)

Bu durumda — <N,N> = <E, §> =-1, 2 ;2 =1 ve /_1; —AA'=0 esitliklerini

kullanabiliriz. Ayrica (5.3.3) esitliklerinden,

0 1 0N

=l 2 0 u|T

—u 0 -A|B
0
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olup ﬁ , 1, nAf} ortonormal vektor alan1 sistemini olusturabiliriz. Ayrica (3.2.1) den,

N kan zzz z23 e,
T |=\ku ki ks| e (5.3.50)
B ksi kan k| —e

yazabiliriz. Sp{al,az} sistemi ile Spﬁ , nAf} arasindaki donme agis1 hiperbolik donme

acis1 olup (Ratcliffe 1994), bu ac1 0= E(I) ise,

a, cosh@ 0 sinh@|| T
ni=l 0 1 0 n (5.3.51)
a, sinh@ 0 cosh@ || AT

R

ve (5.3.49), (5.3.50) ve (5.3.51) esitlikleri kullanilirsa,

(ll el
Pl ol'[R]"| 7 || e, (5.3.52)
A, az _63

elde edilir. b, =hB'a,, b, =hB'a, ve n=hB'e, oldugundan (5.3.40) ve (5.3.52)

esitliklerinden, 4= 4, 4" yazabiliriz. (5.3.50) esitliginden

a, L] e
d _dd;'|
dr|| d |
a, BE
-1
ve W, =—2>- 4, olmak iizere,
dt
- I Ak, cosh @ — — — l
da, 0 0"+ uk
o (k2 + A4’ — 2 t)sinh 0
— — — — a
dn {Zkl cosh@ — } 0 {lkl sinh 6 — } :
Rakd A S n
& (2 + 74 ~Zufsione) (k2 + 244’ = 2 11)cosh 0 .
L i HK1
| (kz +/1y Y )coshé’ |
W,
(5.3.53)

elde edilir. <N,N> =—<E,E> = ¢ olmak iizere (5.3.27), (5.3.34), (5.3.46) ve (5.3.53)

esitlikleri g6z Oniine alinirsa su sonucu verelebiliriz.

125



Sonug¢ 5.3.11: @+2/_ﬂ_ﬁ =0 1se a,(t) ve a,(t) vektdr alanlarinin (Y) spacelike egrisi

boyunca paralel vektor alanlaridir.

Ispat : Sonug 5.3.2 in ispatina benzer sekilde gosterilebilir.

Diger taraftan

(5.1.16),

(5.3.41)

Ve

(5.3.53)

esitlikleri

S:Ty,,N —)Sp{?]} lineer doOniisiimini temsil eden S:ls!/LX3

S;1 =8y =833, =0, 5, ==5,,, §; =83, V& §,;, =5;, olmak lizere
Ak, sinh @ — Ak, cosh @ —
ky, +Au' ky, +Au'
51( ? , ﬂjcosh@ 51( ? , #Jsinhe
—Au —Au 0’ + & pik,
%12 717 2 7k, sinh 0 + ae)+ — ki cosh @ + {az.e) + —0 - ik
aadd) Bt i)
2:;# cosh @ 2:;# sinh 8
—Au —Au
Ak, sinh 6 — Ak, cosh @ —
ky,+Au' k, + Ay
51( 2 , #Jcoshﬁ 51( 2 , #jsinhﬁ
- Au ~Au 0' + &4k,
15717 )= 2k, sinh 6 + ae5)+ — Ak cosh @ + (a.e5)+ — 0 — ki
Rt dw) Rt T
2_+_ﬂ cosh @ 2_+_,u sinh @
—Au -A'u
Ak, sinh 6 — Ak, cosh 6 —
ky, + Ay’ ky + Ay’
51[ ? , #Jcoshé’ 51[ 2 , quinhH
—Au —Au 0" + &, uk,
N _Tsimhgs (09T Theoshae [T\ g,
rdw) - Fat A
T “ cosh @ Z__u sinh @
-A'u A

kullanilarak,

matrisi,

(5.3.54)

olacaktir. Dolayisiyla, W e Sp{al, a,, 77} hareketin yuvarlanma kismina ait Darboux

vektorii P=(0,0,0) olmak iizere,
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Ak, sinh@— Ak, coshf—
&k, + A’ —A'u)coshd &k, +Au' —A'p)sinh@ o
"=y _é,i i (P _é,;;zl ot ol -7
s + g~ 2 peoshd | (ks + 4~ 2 p)sinhd ,
(5.3.55)
olarak elde edilir. (5.3.29), (5.3.36), (5.3.48) ve (5.3.55) esitliklerini genellestirmek
gerekirse,
&Mk, sinhf— eAk, coshf—
&g, (de, + ' — ') coshd e&,(de, + Al — 2'u)sinh@ o
M=) sins )k cosh+ o, 4025k~ —caiy
eleko + 240~ A u)coshd | |eleka + 24l — 2 a)sinho )
(5.3.56)
olacaktir.

Sonu¢ 5.3.12: Eger b,(¢),b,(¢) ve a,(t),a,(t), sirastyla, (X) ve (Y) spacelike egrileri
boyunca paralel vektdr alanlar iseler, degme noktalarinda b, = hB™'a,, b, = hB™'a, ve

&,E=hB™'n olacak sekilde tanimlanan M ve N timelike manifoldlarin F hareketi bir

homotetik harekettir.

Teorem 5.3.3: {b,b,} ve {a,,a,} vektor alanlari, sirastyla, (X) ve (Y) spacelike
egrileri boyunca birer ortonormal vektor alani sistemi olmak {izere, F hareketinin bir
homotetik hareket olmasi igin gerekli ve yeterli sart &'+ se, ik, —5—22%1 =0

olmasidir.

Sonu¢ 5.3.13: {b, b,} ve {a,,a,} vektor alanlari, sirasiyla, (X) ve (Y) spacelike
egrileri boyunca birer paralel vektor alam sistemi ise degme noktalarinda b, = hB™'a,,

b, =hB'a, ve &&=hB™'n olacak sekilde tanimlanan F hareketi bir homotetik

harekettir.
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Sonug¢ 5.3.14: Eger b,(¢),b,(t) ve a,(t),a,(t), sirasiyla, (X) ve (Y) spacelike geodezik

egrileri boyunca paralel vektor alanlar1 ise 6 ve 0 hareket boyunca sabit olup

6 =6 "dir.

Sonu¢ 5.3.15: {bl, bz} ve {al, az} vektor alanlari, sirasiyla, (X) ve (Y) diizlemsel

spacelike egrileri boyunca birer paralel vektor alani sistemi ve A = A=0 ise, F hareketi

sadece kayma hareketidir.

Ispat: {bl, bz} ve {al, az} vektor alanlari, sirasiyla, (X) ve (Y) spacelike egrileri

boyunca birer paralel vektor alani ise,

0'+ce pk, — 0" —suk =0

olur. (X) ve (Y) diizlemsel egriler ve A = A=0 ise (5.3.56)’dan P degme noktalarinda,
W| , =0 olacaktir. Dolaysiyla S=0 ve (3.5.7) esitliginden hareket sadece kaymadan

ibaret olur.

Teorem 5.3.4: F, timelike manifoldlarin spacelike egriler boyunca homotetik hareketi

esnasinda, (X) ve (Y) spacelike egrileri boyunca M ve N nin sekil operatorleri,

dX dY
BS, | |=s [ 4L
M(dtj N(dtj

ise F hareketi sadece bir kayma hareketidir. Bu durumda (5.3.56) ile verilen Darboux

sirastyla, S,, ve S, olsun. Eger

vektorii sifir vektori olacaktir.
Ispat : Teorem 5.3.2 nin ispatina benzer sekilde ispatlanabilir.

Sonu¢ 5.3.16: F, timelike manifoldlarin, spacelike egriler boyunca bir homotetik

hareketi ise, M ve N manifoldlarinin sekil operatorleri arasinda

dX dy
BS,,|— |#S8,| —
M(dtj N[dtj

bagintis1 vardir.
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Sonug¢ 5.3.17: M ve N timelike manifoldlarinin birbiri iizerinde 1-parametreli homotetik
hareket yapmasi i¢in, M ve N tizerindeki (X) ve (Y) spacelike egrilerinin hi¢biri M nin

ve N nin flat noktalarindan gegmemesi gerekir.

Sonug 5.3.18: F bir homotetik hareket, (X) ve (Y) timelike egrileri, sirastyla, M ve N
timelike manifoldlar tizerinde birer egrilik ¢izgisi ve A, &, Z, ki ayri ayri sabit ise
0 -0 = e, ik, —22%1 =sabitir. Ozel olarak u= ; =0 ise (X) ve (Y) spacelike

geodezik egrilik ¢izgisidir.

Sonug¢ 5.3.19: M herhangi bir timelike manifold ve N timelike diizlem ise, boliim 5.2 —

(1) de verilen sonuglar elde edilir.

b) SAT lightlike ise;

Bu durumda A =u olacagindan uygun bir Q e SO, (3) matrisi olusturulamaz.

Dolayistyla F : M —— N olacak sekilde bir homotetik hareket tanimlanamaz.
ix) M bir timelike manifold ve (X) egrisi lightlike olsun.

(X) lightlike egrisinin Frenet vektorleri {T ,N ,B} ve T, N lightlike ve B timelike veya
spacelike olmak iizere iki durum s6z konusudur. Fakat bunlarin higbirisi igin {7, N, B}
sistemi bir ortonormal sistem olusturmadigindan P ¢ SO, (3) olacaktir. Dolayisiyla bir

homotetik hareket denklemi olusturulamaz.

x) M bir spacelike manifold ve (X) egrisi spacelike olsun.

(X) egrisi spacelike oldugundan {T ,N ,B} Frenet vektorleri ve <N ,N > =g, <B, B> =-¢

olmak iizere (3.4.2) ve (3.4.3) esitliklerinden iki durum sz konusudur.
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a) (X) pol egrisinin asli normal vektor alami timelike olsun.

Bu durumda (N,N)=—(B,B)=-1, X -y’ =1 ve A —puu'=0 esitliklerini

kullanabiliriz.
T 0 1 0 B
ESAT |=|-A 0 —gu|T (5.3.57)
& egu 0 A | N
0
(3.2.1) esitliginden,
B ky ky k| e
T \|\=\k, k, k5| e (5.3.58)
N ky  ky kzsv_es
P

esitliklerini yazabiliriz. Sp{b,,b,} sistemi ile Sp{T,EAT} arasindaki donme agcisi
spacelike donme acist olup (Ratcliffe 1994), bu ac1 8 = 6(¢) ise,

b, g cosld g sinf 0 T
b, |=|—¢&ssin@ g cos@ 0| ¢&sAT (5.3.59)
& 0 0 1l &<

R

esitligi vardir. (5.3.57), (5.3.58) ve (5.3.59) esitlileri kullanilarak,

b, €,
[PI"[O] ' [R]"| b, |=]| e, (5.3.60)
8 &6 &

elde edilir. Diger taraftan (5.3.60) esitligi kullanilarak,

b, €
d da™
—|| b, ||= e,
dt dt

& — &

-1

ve W, = %Al olmak iizere (5.3.60) esitligi de kullanilirsa,
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T Ak, cos 60— |
% 0 0'+ &, uk, { (lkcosﬂ a)si }
dt ek, + Au' - y)sm@ b,
Ak, sin 6+
& = _Hl_glltlkl 0 - l o ' ! bZ
dt g, (ky + A" = 2'11)cos 0
deig | | (Ak, cos - Ak, sin 0+ . &1
Lt ey (ky + A = 2w)sin@] e, (k, + ' = 2'u)cos 0 |
m
(5.3.61)
elde edilir.

al) (Y) pol egrisinin asli normal vektor alami timelike olsun.

(Y) spacelike egrisi i¢in Frenet catisi ﬁ ,N,E} olmak tizere, (Y) egrisi boyunca
{al,az,n} ortonormal vektorlerini bulalim. (Y) egrisi boyunca N manifoldunun birim
normal vektor alant 7 spacelike vektori ile N dik olacagindan N timelike ve bundan

dolay1 da B spacelike vektor olacaktir. Boylece diizlemsel (Y) spacelike egrisi i¢in

"=kiN, N' =k T olacaktir. O halde e, =B ve ¢,AT = N alnarak,
T 0 1 0B
nAT |=|-2 —u| T (5.3.62)
n u 0 AN
%,—/
0

olup ﬁ , 1, nAf} ortonormal vektor alani sistemini olusturabiliriz. Ayrica (3.2.1) den,

ky kv ks e,
=lku ko kus| e, (5.3.63)
kn kan ko —€;

=>| N Wl

P
yazabiliriz. Sp{al,az} sistemi ile Spﬁ , nAf} arasindaki donme agis1 spacelike donme
acis1 olup (Ratcliffe 1994), bu ac1 0= E(I) ise,

a, cos® sinf 0| T
a, |=|- sind@ cos@ 0| nAT (5.3.64)
n 0 0 || n

R

ve (5.3.62), (5.3.63) ve (5.3.64) esitlikleri kullanilirsa,
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al el
P10 (7] |, | <] . (53.65)
4 n BE
elde edilir. (5.3.60) ve (5.3.65) esitliklerinden, A= 4,4 yazabiliriz. (5.3.65)
esitliginden
a e
i al _ dAz_l 1
de|| ? d |
n )
da;'
ve W, = d2 A, olmak izere,
. - — Akicos6 - |
0 7;]—: .#5_ 4 )sin a,
da, _ —5’+;%1 0 _ A 1SIE_+ - a,
dt (kz +/1,u'—/1',u)c059 "
7 Ak cosO — Ak sin 6+ 0 -
- (%2 +Au - /T’/_j)siné (%2 +Au - /T’/_J)cosé |
,
(5.3.66)

elde edilir. Diger taraftan (5.1.16),

(5.3.61) ve (5.3.66) esitlikleri kullanilarak,

§:Ty,,N ——Sp{y} lineer doniisiimiinii  temsil eden S :ls!/ LX3 matrisi,
S;, =8y =833, =0, 5, ==5,,, §; =83, V& §,;, =5;, olmak lizere
— Ak, sin@ — + Ak, cos 0 —
k, +Au' k, + Ay
51[ 2/1, 'UJCOSH 51[ 2/1, 'ujsiné?
D S i (M U et T o
2 + Akisin @ + P = Ak cos O + R P
Fad Al - Foddg) . -
2_+_ # |cosd 2_+_ # |sing
- -A'u
— Ak, sin @ — + Ak, cos 0 —
[kz +Zy’) (kz +l,u'j ,
& . cos@ & . sin @
—Au ~hu 0+ &,k
=3-3 == . = +9 == — + — =
513 + Ak sin@ + <a1,€2> —Aki1cos@ + <a2’ez> —(9'—,uk1 <77’62>
R dw) - Bas A -
Y a cosd Y a sin@
—-A'u -

132




— Ak, sin @ — + Ak, cos @ —

ky,+Au' P ky+Au") . P
& i cos & i sin

B 0"+ &, pik,
Sa3 = + Ak sin@+ <a1’el>_ — Akicos O + <a2,el>_ —y—/_ﬂ_ﬂ <77,el>

B4 - Ko d i) -
2_+_ﬂ cos@ 2_+_'u sin @
-Au -A'u

(5.3.67)
olacaktir. Dolayisiyla, W e Sp{al, a,, 77} hareketin yuvarlanma kismina ait Darboux

vektorii P=(0,0,0) olmak iizere,

— Ak, sinf— Ak, cosf—

& (ky + A —A'1)cos8| e (ky + A/ —A'1)sinf , -
WL’_ |+ 2k sing+ “r — Mk cosO+ a2+(0 a0 _ﬂkl)ﬂ

e+ 220 ~p)oos0 | (ks +Ad — 2aa)sin® .

(5.3.68)

olarak elde edilir.

a2) (Y) pol egrisinin asli normal vektor alam spacelike olsun.

Bu durumda —<N,N> = <E, §> =-1, ;2 “27 =1 ve /_1; —AA'=0 esitliklerini

kullanabiliriz. (5.3.3) esitliklerinden,

T 0 1 0N
nAT |=|-u 0 —A|T (5.3.69)
n A 0 ul|B
0

(3.2.1) esitliginden,
ko kan ko e,

=lkn ki ks e, (5.3.70)
kv kan ks||—e

Wl N =]

P
esitliklerini yazabiliriz. Sp{b,,b,} sistemi ile Sp{T,EAT} arasindaki donme agcisi
spacelike donme agis1 olup (Ratcliffe 1994), bu ag1 € = 6(¢) ise,
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a, cos@ sind 0| T
a, |=|—-sin@ cos@ 0| nAT (5.3.71)
n 0 0 1| n

R

esitligi vardir. (5.3.69) , (5.3.70) ve (5.3.71) esitlileri kullanilarak,

a, e,
[Pl o] [7] | a. |=| e, (53.72)
4 n — &

elde edilir. Diger taraftan (5.3.72) esitligi kullanilarak,

a, L oe
d dA;
%= ¢,
dt dt
n &
-1
ve W, = d2 A, olmak tizere (5.3.72) esitligi de kullanilirsa,
t
R - — — Ak1 cosO+ |
@ " 7o (% + 77 - Tr)sind
0 z—]_c 2'+é,u — A u)sin o
o 0 e
dr (k2 + 24— A pt)eosd ;
& — Xk cosO + Ak sin€ + B
| dt | o N 0
| (— k> +/1,u’—l’,u)sin¢9 (— k> +/1,u'—/1’,u)cos9 |
w,
(5.3.73)
Diger taraftan (5.1.16), (5.3.61) ve (5.3.73) esitlikleri  kullanilarak,

S:Ty,,N ——Sp{y} lineer doniisiimiinii  temsil eden S =|_Sij J}X3 matrisi,

S, =8, =83, =0, 8, ==5,,, 3 =55, V& §,; =S5;, olmak iizere

— Ak, sin 0 — Ak, cos @ —
. (kz +/chos6’ ; (kz +/1ﬂ'] “ing
1 _/1!/1 1 _//i!lu 9’+81/Jk1
Sp =~ — ki sin@— <a1,e3>+ + Ak, cosh @ — <a2,e3>+ —54‘;%1 < ,€3>
Tesdd) - Ay
_2_ H cosd _2_ o sin @
o -Au
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— Ak, sin @ — Ak, cos@ —

(kz +ﬂ,y’j (kz +ﬂ,y'j .

£ , cos ¥ & . sin @
—Au -Au 0' + &, uk,
R T R (U R T e A W8 (LY

—kaH Ay ) - N AN

_2_+ e _2_+ # lsing

—Au - Au
— Ak, sin @ — Ak, cos @ —

(k2+/1,u’J (k2+/1,u’J .
£ , cosd & , sin @

-A'u —Au '9""‘91/4]{1
Thsing- [T TR eosho— [T g, e
ko + Ay - ko + Ay | =

_2_+ # cosd _2_+ H sin @

—A'u -Au
(5.3.74)

olacaktir. Dolayisiyla, W e Sp{al, a,, 77} hareketin yuvarlanma kismina ait Darboux

vektorii P=(0,0,0) olmak iizere,

WIP

— Ak, sinf—

- —}}1 sinf—

olarak elde edilir.

&k, + 1 =2 11)cosd

a

(—%z +l,u'—l'u)cos@

Ak, cosf—

&k, +u/ =2 )sind

+5}1 COSh@—

(k2 + 22~ A7 21)sing

b) (X) pol egrisinin asli normal vektor alami spacelike olsun.

a, +<9'+81!k1 —5’+Zz}1)77

P

(5.3.75)

Bu durumda —(N,N)=(B,B)=-1, A’ — u* =1 ve AA'— uu’ =0 esitliklerini

kullanabiliriz. (5.3.3) ve (5.3.4) esitliklerinden,

T 0O 1 0 |[N

AT |=|-u 0 —gA||T

& | A 0 gu LB
0
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(3.2.1) esitliginden,

N ky ky kyl| e
T \|\=\k, k, k5| e (5.3.77)
B ‘k31 ky, ki L™ &

P
esitliklerini yazabiliriz. Sp{b,,b,} sistemi ile Sp{T,éAT} arasindaki donme agcisi
spacelike donme agis1 olup (Ratcliffe 1994), bu ag1 € = 6(¢) ise,

b, gcosd g sinf 0 T
b, |=|—¢&sin@ ¢gcos@ 0| ¢&sAT (5.3.78)
&é 0 0 1l &¢

R

esitligi vardir. (5.3.76) , (5.3.77) ve (5.3.78) esitlileri kullanilarak,

b, €,
[PI"[O] ' [R]"| b, |=]| e, (5.3.79)
A 515 — &

elde edilir. Diger taraftan (5.3.79) esitligi kullanilarak,

| a1 @
d dA
—|| b, ||= e,
dt dt

& — &

-1

A
ve W, = a4, A, olmak tizere (5.3.79) esitligi de kullanilirsa,
d

t

LT — 2k, cos O+ |
% 0 9'—51[1k1 { 1 o ! ’ . }

o &(=ky+Au'—2'u)sin @ b
db, , Ak, sin @+

— |= 0"+ &, ik, 0 . b,

dt £ (—k2 +Au —l,u)cos&

de\& | | (= ik, cos@+ Jk, sin @+ . &6
L dt ] | e (=k, + ' = 2'u)sin@] | & (—k, +Au'—A'u)cos 6 |

m
(5.3.80)

elde edilir. <N,N> :—<B,B> = ¢ olmak tizere (5.3.61) ve (5.3.80) esitliklerinden su

sonucu verebiliriz.

Sonu¢ 5.3.20: 0’ —c¢,pk, =0 ise b, ve b, vektor alanlar1 (X) spacelike egrisi boyunca

paralel vektor alanlaridir.
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Ispat : Sonug 5.3.1 in ispatina benzer sekilde gosterilebilir.

b1) (Y) pol egrisinin asli normal vektor alam timelike olsun.

Bu durumda <N, N> = —<Z_9,E> =-1, 2 - ;2 =1 ve ;H — 22" =0 esitliklerini

kullanabiliriz. (5.3.3) esitliklerinden,

T 0 1 0B
nAT |=|-2 —ul| T (5.3.81)
n u 0 A |N
0

olup 5 , 1, UA?} ortonormal vektor alani sistemini olusturabiliriz. Ayrica (3.2.1) den,

k31 %32 %33 el
= k11 k12 k13 e2 (5382)
ko kan kxn|—e

2| 3l =

P
yazabiliriz. Sp{al,az} sistemi ile Sp{f , nAf} arasindaki donme acis1 spacelike donme
acis1 olup (Ratcliffe 1994), bu ag1 6 = E(t) ise,

a, cos@ sin@ 0| T
a, |= —sin@ cos® 0 UAT (5.3.83)
n 0 0 1 n

R

ve (5.3.81), (5.3.82) ve (5.3.83) esitlikleri kullanilirsa,

a el
Pl o] [’]| 4. |=| e, (5.3.84)
A4, 77 _e3

elde edilir. (5.3.60) ve (5.3.84) esitliklerinden, A= 4,4, yazabiliriz. (5.3.84)

esitliginden

-1
ve W, = 72A2 olmak {izere,
t
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da,

dt
da,

dt
dn

elde edilir. Diger taraftan (5.1.16),
S: TY(,)N——>Sp{77}

_dt -

~6' - uk

{2%1 COSE’ —
(%2 + E,L_l’ - I’;)Sin

i |

5’—%/_1%1
0

Akisin @+
(k2 + 24— 2 pt)oos 0

k1 cos O —
(%2 + 71;’ - I’;)Sin 0
{71%1 sin @ +

|

(k2 + 24 - 2p)cos 0

0

|

lineer

dontistimiini

W,

temsil

eden

(5.3.85)

§= |-Sij J3x3

S, =8, =833, =0, 8, ==5,,, 3 =55, V& §,; =S5;, olmak iizere

Ak, sin 6 +

—k, + Ay’ 9
£ i cos

+ Ak sin @ +
Zz +Z;
_7;

Ak, sin 6 +

—k, + Ay’ 0
& A cos

cosd

+ Ak, sin @ +
kot Au'
_T;

Ak, sin @ +

—k, + Ay’ 9
£ i cos

cosd

+Z%1 sin @ +

ka4 A4
oy

cosd

<a1’es>

(a,,e,)

— Ak, cos@ +

—k,+Au") . 9
£ i sin

— ki cosh @+
Zz +EE
_T;

— Ak, cos@ +

—k,+Au" . 9
& i sin

+

sin &

* —2%1 cosh @ +

kot Au'
I

— Ak, cos @ +

—ky + A4’ o
& ' sin

sin @

- —El cosh 6 +

sin @

o+ Aud
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matrisi,

(5.3.86)



olacaktir. Dolayisiyla W e Sp{al, a,, 77} hareketin yuvarlanma kismina ait Darboux
vektorii P=(0,0,0) olmak iizere,

Ak, sinf+ — Ak, cosf+
&k, + 2l —A'u)cosB| & (—k, + Al —A')sind _
=< — — — a, + —_ — a +0,_8 _01_ k
WIP + Ak sin@+ ' |-k cos+ 2 ( it a 1))7
(ks + 240~ 271)cos0 (ks + 740 — 2 a)sing )
(5.3.87)
olarak elde edilir.
b2) (Y) pol egrisinin asli normal vektor alam spacelike olsun.
— =\ /53 —2 2 - T et e
Bu durumda —<N,N> =<B,B> =—1,u -1 =1ve uu'—A1" =0 esitliklerini
kullanabiliriz. (5.3.3) esitliklerinden,
T 0 1 0]N
nAT |=|-u 0 —A|T (5.3.88)
n A 0 u|B
|
0
(3.2.1) esitliginden,
N %21 ]_622 ]_623 €
T |=\kn ko ki e (5.3.89)
= _ 7

kst ks ksl|-—e

P
esitliklerini yazabiliriz. Sp{b,,b,} sistemi ile Sp{T,éAT} arasindaki donme agcisi
spacelike donme agis1 olup (Ratcliffe 1994), bu ag1 € = 6(¢) ise,

a, cos@ sind Of T
a, |=|- sind cos@ 0 nAf (5.3.90)
n 0 0 | n

R

esitligi vardir. (5.3.88), (5.3.89) ve (5.3.90) esitlileri kullanilarak,
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a e

7] lo] [ o= e (5.3.91)

= n &

elde edilir. Diger taraftan (5.3.90) esitligi kullanilarak,

a gl &
d dA,
1% || = )
dt dt
n —é
-1
ve W, = d; A, olmak iizere, (5.3.91) esitligi de kullanilirsa,
] - — — ki cos O+ |
dal 0 0’ — ik N
I (—kz +/'L,u’—/1',u)s1n0
- — a
da2 5,4_*% 0 Ak sin @+ !
— | = - MK — - _ a
jt (—kz +/1,u'—/1'/1)cost9 772
7;7 — ki cos6 + Ak sin 6+ 0
© 7 |Fk 2 - Tu)sing| (ks +2m - A p)eos 0 |
WZ
(5.3.92)

elde edilir. <N,N> =—<E,z§> — ¢ olmak iizere (5.3.66), (5.3.73), (5.3.85) ve (5.3.92)

esitliklerinden su sonucu verebiliriz.

Sonug¢ 5.3.21: @—E;%l =0 1se a,(t) ve a,(t) vektor alanlarimin (Y) spacelike egrisi

boyunca gore paralel vektor alanlaridir.
Ispat: Sonuc 5.3.2 in ispatina benzer sekilde gosterilebilir.

Diger taraftan (5.1.16), (5.3.80) ve (5.3.92) esitlikleri  kullanilarak,

S:Ty,,N ——Sp{p} lineer doniisimiinii  temsil eden S:ls”.LX3 matrisi,

S;, =8y =833, =0, 5, ==5,,, §; =83, V€ 5,;, =5;, olmak lizere
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Ak, sin @ +
—k, + A
51[ 2, ﬂjcos@

Thisng- [@e)t

A 7 .
_2_ # cosd
—Au

Ak, sin 6 +
—ky + A’
51[ 2, ujcos@

Rsing- [@elt

A 7
_2_ H cosd
-2

Ak, sin @ +

—k, + Ay’
51( 2, luJCOSQ
G

—1%1 sin 6 —

(—%2 +7IZ] 05D

_2"/’!

vektori P=(0,0,0) olmak iizere,

Ak, sin@+

&(~k, + At — 1) cos@
|- 2k: sino—

(k2 + A2 A 11)cosd

a, +

olursak,

— Ak, cos @ +

—k, +Au") . 9
& i sin

+ Ak cos @ —

A 7
_2_ H sin @
o

— Ak, cos@ +

—k, +Au" . 9
& i sin

+Z%1 cosg?—

S A .
_2_ # sin @
o

— Ak, cos 8+

—k, +Au") . 9
& i sin

+ 1%1 cosé -

aaid) . -
’ H sin @
_ﬂ"ﬂ

— Ak, cosd+

&(~k, + At = A'11)sinf
+Z/_€1 COS@—

(k2 + 22 =2 11)sind
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0 — &, 1k, 0 + 11k )y

(5.3.93)

olacaktir. Dolayisiyla, W e Sp{al, a,, 77} hareketin yuvarlanma kismina ait Darboux

P

(5.3.94)

olarak elde edilir. (5.3.68), (5.3.75), (5.3.87) ve (5.3.94) esitliklerini genellestirecek



Ak, sinf+ —&elk, cosO+

&g (&, + A — A'11)cosd &6, (&, + Al — A'11)sin6 ( o )77
N 237 wing a,+y — - a, +\0' —¢gg 1k, —0'+ sk
MP —&dki sinf— "4 etk cosf— 2 |k, HK

ks + A A p)eosd | |el-ks + i/~ 2 p)sing

P

(5.3.95)

olacaktir.

Teorem 5.3.5: {bl, bz} ve {al, az} vektor alanlari, sirasiyla, (X) ve (Y) spacelike

egrileri boyunca birer ortonormal vektor alani sistemi olmak iizere, F hareketinin bir

homotetik hareket olmasi igin gerekli ve yeterli sart 6'— g, uk, —?+8,uk1 =0

olmasidir.

Sonu¢ 5.3.23: Eger b,(¢),b,(¢) ve a,(t),a,(t), sirastyla, (X) ve (Y) spacelike egrileri
boyunca paralel vektor alanlari iseler, degme noktalarmda b, = hB 'a,, b, = hB™'a, ve

&,E=hB™'n olacak sekilde tanimlanan M ve N spacelike manifoldlarin F hareketi bir

homotetik harekettir.

Sonug 5.3.24: Eger b,(¢),b,(t) ve a,(t),a,(t), sirastyla, (X) ve (Y) spacelike geodezik

egrileri boyunca paralel vektor alanlar1 ise 6 ve 0 hareket boyunca sabit olup

6 =0 "dir.

Sonu¢ 5.3.25: {b,, b,} ve {a,, a,} vektor alanlari, sirasiyla, (X) ve (Y) diizlemsel

spacelike egrileri boyunca birer paralel vektor alani sistemi ve A = A=0 ise, F hareketi

sadece kayma hareketidir.

ispat: {b,b,} ve {a,,a,} vektor alanlar, sirasiyla, (X) ve (Y) spacelike egrileri
boyunca birer paralel vektor alani ise

' — e ik, —0' + ek, =0
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olur. (X) ve (Y) diizlemsel egriler ve A = A=0 ise (5.3.95) den P degme noktalarinda,
W|P =0 olacaktir. Dolayisiyla S=0 ve (3.5.7) esitliginden hareket sadece kaymadan

ibaret olur.

Teorem 5.3.6: F, spacelike manifoldlarin, spacelike egriler boyunca homotetik hareketi

esnasinda, (X) ve (Y) spacelike egrileri boyunca M ve N nin sekil operatorleri, sirasiyla,

dX dY
BS | |=s [ 4L
M(dtj N(dtj

ise, F hareketi sadece bir kayma hareketidir. Bu durumda, (5.3.95) ile verilen Darboux

S, ve S, olsun. Eger

vektort sifir vektorii olacaktir.
Ispat : Teorem 5.3.2 nin ispatina benzer sekilde ispatlanabilir.

Sonu¢ 5.3.26: F spacelike manifoldlarin, spacelike egriler boyunca bir homotetik

hareketi ise, M ve N manifoldlarinin sekil operatorleri arasinda

dX dYy
BS, [ |xs |41
M(dtj N(dtj

bagintis1 vardir.

Sonug¢ 5.3.27: M ve N spacelike manifoldlarin birbiri iizerinde 1-parametreli homotetik
hareket yapmasi i¢in, M ve N {izerindeki (X) ve (Y) spacelike egrilerinin hi¢biri M nin

ve N nin flat noktalarindan gegmemesi gerekir.

Sonug 5.3.28: F bir homotetik hareket, (X) ve (Y) spacelike egrileri, sirasiyla, M ve N
spacelike manifoldlar {lizerinde birer egrilik ¢izgisi ve 4, k|, E, ki ayr1 ayr sabit ise,
0 -0 = ﬁ%l — g, 1k, = sabit *dir. Ozel olarak u = ; =0 ise (X) ve (Y) spacelike
geodezik egrilik ¢izgisidir.

Sonug¢ 5.3.29: M herhangi bir spacelike manifold ve N spacelike diizlem ise, Boliim

5.2—(iv) de verilen sonugclar elde edilir.
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Sonu¢ 5.3.30: M bir hiperbolik kiire ve N spacelike diizlem ise, Boliim 5.1 de verilen

sonuclar elde edilir.
xi) M bir lightlike manifold ve (X) egrisi spacelike olsun.

Qe SO, (3) matrisi vektorlerin karakterlerini koruyacagindan, & lightlike vektor alanini

yine baska bir lightlike vektor alanina doniistlirecektir. Dolayisiyla (X) egrisi timelike
veya spacelike ise Frenet vektorlerinden higbiri lightlike olmadigi i¢in bir hareket
denklemi olusturulamaz. Ancak, egri eger lightlike asli normalli spacelike egri olsa bile,

ortonormal catiya sahip olmayacagindan yine bir hareket denklemi olusturulamaz.
xii) M bir lightlike manifold ve (X) egrisi light -like olsun.

Yine, (X) egrisi lightlike ve lightlike egriler ortonormal bir ¢atiya sahip olmadigindan,
P e SO,(3) olacak sekilde bir matris bulunamaz. Dolayisiyla, bu durum icin de bir

hareket denklemi olusturulamaz.

Ornek 5.3.1:
Denklemi x,” +x,” —(x, +1)° =—1 olan H_ iizerinde,
X(¢)=(sinhz,0,coshz—1) telo,z]
kiiresel spacelike egrisini goz Oniine alalim. (X) egrisi igin,
T = (cosht,O,sinht ),N = (sinht,O, cosht ) B= (O,—l, O)

&)= (sinh(t) ,0,— cosh(t))

&E(t) = sinh(t)e, +cosh(t)(-e,)
k=1, k,=0, A=1, =0, & =—1 bulunur. Denklemi x,” —(x, +1)° = -1 ile verilen
N spacelike silindir iizerinde denklemi 0 <7< 7 igin Y(¢) = (sinh(z), ¢ ,cosh(z)-1) ile,
verilen timelike asli normalli spacelike helis egrisi i¢in,

T=

(cosh(1), 1, sinh(¢))s B =—=(cosh(t),~ 1, sinh(¢))» N = (sinh(¢),0,cosh(r)),

!
2 J2
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1 =ky=—

V2

ve ¢ =—1

olup, M silindirinin (Y) boyunca birim normal vektor alani

dir. Dolayisiyla, A=1 ve :1 =0 olup hareket boyunca sabittir. Ayrica

bulunur. (iv-a-al) den,

7(t) = (sinh(z) ,

,—cosh(t))

0

7(t) = sinh(t)e, +cosh(z - e;)

ar _
dt

5

dt

esitligi de gbz oniine alinarak her 5(t) =6 =0 i¢in B matrisi,

1y ey
ﬁ cosh”(¢)—sinh’(¢) \/E
B() = V2 %cosh(t) E
1. 1.
_(1 - E} sinh(¢)cosh(z) E sinh(t) Nl

cosh [ 1] smh cosh

1
V2

L (£)+ cosh*(¢)

——sinh(t)

d_YH:h:\/E
dt

bulunur. d—BX + ac _ =0 ve Y = BX +C esitliklerini saglayan C matrisi ve hareketin

denklemi ,
1}2/5 cosh’(r)+1 J%cosh(t) ! \/\EE sinh(z)cosh(z)
1 1 1
Y(1)= 2 - Ecosh(t) D I\E sinh(?)
2-1 1 . 2-1. ,
7 sinh(¢) cosh(r) Esmh(t) 72 sinh’(¢)+1

X()+

\/52_ ! sinh(2¢) +

( )smh(t)

{t —sinh(¢)}
! _2\5 (cosh(2¢)+1)+

| (\/5 —l)cosh(t)

olarak bulunmus olur. Bu hareketin yuvarlanma kismina ait Darboux matrisi ve

Darboux vektoru de

0 -2 sinh(¢) V2-2
2 2
S = g sinh(¢) 0 ——cosh(?)
\/52_ 2 ——-cosh(?) 0
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olacaktir. g:Z‘:—l, g =1, %1=%2=L, k=1, k, =0, A=1, u=0, 1:1,

1=0 ve 6(t) =0 =0 icin (5.3.95) esitliginden W e Spla,,a,,n} vektorii,

-1 J§1
«/‘ R

diger taraftan (5.3.62), (5.3.63) ve (5.3.64) esitliklerinden,

2 22

a, = - cosh(?)e, + — 62 +— smh(t) (—e;)

) ﬁ
2

cosh(?)e, + - e, +

— */5 sinh(f) (—e,)

a, =

olmak tizere W € Sp{e1 ,€,5,—€; }Vekt('t')rii,

2

A cosh(t) e, + ﬁT_ez + gsinh(t) (—e,)

olup yukarida elde ettigimizle ayn1 vektdrdiir. Dolayisiyla hiperbolik kiire, spacelike
silindir iizerinde, timelike asli normalli spacelike (X) ve spacelike asli normalli

spacelike (Y) pol egrileri boyunca homotetik olarak hareket eder.

Sekil 5.3.1
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Ornek 5.3.2:

Denklemi x,” +x, —(x3 ~1)* =—1 olan H} iizerinde,

X(¢)=(~sinhz,0,1-coshs)  re[0,7]
kiiresel spacelike egrisini goz oniine alalim. (X) egrisi icin,
T =(—-coshz,0,—sinhz ), N =(-sinhz,0, —coshz ), B=(0,~1,0)
&(t) = (~sinh(¢), 0, cosh(r))
&(t) = —sinh(¢)e, —cosh(t)—e, )

k=1, k,=0, =1, u=0, &=—1 bulunur. Denklemi x,” —(x, +1)* = —1 ile verilen
M spacelike silindiri iizerinde denklemi 0<¢ <7 igin, Y(¢)=(sinh(¢), z ,cosh(t)—1)

ile verilen timelike asli normalli spacelike helis egrisi i¢in,

T= \/15 (cosh(¢), 1, sinh(¢))> B = \/15 (cosh(z),— 1, sinh(t))> N = (sinh(¢),0,cosh(z))
ki =k - L ve & =—1
2

olup, M silindirinin (Y) boyunca birim normal vektor alani

7(r) = (sinh(r) , 0, ~ cosh(r))
7(t) = sinh(t)e, —cosh()e,
(n(t),e,) = cosh(t)

7(t) = sinh(¢)e, +cosh(t)—e, )
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yazilabilir.  Dolayisiyla, A=1 ve ;:O olup hareket boyunca sabittir. Ayrica
Hg” = h =+/2 bulunur. (iv-a-al) den
t

¥ _ gy
dt dt

esitligi de gbz oniine alinarak her 5(1) =7, 6 =0 icin B matrisi,

(\/E - (1 +42 )cosh2 (t)) cosh(r) - (1 +2 )sinh(t)cosh(t)
B(t) = —cosh(t) -1 —sinh(z)
(1 +42 )sinh(t)cosh(t) —sinh(f) ((1 +42 )sinh2 (1)++2 )

bulunur. le—f X+ le—f =0 ve Y =BX+C esitliklerini saglayan C matrisi ve hareketin
denklemi ,
(12 )sink(e)-] |
(\5 - (1 + \E)cosh2 (t)) cosh) — (1 + \E)sinh(t) cosh(?) ﬁ; 1 sinh(2/)
Y(t)= —coshlt) -1 —sinh(z) X(t)+ {¢ —sinh(z)}

(1++2)sinble)costls) —sinble) ~((1++2)sinte(r)++2) 1+f (cos(2¢)+1)

= (\/5 + l)cosI(t)

olarak bulunmus olur. Bu hareketin yuvarlanma kismina ait Darboux matrisi ve

Darboux vektoru de

_ 0 %sinh(t) i@ |
S =|— : sinh(¢) 0 —v2 cosh(?)
—(ﬁ+2) —\/Ecosh(t) 0
L 2 2 i
ve
W), = (g cosh(r), — (‘/g * 2), - f sinh(t)J
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olacaktir. c=g=-1, & =—1, ki=kos=—, k =1, k, =0, A=1,u=0, A=1,

; =0, ve g’(t) =7, 8=0 icin (5.3.95) esitliginden W € Sp{a1 ,d, ,77} vektord,

1 ﬁ+1
f R

diger taraftan (5.3.62), (5.3.63) ve (5.3.64) esitliklerinden,

A V2 2
2

cosh(?)e, — 7 - s1nh(t) (—e;)

a, =

NG

a, = g cosh(t)e, — - e, + g sinh(¢) (—e;)

olmak tizere W e Sp{e1 ,€,,—€; }Vektérﬁ,

=— cosh(t) e V24 2 2t s1nh(t )(-e)

olup yukarida elde ettigimizle ayn1 vektordiir. Dolayisiyla hiperbolik kiire, spacelike
silindir i¢inde, timelike asli normalli spacelike (X) ve spacelike asli normalli spacelike

(Y) pol egrileri boyunca homotetik olarak hareket eder.

i

Sekil 5.3.2
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