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OZET

Yiksek Lisans Tezi

n-BOYUTLU BiR RIEMANN MANIFOLDUNUN k-BOYUTLU (k<n-1) ALTMANIFOLDU
UZERINDEKI BiR EGRI BOYUNCA n-k TANE BIRIM NORMAL VEKTOR ALANLARININ
KURESEL GOSTERGELERININ
EGRILIKLERI

flkay ARSLAN
Ankara Universitesi

Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Danisman: Prof. Dr. H. Hilmi HACISALIHOGLU

Bu Yiiksek Lisans tezi dort boliimden olusmaktadir.

Birinci boliim girig kismina ayrilmustir.

ikinci bolimde, E" in (n-1)-boyutlu altmanifoldundaki bir egri iizerindeki Frenet vektor alanlari ve
bunlarin kiiresel gostergeleri incelenmistir. (n-1) tane kiiresel gostergenin her birinin yay uzunluklari,
geodezik egrilikleri, asimptotik egrilik fonksiyonlar1 ve egrilik ¢izgileri incelenmistir. Yay uzunluklar1 ve
geodezik egrilikler i¢in genelleme yapilmustir.

Ucgiincii  béliimde, n-boyutlu bir Riemann manifoldunun k-boyutlu altmanifoldu 6zetlenmistir.
Altmanifolda ait tanimlar ve teoremler verilmistir.

Dérdiincii boliimde, n-boyutlu bir Riemann manifoldunun k-boyutlu (k<n-1) altmanifoldundaki bir egri

izerindeki Frenet vektdr alanlarmin kiiresel gostergeleri incelenmistir. k tane kiiresel gdstergenin
geodezik egrilikleri incelenmistir ve genelleme yapilmistir.

2006, 70 sayfa

Anahtar Kelimeler: Kiiresel gostergeler, altmanifoldlar, Riemann manifoldu, normal egrilik, normal
egrilik vektor alani, asimtotik dogrultu, eslenik dogrultular, geodezik egrilik



ABSTRACT
Master Thesis
ON THE CURVATURES OF THE SPHERICAL INDICATRICES OF THE (N-K) UNITE NORMAL
VECTOR FIELDS ON A CURVE OF K-DIMENSIONAL SUBMANIFOLD OF AN N-
DIMENSIONAL RIEMANNIAN MANIFOLD
flkay ARSLAN
Ankara Universty
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Supervisor: Prof.Dr. H. Hilmi HACISALIHOGLU
This thesis consist of four chapters.

First chapter is devoted to the introduction.

In the second chapter, it is studied that Frenet vector fields on a curve of (n-1)-dimensional submanifold

in E" and their spherical indicators. And also it is studied arc lengths, geodesic curvatures, asymtotic
curvature functions and line curvatures of each of the (n-1) spherical indicators. It is generalized arc

lengths and geodesic curvatures.

In the third chapter, k-dimensional submanifold of n-dimensional Riemannian manifold is summarized.

Submanifolds’ definitions and theorems are given.

In the fourth chapter, it is studied that spherical indicators of Frenet vector fields on a curve of k-
dimensional (k<n-1) submanifold in n-dimensional Riemannian manifold. It is examined and generalized
geodesic curvatures of k-spherical indicators.

2006, 70 pages

Key Words: Spherical indicators, submanifolds, Riemannian manifold, normal curvature, normal

curvature vector field, asymtotic direction, conjugated directions, geodesic curvature
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1. GIRIS

E" in (n-1)-boyutlu altmanifoldu, E" in bir hiperylizeyidir. (n-1)-boyutlu hiperyiizey
tizerindeki bir egrinin Frenet vektor alanlarinin kiiresel gostergeleri E" de ve (n-1)

boyutlu birim hiperkiire (S"™) iizerinde olusurlar. Her bir kiiresel gosterge icin yay
uzunlugunun, geodezik egriligin, kiiresel involiitiin, asimptotik egrilik fonksiyonunun
ve egrilik cizgisinin bulunmast bizi, biitiin kiiresel gostergelerin bu 6zeliklerini

genellemeye gotiiriir.

Riemann metrigi E" de tanimlanabilir. Tanimlanan metrikle n-boyutlu Riemann
manifoldu olusur. E" in, k-boyutlu (k<n-1) altmanifoldu {izerindeki bir egrinin k-tane
Frenet vektor alanlarinin kiiresel gostergeleri yine E" ve k-boyutlu birim hiperkiire
(S*) iizerinde olusurlar. k-boyutlu altmanifold alindiginda birim normal vektor alanlar
(n-k) tanedir. Bu nedenle S* nin sekil operatérii, S" in sekil operatoriinden farklidir.

S* ya gore kiiresel gostergelerin geodezik egrilikleri bulunurken genellestirilmis Gauss

denklemi ve sekil operatorii kullanildigindan S"'e gére olanlardan farkli oldugu

sonucu dogar.

Bu ¢alisma, altmanifold teorisini 6zetleyen bilgiler verilerek, kiiresel gostergelerin E"
in hiperylizeyine ve k-boyutlu altmanifolduna gore 6zeliklerini incelemeyi ve genelleme

yapmay1 amaglamistir.



2. (n-1)-BOYUTLU BiR HiPERYUZEY UZERINDEKI BiR EGRINIiN FRENET
VEKTOR ALANLARININ KURESEL GOSTERGELERI

Tanmm 2.1 M, E" in (n-1)-boyutlu altmanifoldu (hiperyiizeyi) olsun ve « egrisi sel

yay parametresi ile verilsin.a (s) noktasindaki i-yinci egrilik K (s)ve Frenet
(n-1)-ayaklist {V,(s),V,(S),...,V, ,(S) } olsun.

Bu Frenet vektor alanlari paralel oteleme ile kiire merkezine tasindiginda , kiire
tizerinde olusan egrilere Kiiresel gosterge egrileri denir. (1 <i<n-1)

Frenet vektorleri ile tlirevleri arasindaki iliski sOyledir:
Vi (s) =k (8)V,(5)

V/(8) =~k (W, 1 (9)+K (Vi (5) 5 T<i<n-]

Vn—] (S) = _kn—z (S)Vn—z (S)

Bu esitlikler matris formunda yazilirsa;

VilTo k 0 00 0 0 077y ]
Vz’ % 0 k, 0 0 0 0 0 |V,
v, 0 -k, 0 k 0 0 0 0|V
v, Tl 0 0 —k 0 Kk, 0 0 0|V,
v,|lo o 0o o o k., 0 k,|lVi,
v.')] 0o 0 0 0 0 0 ko, 0 |[Vau]

elde edilir (Hacisalihoglu 2000).



Bu esitliklere Frenet formiilleri denir.

S n-1

Sekil 2.1 E" in hiperyiizeyi tlizerindeki egrinin Frenet vektor alanlarinin kiiresel

gostergeleri

2.1 Kiiresel Gostergelerin Yay Uzunluklar:

E’de bir o egrisinin kiiresel gostergeleri olan (T),(N),(B) ve (C) egrilerinin yay

uzunluklar1 ve geodezik egrilikleri biliniyor.

a egrisini E"in bir hiperylizeyinde alalim ve (n-1) tane Frenet vektor alanlarinin

kiiresel gostergelerinin yay uzunluklarini ve geodezik egriliklerini hesaplayalim.



Tamm 2.1 Bir o egrisi s yay parametresi ile a<s<b olmak {izere verilsin. & egrisinin

b b
yay uzunlugu s, = I ds = J."T”ds dir (Hicks 1974).

a

i
S
a=0, b=s olmak iizere yay uzunluklar1 hesaplanacaktir.

2.1.1 (V,)in yay uzunlugu

a:1—8s™!
s—=> a(s)=V,(s)

seklindeki egri birinci kiiresel gostergedir.

ldv
Sy, = .! d_sl ds
=| v, lds
0
= j kv, | ds
0
:i k, ds
0
bulunur.

2.1.2 (V,) nin yay uzunlugu

2 dv
szzi‘ d52 ds
=i YAIRE
0

:I k’+k,” .ds bulunur.
0



2.1.3 (V,)iin yay uzunlugu

av,

Sy, =.([ & ds
=j V3' ds
0

=[[-k.V, + ko, | ds
0

k,” +k,* .ds

O ey

bulunur.

2.1.4 (V,)iin yay uzunlugu

HEW,
Sy, :!; ds4 ds
=j v, | ds
0

bulunur.

2.1.(n-2) (V,_,) nin yay uzunlugu




ds

:j||_kn—3vn—3 + kn—ZVfH" ds
0

:j k, > +k, > .ds bulunur.
0

dv_,
ds

ds

bulunur.

Sonug 2.1 E" in hiperyiizeyi tizerindeki bir egrinin Frenet vektor alanlarinin kiiresel
gostergelerinin yay uzunluklari i¢in genelleme yapilirsa, (V, ) nin yay uzunlugu s,
olmak tiizere;

i=1 igin

Sy, =j-k1 .ds
0

i=n-1 icin

S,

n-1

= j k., .ds
0

olur.



Ispat: Tiimevarimla ispatlayalim.

i=2ic¢in s, =I«/k12 +k,> .ds dogrudur.
0

I = p i¢in dogru olsun.
s, = [k, 2 +k,” ds

0

olur.

I = p+1 i¢in dogru mudur?

s, = [k, Ky ds
0

bulunmalidir.

S, :i dZ;“ ds
=va+1' ds
)
=i”-kpvp+kwvp+2 ds
=j K2 +k,,> ds
]

elde edilir ve i = p+1 i¢in de dogrudur.

2.2 Kiiresel Gostergelerin E" e Gore Geodezik Egrilikleri

(n-1) tane kiiresel gostergenin geodezik egrilikleri, E"de ve kiire iizerinde

olustuklarindan birim kiireye(S"™) gore de hesaplanacaktir.

Tamm 2.2 Bir « egrisi S| yay parametresi ile verilsin. o egrisinin birim teget

vektorii T , E"nin koneksiyonu D olmak iizere;



da

K, =[] =2

ifadesi a nin, « (s) noktasindaki E" e gore geodezik egriligidir (Hacisalihoglu 2000).
2.2.1 (V,)in E" e gore geodezik egriligi

Tanim 2.2 kullanilarak E" e gore geodezik egrilik hesaplanacaktir.
(V)) in yay parametresi S, , birim teget vektori T, olsun. (V))in E" deki geodezik

egriligi k, olmak tizere;

K, =|

DTVl Tvl

dir.

o egrisinin yay parametresi s ve birim teget vektorii \71 olmak tizere ( V,) in denklemi

o, (sv] ) =V, (s)
dir.

Bu denklemde her iki tarafin tiirevi alalim:

day _ v,
ds, ds,
day _dv, ds
ds, ds ds,

olur. Her iki tarafin normunu alalim:

r\/ll

olur.Burada Frenet formiilii (Vl' =k, -Vz) kullanilarak;

de,

ds,,

ds
ds,,

da,

ds,,

=1

ds 1
ds, kK
elde edilir.



dav ds e .
Bu deger " L=k\V, T esitliginde yerine yazilirsa;
S,

T, =V, bulunur.

dT,,
D, T, = &
dT, ds
e
dv, ds
b s s,
1
Dy, Ty = (=kV; +KoVo) - -
1
k2
Dy, Ty, = Vi 2V,
1

olur. Buradan norm alinirsa, (V,) in E" e gore geodezik egriligi i¢in;

2
= 1"+ k
k1

K, =‘

D T,

elde edilir.
2.2.2 (V,) nin E" e gore geodezik egriligi

( V,) nin yay parametresi S, , birim teget vektorii T,  olsun. (V) nin E" deki
geodezik egriligi k, olmak iizere;

D; T

T, 'V

. <]

dir.

o egrisinin yay parametresi s ve birim teget vektorii \72 olmak tizere ( V,) nin denklemi

a, (g,z)=V2(S)
dir.



Bu denklemde her iki tarafin tirevi alalim:

day, _dv,
ds, ds,
day, _dv, ds
ds, ds ds,

olur. Her iki tarafin normu alinirsa;

’sz

olur.Burada Frenet formiilii (V2' =—k -V, + k2V3) kullanilarak

dey,

ds,,

s
ds,,

day,

ds,,

=1

9

ds 1
ds, Jk2+k>

elde edilir.

avz

Bu deger

=(—kV, +k\V,) dd?S esitliginde yerine yazilirsa,

2 2

T, =

_LV +LV
v, 1 3
JkZ+k? ok +k,)?

bulunur.
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My & Ly divelim

k2+k,’ NS

1
vk +k,’

1

=XV, +yV, +x(kV, )+ y(-kV, +kV,)) ————

( 1 3 ( 1 2) ( 272 3 4)) W

T, = (x’V1 + YV +xV, + gV, )

1

= (XV, + (kX =K, Y)V, + y'V, +k3yV4)-ﬁ
k?+k,’

olur. Buradan norm alinirsa

K, =‘

D; Ty,

1 , '
:—\/kziz \/(x )2 +(k1x—k2y)2 +(y )2 +k,7y?
1 +k2

elde edilir.
2.2.3(V,)inE" e gore geodezik egriligi

( V;) Un yay parametresi S, , birim teget vektori T, olsun. ( V;) tn E" deki

geodezik egriligi k, olmak tizere;

K, =|

Dr Ty,

dir.

a egrisinin yay parametresi s ve birim teget vektorii \Z olmak tizere ( V) lin denklemi

a, (Sv3 ) =V, (s)
dir.

Bu denklemde her iki tarafin tiirevi alalim:

da,  dv,
ds, ds,

11



day, _dv, ds
ds, ds ds,

olur. Her iki tarafin normu alinirsa;

M,

olur. Burada Frenet formiilii (V; =-k, -V, + k3V4) kullanilarak

doy,

ds,,

ds

dey,
ds,,

ds,,

=1

2

ds 1
ds, . Jk,>+ k,?

elde edilir.

o dO{v3 ds P . .
Bu deger e (—k,V, +k.V, ) E esitliginde yerine yazilirsa;

S,

T, v, K&y,
’ Jk,® +k’ vk,® +k;’

bulunur.
dT,.
TV3 A = dSV;
_dT, 6
W ds ds,
T, —i - k, V, + ks V, |- !

=w diyelim.

_ k2 =7 k3
Jo+k? T kK2

12



" ' ' ' 1
DTV3TV3 :(ZV2 'i‘WV4‘|'ZV2 +WV4)'W
1

=(2V, + WV, +2(—kV, + KV, )+ w(-kV, +k,V; ))ﬁ
k,> +k,’
1
= (—k,2V, + 2V, + (K2 = KW)V; + W'V, + KWV, ) ———
Jk,? +k,?

olur. Buradan norm alinirsa;

') +(k,z—kyw) +(W)" +k,2w?

o
2 3

k. =‘

DTV TV3
elde edilir.

2.2.4 (V,)iin E" e gore geodezik egriligi

olsun. ( V,) in E" deki

( V,) un yay parametresi S, , birim teget vektori T,

geodezik egriligi k, olmak tizere;

-

Dr T,

dir.
o egrisinin yay parametresi s ve birim teget vektorii \74 olmak iizere ( V,) lin denklemi

ay, (8, )=V, (s) dir.

Bu denklemde her iki tarafin tiirevi alalim:

day, _dv,
ds, ds,

day, _dv, ds
ds, ds ds,

olur. Her iki tarafin normu alinirsa;

13



ds
ds,,

dey,

ds,,

day,

ds,,

— =1

’\/4!

9

olur. Burada Frenet formiilii (V4' =—k, -V, + k4V5) kullanilarak

ds 1
ds,, \/ k,* +k,?
elde edilir.

< d05v4 ds e .
Bu deger " = (—k3V3 +K,V; ) . esitliginde yerine yazilirsa;

Sy, S,
k k
T, =— 3 V, + 4 V.
RN EFPEREN FEFDER
bulunur.
dT,
D, T, =—
Vv, 4 dsv4
dT,
DTV V, = dV4 .E
s s ds,

1

d k k
D, T, =—| ———V,+———V, |
‘ ds JkZ+k> ~ JkZ+k? )k +k,?

=g diyelim.

K e Kk
JZ+k2 T kK,

TV4=(fV3+g\/5+f\/3'+gV5')- !

vk +k,
1

=( fV, 49V, + f(—kV, +kV, )+ g (-kV, +k5V6))-—
vk +k,’

DT

Va

1

VK +k,?

=(—k2 v, + fV, +(k, f —K,9)V, +g'V, +k5gV6)~

olur. Buradan norm alinirsa
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K, =|

Dr T,

1 ' '
e ) k) (¢ ke
3 +k4

elde edilir.

2.2.(n-1) (V, ) in E" e gore geodezik egriligi

( V,,) in yay parametresi S, , birim tefet vektorii T, ~ olsun. (V) in E" deki

geodezik egriligi k, ~ olmak iizere;

k, =|D

Vi1 _‘ oy Voa

dir.
o egrisinin yay parametresi s ve birim teget vektori \K olmak tizere ( V, ) in

denklemi @, (s, )=V, (s) dir.

Bu denklemde her iki tarafin tirevi alalim:

dOCVrH _ an—]
dsvnf1 ds,nfl
dey,, —dv,, ds
ds, ds ds,

olur. Her iki tarafin normu alinirsa;

doy |l r\/ | ds doy |l .
ds\/n—l ) " dsvnfl ’ ds\/nfl B
olur. Burada Frenet formiili (Vn_l' =-k. , -Vn_z) kullanilarak

15



ds 1

dsvn,l Ko >
elde edilir.

- dO(VM ds e . .
Bu deger . (—k,oVoy) o esitliginde yerine yazilirsa;

n-1 n-1

Vo, T V.,
bulunur.
dTan1
Tvnl Vn—l - dsvn?l
dT,
DTV Tvnfl = ¢ ’ ds
= ds ds,
_ dv,, . 1
W o ds Kk,
1
= _(_kn—3vn—3 + kn—ZVn—l ) ' k
n-2
= hVn—3 _Vn—l
knfz

olur. Buradan norm alinirsa

kvn—l = ‘

=¢-J(kn_3>2+<kn-z>2

DTVn,l Tvnfl

elde edilir.

Sonug 2.2 E" in hiperyiizeyi iizerindeki bir egrinin Frenet vektor alanlarmimn kiiresel
gostergelerinin E"e gore geodezik egrilikleri igin genelleme yapilirsa,(V;) nin geodezik

egriligi kvj ile ifade edilirse;

-1 .
A= | /=——L_— olmakiizere,

N k2 +k?

16



j=1 igin

j=2 igin

= o

+(k A=k, ) +(0) +kj 0

3<j<n-3 igin

th 2427 4 (K A=k ) 07 k2

j=n-2 igin
k() (kA kL) ()
K., +k

j=n-1 i¢in

1
kanl = k ' \/( kn*3 )2 + (kn*2 )2

n-2
olur.

Ispat: j=3 icin

I
s

dogrudur.

K2 (XY + (kA=) 4 () k2P

j = p icin dogru olsun.
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+ 27 + (K, A - kz) +07 4K, 20

olur.

j=p+1 igin dogru mudur?

g

bulunmalidir.

£ 274 (kA=K 0) + 021k

p+l1

0’

p+2

( Vp.) In yay parametresi S, -, birim teget vektorii T, ~— olsun. (V) in E" deki

geodezik egriligi kVp+1 olmak {iizere;

k"p+1 ‘ DTVp 1T Voa
dir.
o egrisinin yay parametresi s ve birim teget vektorii V . olmak tzere (V) in

denklemi (s, )=V, (s) dir

p

Bu denklemde her iki tarafin tiirevi alalim:

day,, _dV,, ds
ds, ds ds,

olur. Her iki tarafin normu alinirsa;

daV N i dS da\/pH
ds,,, | 1" ds, [ 7 s,
olur. Burada Frenet formiilii ( -k, -V +kp+1Vp+2) kullanilarak
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ds 1

dsvp+l - 1/kp2 + kpﬂ2

elde edilir.
_ oy ds e .
Bu deger ds\, ( kv +kp+1Vp+2).W esitliginde yerine yazilirsa;
k k
T, =- LV, + eV,
Jo2 kot Tkt k)
bulunur.
dT,
T, Tv Yo
VPH " dS\/PH
dTv ds

p+l

DTV p+ TV"*' ds d Sy

d kp kp+1 1

T, =—|- V. + Y/ P —
Vo Vp+l dS \/kp2+kp+12 p \/kp2+kp+12 p+2 [kp2+kp+12

k K
-t -1, —2L_ =/ olmak iizere
\[kpz +kp+12 \/kp2 +kp+12
Dy, Ty, =4V, # 1V, + 2V + AV, |

(/1\/ OV + ( —k, .V, +kpvp+l) ( kp“vp”-i_kpﬂvp”)).ﬁ
p T Ko
= (Ko AV + AN+ (K A=K OV, + OV, K0V

) 1
p+1 p+1 p+2 p+2 p+3 ’ 0 >
NLPE

olur. Buradan norm alinirsa

O A R T

p+1

) +(k,A-k z) +(0) +k,,, 00

TVp 1 +l

elde edilir ve j= p+1 i¢in de dogrudur.
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2.3 Kiiresel Gostergelerin Birim Hiperkiireye (S""') Gore Geodezik Egrilikleri

S"™' hiperkiiresine gbre geodezik egrilikler hesaplanirkan Gauss denklemi

kullanilacaktir.

E" deki koneksiyon D, S™' deki koneksiyon D, S"" in birim normal vektor alani N

ve S"' in gekil operatérii S olmak iizere VX,Y € (S"") igin Gauss denklemi;

DxY =D,Y +(S(X),Y)N
dir (Hacisalihoglu 2000).

Burada birim hiperkiirenin sekil operatorii;

1 0 0 ... 0
1 010 ... 0
S:_'In,lz . . . . .
r - .o
000 .. 1] .
dir.

(V;) nin kiiresel gostergesinin birim teget vektor alani fvi olmak iizere, (V,) nin S"" e

gore geodezik egriligine , denirse;
% =[PwT,| L 1<i<n-

olacaktir.

2.3.1(V,)in S"' e gore geodezik egriligi

(V,) in birim hiperkiireye gore geodezik egriligi y, olmak tzere y, = HBT\/I T, H dir.

BTVITV1 = DTVITVI +(S(Ty,), Ty,)V, ifadesinin normu (V,) in S""e gore geodezik egriligidir.

Burada S(T,,)=S-T, =1,,-T, =T, olur.
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D, T, =Dy T, +(S(T,). T, \V,

= DTVl T, +(Ty, )V,
H—/

1

=D, T, +V,

olur. E"e gore bulunan D, T, yerine yazilirsa;
1

Dy, T, =-V, + ﬁv3 +V,

bulunur ve norm alinirsa;
— k
— _ 2
7 =[PuTy| =2
1

elde edilir.

2.3.2 (V,) nin S"' e gore geodezik egriligi

(V,) nin birim hiperkiireye gére geodezik egriligi y, olmak tizere y, = HBTVZ T, H dir.
BTVZTV2 =Dy T, +(S(T,)),T,,)V, ifadesinin normu (V,) nin S"™'e gore geodezik

egriligidir.
Burada S(T,,)=S-T, =1, T, =T, olur.

D1, T, = D;, T, +(S(T,). T, Vs

= DTV2 Ty, +(Ty,. Ty,)V,
S —

1

=D, T, +V,

olur. E"e gore bulunan Dy Ty, yerine yazilirsa;
2
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Ds,T, =—2.(x'vl + (kX =K, YV, + YV, +k YV, ) +V

X' kx—Kk,y ' k
=— 2Vl+[ 12 22+1JVZ+ 2y 2 Y 2V4
k2 +k, K +k, JkZ +k, \/k +k,

bulunur ve norm alinirsa;

7 =[DeT|

2
Xy kY ka ky J

k12+k22 \/k -i—k2

elde edilir.

2.3.3(V,)iin S"' e gire geodezik egriligi

(V) tin birim hiperkiireye gore geodezik egriligi y, olmak tzere y, = HBTVSTV3 H dir.

BTV3TV3 = DTngVS +(S(Ty,),T,)V; ifadesinin normu (V) in S"'e gore geodezik

egriligidir.
Burada S(T,,)=S-T, =1, T, =T, olur.

Dr,T, = Dy, T, +(S(T,).T, WV,

=Dr, Ty, +(T,,, )V,
| ——

=D, T, +V,
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olur. E"e gore bulunan D; Ty, yerine yazilirsa;
3

kK
Jk,® +k Jk,? +k?

D:,T, = (K2V, + 2V, + (Kyz = K W)V + WV, + KWV ) +V,

k.2 + k>

2 3

k,z—k,w

__L il w’ Vo4 k,w y
Jork? «/k +|<2 Jk ke kT ki ek?

bulunur ve norm alinirsa;

w =[P

2
k’z> + 27 +w? +k W | k,z—kw
—— + +1

k,” +K,

elde edilir.

2.3.4 (V,)iinS"" e gore geodezik egriligi

(V,) tn birim hiperkiireye gore geodezik egriligi y, olmak tizere y, = “BTV4TV4 H
D1, T, =D; T, +(S(T,).T, )V, ifadesinin normu (V,) in S™'e gore geodezik

egriligidir.
Burada S(T, )=S-T, =1,,-T, =T, olur.

DT, =D; T, +(S(T,). T, V,

=Dr, T, +(Ty,, Ty )V,
—_—

1

=D, T, +V,

T, Vs
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olur. E"e gore bulunan D; Ty, yerine yazilirsa;
4

f__ k3 g_ k4
JZ+k2 T k2 k]

DTV4TV4 - k.2 +k,2

3 4

!

9

(—@ﬂ@+fm+(@f—ng»@+gw+k@mJ+w

kg

K, f fr k.f—k,g
=— V, + V,+| =41V, + V + V
NPEFPEREEN ENDER [J@2+kj ] BN PEFPERN (D

bulunur ve norm alinirsa;

7 =[DeT|

2
k> f*+ 1"2+g’2+k5zg2 N k,f —k,9 1
k32 +k42 «/k32 +|(42

elde edilir.

2.3.(n-1) (V_,)in S"' e gore geodezik egriligi

(V,.) in birim hiperkiireye gore geodezik egriligi y, —olmak ilizere y, :HBTVMTVH H

dir.

BTVMTVWl = DTVMT\,W1 +(S(Ty ), T, )V, ifadesinin normu (V, ) in S""e gore geodezik

egriligidir.

Burada S(T, )=S-T, =I-T, =T, olur

n-1"

.5RMFMJ=DMJRH+%SGM4LR%)MH
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= DTV,H Tvn—l T <Tanl ’Tvn—l >Vn’1
—

1

=D, T, +V_,

Ty Vi

olur. E"e gore bulunan D; T,  yerine yazilirsa;
n-1 n-

BTVMTVM = %Vn% _Vn—] +Vn—1
n-2

sy
k

bulunur ve norm alinirsa;

k

n-3

k

7Vn71 - H DTV”*‘ Tanl

n-2

elde edilir.

Sonu¢ 2.3 E" in hiperylizeyi lizerindeki bir egrinin Frenet vektor alanlarmin kiiresel
gostergelerinin  S"'e gore geodezik egrilikleri icin genelleme yapilirsa, (V ;) nin

geodezik egriligi W, ile ifade edilirse;

k.
A=——ro L p=—— 1 olmak iizere
Jkit+k? ki +k;?

j =1 igin
k2

W, =7

J=2 igin

2
12 12 292 _
B T { KA -k, ¢ +1}

kl2 + k22 \/ k12 + k22
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3<j<n-3 igin

kj7222{2 +l!2 +€12 + kj+12€2 kjill_ kjg
A 2 2 * 2 2
kj—l +kj \/kH +kj
j=n-2 igin
2
K, JA2+A%+07 | k _A-k ¢
W, = TR + - =+1
n-3 n-2 \/kn—3 +kn—2
j=n-1 igin
kn—3
W, =
o kn—2
olur.

Ispat: j=3 icin

kZA2+ A7 +07 + k202

= K21k

dogrudur.

j = p ig¢in dogru olsun.

1

2
KAk 1]

2
+1J

K, 27+ 272+ 074k, 20 | ko A—k L
7vp = 3 3 + - = +
Ko” 4K, NI
olur.

j = p+1 igin dogru mudur?

K A2+ A7+ 07 +k_20°
+

k,A—k

7 = p-1 p+2 p+l
Vp+1 - 2 2 > 2

kp Jrkp+1 Jkp Jrkp+l
bulunmalidir.

26
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(V,.,) in birim hiperkiireye gore geodezik egriligi N, olmak {iizere W, =‘

D+, T

p+l

dir.

ey . . . n-1 .
D, Ty, :DTV,,HTVpH +(S(Ty )T, V., ifadesinin normu (V) in S™ e gore

geodezik egriligidir.

n-1

Burada S(TVPH): S -Tvp“ =1 -T\,p+l :TV,H olur.

Dy, T, , .

= DTVp+1 TVp+1 +(S(T, V,. )’TVM W

= DTV TVp+l + <Tvp+l ’Tvp+1 >V

[
1

p+1

=D, T, +V,,

TVp+l

olur. E"e gore bulunan D; T,  yerine yazilirsa;
prl P+

_L /¢ :L
Jk +k° JK +k,

1

- Jk +k,?

+V

Dr,.T, (KA, + AV, + (KA =K,y OV + 0V

p+1

+k EVM)

p+1 p+2 p+2

p+1

KAkl

Jk +k Jk k. TN
+2
Jk +k,, Jk p+k

bulunur ve norm alinirsa;
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D+, T,

_ Ky PAZ+ A2+ 07 4K, .\ kA=K, .0 ol

Ky* + Ky, Ji2 k.

7/Vp+l =‘

p+l

2

elde edilir ve j= p+1 i¢in de dogrudur.

2.4 Kiiresel Gostergelerin S"' e Gére Asimptotik Egrilik Fonksiyonlar:

Tamm 2.4 M bir hiperylizey olsun.M’nin sekil operatorii S ve M {izerindeki bir o
egrisinin teget vektor alani T olmak iizere;

(S(T),T)y=0

diferensiyel denkleminin ¢6ziim egrisine asimptotik egri denir (Hacisalihoglu 2000).

k, =(S(T),T)#0 ise bu degere r egrisinin asimptotik egrilik fonksiyonu denir.

2.4.1 (V,) in asimptotik egrilik fonksiyonu

Tanim 2.4 kullanilarak (V,) in asimptotik egrilik fonksiyonu S"' e gore bulunacaktir.
(V,) in birim vektor alani :[:vl ve hiperkiirenin(S"™") sekil operatérii S=I_, olmak iizere
(V,) in asimptotik egrilik fonksiyonuna kavl denirse; kavl =(3(Ty,),T,,) olacaktir.
k,, =(S(T,).T,)

=Ty, Ty

=1
dir.
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2.4.(n-1) (V_,)in asimptotik egrilik fonksiyonu

(V_,) in asimptotik egrilik fonksiyonuna kav denirse; kaV = <S(Tvn,l ),Tle) olacaktir.

k., =60, )T, 0

a Vi

= <TVn71 ’Tanl >

=1 dir.

Sonu¢ 2.4 E" in altmanifoldu olan (n-1)-boyutlu birim hiperkiire {izerindeki biitiin
kiiresel gostergelerin asimptotik egrilik fonksiyonlar1 1’dir ve kiiresel gostergeler

asimptotik egri degildirler.
2.5 Kiiresel Gostergeler S""' e Gore Egrilik Cizgileri midir?

Tanmm 2.5 E" de bir hiperylizey M ve M iizerinde bir egri o olsun.  egrisinin teget

vektor alam T ve hiperyiizeyin sekil operatorii S olmak iizere; eger T, « egrisi
boyunca S’nin karakteristik vektorlerine karsilik geliyorsa o egrisine M iizerinde

egrilik ¢izgisi denir (Hacisalihoglu 2000).

Bu tanima gore S"' {izerinde dyle egriler vardir ki; bu egrilerin teget vektdr alanlary
egrinin her noktasinda S nin karakteristik vektorleridir.

O halde S(T)=AT olacak sekilde T € y(S"") araniyor demektir.
VT e x(8"") igin S(T)=1_,-T=T dir. (A=1)

Buradan goriiliiyor ki birim hiperkiire tizerinde yatan her egri egrilik cizgisidir.

Sonu¢ 2.5 E" in altmanifoldu olan (n-1)-boyutlu birim hiperkiire {izerindeki biitiin

kiiresel gostergeler egrilik ¢izgisidir.
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2.6 Kiiresel Gostergelerin Evoliit ve Involiitleri

Tanmm 2.6.1 M,N c E" de iki egri olsun. M ve N sirasiyla, (I, «) ve (I, ) koordinat

komsuluklar ile verilsin. a(S), F(S) noktalarinda M ve N egrilerinin Frenet r-
ayaklilar sirastyla, {V,(5),V,(s),....V,(s)} ve {Vl*(S),Vz*(s),...,Vr*(S)} olmak iizere;
(V,(s),V,"(s)) =0 ise N egrisine M egrisinin involiitii, M egrisine de N egrisinin

evoliitii denir (Hacisalihoglu 2000).

Tanim 2.6.2 Bir egrinin tegetlerine dik olan ydriingeye o egrinin bir involiitii denir.

Teorem 2.6.1 E’de bir o egrisinin tegetler gostergesi ve binormaller gdstergesi, sabit
pol egrisinin iki tane kiiresel involiitiidiir.

Ispat: (T), (B) ve (C) nin tegetlerinin dik olduklarini gosterecegiz.

(;—CS:: C'=(sin®)'T +(cos®)'B
LU Y

ds

9B g kN

ds

olduguna gore;

d—C d—T>:0 ve (d—C,?j—lz’):O dir.

<ds’ds ds

Burada kiiresel involiit iligkisi E"in, (n-1)-boyutlu bir M altmanifoldunda
incelenecektir.
M altmanifoldu iizerindeki bir egrinin Frenet (n-1)-ayaklist {VI(S),V2 (S),...,anl(s)}
olmak iizere; bu vektdrlerin egri boyunca tiirevleri ile aralarindaki iliski soyledir:

V' =kV,

V, =—kV, +k,V,

V) =—k\V, +kV,
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V, =KV, +k,V,

Vn—3’ = _kn_4Vn_4 + kn—3Vn—2
Vn—2’ = _kn—3vn—3 + kn*Zanl

V. '=-k V

n-1 n-2"n-2

2.6.1 (V,)in kiiresel involiitleri
<V1l=V2’> =(kV,, =KV, +kV;)
=(kV,,—kV,) +(kV,.kV,)

=—k>(V,,V,) +k K, (V,,V;)
T T
=0

<V1lsv3’> = <k1V27 _kzvz + k3V4>
= <k1V2 , —k2V2> + (klv2 , k3V4>

= _klkz <V27V2> + k1k3 <\/2’\/4>
) —

1 g
= —kk,
=0

VUV = (kY -k KV
= (kV,,—k\V,) +(kV,,kV.)

=—kks (V,, Vi) +kik, (V,, Vo)
- —

0 0

=0
Ve bu sekilde devam edilirse;

<V1, aVn73’> =0

<V1’,Vn_2’> =0
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<V1lavn71,> =0
elde edilir.

Goriiltiyor ki (V,) hari¢ diger kiiresel gostergeler, (V,) in (n-3) tane kiiresel involiitiidiir.

2.6.2 (V,) nin kiiresel involiitleri

<V2”V1’> = <_k1V1 + k2V3’ k1V2>
=0

VY =(=kV, + KV, =KV, + KV,
=0

v,V = (—kV, + KV, =KV, + KV
=—kyk,
#0

Ve bu sekilde devam edilirse;

<V2' :Vn_3’> =0

<V2':Vn72l> =0
<V2’avn71’> =0
elde edilir.

Gortiliyor ki (V,)hari¢ diger kiiresel gostergeler,

involutudiir.
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2.6.3 (V,)iin Kkiiresel involiitleri

<V3'aV1'> =(=kV, +kV,,kV,)
=-k;k
#0

VY = (ko + KV, =KV, K V)
=0

VLV ==KV, + KV, =KV + KV
=0

VLY = (=KW, + KV, =KV, KV
=0

<V3, :V6> =0

Ve bu sekilde devam edilirse;

<V3,avn73’> =0
<V3’,Vn_2’> =0

<V3l3Vn71l> = 0
elde edilir.
Goriiliiyor ki (V,) ve (V) hari¢ diger kiiresel gostergeler, (V,)ilin (n-4) tane kiiresel

involutidiir.

2.6.4 (V,)iin kiiresel involiitleri

vV, .V/y=0
V)Y =0
VvV, V=0
Vv, Vy=0
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(V,,Vg) #0

<V4’,Vn_3’> =0
<V4’9Vn72’> =0

<V4',Vn_l'> =0
Goriiliiyor ki (V,) ve (V,) hari¢ diger kiiresel gostergeler, (V,)lin (n-4) tane kiiresel

involutidiir.

2.6.(n-3) (V,_,)iin kiiresel involiitleri

<Vn—3’aV1’> =0
<Vn_3”V2'> =0

<Vn73’ 9V3,> =0

VSNV =0
V5.V, ) =0
VsV, ) =0
VLV =0

Goriliyor ki (V,

n

s)ve (V,,) hari¢ diger kiiresel gostergeler, (V, ;)ln (n-4) tane

kiiresel involiittdiir.
2.6.(n-2) (V,_,) nin kiiresel involiitleri
<Vn_2’:V1’> =0

<Vn_2’ >V2’> =0
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<Vn72’ 9V3,> =0

Vo,V ) =0
Vo'V, ) #0
<Vn—2"Vn—3’> =0

<Vn—2”vn—l,> =0
Goriiliyor ki (V, ,)hari¢ diger kiiresel gostergeler, (V, ,)nin (n-3) tane kiiresel

involutidir.

2.6.(n-1) (V,_,)nin Kkiiresel involiitleri

<Vn_]lav]l> =0
<Vn_1’aV2’> =0
<Vn71'3V3’> = 0
<Vn71'=vn74’> =0

Vot Vo) 20

<Vn—1”Vn—2’> = 0
Goriiliiyor ki (V, ,)hari¢ diger kiiresel gostergeler, (V, ,)in (n-3) tane kiiresel

involutidiir.

Sonug 2.6 Kiiresel gostergelerin kiiresel involiitleri i¢cin genelleme yapilirsa;

1< j<n-1 olmak iizere j-yinci kiiresel gosterge i¢in (V,),(V;_,) ve (V},,) harig biitiin
(V;) egrileri kiiresel involiittir.

1=1,2,(n-2),(n-1) olmak lizere (V) i¢in kiiresel involiitler (n-3) tanedir.

1=3,4,...(n—4),(n—3) olmak iizere (V,) i¢in kiiresel involiitler (n-4) tanedir.
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3. ALTMANIFOLDLAR

E", n-boyutlu Riemann manifoldu ve E" nin k-boyutlu altmanifoldu M ele alinacaktir.

Tamm 3.1 E", n-boyutlu C” manifold olsun. E" istiinde vektor alanlarimin uzayi

2(E")ve reel degerli C” fonksiyonlarin halkasi C”(E", R) olmak {izere;
)+ 2(E)x x(E") > C*(E",R)
seklinde bir i¢ carpim tanimli ise E" ¢ Riemann manifoldu denir.Burada (,) islemine

E" lizerinde Riemann metrigi denir (Hacisalihoglu 2000).
Tamm 3.2 E", n-boyutlu C” manifold ve E" lizerinde vektor alanlarinin uzayi

7 (E") olsun.

D : x(E")x x(E") —> x(E")
(X,Y) — D(X,Y)=D,Y

fonksiyonu igin;

1) D,(Y+Z)=D,Y+D,Z

2) Dy,,Z=D,Z+D,Z

3) DY = fD,Y

4) D (fY)=X[f]Y + fD,Y

5) D,Y-D,X = [X ,Y] (sifir tensor 6zeligi)

6) Z [(X ,Y)] =(D, X,Y)+(X,D,Y) (metrikle bagdasabilme 6zelig1)

ozellikleri saglaniyorsa D ye E" manifoldu {izerinde Riemann koneksiyonu denir

(Hicks 1974).

3.1 Genellestirilmis Gauss Denklemi

E", n-boyutlu Riemann manifoldu ve E" nin k-boyutlu (k<n-1) altmanifoldu M olmak
iizere y(M)nin y(E")deki ortogonal tamamlayict uzayr y(M)" ve E" nin Riemann

koneksiyonu D olsun.
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2(EMY = x(M)® y(M)" esitliginden yararlanilacaktir (Chen 1973).
[ — —_— —

n k n—k

Sekil 3.1 D, Y nin tegetsel ve normal bilesenleri

vX,Y € y(M) igin D,Y =DxY +V (X,Y) esitligine genellestirilmis Gauss denklemi
denir (Hacisalihoglu 2004).
Burada DxY e y(M), D,Y nin tegetsel bileseni ve V(X,Y)e y(M)", D,Y nin

normal bilesenidir. DxY = teg(D,Y), V(X,Y)=nor(D,Y) seklinde ifade edilir.
3.2 Tegetsel ve Normal Bilesenlerle ilgili Ozelikler

Teorem 3.2.1 E", n-boyutlu Riemann manifoldu ve M, k-boyutlu altmanifoldu olsun.

D: z(M)x z(M)—> z(M)
(X,Y) — DxY=teg(D,Y)

seklinde taniml D fonksiyonu M’ nin Riemann koneksiyonudur (Hacisalihoglu 2004).
Ispat: D fonksiyonunun Riemann koneksiyon sartlarin1 sagladigini gosterelim.

1) YX,Y,Z € (M) icin Dx(Y +Z)=DxY + DxZ oldugu gosterilecektir.
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Dx (Y +2)=teg(D, (Y +2))
=teg(D,Y +D,Z) (D, E" nin Riemann koneksiyonu oldugundan)
=teg(D,Y)+teg(D,Z) (teg fonksiyonu lineer oldugundan)
= DxY +DxZ
2) VX,Y,Z e ;((M) icin DxwZ=DxZ+DvZ oldugu gosterilecektir.
Dx.vZ =teg(Dy.,2)
=teg(D,Z+D,Z) (D, E" nin Riemann koneksiyonu oldugundan)
=teg(D,Z)+teg(D,Z) (teg fonksiyonu lineer oldugundan)
—DxZ+DvZ
3) VX,Y € (M) ve Vf eC*(M,R) i¢in DY = f DxY oldugu gosterilecektir.
DY =teg(DyY)
=teg(fD,Y) (D, E" nin Riemann koneksiyonu oldugundan)
= fteg(D,Y)
= f DxY
4) YX.Y € z(M) ve ¥f eC*(M,R) igin Dx fY = X [f]Y + f DxY oldugu
gosterilecektir.
Dx fY =teg(D, fY)
=teg(X [ f ]Y + fD,Y) (D, E" nin Riemann koneksiyonu oldugundan)
=teg(X [f]Y)+teg(fD,Y) (teg fonksiyonu lineer oldugundan)
= X[ f]tegY + fteg(D,Y)
= X[f]Y + fDxY
5) vX.,Y € (M) igin DxY -DvX = [X,Y] oldugu gosterilecektir.
DxY —Dy X =teg(D,Y)—teg(D, X)
=teg(D,Y —D,X) (teg fonksiyonu lineer oldugundan)
=teg( [X ,Y] ) (D, E" nin Riemann koneksiyonu oldugundan)
~[x.¥]
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6) VX.,Y,Ze y(M) i¢in X [(Y,Z)] =<5xY,Z>+<Y,5x Z) oldugunu gosterilecektir.

X [(Y,Z)]z(DXY,Z>+(Y,DXZ> (D, E" nin Riemann koneksiyonu oldugundan)
=(DxY +V(X,Y),Z)+({Y,DxZ +V(X,Z))
=(DxY,Z)+(V(X,Y),Z)+(Y,DxZ)+(Y,V(X,Z))

V(X,Y)e x(M)*" ve Ze y(M) oldugundan ¢V (X,Y),Z)=0

V(X,Z)e y(M)" ve Y € y(M) oldugundan (Y,V(X,Z))=0 dir.

O halde X [(Y,Z)]=(DxY,Z)+(Y,DxZ) elde edilir.

Riemann koneksiyon sartlar1 saglandigindan D Riemann koneksiyonudur.

Teorem 3.2.2 E", n-boyutlu Riemann manifoldu ve M, k-boyutlu altmanifoldu olmak

tizere E" nin koneksiyonu D ve M nin koneksiyonu D olsun.

Vi g(M)x z(M) > (M)
(X,Y) - V(X,Y)=D,Y -DxY

fonksiyonu y(M)" degerli, simetrik ve 2-kovaryant tensdrdiir (Hacisalihoglu 2004).
Ispat: a) Deger kiimesinden y(M )" degerli oldugu asikardir.
b) VX,Y € (M) i¢in V(X,Y)=V (Y, X)oldugu gosterilecektir.(simetrik)
V(X,Y)=V(Y,X)=(D,Y —DxY)—(D, X — Dy X)
=(D,Y -D,X)—(DxY —-DyX)
= [X Y ] — [ X ,Y] (D ve D Riemann koneksiyonu oldugundan)
=0
O halde V(X,Y)=V (Y, X) dir.
¢) V fonksiyonunun tanim bdlgesi y(M)x y(M)= (M)’ oldugundan mertebesi 2’dir
ve 2-kovaryanttir (Hacisalihoglu ve Ekmeke¢i 2003).

V’nin 2-lineer oldugunu gostermek yeterlidir.
vX,Y,Ze y(M)ve Vf,geC*(M,R) icin V(X +gY,Z)= fV(X,Z)+gV(Y,Z)

oldugu gosterilecektir.

39



V(fX +9Y,Z) =Dy, Z ~DxsorZ
=DyZ+D,Z-DxZ-DyZ
= fD,Z +9D,Z - f DxZ -gDvZ
= f(D,Z-DxZ)+g(D,Z-DvZ)
= fV(X,Z)+gV(Y,2)

V fonksiyonu birinci yere gore lineerdir.Simetrik oldugundan ikinci yere gore de

lineerdir.O halde V, 2-lineerdir.

Tanim 3.2.1 VX,Y € y(M) i¢in
Vi (M) z(M) = (M)
(X,Y) > V(X,Y)=D,Y -DxY
7(M)* degerli, simetrik, 2-kovaryant tensére M nin ikinci temel tensorii veya

genellestirilmis Weingarten doniisiimii denir (Hicks 1974).

Tamm 3.2.2 E", n-boyutlu Riemann manifoldu ve E" nin k-boyutlu altmanifoldu M
olsun.
(M) in - W={N,N,,.,N,} ortonormal bazi yardimiyla tammlanan
vX,Y € (M) igin
n-k

B(X,Y)=(V(X,Y),N,) ;1<i<n—k , V(X,Y)=> B(X,Y)N,

i=1

bilineer formlarina M nin ¥ ’ye gore ikinci temel formlar:1 denir(Hacisalihoglu 2004).

Tanmm 3.2.3 VX € y(M) ve N, e ¥ (1<i<n-K) i¢in

S; 1 x(M)— x(M)
X —S,(X)=tegD, N, = DxN,

seklinde tanimli fonksiyona, M’nin ¥ ’ye gore i-yinci Weingarten doniisiimii denir

(Hacisalihoglu 2004).
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Teorem 3.2.3 E", n-boyutlu Riemann manifoldu ve E" nin k-boyutlu altmanifoldu M

olsun.

N

1°

M’nin ikinci temel tensérii 'V ve x(M)" in ortonormal baz1t {N,N,,...,

N,_,} olmak
lizere;

B : x(M)x (M) —C”(M,R)
X,Y) = B(X,Y)=(V(X,Y),N;)

seklindeki B, fonsiyonlar1 (M) iizerinde bilineer formdurlar (Hacisalihoglu 2004).
Ispat: B, fonksiyonlarimin bilineer ve simetrik olduklarin1 gdstermek yeterlidir.
vX.,Y,Z e y(M)ve Vf,geC*(M,R) i¢cin B.(fX +gY,Z)= fB,(X,Z)+gB.(Y,Z)
oldugu gosterilecektir.
B.(fX+9Y,Z)=(V(fX +gY,Z),N;)
=(fV(X,Z)+gV(Y,Z),N,)
= fV(X,Z2),N)+ gV (Y,Z),N;)
= fB,(X,Z2)+9B,(Y,Z)
Ayni sekilde ikinci yere gore de lineer oldugundan B, ler bilineerdir.
vX,Y € y(M) i¢in B,(X,Y)=B,(Y, X)oldugu gosterilecektir.
B, (X,Y)=(V(X,Y),N,)
=(V(Y,X),N;) (V, simetrik oldugundan)
=B.(Y,X)

O halde simetriktir.

Teorem 3.2.4 E", n-boyutlu Riemann manifoldu ve E" nin k-boyutlu altmanifoldu M
olsun.
M’nin i-yinci Weingarten dontisiimii S, ve ikinci temel formlar1 B, ise;
1) VX,Y € (M) igin B,(X,Y)=—(S,(X),Y) dir.
n-k
2) VX,Y € y(M) i¢in V(X,Y)= —Z:(Si(X),Y>Ni dir.
i=1

(Hacisalihoglu 2004).
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Ispat: 1) VX,Y € y(M) icin;
B,(X.Y)=(V(X,Y),N,)
=(D,Y —DxY,N,)

=(D,Y,N)=(DxY,N,) ;DxY e (M) veN, € y(M)*
|

0

= X(Y,N)=(Y,D,N)Y ;Y ez(M)veN ey(M)"

0
=Y, Dy Np)
=—(Y,tegD, N, + norD, N,)
=—(Y,tegD, N;) —(Y,norD, N;)
%,—/

0

=Y, S (X))

n—k
2) V(X,Y)=>B,(X,Y)N; oldugu biliniyor.

i=1

n—k
Burada B,(X,Y)=—(S,(X),Y) esitligi kullanilarak V (X,Y) = —Z:(Si (X),Y)N, elde

i=1

edilir.
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4. k-BOYUTLU ALTMANIFOLD UZERINDEKI BiR EGRININ FRENET
VEKTOR ALANLARININ KURESEL GOSTERGELERININ EGRILIKLERI

E", n-boyutlu Riemann manifoldu ve E" nin k-boyutlu (k < n—1) altmanifoldu M olsun.
M iizerindeki bir egrinin {V,,V,,...,V,} Frenet vektor alanlarmin kiiresel gostergelerinin

geodezik egrilikleri hesaplanacaktir.

Sekil 4.1 E" in k-boyutlu altmanifoldu {izerindeki egrinin Frenet vektor alanlar

ve birim normal vektor alanlari

Frenet vektor alanlarmin kiiresel gostergeleri E" de ve birim hiperkiire (S*) iizerinde

olustugundan, E" e ve S* ya gore geodezik egrilikler hesaplanacaktir.
4.1 Kiiresel Gostegelerin E" e gore Geodezik Egrilikleri
4.1.1 (V,)in E" e geodezik egriligi

( V)) in yay parametresi S, , birim teget vektori T, olsun. ( V;) in E" e gore

geodezik egriligi kVl olmak tizere;
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K, :‘

Dr T,

dir.

o egrisinin yay parametresi s ve birim teget vektorii \71 olmak tizere ( V,) in denklemi

o, (sv] ) =V, (s)
dir.

Bu denklemde her iki tarafin tirevi alalim:

doz\,1 _ %
ds, ds,
davl _ dV1 ) ds
ds, ds ds,

olur. Her iki tarafin normu alinirsa;

e

de,

ds,

s
ds,

da,

ds,,

=1

olur. Burada Frenet formiili (Vl' =k, -Vz) kullanilarak

ds 1

ds, K

elde edilir.

do, ds ... :
Bu deger " L=k \V, -— esitliginde yerine yazilirsa;

T, =V,

bulunur.

dT,,

T 'V

1 dSVl
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dTV] ) ds

D, T, = -
MY ds ds,
o 1 4% 5
nt o ds ds,
1
DTvlTvl =(—k1V1+k2V3)'k—
1
k2
D, T, =-V, +2V,
v, M kl

olur. Buradan norm alinirsa, (V,) in E" e gore geodezik egriligi i¢in;

2
= 1>+ k
k]

K, =|

D T,

elde edilir.
4.1.2 (V,) nin E" e gore geodezik egriligi

( V,) nin yay parametresi S, , birim teget vektori T, olsun. ( V,) nin E" e gore
geodezik egriligi k, olmak iizere;

k, =|

DTVZ Tv2

dir.

o egrisinin yay parametresi s ve birim teget vektorii \72 olmak tizere ( V,) nin denklemi

a, (sv2)=V2(s)
dir.

Bu denklemde her iki tarafin tirevi alalim:
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day, _dv,

ds, ds,
day, dv, ds
ds, ds ds,

olur. Her iki tarafin normu alinirsa;

r\/zl

de

Vs

ds,,

dey,

ds,,

ds

J— =1
ds,,

b

olur. Burada Frenet formiilii (Vz' =—k -V, + k2V3) kullanilarak

ds 1
ds,, - vk +k,’?

elde edilir.

o,

Bu deger =(—kV, +k\V,) dd—s esitliginde yerine yazilirsa,;
s,

k k
T, =- LV + 2
N N S

bulunur.

V3

dTV2
ds,,
B dTV2 - ds

Tv, V)

> _dsa

D, T, =

LA

1

Y P B T VAP SV

=y diyelim.

kl kZ
—_—L— =X , —=—
vk +k,? vk +k,?
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1

D. T :(x’v +yV +xv’+yv')-—
LA 1 3 1 3 m
1
=(XV, + YV, +X(kV, )+ Y (K, + KV, ) ) ——
vk +k)?

1

vk +k,?

= (XV, +(kx =k, Y )V, + YV, + K, YV, )-

olur. Buradan norm alinirsa, (V,) nin E" e gore geodezik egriligi i¢in;

K, =|

DT\,2 Tvz

1 ! !
= () (koY) () kY
VK +K,

elde edilir.
4.1.3 (V,) iin E" e gore geodezik egriligi

( V) un yay parametresi S, , birim teget vektordi T, olsun. ( V;) in E" e gore
geodezik egriligi k, olmak iizere;

sz = ‘ DTV TV3

dir.

o egrisinin yay parametresi s ve birim teget vektorii \Z olmak tizere ( V,) tin denklemi
aVs (S\/z ) :V3 (S)

dir.

Bu denklemde her iki tarafin tiirevi alalim:

day, _dv,
ds, ds,
day, _dv, ds
ds, ds ds,
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olur. Her iki tarafin normu alinirsa;

M'

ds
ds,,

doy,

ds,,

doy,
ds,,

=1

b

olur. Burada Frenet formiilii (V3' =k, -V, + k3V4) kullanilarak

ds 1
ds,  k,” +k
elde edilir.
. daoy ds ... .
Bu deger 5 == (—k,V, +k3V4).E esitliginde yerine yazilirsa,
k k
T=-2 vy Sy
N N TS
bulunur.
dT,,
T, Vs = dSV
dT, ds
DTv V, = dv3 d_
3 S S\/3

1

d k k
D, T, =—| ~——=—V, + iV, |
wtds| k2 k) JK,Z 4k, Jk? +k2

=w diyelim.

_ k2 =7 k3
JkZ kT ke kS
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1
vk,® +k,’

=(2V, + WV, +2(—kV, + KV, )+ W(=kV, +kV;))-

D, T,, = (z'v2 WV, 42V, WY, )

1

1

vk, +k,?

= (—k,2V, + 2V, + (K2 = KW)V; + W'V, + k WV, )-

olur. Buradan norm alinirsa, (V,) iin E" e gore geodezik egriligi igin;

o

+(kyz —kow)" + (W) +k, W

T, v3

k’z
1/k +k,’ \/
elde edilir.

4.1.4 (V,) iin E" e gore geodezik egriligi

( V,) Un yay parametresi S, , birim teget vektordi T, olsun. (V) tn E" e gore

geodezik egriligi k, olmak iizere;

D; T,

T, V4

=]

dir.
o egrisinin yay parametresi s ve birim teget vektorii \74 olmak tizere ( V,) tin denklemi

a, (sv4 ) =V, (s)
dir.

Bu denklemde her iki tarafin tiirevi alalim:

day, _av,
ds, ds,

49



dav4 _ dV4 ) ds

ds, ds ds,

olur. Her iki tarafin normu alinirsa;

’\/4,

do,

ds,,

ds
ds,,

d o,

ds,,

= . :1

b

olur. Burada Frenet formiilii (V4' =—k, -V, + k4V5) kullanilarak

ds 1
ds,, Jkz2+k,.

elde edilir.

o,

Bu deger
u daeger
S

= (—k,V; +k,Vs)- dd?S esitliginde yerine yazilirsa;

4 4

k k
T, =V
ok T ek

bulunur.

aT,, ds.
ds ds,

DT\/ y 7

1

d k k
D, T, =—| ———V,+—2—V; |
‘ ds| Jk2+k> k2 +k, JK +k,2

=g diyelim.

K e Kk
JZ+k2 T kK,
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1

D, T, :(fV +gV,+ V) + gV ) ——
T, Vs 3 5 3 5) ,7k32+k42
1
=(fV,+9'V.+ f (-kV, +kV,)+g(-k\V, +kV,)) ———
( 3 5 ( 2V2 34) ( 4V4 56))W

1

VK +k,?

:(—k2 v, + £V, +(k, f —Kk,g)V, +g'V, +k5gV6)-

olur. Buradan norm alinirsa, (V,) in E" e gére geodezik egriligi i¢in;

B B 1 2 2 N2 2 "2 2.2
k, = T, _W-sz 24 () +(k f —k,g)’ +(g') +k’g
elde edilir.

4.1.k (V,) min E" e gore geodezik egriligi

( V) nin yay parametresi §, , birim teget vektorii T, olsun. ( V,) nin E" e gore

geodezik egriligi k, olmak tizere;

K, =|

DTv TVk

dir.

o egrisinin yay parametresi s ve birim teget vektorii \Tk olmak tizere ( V,) nin
denklemi ¢, (S\,k):Vk(S)

dir.

Bu denklemde her iki tarafin tiirevi alalim:
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day, _dv

ds, ds,
day _dv, ds
ds, ds ds,

olur. Her iki tarafin normu alinirsa;

rvk’

dey,

ds,,

ds
ds,,

d a,
ds,,

=1

2

olur. Burada Frenet formiilii (Vk' =—kK, , -kal) kullanilarak

ds 1

ds, Kk

elde edilir.

avk

=(-k Vi) dd_S esitliginde yerine yazilirsa;

ds, S
Tvk =V,

Bu deger

bulunur.

_dTvk ds
L ds Q
p, T, =~ M L

T ds K,

1
= _(_kk-zvk-z +K Vi ) k_
k-1

olur. Buradan norm almirsa, (V, ) nn E" e gore geodezik egriligi icin;
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1

ka - ‘ DTvaVk - k_ \/( kk—2 )2 + (kk—l )2
k-1

elde edilir.

Sonu¢ 4.1 E" in k-boyutlu altmanifoldu M tizerindeki Frenet vektor alanlarmin kiiresel
gostergelerinin E" e goére geodezik egrilikleri igin genelleme yapalirsa, (V;) nin

geodezik egriligi kVJ ile ifade edilirse;

k. k.
A=———L _  y=—— I olmakiizere
ki +k? Jki+k?

j=2 igin

K :;.\/(4')2 (kA=K 0 +(2) +k 20

3<j<k-2 i¢in

,/ i +k2

\/ka 2427 4 (KL Ak ) 07 k2

j+l1

j=k-1 igin

e 2T A (kA =k 1) + 0
k 2 +kkl
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j=k igin
1

== (kea) + (k)
k-1

olur.

Ispat: j=3 icin

2.2

1 2 2 2
k, =——=-1k’n* +(7') +(k,p—K,u) +(') +k
WJ () + (ko —koe) +(w') +K,

dogrudur.

j = p icin dogru olsun.

_ 1 2.2 "2 2 "2 2 2
K, —W'\/kpzn +(1') + (ko =kop) +(#) +k,, 0

olur.

j=p+1 igin dogru mudur?

_ 1 2 2 "2 2 "2 2 2
Ky, —W'\/kpl 7+ (1) + (kg —Kpapt) +() +K,. 0

bulunmalidir.

( V) in yay parametresi Sy, » birim teget vektorii TVp+1 olsun. (V,,,)in E" e gore

geodezik egriligi kVp+1 olmak {iizere;

k D T\,’Hl

TVp+l

Vp+l :‘
dir.

o egrisinin yay parametresi s ve birim teget vektorii \m olmak tizere ( V) in
denklemi @, (svp+l ) =V, ()

dir.

Bu denklemde her iki tarafin tirevi alalim:
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davpﬂ de+1 . dS
ds ds,

olur. Her iki tarafin normu alinirsa;

d avpﬂ

dsy,,

ds
ds, |

da,
ds, .

!
p+1

2

’
p+1

olur. Burada Frenet formiilii (V =—k, -V, + kpﬂvw) kullanilarak

ds 1
ds,, Jk,' +k,.”
elde edilir.
Bu deger Hos —(—kV +k, .V )i esitliginde yerine yazilirsa;
g dsvp” pop p+17 p+2 ds\/p+1 g Y y ’
k k
T, =- E_V, + LV,
ok kg, Jk+ko,
bulunur.
dT\,p+1
Tvp+l Vp+1 = dsv
B dTva ds
T\/erl Vs dS dS\/pH
d k k 1
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K K

p p+1

———= , ——————=U dlyehm
Jk +ko° Jk2+k,

' ' 1
D, T, = (nvp + 1N, 1N+ )—
Vp+ p+l 2 2
K, Ko
1
= (va + /u'vp+2 + /,l (_kp—lvp—l + kap+] )+ ﬂ(_kp+lvp+l + kp+2Vp+3 )) '

JK, +K,

1
= (—kp_anp_l + 77'\/p + (kpﬂ - kp+1ﬂ)vp+1 + /U'Vp+2 + kp+2/uvp+3 ) ) \/7
k> +k,,”

olur. Buradan norm alimirsa, (V,,,) inE" e gore geodezik egriligi igin;

ky

D, T
TVp+1 VP

p+l ‘ +1

1 , 2 /
:W'\/kp-fﬂz + (1) + (Ko —Kyopt) +(1) +Kp) 4
p p+l1

elde edilir ve j= p+1 igin de dogrudur.
4.2 Kiiresel Gostergelerin Birim Hiperkiireye Gore Geodezik Egrilikleri

S* ya gore geodezik egrilikler hesaplanirken genellestirilmis Gauss denkleminden

yararlanilacaktir.

D,Y = DxY +V (X,Y) genellestirilmis Gauss denkleminden

DxY =D,Y -V(X.,Y)

olur.

n—k
Burada Teorem 3.2.4 iin 2) maddesinden V(X,Y)z—Z(Si(X),Y>N.

i
i=1

esitligi
kullanilarak;

DxY =D,Y +§<Si(X),Y>Ni (%)

i=1

elde edilir.
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S+ x(8) > x(8H)
X — S(X)=tegD,N, (1<i<n-k)

seklinde taniml1 S; lineer doniisiimiiniin matrisini bulalim.

2(8)=5p{Y,.Y,,....Y,} ortonormal baz olsun.
VX € x(S¥) igin S;(X)e x(S) dir.

k
sMpy=2ay, ...

r=1

S,(Y,) = Zk:arer Q)

Si(Yk) :Zk:arkYr s (k)

olur.

(1) esitliginin her iki tarafi sirasiyla Y, Y,,..., Y, ile carpilirsa

<Si(Y1)=Y1> =q
<Si(Y1)aY2> =y

<SiW1),Yk> =4

olur.

Teorem 3.2.4 iin 1) maddesinden B, (X,Y)=—S,(X),Y) oldugu biliniyor.Bu esitlikten

yararlanarak;

q, :_Bi(Yl’Yl)

Q= _Bi (Y1,Yz)
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Q, = _Bi (Y19Yk)

elde edilir.
(2) esitliginin her iki tarafi sirasiyla Y, Y,,..., Y, ile carpilirsa

(Si(V,),Yp=a, = a,=-B(Y,.)Y))

S;(Y,),Y,y=a,, = a,=-B(Y.,.Y,)

:(SiUZ),Yk):akz :> a,=—B/(Y,,Y,)

elde edilir.

(k) esitliginin her iki tarafi sirasiyla Y, Y,,..., Y, ile carpilirsa

S, Yo=a, = a,=-Bi(Y,.Y)
<Siwk),Y2>=3.2k = aZkZ_Bi(YkaYz)

<Si(Yk)aYk>:akk = akk:_Bi(YkaYk)

elde edilir.
B, fonksiyonlar1 simetrik oldugundan S; lineer doniisiimiiniin matrisinin elemanlar:

arasinda su esitlikler vardir:

Q) =38, , & =5 ,..., &; =3,

A =8y, Ay =8y, 5.0, Gy =3y

O halde S; lineer doniisiimiine karsilik gelen matris A; olmak tizere;
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olur. Buradan

—Bi(V,,Y) -B(Y,.,Y) ... —Bi(Y,Y)

A = _Bi(YzaYl) _Bi(Yz’Yz) _BiWk’Yz)
_Bi(YksYl) _Bi(YkaYz) _Bi(YkaYk)
elde edilir.

4.2.1 (V,)in S* ya gore geodezik egriligi

(V,) in birim hiperkiireye gore geodezik egriligi y, olmak lizere;

7 =[]

dir.
— n—k
(*) esitligi kullamlirsa; Dr, T, =Dy T, + Z:(Si (T, ), T, YN, ifadesinin normu (V,) in S*
1 V1 = 1 1

ya gore geodezik egriligidir.

_ n-k
DTVITVI = DTVITVI +Z<Si(TV1 ),T\,l)Ni
i=1
=Dy, Ty, + (S, (T ) Ty N + (S5 (T, ). T N, 1 +(S, (T, )TN,

=Dy, Ty + (ST )TV (S (T Vi et (S (). Ty )V,
—_—

=B (Ty»Ty) =By (T Ty) ~Buk (Ty»Ty,)

= DTvl TV1 - Bl (TVI ’TV1 )V1 - 82 (TVI ’TV1 )Vl IR ank (TVI ’TV‘ )Vl
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olur. E" e gére bulunan D; T, degeri yerine yazilirsa;

_ k n—k
DTVl TV1 = —V1 + k—2V3 - [Z Bi (TV1 :Tvl )Jvl
1 i=1

n—k k
= (-2 B (T, Ty) =V, 42V,
i=1

1

bulunur ve norm alinirsa;

— n-k 2 k 2
7/V1 :HDTvlTvl H _\/(14_2 Bi (TVlaTVI)j +(k—2J
i=1 .

elde edilir.
4.2.2 (V,) nin S* ya gore geodezik egriligi

(V) nin birim hiperkiireye gére geodezik egriligi y, olmak tizere;

7 =[De.Te|

dir.
_ n-k
(*) esitligi kullamlirsa; Dr, T, =Dy T, +Z:<Si(TV2 ), Ty, )N; ifadesinin normu (V,) nin
i=1

S""e gore geodezik egriligidir.

— n—k
Dr, Ty, = DTVZTVZ + Z<Si (Ty, ), Ty, IN;
=

= DTVZTVZ +<51(Tv2 )sTvz>N1 +<52 (Tvz)aTv2>N2 +"'+<Sn—k (TVz )’TV2>N"—k

=Dy, Ty, + (8, (T). TV, (8, (M) T )V, +o 4 (S, (T).T )V,

=B (v, v,) =B, (Ty,>Ty,) =Bnk (T, Ty,)

= DTVZ Tv2 -B, (Tv2 ’TV2 N, -B, (Tv2 ’TV2 N, =...= By (TVz ’TVz W,
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n—k
=D, T, - (Z B (T,.T, )jv2
i=1

N . ‘
olur. E" e gore bulunan DTVZTVz degeri yerine yazilirsa;

X=_L , y:L
vk +k,? vk +k,?

N
k?+k,>

1 2

’ _ n—-k ’
X Vl +[ k1X kzy [ BI (TV2 -l-v2 )J]V + y V3 + k3y

N Je2+k?2 UG JRE kT ke k)

— n-k
DTVZTV2 = .(er] + (klx - kzy)V2 +y'V, +k, yV4)—(z B, (‘I'\,z ,T\,2 )]V2
i=1

bulunur ve norm alinirsa;

=[P
2 2 2,,2 :
XY Ky kx—K,y
RETS {«/k Pk, (Z‘B(TVZ j}
elde edilir.

4.2.3 (V,)iin S* ya gore geodezik egriligi

(V) tn birim hiperkiireye gore geodezik egriligi y, olmak tizere;
7 =[Pr T
dir.

_ n—k
(*) esitligi kullanilirsa; Dt T, =Dy T, + Z(Si(TV ), T, )N; 1ifadesinin normu (V,) iin
3 V3 — 3 3

S* ya gore geodezik egriligidir.
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Dy, T, =D, T +Z<S(TV) ON,

= DTV3TV3 +<Sl(TV3 )’Tv3>N1 +<82(TV3 )’TV3>N2 et (S (TVS)’TV3>Nn_k

= Dy, Ty, +(S, (T, ) Ty Vs + (8, (T, ) Ty )V +ot (S, (1) T OV

=B (T3, Ty;) =B, (T, Ty;) —Bok (Tyy»Tyy)

= DTV3TV3 -B,(T,,, T, Vs -B,(T,, T, V; —...—= B, (T, , T, )V,

n—k
=D, T, - (z B(T,.T, )Jv3
i=1

olur. E" e gére bulunan D; Ty, degeri yerine yazilirsa;
3

k2 k3
7=——2 | w=——
JK,* +k;? Jk,* +k;?

n-k

1

Dr,T, =————
RN

(=kizVy + 2V, + (K2 = KWV, + WV, + KWV ) — ( B(T,.T,,) j

i=I

k,z—k,w
,/k +k2 w/k +k2 {«/ (Z s TV3)jJV3

bulunur ve norm alinirsa;

O A

2
KW kW ( k,z—k,w (iB T.T )JJ
- - (ANAVAERLVA

k +k2 ‘/k22+k32 i=1

elde edilir.
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4.2.4 (V,)iin S* ya gore geodezik egriligi

(V,) tin birim hiperkiireye gore geodezik egriligi y, olmak tizere;

. =[Dr T

dir.
_ n-k
(*) esitligi kullamlirsa; D1, T, =Dy Ty, JrZ(Si(TV4 ), Ty, »N; ifadesinin normu (V,) in
i=1

S* ya gore geodezik egriligidir.

_ n—k
Dr, T, =Dy, T, + 2 (ST, L T,ON,
i=1

= DTV4TV4 + (S, (T, ) Ty, )N, +¢S, (T, ), Ty N+ (S (T,), Ty, )N

= DTV4TV4 +<81(Tv4 )oTv4>V4 +<Sz(Tv4)vTv4>V4 +.. 4+ (S, (Tv4 )aTv4>V4
|

-B,(Ty,>Ty,) -B,(Ty,Ty,) =Bk (Ty, 5 Ty,)

= DTV4TV4 -B, (Tv4 aTv4 N, - B, (Tv4 ’Tv4 Ny=-. =By (TV4 ’TV4 W,

n-k
= DTVATV4 - (Z B, (Tv4 aTv4 )jv4
i=1

olur. E" e gore bulunan Dy Ty, degeri yerine yazilirsa;

f__ k3 g_ k4
JkZ k2 Tk k]

— n—k
Dr,T,, =T (K, BV, + FV + (K F =k, g )V, + gV, +k5gV6)—(z Bi(rv4,TV4)jv4
3 i=1

K, f fr k,f —K,g (nk j
:——V +—V + — 1= B|(T ’T ) V
JoZ kT ki k? [4/k32+k42 LB T
g’ Ksg
+ V. + \Y/
Je2rk2 T Jkiak
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bulunur ve norm alinirsa;
7 =[PuT

2
_ k22f2+f’2+g'2+k5292+[k3f—k4g —(nZ_EB(T . )jj
illy,s by,

k32 + k42 \/kf + k42 i=1

elde edilir.

4.2k (V) mn S* ya gore geodezik egriligi

(V) nin birim hiperkiireye gére geodezik egriligi y, olmak iizere;

W, = HBTVK Tvk

dir.

_ n-k
(*) esitligi kullamilirsa; Dr, T, = DTvavk +Z(Si(TVk ), Ty »N; ifadesinin normu (V,) nin
i=1

S* ya gore geodezik egriligidir.

_ n—k
Dr, Ty, =Dy, Ty, + 2 (ST, ). TN,
i=1

= DTvavk STy ) Ty NG+, (T ), Ty N+ 4(S (T ), Ty ONG

= DTVkTVk +(S,(Ty ), Ty IV, +(S, (T ), Ty )V + 4+ (S Ty, ), Ty DV
%/—/

- B1 (TVK ?TVk ) _BZ (TVk ’TVk ) - Bn—k (TVK ?TVk )

= DTVk Tvk - Bl (Tvk aTvk )Vk - Bz (Tvk ’Tvk )Vk T Bn—k (TVk ’TVk )Vk

n—k
= DTVkTVk _(z B, (Tvk sTvk )jvk
i=1

N . ‘
olur. E" e gore bulunan DTvaVk degeri yerine yazilirsa;
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— k n-k
DTVkTVk = ﬁkaz (Z B' (TVk > Vk ]
i=1

k-1
k

n-k
= ﬁvk_z - [Z B(T,.T, )+ 1]vk
i=1

k-1

bulunur ve norm alinirsa;

= \/( t“J +(n§ BT, ,Tvk)+1j

v, = HDTVkTVk

elde edilir.

Sonu¢ 4.2 E" in k-boyutlu altmanifoldu M iizerindeki Frenet vektor alanlarmin kiiresel
gostergelerinin S* ya gore geodezik egrilikleri icin genelleme yapilirsa, (V;) nin

geodezik egriligi W, ile ifade edilirse;

Yy — (=——2L — olmak iizere

N k2 +k?

j=1 i¢in

_ \/(1+n§i B,(T, ,Tvl)j +(%j

j=2 igin

2
AP+ 0+ K0 | kA=K, 0 (”-k
7 = + - Bi G- A 7T )
V, k]2 + k22 [ (klz + kzz ; V,2 'V,
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3<J<k-2 i¢in

2
K A7+ A2+ 07 +k, 20 | KAkl (nk
i-2 j+1
" ki*+k;? {\/kJl +k;’ ; i

j=k-1 ig¢in

2
k A2+ A7 +07 | kA=K ! (“ —k j
M, = + B(T, .T,.

- AR N DI TUARLY

j=k igin
k 2 n—k 2
N = [ kzj +(zBi(TV ,TV)—i-lj
k Ky, i1 ko
olur.

Ispat: j=3 igin

2
k22,2+/1’2+£’2+k2£2 k/l kf n—k
7/\/3: | 2 4 +[ [ZB( j}

k,> +k,’ \/kzi :

dogrudur.

j = p icin dogru olsun.

2
k AP+ +0%+k 07 | k_A—k /! (nk
p—2 p+1 p-1 p
= + - XBm,.T >j
Y kp71 +kp2 {\/kaZ_i_kpZ = Vp? 'V

olur.

j=p+1 igin dogru mudur?
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2

K, A2+ A2+ 074k 00 | KAk 0 ([
}/Vp+l = 2 2 + 2 2 - z Bi (Tvp+l ’Tvp+l )
k)" +K, /kp +K,, =

bulunmalidir.

(V) in birim hiperkiireye gére geodezik egriligi W, olmak tizere;

D, T,

7Vp+l _‘

p+l
dir.

_ n—k
(*) esitligi kullanilirsa; DTVPHTVPH =D; T, +Z(Si(TV ),T, )N, ifadesinin normu
p+l p+l = p+l p+l

(V,,,)in S* ya gore geodezik egriligidir.

R n—k
DTva Tvm1 = DTvaTva + Z <Si (I-vp+1 )aTva ) Ni
i=1

=D TVp

TVp+l

H(S,(T, )Ty N +(S, (T, )T, N, +.+(S, (T, )T, N,
=D, T, +(Si(T, )Ty Vo (S5 (T, )Ty, W+t (ST, 0Ty, IV,
BTy g By (T Tup) “Bok (g Ty

= D Tvp+l h Bl (Tvp+l ’Tvp+1 )Vp+1 - 82 (Tvp+l ’Tvp+1 )Verl T ank (Tvp+1 ’Tvp+1 )Vp+1

TVp+l

+1

n-k
- DTVp+l TVP*‘ N (Z Bi a-vp+1 ’Tvpﬂ )ijJrl
i=I

olur. E" e gére bulunan D; T, degeri yerine yazilirsa;
p+l p+]

G K, K

Jeiako 2 ek,

1

Dy, T, =———
p+l Vp+1 2 2
K, K,

K

_( Bi (Tvp+l sTva )]Vpﬂ
i=1

(g AV, + AV, + (KA =Ky OV + 0V + K0V )

p+1 p+2 p+2

67



k, A yu k A— kpﬂg (nk ]
N B(T, .,T, )|[V
\/k +K,, s \/k2+k [\/k 21k, .2:1: (oo T) | Vo

p+2
Jk +k,, 1/k +k,,

bulunur ve norm alinirsa;

\/kz i=1

2
K AP+ A7 +07 +k, 207 kA=K, 0 (K
— p-1 p+2 p+l B ’
k> +k,..° ( [Z T, Vp*')j]

elde edilir ve j= p+1 i¢in de dogrudur.
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